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Predgovor

Knjiga koja je pred vama nastala je od mojih beleski za predavanja i veZbe iz
predmeta Matematicka logika u racunarstvu (sa ¢etvrte godine smera Ra¢unar-
stvo i informatika na Matematickom fakultetu Univerziteta u Beogradu), koje
sam drzao tokom akademskih godina 2001/02, 2002/03 i 2003/04. Nadam se
da ¢e ova knjiga biti korisna ne samo studentima koji slusaju pomenuti pred-
met, nego i svima koje interesuju veze matematicke logike i racunarstva.

Za pripremu casova kao i ovog materijala koristio sam mnogo izvora, a
najéesce [18, 7] (sintaksa i semantika), [66] (metod tabloa), [8, 7] (metod rezolu-
cije), [14] (teorema o kompaktnosti), [48] (Hilbertov sistem), [73, 21] (prirodna
dedukcija i ra¢un sekvenata), kao i [64, 62, 43, 42, 35, 60, 58, 63]. Korisni
su mi bili i materijali koje je dr Goran Nenadi¢ obradivao u okviru vezbi za
kurs Matematicka logika u rac¢unarstvu tokom akademskih godina od 1995/96
do 1999/00. Prezentovan materijal predstavlja svojevrsnu sintezu navedenih
izvora, napravljenu u duhu navedenog kursa, ali i u skladu sa mojim gleda-
njem na ovu oblast. Na Zalost, sve sadrZaje koje sam Zeleo da uklju¢im u ovaj
kurs i ovu knjigu ne pokriva nijedan od navedenih izvora, pa ¢ak ni njihova
unija. Zbog toga se nadam da je opravdano postojanje ovako koncipiranog
materijala i to posebno na nasem jeziku.

Trudio sam se da sav materijal prezentujem na jednoobrazan nacin. Na
primer, pokusao sam da jednoobrazno prezentujem iskaznu i predikatsku lo-
giku, kao i pojedina¢ne metodologije u okviru njih. Usaglasavanje razli¢itih
pojmova, ideja, termina i notacijskih reSenja bilo je znatno teZe nego $to mozda
moze da izgleda. Nadam se da su stil izlaganja, terminologija i notacija koje
sam odabrao jednostavni i lako ¢itljivi.

Na kraju poglavlja dati su zadaci za veZbu. Znakom 4/ oznaceni su zadaci
¢ije je reSenje dato u dodatku.

Dodatak sadrzi tekstove o sloZenosti izra¢unavanja, o filozofiji i zasnivanju
matematike i racunarstva, kao i biografske beleske znacajnih logicara. Ti ma-
terijali bi trebalo da prodube razumevanje osnovnog materijala i da ga smeste u
Siri matematicki kontekst. Kao osnovni izvor informacija za biografske beleske
kori$¢ena je Internet enciklopedija matematike univerziteta Sent Endrjus [56].

Znacajan deo matematicke logike u racunarstvu ¢ine neklasi¢ne logike i
sistemi za prezapisivanje termova ali, zbog obima, oni se ne obraduju u okviru
pomenutog kursa i ove knjige.
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Na izuzetno paZljivom ¢&itanju i brojnim, izuzetno koristnim komentarima
i sugestijama, zahvaljujem recenzentima dr Mirjani Borisavljevi¢ i dr Goranu
Nenadi¢u. Na dragocenim savetima zahvalan sam i prof. Alanu Bandiju sa
Univerziteta u Edinburgu. Tokom pisanja ovog teksta dragocenu pomo¢ dobi-
jao sam od studenata smera za Ra¢unarstvo i informatiku Matematickog fakul-
teta koji su kod mene slusali kurs Matematicka logika u ra¢unarstvu akadem-
ske 2001/02,2002/03 i 2003 /04 godine. Povratne informacije koje sam dobijao
od njih, njihova pitanja i ideje bili su za mene najbolji i najkorisniji putokazi.
Zato bi kao moto ove knjige mogle da posluze re¢i Ivana Saterlenda Knowl-
edge is a rare thing — you gain by giving it away (,,Znanje je cudno — dobijas
dajudi ga”). Svojim komentarima i predlozima znacajno su mi pomogli Dejan
Brezo, Dusan Glavini¢, Marija Milanovi¢, Ana Mitrovi¢, Miroslav Obradovig,
Ivan Petrovi¢, Porde Staki¢, Ivana Stefanovi¢, Sasa Stevanovi¢, Ana Stojanovic,
Sana Stojanovi¢, Tatjana Stupar, Andrija Tomovi¢, Savo Tur¢inovi¢ i, posebno,
veoma paZzljivim ¢itanjem vise verzija teksta Milena VujoSevi¢. Svima im naj-
toplije zahvaljujem na pomodi. Za sve postojece greske u knjizi odgovornost,
naravno, snosim sam.

Beograd, septembar 2004.
Autor

Predgovor drugom izdanju

U drugom izdanju ispravljeno je nekoliko gresaka uocenih u prvom izdanju.
Napravljeno je nekoliko manjih dodataka i pojednostavljeni su dokazi nekoliko
teorema. Zahvaljujem studentima koji su slusali kurs Matematicka logika u
racunarstvu akademske godine 2004/05 i koji su svojim komentarima uticali
na novo izdanje ove knjige.

Beograd, novembar 2005.
Autor



Predgovor tre¢em izdanju

Ovo, trece izdanje knjige je elektronsko i besplatno dostupno sa Internet adrese
www.matf.bg.ac.yu/"janicic. Nadam se da ¢e tako biti pristupa¢no jos Sirem
krugu potencijalnih ¢italaca.

Ovu knjigu, na izvestan nacin, upotpunjuju slede¢i (elektronski) materijali,
dostupni sa iste Internet adrese:

e Matematicka logika u racunarstvu, knjiga II — Domadi zadaci, testovi,
ispitni rokovi, ispitna pitanja, koja sadrzi domace zadatke i njihova reSenja
(koja su pisali studenti), testove (kontrolne veZbe), zadatke sa ispitnih
rokova i ispitna pitanja.

e Matematicka logika u racunarstvu, knjiga IIl — Odabrana poglavlja ma-
tematicke logike u raCunarstvu, koja sadrzi studentske radove na izabrane
teme koje prosiruju osnovni sadrzaj kursa Matematicka logika u racu-
narstvu.

U ovom izdanju knjige ispravljeno je nekoliko greSaka uocenih u drugom
izdanju i dodato nekoliko objasnjenja. Zahvaljujem studentima koji su slusali
kurs Matematicka logika u ra¢unarstvu akademske godine 2005/06 i koji su
svojim komentarima i pitanjima uticali na novo izdanje ove knjige. Na izuzetno
briZljivom ¢itanju teksta i brojnim ispravkama i komentarima posebno zah-
valjujem Aleksandru Danilovi¢u. Zahvalnost na kvalitetnim zapaZanjima dugu-
jem i Nebojsi Tausanu, Milanu Ruzi¢u i Ivanu Cukicu.

Svi komentari na ovu verziju knjige bice veoma dobrodosli, a mogu biti
poslati elektronskom postom na adresu janicic@matf.bg.ac.yu.

Beograd, januar 2007.
Autor

Predgovor ¢etvrtom izdanju

I ovo, Cetvrto izdanje knjige je elektronsko i besplatno dostupno sa Internet
adrese www.matf .bg.ac.yu/" janicic.
U ovom izdanju knjige ispravljene su greske (uglavnom slovne i stilske, ali
i nekoliko materijalnih) uo¢ene u tre¢em izdanju. Skoro sve njih je, izvanredno
pazljivim &itanjem, otkrio Ivan El¢i¢ i ja mu na tome najtoplije zahvaljujem.
Svi komentari i na ovu verziju knjige bice veoma dobrodosli, a mogu biti
poslati elektronskom postom na adresu janicic@matf.bg.ac.yu.

Beograd, oktobar 2008.
Autor


www.matf.bg.ac.yu/~janicic
www.matf.bg.ac.yu/~janicic
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Glava1l

Kratka istorija matematicke
logike

Matematicka logika je disciplina koja se bavi analizom metoda za rezonovanje.
Osnovna pitanja koja se postavljaju u logici su $ta znadi to da odredeni za-
klju¢ak sledi iz nekih pretpostavki i Sta je to matematicki dokaz? Pitanja istini-
tosti i rezonovanja zaokupljaju filozofe i matematicare hiljadama godina. Zna-
¢aj matematicke logike, medutim, verovatno nikada nije bio ve¢i nego danas
— zbog njene uloge u drugim matematickim disciplinama, a pre svega zbog
njene uloge u ra¢unarstvu.

Postojanje odredenih logickih veza izmedu razli¢itih tvrdenja bilo je poz-
nato i mnogo pre Aristotela. Ipak, najraniji poznati dokument koji se detaljno
bavi raznim aspektima ovih veza je knjiga Organon, kolekcija Aristotelovih
spisa sakupljenih nakon njegove smrti 322. p.n.e. Uticaj te knjige oseca se i
danas. Ona je postavila temelje za pojmove neophodne za razvoj formalnog
logickog jezika, uvela pojam premisa, demonstrativnih i dijalekti¢kih argume-
nata, pojam posebnih argumenata (ili pravila izvodenja) u terminima tzv. silo-
gizama, uvela teoriju znacenja i istine, a bavila se ¢ak i modalnim tvrdenji-
ma. Aristotel kaze: , silogizam je struktura re¢i u kojoj, kada se nacine izvesne
pretpostavke, nesto drugacije od onog sto je pretpostavljeno nuzno sledi”. U
Organonu postoje tri osnovne silogisticke sheme iz kojih se mozZe izvesti svaki
poseban silogizam. Prva dva (u originalnom Aristotelovom oznacavanju) od
Cetrnaest osnovnih silogizama mogu se predstaviti na sledec¢i na¢in':

Ako svaki M ima svojstvo L i ako svaki S ima svojstvo M,
onda svaki S ima svojstvo L.

Ako nijedan M nema svojstvo L i ako svaki S ima svojstvo M,
onda nijedan S nema svojstvo L.

! Ova dva silogizma kasnije su nazvana Barbara i Celarent: mnemoni¢ko znacenje samoglas-
nika u ovim re¢ima (latinskog jezika) je sledece: a oznacava univerzalno potvrdno (afirmativno)
(,,svaki ima svojstvo ... ), a e univerzalno odri¢no (,,nijedan nema svojstvo ... “).



2 1 Kratka istorija matematicke logike

Gotovo dve hiljade godina Aristotelove postavke logike nisu bitno prome-
njene ili bitno unapredene. Izdvojicemo ovde samo nekoliko imena iz tog peri-
oda. Krispius je, u tre¢em veku pre nove ere, dao veoma precizan pregled dela
logike (koji danas zovemo iskazna logika). U ¢etrnaestom veku, Rejmond Lul
je radio na mehani¢kom sistemu Ars Magna (,, Veliko umece”) predvidenom da
iscrpno ispituje sve moguénosti u (kombinatornim) matemati¢kim problemima
odredene klase i tako omoguci neke forme preciznog rezonovanja. Tomas Hobs
je u svojoj knjizi Computatio sive Logica (,,Rac¢unanje ili logika”) iz 1655. go-
dine tvrdio da je razmisljanje svodljivo na neku vrstu izra¢unavanja, ali nije
dao nikakav praktican sistem koji bi to mogao da potvrdi.

Lajbnic, , koji zasluZuje da se svrsta medu najvece logicare u istoriji”, razvio
je bazitne Hobsove ideje prili¢no precizno. Stavise, Lajbnic je spekulisao da e
formalni sistem za logi¢ko rasudivanje u svom kona¢nom obliku omogucéavati
ljudima da razreSe nesporazume ili neslaganja po bilo kom pitanju, da ¢e u
njihovo razresavanje ljudi kretati uzevsi olovke u ruke i rekavsi Calculemus!
(,,izra¢unajmo!”). Gledajuci daleko ispred svog vremena, on za svoj plani-
rani sistem govori ,,... da ¢e biti osloboden nuZnosti razmisljanja o stvarima
samim, ali ipak ¢e sve biti ispravno”. Lajbnicov plan bio je da stvori idealni
formalni jezik, lingua philosophica (,,jezik filozofije”) ili characteristica univer-
salis (,,opsti opis”, ,,opsti jezik”), ali u tom planu nije stigao ni do kakvih de-
talja. Taj, takav jezik trebalo je, po Lajbnicovim idejama, da omogudi stvaranje
okvira za calculus rationator (,,ra¢un zaklju¢ivanja”). Dodatno, i u istom ovom
kontekstu, Lajbnic je izneo ideju o enciklopediji, tj. o sistematskoj kolekciji
znanja svih vrsta. Lajbnic je pokusavao da izgradi logiku kao sistem za izra-
¢unavanje koji bi mogao da se izvodi mehanicki, poput aritmeti¢kih izra¢una-
vanja (¢ime je prvi anticipirao koncepte automatskog rezonovanja). Mada je
Zeleo da izgradi opsti sistem (dovoljno izraZajan da ukljuci i logiku matema-
tickih oktrica), uspeo je da donekle razvije detalje samo za dve specifi¢ne struk-
ture. Jedna je rac¢un za identitet i inkluziju, ¢ime je anticipirao iskazni rac¢un.
Druga struktura koju je Lajbnic razvio je geometrijski ra¢un sa sli¢nos¢u i po-
dudarnos¢u. Prvi od ovih racuna (iskazni racun, tj. Bulova algebra) razvijen je
potpuno precizno (i predstavljen kao ra¢un u lajbnicovskom smislu) 1847. go-
dine u Bulovoj knjizi Mathematical Analysis of Logic (,Matemati¢ka analiza
logike”). Dvadesetak godina kasnije napravljen je i prvi mehanicki sistem koji
je koristio ovaj ratun — masina za proveravanje bulovskih identiteta koju je
konstruisao Stenli Dzevons. Geometrijski racun (bez kori$¢enja koordinata) u
duhu Lajbnicovih ideja razvijen je prvi put 1844. godine u Grasmanovoj knjizi
Ausdehnunglehre (,, Teorija proSirenja®).

Kljuéni korak u definisanju predikatskog ratuna, verovatno je knjiga Be-
griffsschrift — Eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des rein-
en Denkens (,,Zapisivanje pojmova — jezik formula ¢iste misli, po uzoru na
aritmetiku”) Gotliba Fregea iz 1879. godine. U svom radu Frege se eksplicitno
referisao na Lajbnicov pojam univerzalnog jezika. Fregeov jezik Begriffsschrift
(,,zapisivanje pojmova“) je, sustinski, ono $to mi danas zovemo jezikom prvog
reda. Frege je, izmedu ostalog, precizno uveo formalni jezik i svojstva kvan-
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tifikatora, odreden broj aksiomatskih shema i pravila izvodenja (uklju¢ujudi
modus ponens), kao i precizne pojmove izvodenja i dokaza. Ova Fregeova
knjiga moZe se smatrati i direktnim zacetnikom moderne logike i formalnih
jezika (uklju¢ujudi i programske jezike). Fregeova namera bila je da, u okviru
svog sistema, opiSe i aritmetiku, ali je, Sto je pokazao Bertrand Rasel, u tom
delu Fregeovog sistema postojala nekonzistentnost. Godina 1879. smatra se
zbog Fregeovih prodora ,najznacajnijom godinom u istoriji logike”. Njegovo
otkri¢e kvantifikatora koji vezuju promenljive smatra se jednim od najveéih
otkri¢a devetnaestog veka. Kasnijih godina, racuni sli¢ni Fregeovom bili su
razvijani i popularisani od strane Hilberta, koji je u svojim radovima posveci-
vao izuzetnu paznju aksiomatizaciji matematike. Cesto se termin Frege-Hil-
bertov rac¢un (ili ponekad samo Hilbertov racun) koristi za sve sisteme u duhu
originalnog Fregeovog. Jedna od najznacajnijih Fregeovih ideja je i tzv. lo-
gisticka teza ili Fregeova teza koja tvrdi da je matematika izvodiva iz logike,
tj. da ona predstavlja njeno prosirenje. Ova ideja izloZena je detaljno u zna-
menitoj knjizi Vajtheda i Rasela Principia Mathematica (,, Principi matematike”,
1910/13).

Prve decenije dvadesetog veka bile su ispunjene znacajnim rezultatima i
ostrim raspravama i suprotstavljanjima po pitanjima poimanja formalnih jezika,
dokaza, beskonac¢nosti i, posebno, koncepta intuicionisticke matematike (u to
vreme oli¢enog pre svih u Braueru). U odbranu klasi¢ne matematike od kritika
intuicionista (koji prihvataju samo konstruktivhe metode u izvodenju dokaza)
formulisani su jasni ,,metamatemati¢ki programi” u jednom radu Emila Posta
iz 1920. godine (koji se odnosio na iskazni racun) i 1928. godine u znamenitoj
knjizi Grundzuge der Theoretischen Logik (,,Osnove teorijske logike”) Hilberta
i Akermana. U ovoj knjizi formulisana je aksiomatika za predikatski racun i
dokazano mnostvo njegovih svojstava. Otvorena su pitanja potpunosti i kon-
zistentnosti formalne aritmetike, kao i tzv. Entscheidungsproblem (,,problem
odlu¢ivanja”) — problem pronalaZenja ops$teg algoritma koji za datu recenicu
proverava da li je teorema. Negativni odgovori na ove probleme stigli su neko-
liko godina kasnije u rezultatima Gedela, Cer¢a i Tjuringa u kojima je dokazano
postojanje (esencijalno) nepotpunih i neodlucivih teorija.

Pocetkom dvadesetog veka razmatrani su logicki sistemi prihvatljivi po
odredenim matematicko-filozofskim konceptima. U okviru toga, tragalo se za
sistemima koji odgovaraju matemati¢kom rezonovanju. Uprkos mnogim do-
brim karakteristikama, Frege-Hilbertov rac¢un ne oslikava prirodno nacin na
koji matematicari dokazuju teoreme. Matematicari prave pretpostavke, doka-
zuju nove formule na osnovu tih pretpostavki i, kona¢no, eliminisu pretpos-
tavke. Na primer, da bi dokazao implikaciju A = B, matematicar najpre
uvodi pretpostavku da vazi A, zatim dokazuje B, i, kona¢no, eliminisanjem
pretpostavke A, zakljuCuje da vazi A = B. TeZe¢i ra¢unu koji bi odgovarao
uobicajenom matemati¢ckom rezonovanju, Gerhard Gencen je tridesetih godi-
na dvadesetog veka razvio prirodnu dedukciju. Gencenove motive ilustruju
sledece njegove redi: ,,... formalizacija logicke dedukcije, pogotovu kako su je
razvili Frege, Rasel i Hilbert, prili¢no je daleko od formi dedukcije koje se u
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praksi koriste u matematickim dokazima. Zauzvrat su dobijene znacajne for-
malne prednosti. Nasuprot tome, moja namera je da izgradim formalni sistem
koji je, koliko je to moguce, blizak stvarnom rasudivanju. Rezultat je ‘ratun
prirodne dedukcije’ ...”. Na tragu Gencenovih radova, njegove prirodne de-
dukcije i, posebno, ra¢una sekvenata, razvijeno je viSe varijanti srodnih sistema
i sistema za automatsko dokazivanje teorema.

Nakon napora da se izgrade zadovoljavajuéi formalni sistemi za dedukciju,
sredinom tridesetih godina dvadesetog veka Tarski je razvio precizan pojam
semantike — pojam znacenja formula iskazne i predikatske logike. Za razliku
od sintaksno-deduktivnog pristupa, u kojem je proces dokazivanja teorema
sveden na kombinatornu igru simbolima, semantika formula se vezuje za isti-
nitost u matemati¢kim strukturama za koje se veruje da objektivno postoje,
nezavisno od ljudskog uma. Uprkos razlikama izmedu semantike i dedukcije,
izmedu njih postoje brojne veze (npr. svojstva potpunosti i saglasnosti), a i obe
dele isti koncept jezika i skupa formula.

Od prve Cetvrtine dvadesetog veka razvoj matematicke logike ispretpleten
je sa razvojem rac¢unarstva, pre svega sa razvojem teorijskog ra¢unarstva. Ne-
gativan odgovor na Hilbertovo pitanje o potpunosti formalne aritmetike, po-
stavio je granice formalistickog metoda i mo¢i zakljucivanja bilo kog buduceg
ratunara. Rezultatima Tjuringa, Cer¢a i drugih matemati¢ara precizno su uve-
deni pojmovi izra¢unavanja i izra¢unljivosti i pre pojave prvih ra¢unara. ReSe-
nje halting problema pokazalo je da ne postoji opsti metod za utvrdivanje da
li se zadati program zaustavlja, i to pre prvih programa koji bi mogli da se
izvrSavaju na ra¢unarima. Prvi ra¢unarinastali su tokom Drugog svetskog rata
i bili su kori$¢eni u ratne svrhe. Matematicka logika bitno je uticala na razvoj
prvih programskih jezika i, kasnije, tokom pedesetih i Sezdesetih godina, na
izgradnju teorije formalnih jezika. Krajem Sezdesetih i pocetkom sedamde-
setih, precizno je zasnovana teorija sloZenosti izra¢unavanja i razvijen pojam
NP-kompletnosti. Semantika programskih jezika proucava se od sedamdesetih
godina, a od osamdesetih paralelno izra¢unavanje, distribuirano izrac¢unavanje
i kvantno izra¢unavanje. Danas se matemati¢ka logika koristi u gotovo svim
granama ratunarstva i ¢esto je njena uloga vitalna (slicno kao $to matematicka
analiza ima fundamentalnu ulogu u fizici i tehnickim naukama). Logika danas
ima veliki znacaj u Sirokom spektru disciplina — od teorije izrac¢unljivosti,
vestacke inteligencije (automatsko dokazivanje teorema i verifikacija softvera i
hardvera), softver inZinjeringa (specifikacija i verifikacija), programskih jezika
(semantika programskih jezika, logi¢ko programiranje, funkcionalno progra-
miranje), algoritmike (sloZenost izra¢unavanja), obrade teksta i jezika, baza po-
dataka (relaciona algebra i SQL), do arhitekture ra¢unara (dizajn i minimizacija
logickih kola). U zavisnosti od konkretnog ra¢unarskog konteksta, kao pogod-
na teorijska osnova koriste se klasi¢na, intuicionisticka, modalna, temporalna,
relevantna, fazi logika, teorija tipova itd. Ne samo da rac¢unarstvo koristi do-
stignuc¢a matematicke logike, ve¢ najve¢im delom motivise i usmerava njen
razvoj. Zbog toga je danas nemogucée povudi liniju koja razgranic¢ava logiku i
ratunarstvo. Stavise, znamenita konstruktivisti¢ka teorija tipova Martina Lefa
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izjednac¢ava pojam specifikacije programa i pojam teoreme, kao i pojam pro-
grama i dokaza teoreme, brisuéi time razliku izmedu ra¢unarstva i ostatka ma-
tematike.

Istorija razvoja matematicke logike i teorije dokaza gotovo poklapa se i sa
istorijom razvoja automatskog rezonovanja. Kako kaze Vos, ,lepota matema-
ticke teoreme, preciznost logickog pravila izvodenja, izazovnost zagonetke i
izazov igre — sve je to prisutno u polju automatskog rezonovanja” [75]. Radovi
Skolema i Erbrana iz dvadesetih i tridesetih godina bili su od presudnog uti-
caja na mnos$tvo sistema za automatsko rezonovanje (zasnovanih na pogodnim
pravilima izvodenja). To se pogotovo odnosi na Sezdesete i sedamdesete godi-
ne kada oblast automatske dedukcije uzima maha i kada su razvijeni mnogi
znadajni sistemi izvodenja prilagodeni automatskoj primeni — pomenimo sa-
mo metod tabloa i, jedno vreme dominantan, metod rezolucije (koji je u osnovi
programskog jezika PROLOG). Uprkos konciznosti metoda rezolucije koja se
ogledala u primeni samo jednog pravila izvodenja i uprkos ogromnoj energiji
uloZenoj u unapredenja, velika pocetna o¢ekivanja pocela su da splasnjavaju i
sve se manje verovalo da metod rezolucije, bez obzira na modifikacije, moZe
da dovede do efikasnih reSenja u automatskom dokazivanju teorema. Ve¢
sedamdesetih godina istraZivaci su se okrenuli kvalitativno drugadijim pristu-
pima, tragajudi sve ¢esc¢e za moguénostima za formalizaciju i oponasanje uobi-
¢ajenog, intuitivnog rasudivanja.
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Glava 2

Iskazna logika

U iskaznoj logici promenljive reprezentuju iskaze. Iskazi mogu biti kombino-
vani u sloZenije iskaze logi¢kim veznicima. Iskazna logika dovoljno je izraZajna
za opisivanje i reprezentovanje mnogih problema, uklju¢ujuéi mnoge prakti¢ne
probleme, kao $to je, na primer, dizajn integrisanih kola.

Iskazna logika ima tri aspekta: svoju sintaksu (ili jezik), svoju semantiku (ili
znacenje iskaza) i svoje deduktivne sisteme. I semantika i deduktivni sistemi
grade se nad isto definisanom sintaksom, tj. nad istim skupom formula.

Centralni problemi u iskaznoj logici su ispitivanje da li je data iskazna for-
mula valjana (tautologija) i da li je data iskazna formula zadovoljiva. Ovaj
drugi problem poznat je kao problem SAT i on je tipican predstavnik skupa
NP-kompletnih problema.

Postoji vise metoda i pristupa za ispitivanje valjanosti i zadovoljivosti. Neki
od njih su semanticke, a neki deduktivne (j. sintaksno-deduktivne) prirode.
Klju¢na veza izmedu ova dva koncepta je tvrdenje da je iskazna formula valja-
na ($to je semanticka kategorija) ako i samo ako je ona teorema (Sto je deduk-
tivna kategorija). Zahvaljujuéi ovoj vezi, sintaksa iskazne logike (jezik iskazne
logike), njena semantika (konvencije o znacenju formula) i njena deduktivna
svojstva ¢ine kompaktnu celinu.

2.1 Sintaksa iskazne logike

Sintaksni aspekt iskazne logike govori o njenom jeziku, a o formulama iskljuci-
vo kao o nizovima simbola i ne uzima u obzir bilo kakvo njihovo (moguce)
znacenje.

Alfabet (azbuka) je neki neprazan skup simbola. Rec¢ nad alfabetom je svaki
konacan niz simbola tog alfabeta.

Definicija 2.1 Neka je alfabet ¥ unija sledeca Cetiri skupa:

1. prebrojivog skupa iskaznih slova P;
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2. skupa logi¢kih veznika {—, A, V,=, <} pri ¢emu je — unarni veznik, a
A, V,= i< su binarni veznici;

3. skupa logi¢kih konstanti {T, L},
4. skupa pomoénih simbola {(,)}.

Skup iskaznih formula (ili jezik iskazne logike) nad skupom P je najmanji
podskup skupa svih re¢i nad ¥ takav da vaZi:

e iskazna slova (iz skupa P) i logicke konstante su iskazne formule;

e ako su A i B iskazne formule, onda sui(-A), (AANB),(AV B), (A= B)
i (A < B) iskazne formule.

Umesto termina iskazna formula Cesto ¢emo pisati krace formula ili iskaz.

Elemente skupa P obi¢no oznatavamo malim latiniénim slovima (eventu-
alno sa indeksima). Iskazne formule obi¢no oznac¢avamo velikim latini¢nim
slovima (eventualno sa indeksima). Skupove iskaznih formula obi¢no oznaca-
vamo velikim slovima grékog alfabeta (eventualno sa indeksima).

U daljem tekstu smatra¢emo (ako nije drugacije naglaseno) da je skup P
fiksiran (za jedan alfabet ).

Logicke veznike zovemo i bulovskim veznicima ili, krace, veznicima. Vez-
nik - zovemo negacija, veznik A konjunkcija, V disjunkcija, = implikacija i <
ekvivalencija. Zapis (—A) ¢itamo negacija A ili ne A. Zapis (A A B) ¢itamo A
konjunkcija B ili A i B. Zapis (A V B) &itamo A disjunkcija B ili A ili B. Zapis
(A = B) titamo A implikacija B ili iz A sledi B. Zapis (A < B) &itamo A
ekvivalencija B ili A ekvivalentno B.

Iskazna slova zovemo i iskazne promenljive ili iskazne varijable. Elemente
skupova Pi{T, L} zovemo atomickim iskaznim formulama. Simbol T ¢itamo
te, a simbol L ¢itamo nete. Literal je iskazna formula koja je ili atomicka
iskazna formula ili negacija atomicke iskazne formule. Klauza je disjunkcija
literala.

Ako su dve iskazne formule A i B sintaksno identi¢ne (tj. ako su jednake
kao nizovi simbola), onda to oznatavamo A = B. Ako dve iskazne formule A
i B nisu sintaksno identi¢ne, onda to oznatavamo A # B.

Zagrade se koriste kako bi se izbegla viSesmislenost. Naime, bez zagrada,
iskazna formula a < b A ¢ ima dva moguca tumacenja: ((a < b) Ac)i(a &
(b A c)). Visesmislenost se moze izbedi i koris¢enjem prefiksne poljske notacije.
U toj notaciji, iskazna formula ((a < b) A ¢) se zapisuje A < a b ¢, a iskazna
formula (¢ < (b Ac)) se zapisuje < a A b c. Ipak, zbog (itljivosti, koristicemo
infiksni zapis, zapis iskaznih formula koji odgovara prethodnoj definiciji. Da
bismo izbegli koris¢enje velikog broja zagrada obi¢no izostavljamo spoljne za-
grade i usvajamo konvenciju uz koju u nekim iskaznim formulama neke za-
grade mogu biti izostavljene bez straha od viSesmislenosti. Ta konvencija za-
snovana je na prioritetu veznika i to na slede¢i na¢in (veznici su poredani po
prioritetima — od veéeg ka manjem): - A V = &.
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Definicija 2.2 Skup potformula formule A je najmanji skup formula koje zado-
voljavaju sledece uslove:

o svaka iskazna formula A je potformula sama sebi;

e Ako je A jednako =B, onda je svaka potformula formule B istovremeno
i potformula formule A. Ako je A jednako B A C, BV C, B = Cili
B & C, onda je svaka potformula formule B i svaka potformula formule
C istovremeno i potformula formule A.

Primer 2.1 Skup potformula formule (p = q) V rje{p,q,7,p = q,(p = q) Vr}.

Teorema 2.1 (Indukcija nad skupom iskaznih formula) Neka je ¢ svojstvo re-
Ci jezika nad alfabetom 3. Pretpostavimo da za svojstvo ¢ vaZi:

e svojstvo ¢ vaZi za svaku atomicku iskaznu formulu;

e ako svojstvo ¢ vaZi za iskazne formule A i B, onda ono vaZi i za iskazne
formule -A,ANB,AVB, A= BiA< B.

Tada svojstvo ¢ vaZi za svaku iskaznu formulu.

Dokaz: Neka je L skup svih re¢i nad alfabetom ¥ (za skup P) za koje je zado-
voljen uslov ¢. Skup L zadovoljava oba uslova definicije skupa iskaznih
formula. Kako je skup iskaznih formula najmanji takav skup, sledi da je
on podskup skupa L, tj. svojstvo ¢ vazi za svaku iskaznu formulu nad P.

O

Definicija 2.3 Funkcija c iz skupa iskaznih formula u skup N (skup prirodnih
brojeva) svakoj iskaznoj formuli pridruZuje sloZenost na sledeci nacin:

1. ako je A atomicka iskazna formula, onda je ¢(A) = 0;

L e(mA)=c(A)+ 1,
. ¢(ANB)=c(A)+c(B)+1;
¢(AVB)=c(A)+c¢(B)+1

2
3. ¢
4. o
5. ¢(A = B) = c(A) +c(B) +1;
6. c(A & B) = c(A) + c(B) + 1.

Funkcijom ¢ svakoj iskaznoj formuli pridruZuje se (jedinstvena) sloZenost.
Zaista, svakoj atomickoj formuli A pridruZena je vrednost 0 (¢(A) = 0 na os-
novu prvog pravila u definiciji funkcije ¢). Ako su formulama A i B pridruZene
vrednosti ¢(A) i ¢(B), onda je sloZzenost odredena i za formule ¢(—A), c(AA B),
¢(AV B), ¢(A = B), ¢(A < B) (pravilima od drugog do Sestog u definiciji
funkcije ¢). Na osnovu teoreme o indukciji nad skupom iskaznih formula (teo-
rema 2.1), sledi da je funkcijom c sloZenost pridruZena svakoj iskaznoj formuli.
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2.2 Semantika iskazne logike

Semanticki aspekt iskazne logike govori o znacenju formula. U nastavku ée
biti uvedena semantika iskazne logike u stilu Tarskog (koji je prvi precizno
uveo pojam semantike 1933. godine) [72]. Tako uvedenu semantiku zovemo i
semantika Tarskog.

2.2.1 Valuacija, interpretacija, model; zadovoljive, valjane,
porecive i kontradiktorne formule

Funkcije v iz P u {0, 1} zovemo valuacijama. Skup {0, 1} zovemo domenom ili
univerzumom valuacije. Svaka valuacija v odreduje funkciju I, koju zovemo
interpretacijom za valuaciju v i koja preslikava skup iskaznih formula u skup
{0, 1}. Interpretaciju I, definiSemo na sledeéi nadin:

e I,(p) = v(p), za svaki element p skupa P;
o I, T) (J_) =0;
o [,(mA) =1akoje I,(A) =0il,(—A) =0akoje I,(A) =1;

I,(Av B) = 0akoje I,(A) = 0i I,(B) = 0; I,(A Vv B) = 1 inate;

(
(
(
I,(AANB)=1akoje I,(A) =111,(B) =1, I,(A A B) = 0 inate;
(
o [,(A= B)=0akoje I, (A) =1i1,(B) =0; I,(A = B) = linale;
(

e [,(A& B)=1akoje I,(A) = I,(B); I,(A < B) = 0 inace.

Vrednost I,(A) zovemo vrednoscu iskazne formule A u interpretaciji I,,.
Ako za valuaciju v vazi I,(A) = 1, onda kaZemo da je iskazna formula A tacna
u interpretaciji I,, i da je iskazna formula A ta¢na u valuaciji v. Ako za valuaciju
vvaziI,(A) = 0, onda kaZemo da je iskazna formula A netac¢na u interpretaciji
I,. Nije teSko dokazati (indukcijom nad skupom iskaznih formula) da se, za
odredenu valuaciju v, funkcijom I, definisanom na navedeni nacin, svakoj for-
muli pridruzuje (jedinstvena) vrednost (u toj interpretaciji).

Definicija 2.4 Valuacija v je zadovoljavajuca za formulu A ako je I,(A) = 1.
KaZemo i da je zadovoljavajuca valuacija v model za A i piSemo v |= A.

Definicija 2.5 Iskazna formula A je zadovoljiva ako postoji valuacija koja je za
nju zadovoljavajuca. Formula A je valjana ili tautologija' ako je svaka valuacija
za nju zadovoljavajuca, tj. ako za svaku valuaciju v vaziv |= A i to zapisujemo

IRe¢ tautologija grékog je porekla i sadinjena je od redi tauto (greki isto) i logos (greki red, redi).
U bukvalnom prevodu, ,tautologija” zna¢i ,reéi isto”. U lingivsti¢kom smislu, kao i u svakod-
nevnom jeziku, ozna¢ava ponavljanje istog, reci istu stvar drugim re¢ima, redudantnost (sli¢no,
ali ne isto $to i pleonazam — pleonazam oznacava kori§¢enje suvisnih reéi prilikom ukazivanja na
neki pojam). Opisani pojam tautologije razlikuje se od pojma tautologije u logici. U savremenim
evropskim jezicima re¢ tautologija prvi put se javlja u Sesnaestom veku.
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= A. Iskazna formula je nezadovoljiva ili kontradikcija ako ne postoji valuacija
koja je za nju zadovoljavajuc¢a. Formula je poreciva ako postoji valuacija koja
za nju nije zadovoljavajuca.

Drugim re¢ima, iskazna formula je zadovoljiva ako postoji valuacija u kojoj
je ta formula ta¢na. Iskazna formula je valjana ako je ta¢na u svakoj valuaciji.
Iskazna formula je nezadovoljiva ako je neta¢na u svakoj valuaciji. Iskazna
formula je poreciva ako postoji valuacija u kojoj je ta formula netacna.

Primer 2.2 Iskazne formulep = p ipV—p su tautologije; iskazna formulap = ¢
je zadovoljiva i poreciva, a iskazna formula p A —p je kontradikcija.

Problem ispitivanja da li je data iskazna formula zadovoljiva oznacava se
sa SAT (od engleskog satisfiability problem — problem zadovoljivosti). SAT
problem je NP-kompletan [10] (videti poglavlje A.2). S obzirom na to da se jos
uvek ne zna da li su klase P i NP problema jednake, to znaci da se jos uvek
ne zna da li postoji algoritam za ispitivanje zadovoljivosti koji je polinomi-
jalne sloZenosti. Kako je opste uverenje da su klase P i NP problema razli¢ite,
veruje se i da ne postoji polinomijalni algoritam za reSavanje SAT problema.
I najefikasniji danas poznati algoritmi za reSavanje ovog problema su ekspo-
nencijalne sloZenosti (videti poglavlje A.3). Distribucija zadovoljivih formula
nad fiksnim skupom iskaznih slova ima svojstvo tzv. fazne promene (videti
poglavlje A.3).

Definicija 2.6 Skup iskaznih formula I' je zadovoljiv ako postoji valuacija u
kojoj je svaka formula iz " tacna. Za valuaciju v koja je zadovoljavajuca za sve
formule izT" kaZemo da je model za . Skup iskaznih formula T je nezadovoljiv
ili kontradiktoran ako ne postoji valuacija u kojoj je svaka formula iz T' ta¢na.

Primer 2.3 Skup iskaznih formula {p = ¢, p, ~q} je kontradiktoran (ali nijedan
njegov pravi podskup nije kontradiktoran).

Teorema 2.2 Ako su iskazne formule A i A = B tautologije, onda je i B tau-
tologija.

Dokaz: Pretpostavimo da su Ai A = B tautologije. Pretpostavimo da postoji
valuacija v u kojoj formula B nije ta¢na. Formula A je tautologija, pa je
tacna i u valuaciji v. U toj valuaciji, dakle, formula A = B nije ta¢na,
Sto protivreci pretpostavci da je A = B tautologija. Dakle, formula B je
ta¢na u svakoj valuaciji, pa je ona tautologija, $to je i trebalo dokazati. O

Zadaci

Zadatak 1 / Neka su 4, B, C, D iskazne formule takve da su formule A =
(B = C)i(AANC)= —D tautologije. Dokazati da je i formula (D A A) = -B
tautologija.
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Zadatak 2 Dokazati sledeca tvrdenja:

(a) Ako su formule AV B i—AV C tautologije, onda je i B V C tautologija.

(b) Ako su formule AV B, A = C, B = D tautologije, onda jei C V D
tautologija.

(c) Ako su formule -A Vv B i—-C Vv —B tautologije, onda jei A = =C tau-
tologija.

Zadatak 3 Dokazati sledeca tvrdenja:
(a) Ako je iskazna formula valjana, onda je ona zadovoljiva.
(b) Ako je iskazna formula kontradikcija, onda je ona poreciva.
(c) Ako iskazna formula nije zadovoljiva, onda je ona kontradikcija i obratno.
(d) Ako iskazna formula nije tautologija, onda je ona poreciva i obratno.

Zadatak 4 Dokazati sledeca tvrdenja:
(a) Iskazna formula A je valjana ako i samo ako je = A kontradikcija.
(b) Iskazna formula A je zadovoljiva ako i samo ako je = A poreciva.

Zadatak 5 Navesti primer iskazne formule koja je:
(a) zadovoljiva
(b) valjana
(c) poreciva
(d) kontradikcija
(e) zadovoljiva i valjana
(f) zadovoljiva i nije valjana
(g) zadovoljiva i poreciva
(h) zadovoljiva i nije poreciva
(i) zadovoljiva i nije kontradikcija
(j) valjana i nije poreciva
(k) valjana i nije kontradikcija
(1) poreciva i nije zadovoljiva
(m) poreciva i nije valjana
(n) poreciva i kontradikcija
(o) poreciva i nije kontradikcija
(p) kontradikcija i nije zadovoljiva
(q) kontradikcija i nije valjana.

Zadatak 6 Dokazati sledeca tvrdenja (I' i A su skupovi iskaznih formula, A je
iskazna formula):

(a) Ako jeT" zadovoljivi A C T', onda je A zadovoljiv.

(b) Ako je I zadovoljiv i A valjana, onda je " U { A} zadovoljiv.

(c) Ako je T kontradiktoraniI’ C A, onda je A kontradiktoran.

(d) Ako jeT" kontradiktoran i A valjana, onda jeT' \ { A} kontradiktoran.

Zadatak 7 Odrediti (ako postoji) formulu A takvu da je formula ((p = (—g A
r)) = A) = (AA ((r= q) A\ p)) tautologija.
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2.2.2 Istinitosne tablice

Pravila za odredivanje vrednosti iskazne formule u zadatoj valuaciji (navedena
u prethodnom poglavlju) mogu biti reprezentovana osnovnim istinitosnim tab-
licama:

A || -A

0 1

1
A B||A/\B|AVB|A:>B|A<:>B
00 0 0 1 1
01 0 1 1 0
110 O 1 0 0
1 1 1 1 1

Na osnovu navedenih tablica (tj. na osnovu pravila za odredivanje vred-
nosti formule), moZe se kontruisati istinitosna tablica za proizvoljnu iskaznu
formulu. U istinitosnoj tablici za neku formulu svakoj vrsti odgovara jedna
valuacija iskaznih slova koje se pojavljuju u toj formuli. Svakoj koloni odgo-
vara jedna potformula te formule. Istinitosne tablice su pogodne i za ispiti-
vanje valjanosti, zadovoljivosti, nezadovoljivosti i porecivosti. Ukoliko iskazna
formula A sadrzi iskazne varijable pi, ps, ..., pn, istinitosna tablica treba da
sadrZi sve moguce valuacije za ovaj skup varijabli (valuacije za druge varijable
nisu relevantne). U zavisnosti od vrednosti iskaznih varijabli, izra¢unavaju
se vrednosti sloZenijih iskaznih formula, sve do sdme iskazne formule koja
se ispituje. Ako su u koloni koja odgovara sdmoj iskaznoj formuli sve vred-
nosti jednake 1, formula je tautologija; ako je bar jedna vrednost jednaka 1, for-
mula je zadovoljiva; ako je bar jedna vrednost jednaka 0, formula je poreciva;
ako su sve vrednosti jednake 0, formula je kontradikcija. Ovo pokazuje da su
problemi ispitivanja valjanosti, zadovoljivosti, nezadovoljivosti i porecivosti
odlucivi problemi, tj. postoje algoritmi koji ih mogu resiti (viSe o odlucivosti
videti u delu 4).

Primer 2.4 Iskaznoj formuli (-q = —p) = (p = ¢) odgovara sledeca istini-
tosna tablica:

plall-a|-»|~a=-p|p=q|(qg=-p=p=>q
olo| 1] 1 1 1 i
ol11] o 1 1 1 1
110l 11 o0 0 0 1
111 0| o0 1 1 1

Dakle, data formula je zadovoljiva i valjana. Ona nije poreciva i nije kon-
tradikcija.

Primer 2.5 Istinitosna tablica moZe biti zapisana u skracenom obliku — za-
pisivanjem samo zadate iskazne formule i odgovarajucih vrednosti ispod po-
jedinac¢nih iskaznih slova i veznika. Iskaznoj formuli iz prethodnog primera
odgovara sledeca skracena istinitosna tablica (popunjena u nekoliko koraka):
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- ¢ = - p = P = 9
0 0 0 0

1 0 0 1

0 1 1 0

1 1 1 1

- ¢ = - p = P = 9
1 0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 0 1 1

1 0 0 1 1 0 0

0 1 0 1 1 1 1

- ¢ = - p = @ = 9
1 0 1 1 0 0 1 0

0 1 1 1 0 0 1 1

1 0 0 0 1 1 0 0

0 1 1 0 1 1 1 1

- ¢ = - p = (P = 9
17 0 1 1 0 1 0 1 0

o 1 1 1 0 1 0 1 1

1 0 0 0 1 1 1 0 0

o 1 1 0 1 1 1 1 1

Zadaci

Zadatak 8 Ispitati metodom istinitosnih tablica da li je iskazna formula —((q¢ =
p) = p) = —p zadovoljiva.

Zadatak 9 Ispitati metodom tablica da li je iskazna formula (p = (¢ = r)) =
((p = q) = (p = r)) tautologija.

Zadatak 10 / Neka su A, B, C, D iskazne formule takve da su formule A =
(B = C)i(ANC) = —D tautologije. Dokazati, koris¢enjem istinitosnih tablica,
da je i formula (D A A) = —B tautologija.

Zadatak 11 |/ Odrediti formulu A takvu da je formula ((AAq) = —p) = ((p =
—q) = A) tautologija.

Zadatak 12 Odrediti, koriS¢enjem istinitosnih tablica, (ako postoji) formulu A
takvu da je formula ((p = (mg A 1)) = A) = (A A ((r = q) A p)) tautologija.

2.2.3 Logicke posledice, logicki ekvivalentne formule,
supstitucija
Definicija 2.7 KaZemo da je iskazna formula A logicka posledica skupa iskaz-

nih formula T’ i piSemo I' |= A ako je svaki model za skup T" istovremeno i
model za formulu A.
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Kada je skup I' konacan, tada {A1,...,4,} E B (§. T = B) pisemo krace
Aq, ..., A, E B. Ako je formula A logitka posledica praznog skupa formula,
onda to zapisujemo = A. Akone vaziI' = 4, onda to zapisujemo I' }= A.

Teorema 2.3

(a) Formula je valjana ako i samo ako je logicka posledica praznog skupa
formula.

(b) Ako je skup I' kontradiktoran, onda je svaka formula njegova logicka
posledica. Specijalno, svaka formula je logi¢ka posledica skupa { L }.

(c) AkojeT' C Ail' = A, ondaje A = A.
(d) Ako je formula A valjanail = B,ondajeI'\ {A} | B.

Dokaz:

(a) Ako je formula valjana, onda je ona ta¢na u svakoj valuaciji pa i
u svakom modelu praznog skupa formula, te je ona logicka posle-
dica praznog skupa formula. Svaka valuacija je model za prazan
skup formula, pa ako je formula logi¢ka posledica praznog skupa
formula, onda je ona ta¢na u svakoj valuaciji, te je valjana.

(b) Akojeskup I' kontradiktoran, onda on nema nijedan model. VaZzi da
je svaki model iz tog (praznog!) skupa modela model za proizvoljnu
formulu, pa je proizvoljna formula logic¢ka posledica skupa I'.

(c) PretpostavimodavaziI’ C AiT' = A. 1z T |= A sledi da je proizvo-
ljan model za I' model i za A. Kako je I' C A, proizvoljan model za
Ajemodel zaT, paiza A. Dakle, vazi A = A.

(d) Kako je formula A valjana, ona je ta¢na u svakoj valuaciji. Zbog toga
je proizvoljan model za T \ {A} modeliza T, paiza B. Dakle, vazi

I\ {4}  B.

O

Primetimo da se simbol |= koristi i za zapisivanje da je valuacija v model
formule A i za oznacavanje relacije logicke posledice. Primetimo i da u oba
okvira zapis |= A ima isto znacenje — da je formula A valjana.

Teorema 2.4 Ay, As,..., A, E Bakoisamoakol= (Ay NAsAN...NA,) = B

Dokaz: Pretpostavimo da vazi A;, As, ..., A, = B. Pretpostavimo da formula
(A1 ANAs A...ANA,) = Bnije tautologija. Tada postoji valuacija u kojoj je
formula B neta¢na, a formula (A; AAs A...AA,) tatna. Ako je u toj valu-
aciji formula (4; A A2 A ... A A,,) talna, onda je tacna i svaka od formula
Aq, Ay, ..., Ay S druge strane, kako vazi Ay, As, ..., A, |= B, sledidaje
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u toj valuaciji ta¢na i formula B, $to protivreli prethodnom zaklju¢ku da
formula B nije tacna u toj valuaciji. Dakle, pogresna je pretpostavka da
(A1AAgA. . .ANA,) = Bnije tautologija, tj. vazi = (A1 AA2A. . .AA,) = B.

Pretpostavimo da vazi = (41 A Aa A... A A,) = B. Pretpostavimo da ne
vazi A1, As, ..., A, = B. To znati da postoji valuacija u kojoj je svaka od
formula A4;, A,, ..., A, tatna, a formula B nije. U toj valuaciji je tacna i
formula (41 A Az A...AAy), anetatnaje formula (A3 AAaA. . .AA,) = B.
Odatle sledi da formula (A; A A2 A ... A A,) = B nije tautologija, $to je
suprotno pretpostavci. Dakle, mora da vazi A;, As, ..., A, = B, $tojei
trebalo dokazati. O

Teorema 2.5 I', A = B akoisamo akoI' = A = B.

Dokaz: Pretpostavimo da vazi I’ A = B i dokaZimo T A = B. Pret-
postavimo da su sve formule iz skupa I' ta¢ne u nekoj valuaciji v i dokazi-
mo da je u toj valuaciji ta¢na i formula A = B. Pretpostavimo suprotno,
da vazi I,(A = B) = 0. Odatle sledi I,(A) = 11i I,(B) = 0. Dakle,
valuacija v je model za skup formula I' U {A}, paiz ', A |= B sledi da je
valuacija v model i za formulu B, §to je u suprotnosti sa I,,(B) = 0. Dakle,
pretpostavka je bila pogresna, pasledi [,(A = B) = 1,§.I' = A= B,
$to je i trebalo dokazati.

Pretpostavimo da vaziI' = A = Bidokazimo I', A |= B. Pretpostavimo
da su sve formule iz skupa I' U { A} ta¢ne u nekoj valuaciji v i dokaZimo
da je u toj valuaciji ta¢na i formula B. U valuaciji v su ta¢ne sve formule
izskupal, paizT = A = Bsledi I,(A = B) = 1. IzI,(A) =11
I,(A = B) = 1sledi I,(B) = 1 (ako bi vazilo I,(B) = 0, iz [,(A) =1
i I,(B) = 0 bi sledilo I,(A = B) = 0). Dakle, valuacija v je model za
formulu B, tj. T', A = B, $to je i trebalo dokazati. O

Definicija 2.8 KaZemo da su dve iskazne formule A i B logicki ekvivalentne
i piSemo A = B ako je svaki model formule A model i za B i obratno (tj. ako
vazi A= BiBE A).

Ako je svaki model za A istovremeno i model za B i obratno, onda u bilo
kojoj valuaciji formule A i B imaju jednake vrednosti. Tvrdenja oblika A = B
zovemo logic¢kim ekvivalencijama (ili krace ekvivalencijama). Relacija = je,
ocigledno, relacija ekvivalencije nad skupom iskaznih formula.

Teorema 2.6 Akoje Ay = Ay i By = By, onda je:
(@) A1 =4,
(b) Ai ANBy = Ay A\ By
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(c) A1V By =AsV By
(d) Al = By = Ay = By

(e) Al < By EAQ@BQ.

Dokaz:

Neka je v proizvoljna valuacija. Tada je I,(A41) = I,(42) i I,(B1) =
I,(Bs).

(a)

L(-4;) =

(b)

, Li(A)=1iI,(B1) =1
inace

)

B , Ly(A2)=1iI,(By) =1
o , inace
I

(A2 A Ba) .

O = O =

(©)

1, I,(A;)=1ili I,(By) =1
0, inace
1, I,(A2)=1iiI,(B2) =1
0, inace

Iv(Al V Bl) =

(d)

I,(A1)=1iI,(B;) =0
inace

, I,(A2)=1iI,(B3) =0
inace

»U(AQ = BQ) .

Iv(Al = Bl) =
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(e)

Iv(Al < Bl)

1a Iu(Al) = Iv(Bl)
0, inace

17 IU(AQ) = I’U(BQ)
0

{
{ , inace
(

I, A2 <:>B2) .
O

Teorema 2.7 Vazi A = B ako i samo ako je iskazna formula A < B tautologija.

Dokaz: Pretpostavimo da vazi A = B. U proizvoljnoj valuaciji v formule A i
B imaju istu vrednost, pa je formula A < B ta¢na u v. Odatle sledi da
je A & B tautologija. Pretpostavimo da je A & B tautologija. Ako je u
proizvoljnoj valuaciji v formula A ta¢na, onda mora da je i B ta¢na u v
(jer je formula A < B tacna u v). Dakle, svaki model za A4 je model i za
B. Analogno vazi obratno — svaki model za B je model i za A, te sledi
A = B, stoje i trebalo dokazati.

d

Primer 2.6 Neke od logickih ekvivalencija (ili, preciznije, neke od shema logi-
¢kih ekvivalencija) su:

-—A

AvV-A
ANA

AV A
ANB
AV B
A< B
AN(BANC)
AV (BVC)
As (BeO)
AN(AV B)
AV (ANB)
AN(BVC)
(BVC)ANA
AV (BACQ)
(BAC)V A
-(A A B)
-(AV B)
ANT
AV T
ANL
AV L

A

T

A

A

BAA
BV A
Bs A
(AANB)ANC

zakon dvojne negacije

zakon iskljucenja treceg

zakon idempotencije za A

zakon idempotencije za v

zakon komutativnosti za A

zakon komutativnosti za V

zakon komutativnosti za <

zakon asocijativnosti za N

zakon asocijativnosti za vV

zakon asocijativnosti za <

zakon apsorpcije

zakon apsorpcije

zakon distributivnosti A u odnosu na Vv
zakon distributivnosti A u odnosu na Vv
zakon distributivnosti V u odnosu na A
zakon distributivnosti V u odnosu na A
De Morganov zakon

De Morganov zakon

zakon konjunkcije sa tautologijom
zakon disjunkcije sa tautologijom
zakon konjunkcije sa kontradikcijom
zakon disjunkcije sa kontradikcijom
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Logicke ekvivalencije navedene u primeru 2.6, izmedu ostalog, pokazuju
da su konjunkcija i disjunkcija komutativni i asocijativni veznici. Zato moZemo
(uslovno) smatrati da konjunkcija (i disjunkcija) mogu da povezuju vise od dve
formule, pri ¢emu ne moramo da vodimo ra¢una o njihovom poretku. Svaki
¢lan uopstene konjunkcije zovemo konjunkt, a svaki ¢lan uopstene disjunkcije
zovemo disjunkt. Disjunkciju vise literala (pri ¢emu njihov poredak nije bitan)
zovemo klauza. Klauza je jedini¢na ako sadrzi samo jedan literal.

Definicija 2.9 Rezultat zamene (supstitucije) svih pojavljivanja iskazne formu-
le C u iskaznoj formuli A iskaznom formulom D ozna¢avamo sa A[C' — D].
Ta zamena (supstitucija) definiSe se na sledeci nacin:

e ako za iskazne formule A i C vaZi A = C, onda je A[C — D] jednako D;

e ako za iskazne formule AiC vazi A # C i A je atomicka iskazna formula,
onda je A[C + D] jednako A;

e ako za iskazne formule A, BiC vazi A # CiA = (-B), ondaje A|[C —
D] =~(B|C — D)),

e ako za iskazne formule A, By, By iC vaziA # CiA = (B1 A Bs) (A =
(Bl \Y BQ), A= (Bl = BQ), A= (Bl =4 BQ)), onda je A[C — D] =
(B1[C — D)) A (B2|C — D]) (B1|C + D)) v (B2[C — D)), (B1[C —
D)) = (B2[C — D)), (B1|C — D]) & (B3[C — D))).

Definicija 2.10 Uopstena zamena (supstitucija) je skup zamena [Ch — D1],
[Ca2 +— Dy, ..., [Cn — D,] gde su C; i D; proizvoljne iskazne formule. Takvu
zamenu zapisujemo [Cy — D1,Cs — Dy, ..., C, — D,].

Uopstena zamena primenjuje se simultano na sva pojavljivanja formula C,
Cy, ..., Cy, u polaznoj formuli i samo na njih (1. ne primenjuje se na potformule
dobijene zamenama).

U daljem tekstu ¢emo umesto termina uopstena zamena (uopstena supsti-
tucija) koristiti termin zamena (supstitucija).

Formulu koja je rezultat primene zamene [Cy — D1,Co +— Do, ...,C, —
D,,] nad formulom A4, oznatavamo sa A[C; — D1,Cy — Ds,...,Cy, — Dy].
Primer 2.7

(p=q=rp=>q—pVg=(pVg =r
(p=q¢)=@=7)lp=q9—DpVgp=r——pVr|=(-pVq) = (-pVr)
(p=a)=rp=q— pVg,-pVag—qV-p =(pVqg =r

Teorema 2.8 Ako je iskazna formula A tautologija koja sadrZi iskazna slova p1,
D2, ..., pniakosu Ay, Ao, ..., A, proizvoljne iskazne formule, onda je iskazna
formula B = Alpy — A1,p2 — As,...,p, — Ay] takode tautologija.
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Dokaz: Pretpostavimo da je A tautologija. Neka je v proizvoljna valuacija.
Neka je w valuacija u kojoj su iskaznim slovima p1, ps, ..., p, dodeljene
redom vrednosti I,,(A1), I,(As2), ..., I,(4,) 1 u kojoj je svakom iskaznom
slovu p koje se pojavljuje u 4, arazli¢itoje od p1, p2, . . ., pn dodeljuje vred-
nost I, (p). Indukcijom nad skupom iskaznih formula moZe se dokazati
da vazi I,(B) = I, (A). Iskazna formula A je tautologija, pa je ona ta¢na
u svakoj valuaciji. Dakle, I,,(A) = 1, odakle je I,(B) = 1. Kako je
v proizvoljna valuacija, sledi da je formula B ta¢na u svakoj valuaciji,
tj. sledi da je formula B tautologija, $to je i trebalo dokazati. 0

Teorema 2.9 (Teorema o zameni) AkojeC = D, ondaje A[C'+— D] = A.

Dokaz: Razmotrimo prvo specijalan slucaj kada je A = C. Iz definicije zamene
sledi da je A[C — D] = D, pa, kako je C = D, otigledno je da vazi
A[C — D] = A.

Pretpostavimo daje A # C. Ako je A atomicka iskazna formula, iz defini-
cije zamene sledi da je A[C' — D] = A, paje o¢igledno i A[C' — D] = A.

Pretpostavimo da tvrdenje teoreme vaZi za iskazne formule A i B, proiz-
voljne sloZenosti. Dokaza¢emo da iz toga sledi da ona vazii za iskazne
formule -A, ANB,AV B, A= B, A< B.

(a) Na osnovu definicije zamene, vazi (—A)[C — D] = -A[C — D]. Na
osnovu pretpostavke je A[C'+— D] = A, pa, na osnovu teoreme 2.6,
sledi ~A[C — D] = —A, odakle je (—A)[C — D] = —A.

(b) Na osnovu definicije zamene, vazi (A A B)[C' — D] = A[C — D] A
B[C + D]. Na osnovu pretpostavke je A[C — D] = Ai B[C —
D] = B, pa, na osnovu teoreme 2.6, sledi A[C' — D] A B[C — D] =
AN B,odakleje (AAB)[C — D] = AANB.

(c¢) Analogno prethodnom delu, vazi (A V B)[C — D] = A[C — D]V
B[C+— D)= AV B.

(d) Analogno prethodnom delu, vazi (4 = B)[C — D] = A[C — D] =
B[C+— D]=A= B.

(e) Analogno prethodnom delu, vazi (A < B)[C — D] = A[C — D] &
B[C— Dj=A< B.

Posto svojstvo koje opisuje ova teorema vazi za atomicke formule, a iz
pretpostavke da vaZzi za proizvoljne formule A i B sledi da ono vaZii za
formule A, AANB, AV B, A= B, A & B, naosnovu teoreme o indukciji
(2.1) sledi da tvrdenje teoreme vaZzi za sve iskazne formule. O
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Zadaci
Zadatak 13 Ako C nije potformula iskazne formule A, onda je A[C — D] = A.

Zadatak 14 Dokazatidaiz A = A|C — D] nesledi C = D.

Zadatak 15 Iskazna formula A sadrZi (samo) iskazna slova pi, pa, ..., Pn i
(jedino) logicki veznik <. Dokazati sledece: formula A je tautologija ako i
samo ako se svako njeno iskazno slovo pojavljuje paran broj puta. (Uputstvo:
iskoristiti ¢injenicu da < ima svojstvo komutativnosti i asocijativnosti.)

Zadatak 16 Iskazna formula A sadrZi samo veznike < i =. Dokazati da je
A tautologija ako i samo ako se svaka promenljiva i znak negacije pojavljuju
paran broj puta.

2.24 Potpuni skupovi veznika

Istinitosna funkcija nad n argumenata je funkcija koja preslikava skup {0,1}"
u skup {0,1}. Nad n argumenata ima 22" razli¢itih istinitosnih funkcija (jer
skup {0,1}" ima 2" elemenata i svaki od njih se moze preslikati u 0 ili u 1).
Svaka iskazna formula koja ima n iskaznih slova generiSe neku istinitosnu
funkciju nad n argumenata. Logicki ekvivalentne iskazne formule (sa istim
brojem iskaznih slova) generisu identi¢ne istinitosne funkcije.

Teorema 2.10 Svaka istinitosna funkcija je generisana nekom iskaznom formu-
lom koja sadrzi samo veznike A, V i —.

Dokaz: Nekaje f(x1,xs,...,x,) istinitosna funkcija. Funkcija f mozZe biti re-
prezentovana istinitosnom tablicom koja ima 2" vrsta, od kojih svaka
sadrzi jednu dodelu vrednosti 0 ili 1 varijablama x1,23,...,z, i odgo-
varajuéu vrednost f(z1,22,...,zn). Akoje 1l < i < 2", neka je C; kon-
junkcija I Als A ... AL, gde je I jednako p; ako u i-toj vrsti istinitosne
tablice z; ima vrednost 1 i —=p;, ako z; ima vrednost 0. Neka je A dis-
junkcija svih konjunkcija C; takvih da f ima vrednost 1 u i-toj vrsti istini-
tosne tablice (ako nema nijedne takve vrste, onda f uvek ima vrednost 0
i mozZe se uzeti da je formula A jednaka p A —p, $to zadovoljava tvrdenje u
tom slucaju). DokaZimo da formuli A kao istinitosna funkcija odgovara
funkcija f. Neka je data neka valuacija za iskazna slova p1, p2, ..., pn i
neka je odgovaraju¢a dodela varijablama x1, o, ..., x, k-ta vrsta tablice
za f. Formula C}, ima vrednost 1 u toj valuaciji, dok svaka druga C; ima
vrednost 0. Ako f ima vrednost 1 za vrstu k, onda je C}, disjunkt formule
A, paiformula A ima vrednost 1 u toj valuaciji. Ako f ima vrednost 0
za k-tu vrstu, onda C, nije disjunkt formule A i svi disjunkti formule A
imaju vrednost 0 u toj valuaciji, pa i formula A ima vrednost 0 u ovoj
valuaciji. Dakle, formula A generiSe istinitosnu funkciju f. O
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Primer 2.8

T | L2 || flz1,2)
0

1

1 1
0 1
0 1

O = O =

Iskazna formula A koja generiSe istinitosnu funkciju f je (—p1 Ap2) V (p1 A
—p2) V (=p1 A —p2).

U bilo kojoj iskaznoj formuli, mogu se, koriS¢enjem ekvivalencija

A& B = (A= B)A(B=A)
A= B = -AVB
AVB = =(=AA-B)

eliminisati sva pojavljivanja veznika <, = i V. Dobijena formula sadrZace,
dakle, samo veznike - i A. Kazemo da je skup veznika {—, A} potpun, jer je
svaka iskazna formula logicki ekvivalentna nekoj iskaznoj formuli samo nad
ova dva veznika i bez logi¢kih konstanti T i L. Na osnovu teoreme 2.10, kako
je skup {—, A} potpun, sledi da je svaka istinitosna funkcija generisana nekom
iskaznom formulom koja sadrzi samo veznike A i —. Skup {-, V} je, takode,
potpun.

Veznici | i T definiSu se na slede¢inac¢in: A | Bjejednako ~(AVB),aA 1 B
je jednako —(AA B). Naglasimo da su ove definicije ¢isto sintaksne prirodeida
zapis A | B moZemo smatrati samo kra¢im zapisom formule —(AV B). Veznik
| zovemo nili ili Lukasijeviceva funkcija, a veznik T zovemo ni ili Seferova
funkcija. Na osnovu datih definicija mogu se izvesti istinitosne tablice za | i 1.

A|B|AIB|ATB

01]0 1 1
011 0 1
110 0 1
1 (1 0 0

Lako se pokazujedaje~A= (A | A)iANB=((A] A) | (B | B)). Kakoje
skup veznika {—, A} potpun, sledi da je potpun i skup {]}. Isto vaZii za skup

{1}.

Teorema 2.11 Veznici | i T su jedina dva binarna veznika koja sama (pojedi-
nacno) ¢ine potpun sistem.

Dokaz: Pretpostavimo da je moguce definisati binarni veznik * takav da je
skup {*} potpun. Ako bi vazilo I,(A * B) = 1 za I,(A) = L,(B) =
1, onda bi vrednost svake formule bila jednaka 1 u valuaciji u kojoj je
svakom iskaznom slovu pridruZena vrednost 1. Tada funkciju —p ne bi
bilo moguée definisati preko veznika *. Dakle, za I,(4) = I,(B) =1
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mora da vazi I, (A B) = 0. Analogno se dokazuje da za I,,(A) = I,(B) =
0 mora da vazi [,(A* B) = 1.

Ako za I,(A) = 1i I,(B) = Ovazi I,(A* B) = 1iakoza I,(A) =01
I,(B) = 1vazi I,(A* B) = 1, onda je veznik * jednak vezniku {. Ako za
I,(A) = 1iI,(B) = 0vazi I,(A+ B) = 0iako za I,(A) = 0i I,(B) = 1
vazi I, (A * B) = 0, onda je veznik * jednak vezniku |.

Ako biza I,(A) =1il,(B) =0vaziloI,(A+«B)=1azal,(A) =0i
I,(B) = 1vazilo I,(A * B) = 0, onda bi vazilo A + B = -B. Ako bi za
I,(A) =1iI,(B) =0vaziloI,(A+* B) =0aza [,(A) =0il,(B) =1
vazilo I,(A* B) = 1, ondabi vazilo Ax B = - A. U oba slucaja, veznik * bi
bilo mogucée definisati preko veznika —. Medutim, skup veznika {—} nije
potpun, jer ne postoji tautologija koja sadrZi samo veznik — (a tautologije
postoje, npr. formula p V —p je tautologija). O

Teorema 2.11 je specijalni slucaj tvrdenja za veznike proizvoljne arnosti [44].

Zadaci

Zadatak 17 Dokazati da {=, V} i {—, <} nisu potpuni skupovi veznika.

Zadatak 18 / Svaki stanovnik jedne drzave ili uvek laZe ili uvek govori istinu
i na svako pitanje odgovara uvek samo sa da ili ne. Neki turista dolazi na
raskrsnicu u toj drZavii zna da samo jedan od dva puta vodi do glavnog grada.
Ne postoji znak koji pokazuje koji je to put, ali postoji mestanin R koji stoji na
raskrsnici. Koje da-ili-ne pitanje treba turista da postavi da bi odredio kojim
putem da krene?

Zadatak 19 Navesti primer iskazne formule koja ukljucuje tri iskazna slova i
koja ima tacno pet zadovoljavajucih valuacija (razmatraju se samo valuacije
nad iskaznim slovima koja se pojavljuju u formuli).

Zadatak 20 U rac¢unarstvu se esto koristi logicki veznik V (iskljucivo ili, isklju-
¢iva disjunkcija, eksluzivno ili, ekskluzivna disjunkcija) koji moZe biti defini-
san na sledeci nac¢in: AVB je jednako (tj. to je kraci zapis za) ~(A < B) ili
(AN-B)V (-ANA B). Ispitati da li je skup {A, V} potpun skup veznika.

2.2.5 Normalne forme

Definicija 2.11 Iskazna formula je u konjunktivnoj normalnoj formi (KNF) ako
je oblika

AT NAN N A,

pri ¢emu je svaka od formula A; (1 < i < n) klauza (tj. disjunkcija literala).
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Definicija 2.12 Iskazna formula je u disjunktivnoj normalnoj formi (DNF) ako
je oblika
A1 VA V...V A,

pri ¢emu je svaka od formula A; (1 < i < n) konjunkcija literala.

Ako je iskazna formula A logicki ekvivalentna iskaznoj formuli B i iskazna
formula B je u konjunktivnoj (disjunktivnoj) normalnoj formi, onda kazemo
da je formula B konjunktivna (disjunktivna) normalna forma formule A.

Iz teoreme 2.10 sledi da za svaku iskaznu formulu postoji njena disjunk-
tivha normalna forma. Dodatno, koris¢enjem pogodnih ekvivalencija, svaka
iskazna formula mozZe biti transformisana u svoju konjunktivnu (disjunktivnu)
normalnu formu. Naglasimo da jedna iskazna formula moZe da ima vise kon-
junktivnih (disjunktivnih) normalnih formi (na primer, i formula (p vV r) A (¢ V
rYA(pVs)A(gVs)iformula (sVg)A(pVr)A(gVr)A(pVs)A(pV-p)sukon-
junktivne normalne forme formule (p A q) V (1 A s)). Sli¢éno, jedna formula koja
je u konjunktivnoj normalnoj formi moZe biti konjunktivna normalna forma za
viSe iskaznih formula.

Transformisanje iskazne formule u konjunktivhu normalnu formu moze
biti opisano algoritmom prikazanim na slici 2.1. Kada govorimo o ,,primeni
neke logicke ekvivalencije” mislimo na kori$¢enje logitke ekvivalencije na os-
novu teoreme o zameni (teorema 2.9).

Algoritam: KNF

Ulaz: Iskazna formula F’
Izlaz: Konjunktivna normalna forma formule F'

1. Eliminisati veznik < koristedi logi¢ku ekvivalenciju
A< B=(A= B)A(B=A).

2. Eliminisati veznik = koristeci logi¢ku ekvivalenciju
A= B=-AVB.

3. Dok god je to moguce, primenjivati logi¢ke ekvivalencije
-(AANB)=-AV-Bi—-(AVB)=-AA-B.

4. Eliminisati visestruke veznike — koristeéi logi¢ku ekvivalenciju
-—A = A.

5. Dok god je to moguce, primenjivati logi¢ke ekvivalencije
(AV(BAC)=((AVB)A(AV Q)i
(BAC)V A)=((BVA)A(CV A).

Slika 2.1: Algoritam KNF
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Teorema 2.12 (Korektnost algoritma KNF) Algoritam KNF se zaustavlja i za-
dovoljava sledece svojstvo: ako je F' ulazna formula, onda je izlazna formula
F’ u konjunktivnoj normalnoj formi i logi¢ki je ekvivalentna sa F.

Dokaz: Algoritam se zaustavlja jer se zaustavlja svaki od njegovih koraka.
Dokazimo da u svakom koraku navedene logicke ekvivalencije mogu biti
primenjene samo konacan broj puta.

1. Nakon svake primene date logicke ekvivalencije za jedan se sma-
njuje broj pojavljivanja veznika < u tekucoj formuli. Kako je broj
pojavljivanja ovog simbola u pocetnoj formuli (formuli F') konacan,
sledi da je broj primena date logicke ekvivalencije kona¢an i da na-
kon ovog koraka tekuéa formula nema viSe pojavljivanja simbola
.

2. Analogno kao za prethodni korak.
3. Nakon svake primene neke od datih logickih ekvivalencija za jedan

se smanjuje broj pojavljivanja veznika A i V u potformulama ¢iji je
dominantni veznik —. Kako je broj takvih pojavljivanja? ovih sim-
bola u pocetnoj formuli (izlaznoj formuli za prethodni korak) kona-
¢an (a uvek nenegativan), sledi da je broj primena datih logickih
ekvivalencija konac¢an i da nakon ovog koraka tekuca formula nema
viSe pojavljivanja veznika A i V. u potformulama ¢iji je dominantni
veznik —. Dakle, nakon ovog koraka, tekué¢a formula nema vise po-
javljivanja simbola <, =, niti simbola A i V kojima dominira simbol

-,

4. Nakon svake primene date logicke ekvivalencije za dva se smanjuje
broj pojavljivanja veznika — u tekucoj formuli. Kako je broj pojavlji-
vanja ovog simbola u pocetnoj formuli (izlaznoj formuli za pret-
hodni korak) konacan (a uvek nenegativan), sledi da je broj primena
date logicke ekvivalencije konac¢an i da nakon ovog koraka tekuca
formula nema viSestrukih pojavljivanja simbola —. Dakle, nakon
ovog koraka veznik — pojavljuje se u tekucoj formuli samo u pot-
formulama oblika — A4, gde je A atomic¢ka formula.

5. Nakon svake primene neke od datih logickih ekvivalencija za jedan
se smanjuje broj pojavljivanja veznika A u potformulama ¢&iji je do-
minantni veznik V. Kako je broj takvih pojavljivanja ovih simbola
u pocetnoj formuli (izlaznoj formuli za prethodni korak) konacan (a
uvek nenegativan), sledi da je broj primena datih logickih ekviva-
lencija konacan i da nakon ovog koraka tekuca formula nema vise
pojavljivanja veznika A u potformulama ¢iji je dominantni veznik V.
Dakle, nakon ovog koraka, teku¢a formula nema vise pojavljivanja

simbola <, =, nema simbola A i V kojima dominira simbol —, niti

2Broj takvih pojavljivanja simbola A i V u formuli moZe se precizno definisati, slitno kao
sloZenost formule.
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simbola A kojima dominira simbol V, a simbol — pojavljuje se u pot-
formulama oblika —A, gde je A atomicka formula, Sto znaci da je
izlazna formula algoritma u konjunkivnoj normalnoj formi.

Prethodnim je dokazano da se algoritam KNF zaustavlja i da je njegova
izlazna formula F’ u konjunktivnoj normalnoj formi. Formula F” je pos-
lednja u nizu formula Fy, F, ..., F,, dobijenih nizom primena logic¢kih
ekvivalencija. Na osnovu teoreme o zameni (teorema 2.9), vazi F' = F},
Fy =F,, ..., F, = F',pana osnovu tranzitivnosti relacije logi¢ke ekviva-
lencije sledi da vazi F' = F”, ¢ime je dokazana korektnost algoritma KNF.

O

Opisani postupak (kao i dokaz korektnosti) moZe se pogodno iskazati u
terminima tzv. sistema za prezapisivanje [3]. U tom kontekstu, svaka logicka
ekvivalencija koja se koristi u algoritmu KNF odreduje jedno pravilo prezapi-
sivanja. U cilju dokazivanja zaustavljanja postupka transformisanja formule
u konjunktivnu normalnu formu definiSe se preslikavanje 7 iz skupa iskaznih
formula u skup prirodnih brojeva [15]:

7(A) = 2 (gdeje A atomicka formula)
T(mA) = 27W
T(ANB) = 7(4)- -7(B)
T(AV B) T(A)+7(B) +1

Moze se jednostavno dokazati da je vrednost 7(A’) uvek manja od 7(A) ako
je formula A’ dobijena primenom nekog pravila prezapisivanja na formulu A
(jer, na primer, vaZi da je 7(=A A —B) = 274N +7(5) manje od 7(~(A V B)) =
27(A)+7(B)+1y " Odatle sledi da je skup pravila prezapisivanja zaustavljajuéi i
da se postupak transformisanja proizvoljne formule u konjuktivhu normalnu
formu zaustavlja za proizvoljnu ulaznu formulu A (jer ne postoji beskonacan
strogo opadajuéi niz prirodnih brojeva &iji je prvi element 7(A)).

Naglasimo da transformisanje formule u njenu konjunktivnu normalnu for-
mu moZe da da formulu ¢ija je duZina eksponencijalna u funkciji duzine po-
lazne formule. Na primer, transformisanjem formule

(Al/\Bl)\/(Az/\Bg)\/...\/(An/\Bn)

(koja ima n disjunkata) u njenu konjunktivnu normalnu formu, dobija se for-
mula koja ima 2" konjunkta.

Transformisanje formule u disjunktivnu normalnu formu opisuje se algo-
ritmom analognim algoritmu KNF.

Definicija 2.13 Kanonska disjunktivna normalna forma formule A koja nije
kontradikcija i koja sadrZi iskazna slova p1, pa, . . ., pn je formula oblika

\/ @ APSA.. ADY)
I,(A)=1
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. S T akojev(p;) =1
pri éemu je py = { “pi. inace.

Formula koja je kontradikcija nema kanonsku disjunktivhu normalnu for-
mu. MoZe se dokazati da je svaka formula logicki ekvivalentna svojoj kanon-
skoj disjunktivnoj normalnoj formi.

Definicija 2.14 Kanonska konjunktivna normalna forma formule A koja nije
tautologija i koja sadrZi iskazna slova p1, pa, . . ., pn je formula oblika

N @Y vpsv...vph)
I,(A)=0

. . o | —pi, akojev(p;) =1
pri emu je p; = { i, inale.

Formula koja je tautologija nema kanonsku konjunktivhu normalnu formu.
MoZe se dokazati da je svaka formula logicki ekvivalentna svojoj kanonskoj
konjunktivnoj normalnoj formi.

Primer 2.9 Iskazna formula A nad iskaznim slovima p, q, r ima istinitosne
vrednosti prikazane u narednoj tabeli:

s s R R )]
L - N e S = =) e
N O R QRO RQOR
N OO OO M

Kanonska disjunktivna normalna forma formule A je: (-pA—=gA=r)V (=pA
“gAT)V(PA-gA-T)V(DAGAT).

Kanonska konjunktivna normalna forma formule A je: (pV gV ) A (p V
=gV -r)A(-pVaqgV-r)A(-pV-qVr).

Zadaci

Zadatak 21 Odrediti konjunktivnu normalnu formu i disjunktivnu normalnu
formu za formule:

(@ (A= B)V (=ANAC)

(b) A< (BA-A)

(¢)((A= B) = (C = —-A)) = (-B = -(C)

(d) (A= B)=-A)=-B)=-C)=C

(e)(A=(B=0))= (A= -C)= (A= —-B))
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Zadatak 22 Odrediti kanonsku disjunktivnu normalnu formu formule
(—A=-B)=((BAC)=(ANQ)).

Zadatak 23 Odrediti kanonsku konjunktivnu normalnu formu formule
(C=A)= (—~(BVC)=A).

Zadatak 24 Konstruisati formulu nad tri iskazne promenljive takvu da je ona
tacna u nekoj valuaciji, ako i samo ako su u toj valuaciji tacne ta¢no dve promen-
ljive.

Zadatak 25 |/ (Teorema o interpolaciji) Neka su A i B iskazne formule takve
da A nije kontradikcija i B nije tautologija i neka je A = B tautologija.

(a) Dokazati da A i B imaju bar jedno zajednicko iskazno slovo.

(b) Dokazati da postoji iskazna formula C takva da C ima samo iskazna
slova koja su zajednicka za A i B i za koju vaZzidasu A = C'iC = B tau-
tologije.

2.2.6 Dejvis—Patnam-Logman-Lovelandova procedura

Dejvis-Patnam-Logman-Lovelandova procedura® (DPLL procedura) vrsi ispi-
tivanje zadovoljivosti iskaznih formula [13]. Ona se primenjuje na iskazne for-
mule u konjunktivnoj normalnoj formi (a za svaku iskaznu formulu postoji
njena konjunktivna normalna forma). Ulazna formula je konjunkcija klauza.
Pri tome (kako su konjunkcija i disjunkcija komutativne i asocijativne) nije bi-
tan poredak tih klauza niti je u bilo kojoj od tih klauza bitan poredak literala;
zato se ulazna formula moZe smatrati skupom (ili, preciznije, multiskupom*)
klauza, od kojih se svaka moZe smatrati skupom (ili, preciznije, multiskupom)
literala. Ipak, radi odredenosti rada algoritma, smatraéemo da je skup (od-
nosno multiskup) klauza ureden.
U proceduri se podrazumevaju sledec¢e konvencije:

e prazan skup klauza (zvac¢emo ga praznom formulom) je zadovoljiv;

o klauza koja ne sadrZi nijedan literal (zva¢emo je prazna klauza) je nezado-
voljiva; formula koja sadrzi praznu klauzu je nezadovoljiva.

Dejvis—Patnam-Logman-Lovelandova procedura data je na slici 2.2.

Teorema 2.13 (Korektnost DPLL procedure) Za svaku iskaznu formulu DPLL
procedura se zaustavlja i vraca odgovor DA ako i samo ako je polazna formula
zadovoljiva.

3Na ovu proceduru se, zbog dve njene verzije, ponekad ukazuje kao na Dejvis-Patnamovu (DP)
proceduru ili kao na Dejvis-Logman-Lovelandovu (DLL) proceduru.

* Multiskup je, neformalno, skup u kojem se elementi mogu pojavljivati vige puta. Formalno,
multiskup S je funkcija iz nekog domena D u skup nenegativnih celih brojeva. Kazemo da vazi
z € S ako vazi S(z) > 0. KaZemo da je multiskup S konac¢an ako je skup {z | S(z) > 0}
konacan. Vrednost S(x) nazivamo visestruko$¢u elementa = u multiskupu S i ona predstavlja
broj pojavljivanja elementa  u multiskupu S. Ako su S i T" multiskupovi onda se, na primer,
multiskup S U T defini3e na sledeéi na¢in: (S U T)(z) = S(x) + T(x) za svako z.



2.2 Semantika iskazne logike 29

Ulaz:

1zlaz:

el

Algoritam: DPLL

Multiskup klauza D (D = {C1,Cs,...,Cy})
DA, ako je multiskup D zadovoljiv;
NE, ako multiskup D nije zadovoljiv

Ako je D prazan, vrati DA.

Zameni sve literale =L sa T i zameni sve literale =T sa L.
Obridi sve literale jednake L.

Ako D sadrzi praznu klauzu, vrati NE.

Ako neka klauza C}; sadrzi literal T ili sadrZi i neki literal i njegovu
negaciju, vrati vrednost koju vraéa DPLL(D \ C;) (tautology).

Ako je neka klauza jedini¢na i jednaka nekom iskaznom slovu p, onda
vrati vrednost koju vrata DPLL(D[p — T]); ako je neka klauza je-
dini¢na i jednaka —p, gde je p neko iskazno slovo, onda vrati vrednost
koju vra¢a DPLL(D[p — _L]) (unit propagation).

Ako D sadrZi literal p (gde je p neko iskazno slovo), a ne i literal —p,
onda vrati vrednost koju vra¢a DPLL(DI[p — T]); ako D sadrzi literal
—p (gde je p neko iskazno slovo), a ne i literal p, onda vrati vrednost
koju vra¢a DPLL(D|[—p — T]) (pure literal).

Ako DPLL(D[p +— T]) vraéa DA, onda vrati DA; inaZe vrati vrednost
koju vraéa DPLL(D[p — 1]) (gde je p jedno od iskaznih slova koje
se javljaju u D) (split).

Slika 2.2: DPLL procedura

Dokaz: Neka je N broj iskaznih slova, a L broj klauza u D. MoZe se dokazati

da se procedura DPLL zaustavlja indukcijom po N + L. Akoje N+ L =0,
onda se procedura zaustavlja u koraku 1. Pretpostavimo da se procedura
zaustavlja za vrednosti N + L manje od % i dokaZimo da se zaustavlja i
za N + L = k. Pretpostavimo da za ulazne vrednosti vazi N + L = k.
Tada se procedura ili zaustavlja u koraku 1 ili se zaustavlja u koraku 4 (i
za te slucaje je tvrdenje dokazano) ili stiZze do koraka 5 (u koracima 21 3
zbir N + L se ne menja). Ukoliko je izvrsavanje procedure stiglo do ko-
raka 5, ono se nastavlja izvrsavanjem (ta¢no) jednog od koraka 5, 6, 7 ili 8.
Ako su ispunjeni preduslovi koraka 5, onda se (rekurzivno) poziva pro-
cedura DPLL sa ulaznim parametrima za vrednost N + (L — 1), a kako je
N +(L—1) < k, na osnovu induktivne pretpostavke taj poziv se izvr§ava
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u kona¢nom broju koraka, te se zaustavlja korak 5 i time, izvrSavanje pro-
cedure. Ako su ispunjeni preduslovi koraka 6 ili 7, onda se (rekurzivno)
poziva procedura DPLL sa ulaznim parametrima za vrednost (N —1)+L,
akakoje (N —1)+ L < k, na osnovu induktivne pretpostavke taj poziv se
izvrsava u kona¢nom broju koraka, te se zaustavlja tekuci korak i, time,
izvrsavanje procedure. Kona¢no, u koraku 8 se (rekurzivno), najvise
dva puta, poziva procedura DPLL sa ulaznim parametrima za vrednost
(N—1)+L,akakoje (N—1)+L < k,na osnovu induktivne pretpostavke
ti pozivi se izvrSavaju u kona¢nom broju koraka, te se zaustavlja korak 8
i, time, izvrSavanje procedure. Time je dokazano da se procedura DPLL
uvek zaustavlja.

Potrebno je jo§ dokazati da procedura vraéa DA ako i samo ako ulazu
odgovara zadovoljiva formula. Za to je potrebno i dovoljno dokazati ko-
rektnost svakog od koraka, sto odgovara slede¢im jednostavnim tvrde-
njima:

Ako je D prazan onda je on zadovoljiv.

D je zadovoljiv ako i samo ako je zadovoljiv D[—~L — T,-T — L].
D je zadovoljiv ako i samo ako je zadovoljiv D[AV LV B — AV B].

Ako D sadrZi praznu klauzu onda je on nezadovoljiv.

AR

Ako neka klauza C; sadrZi literal T ili sadrZi i neki literal i njegovu
negaciju, onda je D zadovoljiv ako i samo ako je zadovoljiv D \ C;.
6. Ako je neka klauza jedini¢na i jednaka nekom iskaznom slovu p,
onda je D zadovoljiv ako i samo ako je zadovoljiv D[p — T].
Ako je neka klauza jedini¢na i jednaka —p, gde je p neko iskazno
slovo, onda je D zadovoljiv ako i samo ako je zadovoljiv D[p — ].
7. Ako D sadrti literal p (gde je p neko iskazno slovo), a ne i literal —p,
onda je D zadovoljiv ako i samo ako je zadovoljiv D[p — T].
Ako D sadrZzi literal —p (gde je p neko iskazno slovo), a ne i literal p,
onda je D zadovoljiv ako i samo ako je zadovoljiv D[—p — T].

8. D je zadovoljiv akoisamo ako je zadovoljiv jedan od (multi)skupova
Dlp— T], Dlp— L.

O

Dejvis—Patnam-Logman-Lovelandova procedura je u najgorem slu¢aju eks-
ponencijalne slozenosti O(2V), gde je N broj iskaznih slova u formuli, usled

rekurzivne primene split pravila (viSe o sloZenosti izra¢unavanja videti u do-
datku A). Iste (eksponencijalne) sloZenosti su i svi drugi do sada poznati algo-
ritmi za ispitivanje zadovoljivosti. Ipak, svi ti algoritmi su znatno efikasniji od
metode istinitosnih tablica.

Izbor iskaznog slova u pravilu split je veoma vaZan. Neke varijante ovog

pravila su da se bira iskazno slovo sa najviSe pojavljivanja u tekucoj formuli,
da se bira neko od iskaznih slova iz najkrace klauze itd.
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Formula je tautologija ako i samo ako njena negacija nije zadovoljiva, for-
mula je kontradikcija ako i samo ako ona nije zadovoljiva i formula je poreciva
ako i samo ako je njena negacija zadovoljiva. Primetimo da odatle sledi da
DPLL proceduru mozemo iskoristiti i za ispitavanje da li je data formula tau-
tologija, poreciva ili kontradikcija.

Zadaci

Zadatak 26 Primenom DPLL algoritma ispitati da li su sledece formule zado-
voljive:
@@p=r)=(¢g=r)=>(Ve=>r)
B)=((p=r)=(g=r)=(PVg=r1)

Zadatak 27 Primenom DPLL algoritma ispitati da li je formula (p vV —q V —r) A
(=pV gV -r)A(pV —qVr) zadovoljiva, tautologija, poreciva, kontradikcija.

2.2.7 Metod rezolucije

Metod rezolucije formulisao je Alan Robinson 1965. godine [61]. Tome su pret-
hodili mnogobrojni rezultati koji su doveli do otkri¢a metoda. U ovom delu
teksta opisa¢emo metod rezolucije za iskaznu logiku.

Metod rezolucije primenjuje se na iskazne formule koje su u konjunktivnoj
normalnoj formi. Zbog asocijativnosti i komutativnosti konjunkcije i disjunk-
cije, formulu koja je u konjunktivnoj normalnoj formi moZemo smatrati multi-
skupom klauza, pri ¢emu svaku klauzu moZemo smatrati multiskupom lite-
rala. Na osnovu logickih ekvivalencija AN A= Ai AV A = A, mogu se elimi-
nisati viSestruka pojavljivanja jedne klauze u formuli i viSestruka pojavljivanja
jednog literala u klauzi. Time formula kao multiskup klauza od kojih je svaka
multiskup literala moZe da se zameni (logicki ekvivalentnom) formulom koja
je skup klauza od kojih je svaka skup literala. Metod rezolucije ispituje da li je
zadat skup klauza zadovoljiv.

Klauza je zadovoljiva ako postoji valuacija u kojoj je bar jedan literal iz
te klauze tacan. Klauza je pobijena valuacijom u kojoj su svi literali neta¢ni.
Prazna klauza, u oznaci O, ne sadrzi nijedan literal i nije zadovoljiva. Formula
koja je skup klauza je zadovoljiva ako postoji valuacija u kojoj su sve klauze te
formule ta¢ne, a inace je nezadovoljiva.

Jednostavnosti radi, sve klauze koje sadrZe logicke konstante T ili 1 mogu
biti eliminisane ili zamenjene tako da se ne promeni zadovoljivost polaznog
skupa klauza. Klauza koja sadrzi literal T je u svakoj valuaciji ta¢na, pa moZe
biti eliminisana (jer ne uti¢e na zadovoljivost polaznog skupa klauza). Ako
klauza C sadrzi literal L, onda taj literal moZze biti obrisan, dajué¢i novu klauzu
C’ (jer je u svakoj valuaciji klauza C' ta¢na ako i samo ako je ta¢na klauza C”).
Dakle, moZe se smatrati da je u svim klauzama svaki literal ili iskazno slovo
ili negacija iskaznog slova. Ako je literal ! jednak iskaznom slovu p, onda
sa | oznatavamo literal —p; ako je literal / jednak negaciji iskaznog slova p
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(. literalu —p), onda sa | oznacavamo literal p. Za literale [ i | kaZemo da su
medusobno komplementni.

Ako su C’ i C" klauze, onda se pravilom rezolucije iz klauza C’ vV 1i C” V1
izvodi klauza C’ v C”. Pravilo rezolucije moZe se prikazati u slede¢em obliku:

c'vi C'vl
c'vc”

Klauzu C’ v C" zovemo rezolventom klauza C’ vV 1i C"” v I, a klauze C’ V [ i
C" Vv 1 roditeljima rezolvente. Kazemo da klauze C’ v [ i C" V| rezolviramo
pravilom rezolucije.

Pravilo rezolucije intuitivno moZe biti shva¢eno na slede¢i nacin: klauza
C" V p logicki je ekvivalentna formuli -C’ = p, klauza C” v —p logicki je ekvi-
valentna formuli p = C”, a formule -C" = pip = C” imaju logi¢ku posledicu
—C’" = C" koja je logi¢ki ekvivalentna klauzi C’ v C”'.

Ako je dat skup klauza S, pravilom rezolucije se roditelji rezolvente ne za-
menjuju rezolventom, veé se rezolventa dodaje u skup S.

Metod rezolucije je postupak za ispitivanje zadovoljivosti skupa klauza koji
se sastoji od uzastopnog primenjivanja pravila rezolucije. Neka je S pocetni
skup, neka je Sp = S'ineka je S;11 rezultat primene pravila rezolucije na skup
S;. Postupak se zaustavlja na jedan od slede¢a dva nacina:

e ako u nekom koraku skup S; sadrzi praznu klauzu (J), onda zaustavi
primenu procedure i vrati odgovor da je skup klauza S nezadovoljiv;

e ako ne postoji moguénost da se primeni pravilo rezolucije tako da se
skupovi S; i S;41 razlikuju, onda zaustavi primenu procedure i vrati
odgovor da je skup klauza S zadovoljiv.

Niz klauza (polaznih i izvedenih) ozna¢ava¢emo obi¢nosa C; (i = 1,2,...).
Iza izvedene klauze zapisivacemo oznake klauza iz kojih je ona izvedena, kao
i redne brojeve literala nad kojim je primenjeno pravilo rezolucije. Literale u
klauzama razdvaja¢emo obi¢no simbolom ’,” (umesto simbolom "V’).

Primer 2.10 Metodom rezolucije se iz skupa {{-p,—q,r},{-p,q}, {p},{-r}}
moZe izvesti prazna klauza:
C'l : -p,q,T

Cy: g

Cg P

Cy: —n

C5 : -p, T (01,2;02,2)
Cﬁ : -p (04,1;05,2)
C,: O (03,1;06,1)

Skup klauza {{-p, —q,r}, {-p,q},{p}, {-r}} je, dakle, nezadovoljiv.

Primer 2.11 Metodom rezolucije se iz skupa {{—p, —~q,r},{-p, q}, {p}} ne moze
izvesti prazna klauza. Ovaj skup klauza je, dakle, zadovoljiv.
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Teorema 2.14 (Zaustavljanje metoda rezolucije) Metod rezolucije se zaustav-

Jja.

Dokaz: U svakom koraku metoda rezolucije teku¢em skupu se dodaje nova
klauza.

Klauze su skupovi literala, pa nije bitan poredak literala u njima, a viSe-
struka pojavljivanja literala u klauzi nisu moguéa. Nad skupom od n
iskaznih slova ima 2n razli¢itih literala (za svako iskazno slovo p postoje
literali p i —p) i svaki od njih moZe da se pojavljuje ili ne pojavljuje u
klauzi®, te razlid¢itih klauza ima 22" = 4.

Dakle, metod rezolucije se zaustavlja u kona¢no mnogo koraka, jer se iz
literala iz skupa S moZe izvesti samo konacan broj (novih) klauza. (Taj
broj medutim moZe biti eksponencijalno veliki (u funkciji broja literala u
S) i primena procedure rezolucije moZe da se sastoji od veoma velikog
broja koraka.) O

Teorema 2.15 (Saglasnost pravila rezolucije) Neka je skup klauza S’ dobijen
od skupa klauza S primenom pravila rezolucije. Ako neka valuacija zadovo-
ljava skup S, onda ona zadovoljava i skup S'.

Dokaz: Pretpostavimo da valuacija v zadovoljava sve klauze iz skupa S. Doka-
zimo da ona zadovoljava i sve klauze iz skupa S’. Pretpostavimo da je
pravilo rezolucije primenjeno na klauze C, i C} i da je njihova rezolventa
klauza C,. Jedina klauza koja pripada skupu S’, a mogucée ne pripada
skupu S je klauza C,.. DokaZzimo da valuacija v zadovoljava klauzu C,.
Pretpostavimo da klauza C, sadrZi literal /, a klauza C}, literal 1. Ako je
literal / ta¢an u valuaciji v, onda je literal [ netacan, pa u klauzi C;, mora
da postoji neki literal (razli¢it od 7) koji je tatan u valuaciji v. Taj literal
je i element klauze C,, pa je i ona zadovoljiva u valuaciji v. Ako je literal
I netacan u valuaciji v, onda u klauzi C, mora da postoji neki literal (ra-
zli¢it od 1) koji je tacan u valuaciji v. Taj literal je i element klauze C,, pa
je i ona zadovoljiva u valuaciji v. Dakle, svaka klauza iz skupa S’ je tatna
u valuaciji v, odakle sledi tvrdenje teoreme. O

Teorema 2.16 (Saglasnost metoda rezolucije) Ako se iz skupa klauza S moZe
izvesti prazna klauza, onda je S nezadovoljiv skup klauza.

SUkoliko bi bilo uvedeno ograni¢enje da klauza ne moZe da sadrZi i neko iskazno slovo i nje-
govu negaciju (takva klauza je u svakoj valuaciji ta¢na), onda bi nad n iskaznih slova bilo 3™
razli¢itih klauza (jer svako iskazno slovo p moZe da se ne pojavljuje u klauzi, da se pojavljuje u
vidu literala p ili da se pojavljuje u okviru literala —p).
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Dokaz: Na osnovu teoreme 2.15 (i na osnovu jednostavnog induktivnog argu-
menta), ako je skup klauza S zadovoljiv, zadovoljiv je i svaki skup klauza
S’, dobijen u nekoj iteraciji metoda. Obratno, skup klauza S je nezado-
voljiv ako je nezadovoljiv skup S’, dobijen u nekoj iteraciji metoda. Dakle,
ako metod rezolucije u nekom koraku doda praznu klauzu u tekuéi skup
klauza, sledi da je skup S nezadovoljiv, $to je i trebalo dokazati. O

Teorema o saglasnosti rezolucije tvrdi da iz zadovoljivog skupa ne moze
biti izvedena prazna klauza. Pokaza¢emo u nastavku da iz svakog nezado-
voljivog skupa klauza moZe biti izvedena prazna klauza. Razmatra¢emo sta-
blo sa moguéim valuacijama fiksnog skupa iskaznih slova {p1, p2, ..., pm}.
Zato najpre navodimo definiciju stabla.

Definicija 2.15 Neuredeno stablo 7 je par (S, <) sa sledeé¢im svojstvima:
e S je skup cije elemente zovemo ¢vorovima neuredenog stabla;

e < je binarna relacija nad S, x < y ¢itamo ¢vor z je prethodnik (roditelj,
direktni predak) ¢vora y ili ¢vor y je sledbenik (dete, direktni potomak)
¢vora x; ova relacija zadovoljava sledeée uslove:

— postoji jedinstven ¢vor koji nema prethodnika, taj ¢vor zovemo ko-
ren stabla;

— svaki ¢vor razlic¢it od korena ima tacno jednog prethodnika;

— ne postoji niz ¢vorova x1, T2, . .., Ty takavda vaZziz; < x2 < ... <
Ty <X T7.

Ako za niz ¢vorova x1, X2, ..., Ty VaZixy < T9 < ... < Tp_1 < X, onda
kazemo da je ¢vor x; predak ¢vora x,, i da je ¢vor x,, potomak ¢vora ;.

List stabla je ¢vor koji nema sledbenika. Staza stabla (grana stabla) je niz
¢vorova xi, &2, . . ., Tn, pri éemu je x1 koren stabla i ¢vor x, je prethodnik ¢vora
xg, Cvor xg je prethodnik ¢vora zs3, ..., xn—1 je prethodnik ¢vora z,. Mak-
simalna staza (maksimalna grana) je niz ¢vorova x1, x2, . .., &, pri Cemu je z,
koren stabla, x,, je list stabla i ¢vor x; je prethodnik ¢vora xo, ¢vor xs je prethod-
nik ¢vora 3, ..., tp—1 je prethodnik ¢vora x,.

Ako je x1 koren stabla i ako postoji niz ¢vorova x1, 2, . . ., x) takav da vaZi
1 <22 < ... < Tp—1 < T}, onda kaZemo da je visina ¢vora xj, jednaka k.

Ako ¢vor stabla ima (samo) direktne potomke z1, x2, ..., z; (k > 0), onda
kazemo da je stepen tog ¢vora jednak k.

Definicija 2.16 Za stablo kaZemo da je binarno ako svaki ¢vor ima najvise dva
sledbenika. Za stablo kaZemo da je potpuno binarno ako postoji vrednost k
takva da svaki ¢vor visine manje ili jednake k ima po tacno dva sledbenika i
nijedan ¢vor visine k + 1 nema nijednog sledbenika.

Definicija 2.17 Uredeno stablo je neuredeno stablo za ¢iji je svaki ¢vor skup
njegovih sledbenika ureden.



2.2 Semantika iskazne logike 35

Dp1P2 P1P2 pip2

A A NAN

Pp1p2p3 P1P2P3 P1P2P3 P1D2P3 DP1p2p3 P1p2P3 P1p2P3 P1P2P3

Slika 2.3: Stablo valuacija za tri iskazna slova

Stablo valuacija je uredeno potpuno binarno stablo visine m, ¢ijem je sva-
kom ¢voru pridruZeno dodeljivanje vrednosti 0 ili 1 iskaznim slovima iz zada-
tog skupa i dodeljivanje za svaki ¢vor (sem listova) je u njegovim direktnim po-
tomcima prosireno dodeljivanjem vrednosti 0 i 1 jo$ jednom iskaznom slovu.
U korenu stabla je prazna dodela (oznacena sa €) koja ne pridruZzuje vrednost
nijednom iskaznom slovu. Cvor u stablu valuacija odgovara parcijalnoj dodeli
vrednosti 0 i 1 iskaznim slovima iz nekog skupa. Parcijalne dodele mogu biti
dovoljne za utvrdivanje istinitosne vrednosti neke formule. MoZe se govoriti
o parcijalnim dodelama koje prosiruju druge dodele. Parcijalna dodela koja
odgovara nekom ¢voru stabla valuacije je proSirenje svake dodele koje odgo-
vara prethodnicima tog ¢vora. Stablo valuacija ima 2™ listova, po jedan za
svaku od mogucih valuacija. Parcijalne valuacije zapisujemo kratko kao niske
znakova iz skupa znakova od p; do py, i od p1 do Dr,. Sa p ozna¢avamo da
valuacija iskaznom slovu p dodeljuje vrednost 1, a sa p da valuacija iskaznom
slovu p dodeljuje vrednost 0. Slika 2.3 ilustruje stablo valuacija za tri iskazna
slova.

Neka je S skup klauza i neka je Sy poslednji skup klauza dobijen metodom
rezolucije. Klauza C pokriva ¢vor n u stablu valuacija ako ona zadovoljava
sledece uslove:

e klauza C je element skupa Si;

e iskazna slova koja se pojavljuju u C' su medu slovima kojima su dodeljene
vrednosti u évoru n;

e klauza C je neta¢na u valuaciji koja odgovara ¢voru n.

Na osnovu drugog i tre¢eg uslova sledi da je klauza C' koja pokriva ¢vor
n neta¢na i u svakoj valuaciji koja prosiruje valuaciju koja odgovara ¢voru n
(§. netacna i u svakoj valuaciji koja odgovara nekom potomku ¢vora n). Neki
¢vorovi mogu biti pokriveni od strane vise klauza, dok neki ne moraju biti
pokriveni. Prazna klauza je jedina klauza koja moZe pokriti koren stabla valu-
acije. Dodatno, prazna klauza moZe pokriti bilo koji ¢vor stabla valuacije.
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Na primer, klauza p; V ps pokriva ¢vor pipzps, ali i &vor Dips.

Lema 2.1 Ako su, za skup klauza dobijen metodom rezolucije iz skupa klauza
S, oba deteta ¢vora stabla valuacija pokrivena, onda je i taj ¢vor pokriven.

Dokaz: Pretpostavimo da je n ¢vor ¢ija su oba deteta pokrivena i neka je v valu-
acija koja mu je pridruzena. Neka su ¢vorovi n; i np dva deteta ¢vora n,
neka su im pridruzene valuacije vp i vp i neka su C; i Cy klauze koje,
redom, pokrivaju ta dva ¢vora. Ako se iskazno slovo p ne pojavljuje u
(4, onda C; pokriva ¢vor n. Sli¢no, ako se iskazno slovo p ne pojavljuje
u O3, onda C; pokriva ¢vor n. Ako se iskazno slovo p pojavljuje i u C;
iu Cy, onda C7 sadrzi literal —p, a klauza C, literal p. Zaista, ¢voru n,
odgovara valuacija koja dodeljuje iskaznom slovu p vrednost 1, pa literal
p ne moZe da se pojavljuje u C; (jer bi klauza C; tada bila ta¢na u valuaciji
koja odgovara ¢voru n1). Analogno, klauza C sadrZi literal p. Na klauze
Cy i Oy se, dakle, moZe primeniti pravilo rezolucije (po iskaznom slovu
p). Neka je C, rezolventa ove dve klauze (po iskaznom slovu p).

Ukoliko je iz skupa S izvedena prazna klauza, onda je ona klauza koja
pokriva ¢vor n. DokaZimo da, ako prazna klauza nije izvedena, onda
klauza C, pokriva ¢vor n. Potrebno je dokazati tri svojstva klauze C,.

o Ako, kao 5to je pretpostavljeno, prazna klauza nije izvedena iz S,
onda skup Sy, sadrzi sve moguce rezolvente izvedene iz skupa S, pa
je iklauza C; element skupa S.

o Iskazna slova koja se pojavljuju u klauzi C, su slova koja se po-
javljuju u klauzi C ili klauzi Cy. Za svako slovo koje se pojavljuje u
ovim dvema klauzama vazi ili da mu je dodeljena vrednost u ¢voru
n ili da je ono upravo iskazno slovo p. Dovoljno je, dakle, pokazati
da iskazno slovo p ne pripada klauzi C,. Literal p moZe da pripada
klauzi C, samo ako pripada i klauzi C;. Medutim, ako bi literal
p pripadao klauzi Cy, ta klauza bi sadrzala literale p i —p, pa bi
bila ta¢na u svakoj valuaciji, $to je u suprotnosti sa ¢injenicom da
je klauza C'; neta¢na u valuaciji vp. Dakle, literal p ne pripada klauzi
C1 i, analogno, literal —p ne pripada klauzi C5. Odatle sledi da se
iskazno slovo p ne pojavljuje u klauzi C,., pa su sva slova koja se po-
javljuju u C, medu slovima kojima su dodeljene vrednosti u ¢voru
n.

e Klauza C pokriva ¢vor n1, pa svi njeni literali imaju vrednost 0 u
valuaciji vp. Klauza (', kao $to je pokazano, ne sadrZi literal p, pa
je svaki literal iz skupa C; \ {—p} neta¢an u valuaciji v. Analogno,
svaki literal iz skupa C5 \ {p} je netadan u valuaciji v. Dakle, svaki
literal klauze C, (koja je unija skupova C1 \ {—p}iCs2\{p}) je netatan
u valuaciji v.

O
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Teorema 2.17 (Potpunost metoda rezolucije) Ako je S nezadovoljiv skup kla-
uza, onda se iz njega moZe izvesti prazna klauza.

Dokaz: Neka je Si poslednji skup dobijen metodom rezolucije od nezado-
voljivog skupa S. Neka je 7 stablo valuacija za iskazna slova iz skupa S.
Kako je skup S nezadovoljiv, on je netatan u svakoj valuaciji, tj. u svakoj
valuaciji v bar jedna klauza iz S je netatna, te ona pokriva list stabla 7°
koji odgovara valuaciji v. Dakle, svaki list stabla 7 je pokriven nekom
klauzom iz skupa S. Primenom leme 2.1 i na osnovu jednostavnog in-
duktivnog argumenta sledi da su svi ¢vorovi stabla 7 pokriveni elemen-
tima skupa S. Specijalno, i koren stabla 7 mora biti pokriven, a prazna
klauza je jedina klauza koja mozZe da pokrije koren. Dakle, prazna klauza
je izvedena rezolucijom iz skupa S, $to je i trebalo dokazati. O

Metod rezolucije se uvek zaustavlja (teorema 2.14), pa na osnovu dokaza
prethodne teoreme sledi da se iz svakog nezadovoljivog skupa klauza nuzno
mora izvesti prazna klauza bez obzira na izbor klauza za rezolviranje u poje-
dinim koracima. Zbog toga bi u prethodnoj teoremi umesto re¢i moze mogla
da stoji i re¢ mora. Dodatno, iz toga sledi i da ukoliko za neki skup klauza
metod staje bez izvodenja prazne klauze, onda je taj skup zadovoljiv.

Na osnovu prethodnih teorema sledi naredno tvrdenje.

Teorema 2.18 (Teorema o metodu rezolucije) Metod rezolucije se zaustavlja za
svaku iskaznu formulu i u zavrsnom skupu klauza postoji prazna klauza ako i
samo ako je polazna formula nezadovoljiva.

Metod rezolucije moZe biti modifikovan tako da bude efikasniji. Modi-
fikacije metoda mogu biti zasnovane na slede¢im ¢injenicama:

e ako je klauza C tautologija, onda je skup S zadovoljiv ako i samo ako je
skup S\ {C} zadovoljiv;

e ako skup S sadrzi jedini¢nu klauzu {l}, onda je skup S zadovoljiv ako
i samo ako je zadovoljiv skup dobijen od S brisanjem svih klauza koje
sadrze literal [ i, zatim, brisanjem svih pojavljivanja literala /;

e ako se u skupu klauza S pojavljuje literal /, a ne i literal I, onda je skup S
zadovoljiv ako i samo ako je skup T" zadovoljiv, gde je skup 7" skup svih
klauza iz S koje ne sadrze [;

o ako skup S sadrzi klauze Cj i C i ako je klauza Cy podskup klauze Cj,
onda je skup S zadovoljiv ako i samo ako je zadovoljiv skup S\ {C}
(pravilo subsumption).
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Primetimo da su navedene optimizacije sli¢cne koracima DPLL procedure.
Za efikasnu primenu metoda rezolucije veoma je, u svakom koraku, bitan i
izbor para klauza nad kojima se primenjuje pravilo rezolucije.

U svom osnovnom obliku, metod rezolucije proverava da li je dati skup
klauza (ne)zadovoljiv. Medutim, metod rezolucije moZe se koristiti i za ispi-
tivanje valjanosti. Naime, ako je potrebno ispitati da li je formula A valjana,
dovoljno je metodom rezolucije utvrditi da li je formula —A nezadovoljiva (pri
¢emu je potrebno najpre formulu —A transformisati u konjuktivhu normalnu
formu). Ovaj vid dokazivanja da je formula A valjana zovemo dokazivanje po-
bijanjem. Za metod rezolucije primenjen na ovaj nacin, saglasnost govori da
nije moguce rezolucijom pogresno utvrditi (pobijanjem) da je neka formula va-
ljana, a potpunost govori da je za svaku valjanu formulu metodom rezolucije
moguce dokazati (pobijanjem) da je valjana.

Metodom rezolucije moZe se ispitati i da li vazi 4, As,..., A, = B. Ovo
tvrdenje je ta¢no ako i samo ako je formula A; A Ay A ... A A, = B valjana
(teorema 2.4). Formula A; A Ay A ... A A, = B je valjana ako i samo ako je
formula ~(A; AAa A...A A, = B)nezadovoljiva, tj. ako i samo ako je formula
A1 NAa AN ... AN A, A B nezadovoljiva. Ukoliko su formule A; u konjunktivnoj
normalnoj formi, da bi na navedenu formulu bio primenjen metod rezolucije,
dovoljno je transformisati formulu =B u konjunktivhu normalnu formu.

Primer 2.12 VaZi
(pV—gVr)A(-pV@APET

ako i samo ako je skup klauza {{-p,—~q,r},{-p, ¢}, {p}, {—-r}} nezadovoljiv. U
primeru 2.10 je pokazano da je taj skup klauza nezadovoljiv.

Zadaci

Zadatak 28 Dati su skup P od n (n > 1) iskaznih slova, skup C svih klauza
nad P i dva podskupa, S i 52, skupa C.
(a) Koliko elemenata ima skup C?
(b) Da Ii je skup C zadovoljiv?
(c) Ako su skupovi Sy i Sz zadovoljivi, da li je i skup S1 U Sy zadovoljiv?
(d) Ako su skupovi S i S2 zadovoljivi, da i je i skup S1 N So zadovoljiv?
(e) Ako je skup S, zadovoljiv, da li skup C \ S1 moZe da bude zadovoljiv?
(f) Ako je skup Si zadovoljiv, da li skup C \ S1 mora da bude zadovoljiv?

Zadatak 29 Dati su skup P od n (n > 1) iskaznih slova, skup C svih klauza
nad P i dva podskupa, S i 52, skupa C.

(a) Da Ii je skup C kontradiktoran?

(b) Ako su skupovi S 1.5 kontradiktorni, da Ii skup S; U S» moZe da bude
kontradiktoran?

(c) Ako su skupovi Sy i Sy kontradiktorni, da Ii skup S1 U S2 mora da bude
kontradiktoran?

(d) Ako su skupovi S; i Sy kontradiktorni, da li skup S; NS, moZe da bude
kontradiktoran?
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(e) Ako su skupovi S; i Sy kontradiktorni, da li skup S; N Sy mora da bude
kontradiktoran?

Zadatak 30 Dokazati metodom rezolucije da su naredne formule tautologije:
@q=(p=q
(®)((p=q)A(g=7)) = (p=T)
@ (=9 Ap=r)= = (gAr))
@((p=r)A(g=")A(pVa)=r
(€ -(pra)= (-pV—q)
() ~(pVq) = (=p A —q)
) (=pV —q) = =(pAq)
(h) (pV(gnr) = ((pVaA(pVr))

=
=

2.2.8 Metod tabloa

Metod semanti¢kih tabloa prvi je opisao Evert Bet 1955. godine, a dalje ga je
razvio Rejmond Smaljan 1971. godine. Metod se Cesto naziva i metodom ana-
litickih tabloa. (Metodi koji kre¢u od formule koju treba dokazati, transformisu
je 1 pojednostavljuju u nekom smislu dok ne bude ispunjen neki kriterijum za
zaustavljanje, obi¢no se nazivaju analitickim metodama; s druge strane, sin-
teticki metodi iz aksioma izvode formulu koju treba dokazati.)

Metod tabloa koristi se za pobijanje iskazne formule, tj. za utvrdivanje njene
nezadovoljivosti. Naravno, metod se moZe koristiti i za utvrdivanje valjanosti
formule F (tako $to bi bilo pokazano da je —=F nezadovoljiva formula).

Metod tabloa zasniva se na slede¢em jednostavnom tvrdenju — u bilo kojoj
(fiksnoj) valuaciji vazi:

(1) (a) akoje formula —A ta¢na, onda je A netatna;

(b) ako je formula —A netatna, onda je A ta¢na;

(2) (a) akoje formula A A B tatna, onda su Ai B tatne;
(b) ako je formula A A B netacna, onda je neta¢na A ili je neta¢na B;
(3) (a) akoje formula A V B ta¢na, onda je ta¢na formula A ili je ta¢na for-
mula B;

(b) ako je formula AV B neta¢na, onda su A i B neta¢ne;

(4) (a) akoje formula A = B ta¢na, onda je ili A neta¢naili B ta¢na;

(b) ako je formula A = B neta¢na, onda je A ta¢na i B netac¢na.

Sli¢na pravila mogu biti formulisana i za druge logicke veznike (<, |, 1, V).
Za bilo koju fiksnu valuaciju, uvodimo pojam oznacene formule. Ako je
A iskazna formula, onda su T'A i F'A oznacene formule; svaka oznacena for-
mula je oblika T'A ili F'A, gde je A iskazna formula. U datoj valuaciji, oznac¢ena
formula T'A je tatna ako je formula A ta¢na, a neta¢na inace. U datoj valua-
ciji, oznacena formula F'A je tacna ako je formula A neta¢na, a neta¢na inace.
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Dakle, vrednost oznacene formule 7'A jednaka je vrednosti formule A, a vred-
nost oznacene formule F'A jednaka je vrednosti formule —A. Neformalno, 7'A
¢itamo ,,A je tatna”, a F'A ¢itamo ,, A je netac¢na”.

Primetimo da postoje dve grupe formula, odnosno dve grupe odgovarajuc¢ih
pravila: (A) ona koja daju direktne posledice (takva su pravila (1a), (1b), (2a),
(3b), (4b)); (B) ona koja vode do grananja (takva su pravila (2b), (3a), (4a)):

Pravila tipa (A):
T-A
FA
F-A
TA
T(A N B)

TA
TB

F(AV B)

FA
FB

F(A= B)

TA
FB

Pravila tipa (B):
F(AAB)

FA|FB
T(AV B)
TATE
T(A= B)
FA|TB

Ako je na neku formulu moguce primeniti neko pravilo tipa (A), onda
kaZemo da je ta formula tipa a. Takve formule ¢emo ponekad i oznacavati
sa a. Ako je na neku formulu moguce primeniti neko pravilo tipa (B), onda
kaZemo da je ta formula tipa 3. Takve formule éemo ponekad i oznacavati sa
8. Sva pravila za konstrukciju tabloa imaju jednu od slede¢ih (opstih) formi:

&£ B
o (051
231 Qa2 Br | B2
Analiticki tablo za formulu A je uredeno stablo (videti definiciju 2.17) ¢ijem

je svakom ¢voru pridruZena oznacena formula, pri ¢emu je korenu stabla pri-
druZena oznacena formula F'A. Tablo se konstruiSe (i proSiruje) u iteracijama:

e ukoliko neka grana od korena do nekog lista stabla sadrzi formulu tipa
a koja nije iskori$éena u toj grani, onda listu te grane dodajemo, u zavis-
nosti od podtipa formule, jedan ¢vor (i pridruzujemo mu formulu «;4) ili
sukcesivno dva ¢vora i pridruzujemo im odgovarajuce formule (o1 i a2);
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F((AV (BAC)) = (AV B) A(AVO)))

T(AV (BAC))

F((AV B) A (AVC))

TA T(BAC)
/\
F(AV B) F(AVC) TB
F|A F:A T|C
/\
FB FC F(AV B) F(AVC)
X X |
FA FA
F|B F|C
X X

Slika 2.4: Tablo za formulu iz primera 2.13

o ukoliko neka grana od korena do nekog lista stabla sadrzi formulu tipa
B koja nije iskori$¢ena u toj grani, onda listu te grane dodeljujemo dva
¢vora sledbenika i pridruzujemo im, redom, odgovarajuce formule f; i

Pa.

Grana analitickog tabloa je zatvorena (i ozna¢avamo je sa X) ako sadrzi
formule (ili, preciznije, ako sadrZi ¢vorove kojima su pridruzene formule) 7'B
i F'B. Ako grana nije zatvorena, onda kaZemo da je ona otvorena. Analiticki
tablo je zatvoren ako je svaka njegova grana zatvorena.

Da bi se dokazalo da je formula A valjana (tautologija) dovoljno je dokazati
da ni u jednoj valuaciji A nije ta¢no, tj. dovoljno je dokazati da do kontradik-
cije dovodi pretpostavka da je oznacena formula F'A ta¢na u nekoj valuaciji.
Iz pretpostavke da je oznac¢ena formula F'A ta¢na u nekoj valuaciji sledi da su
neke oznacene potformule formule A nuzno tacne ili nuZno neta¢ne u toj valu-
aciji. Postupak izvodenja takvih zaklju¢aka (od kojih neki mogu da se granaju
u po dve moguénosti) direktno odgovara postupku konstrukcije tabloa. Pro-
tivre¢nost polazne pretpostavke (da je oznacena formula F'A ta¢na u nekoj va-
luaciji) pokazuje se time $to su sve moguénosti pobijene, tj. tako Sto je svaka
grana tabloa zatvorena. Dakle, da bi se dokazalo da je formula A tautologija,
dovoljno je pokazati da postoji zatvoreni analiticki tablo za F'A. U nastavku ¢e
biti dokazano (teoreme 2.20 i 2.21) da je formula A tautologija ako i samo ako
postoji zatvoreni analiti¢ki tablo za F'A.
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W F((p=@=mn)=(=9=m="))

T(p:>iq:>r

B F((r=9=@=r)1)

(4) F|p (2) (12) T(g = r) (2)
(5)T(p=q) (3) (13) T(p = q) (3)
(6) Flp=r) (3) (14) F(p=r) (3)
M F|p (5) (10) Tq (5) (15) Fg (12) (19) Tr (12)
(8) Tp (6) (11) Tp (6) (16) F'p (13) (18) T'q (13)(20) F'p (13)(22) T'q (13)
X(4,11) | X(15,18)
(9) Fr (6) (17) Tp (14) (21) Tp (14) (23) Tp (14)
X(4,8) X(16,17) X(20,21)
(24) Fr (14)
X(19,24)

Slika 2.5: Primer sistematskog generisanja tabloa

Primer 2.13 Formula (AV (BAC)) = ((AV B) A (AV C)) je tautologija. Tablo
koji to dokazuje prikazan je na slici 2.4.

Primetimo da je dobro (kada postoji moguénost izbora) primenjivati pravila
koja se odnose na formule tipa « pre pravila koja se odnose na formule tipa 3.
Time razli¢ite grane tabloa ne sadrZe iste delove i sam proces dokazivanja je
efikasniji. Ilustrujmo to na primeru formule (p = (¢ = r)) = ((p = q) =
(p = r)). Dokazimo navedenu formulu najpre na sledeci na¢in: primenjujmo
pravila za konstrukciju tabloa sistematski, tj. nikad ne koristimo neku formulu,
ako nisu ve¢ iskoris¢ene sve formule (koje su u istoj grani) iznad nje. Tako
konstruisan tablo prikazan je na slici 2.5. Na drugi na¢in moguce je navedenu
formulu dokazati dajuéi prioritet pravilima tipa (A): ne koristiti (u nekoj grani)
neko pravilo tipa (B) ako nisu ve¢ primenjena sva moguca pravila tipa (A).
Tako konstruisan tablo prikazan je na slici 2.6.

Navedenim primerima uvodimo i notaciju kojom se obeleZavaju formule u
tablou. Sa leve strane formule pisaéemo redni broj formule, a sa desne, broj for-
mule od koje je ona dobijena. Formule mogu biti obeleZene onim redom kojim
se konstruiSe tablo (npr. najpre u dubinu). Dodatno, uz oznaku za zatvorenu
granu (X) pisacemo brojeve formula na osnovu kojih je izvedena kontradikcija.
Primetimo da smo u tablou prikazanom na slici 2.5 mogli da izostavimo ¢vor
(9). Taj ¢vor je uveden primenom pravila tipa (A), ali do kontradikcije vodi
formula pridruZena ¢voru (8), te ¢vor (9) moze da bude izostavljen. U ostalim
analognim situacijama takve formule su izostavljene.
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1) F(p=(g=1))

I

(p=qg = {@=r1))

@ TP=(g=r) 1)

B)Fllp=q9=@=r) 1)
(4) T(p=q) (3)

(6) Fp=r) (3)

(6) T|p (®)
/W“r@)\
(8) Fp (2) 9) T(g=r)(2)
X (6,8)
(10) Fp (4) (11) Tq (4)
X (6,10)

(12) Fq (9) (13) Tr (9)
X (11,12) X (7,13)

Slika 2.6: Primer generisanja tabloa sa davanjem prioriteta formulama « tipa

Teorema 2.19 (Zaustavljanje metoda tabloa) Metod tabloa se zaustavlja.

Dokaz: U stablu tabloa svaki ¢vor je kona¢nog stepena (0, 1 ili 2). Dodatno,
svaka grana je kona¢ne dubine (jer svaka formula ima kona¢no mnogo
potformula, sto se jednostavno moZe dokazati primenom teoreme 2.1).
Dakle, stablo tabloa ima konacno ¢vorova, pa se metod tabloa uvek zau-
stavlja u kona¢nom broju koraka. O

Teorema 2.20 (Saglasnost metoda tabloa) Ako se neka iskazna formula moZe
dokazati metodom tabloa (pobijanjem), onda je ona tautologija.

Dokaz: Za granu tabloa kaZemo da je zadovoljiva ako je zadovoljiv skup for-
mula koje su pridruZene ¢vorovima te grane.

Pretpostavimo da tablo 7 ima zadovoljivu granu 6. Neka je tablo 7’
neposredno (jednim korakom) dobijen od tabloa 7. DokaZimo da i tablo
7' ima zadovoljivu granu. Tablo 7’ je dobijen od tabloa 7 dodavanjem
sledbenika na neku granu ¢’ tabloa 7. Ako je 0 razli¢ito od ¢’, onda tablo
7' sadrzi granu € koja je zadovoljiva. Ako su grane 6 i ' jednake, tj. ako
je tablo 7" dobijen od tabloa 7 dodavanjem sledbenika na granu 6, onda
razlikujemo dva slucaja:
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e ako je primenjeno pravilo tipa (A) na formulu «, onda su grani
sukcesivno dodata dva ¢vora sa formulama a4 i ap ili ¢vor sa jed-
nom formulom «;; trivijalno se pokazuje da su i formule o i a2
ili, u drugom slucaju, «; ta¢ne u svakoj valuaciji u kojoj je formula
o ta¢na, odakle dalje sledi da je grana koja je dobijena od 6 zado-
voljiva, pa tablo 7’ ima zadovoljivu granu;

e ako je primenjeno pravilo tipa (B) na formulu j, onda su grani do-
data dva ¢vora sa, redom, formulama [, i 8»; trivijalno se pokazuje
da je, u svakoj valuaciji u kojoj je formula /3 ta¢na, bar jedna od for-
mula f; i 2 tacna, odakle dalje sledi da je bar jedna grana dobijena
od 6 zadovoljiva, pa tablo 7’ ima zadovoljivu granu;

Dakle, tablo 7' ima zadovoljivu granu. Na osnovu jednostavnog induk-
tivnog argumenta, zaklju¢ujemo sledece: ako je tablo 7’ dobijen posredno
(u viSe koraka) od tabloa 7 i ako tablo 7 ima zadovoljivu granu, onda
zadovoljivu granu ima i tablo 7”. Pocetni tablo za datu formulu A sadrzi
samo koren kojem je pridruzena formula F'A. Ako je ona zadovoljiva,
onda svaki tablo dobijen od tog pocetnog tabloa ima zadovoljivu granu.
Zatvoren tablo nema nijednu zadoljivu granu. Ako je on dobijen od
pocetnog tabloa sa korenom F'A, sledi da formula F'A nije zadovoljiva,
tj. formula —A je nezadovoljiva, tj. formula A je tautologija, Sto je i trebalo
dokazati. O

Teorema o saglasnosti govori da je metodom tabloa mogucée dokazati samo
iskazne formule koje su tautologije. Postavlja se pitanje da li je metodom
tabloa moguce dokazati svaku tautologiju. Drugim re¢ima, postavlja se pi-
tanje da li za svaku tautologiju A postoji bar jedan zatvoren tablo &ijem je ko-
renu pridruZena oznacena formula F'A. Postavlja se i pitanje da li se za svaku
tautologiju A moZe zatvoriti svaki tablo ¢ijem je korenu pridruZena oznacena
formula F'A.

Granu analitickog tabloa zva¢emo upotpunjenom ako joj za svaku formulu
tipa o koja joj pripada, pripadaju i odgovaraju¢e formule a; i oy ili odgo-
varajuca formula «; i ako joj za svaku formulu tipa 3 koja joj pripada, pripada
ibar jedna od odgovaraju¢ih formula 5 i 8. Tablo 7 zva¢emo upotpunjenim
ako je svaka njegova grana upotpunjena ili zatvorena.

Definicija 2.18 KaZemo da je (konacan ili beskonacan) skup iskaznih formula
S Hintikin ili nadole zasi¢en ako zadovoljava naredne uslove:

Hy: Ne postoji iskazna promenljiva p takva dasuiTp i Fp uskupu S.

H,: Ako skupu S pripada neka formula tipa «, onda skupu S pripadaju i
odgovarajuce formule o i o ili odgovarajuca formula «; .

Hj: Ako skupu S pripada neka formula tipa (3, onda skupu S pripada bar
jedna od odgovarajucih formula (31 i [3>.
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Neka je 6 upotpunjena otvorena grana tabloa 7 i neka je S skup svih for-
mula pridruZenih ¢vorovima grane 6. Tada je, o¢igledno, skup S Hintikin.

Lema 2.2 (Hintikina lema) Svakinadole zasi¢eni skup S (konacan ili beskona-
¢an) je zadovoljiv.

Dokaz: Neka je S Hintikin skup. Odredimo valuaciju v u kojoj je svaki ele-
ment skupa S tacan. Svakoj iskaznoj promenljivoj koja se pojavljuje u bar
jednom elementu skupa S dodeljujemo istinitosnu vrednost na sledeci
nacin:

e akojeTp € S,nekajev(p) = 1;
e akoje Fp € S, nekaje v(p) = 0;

e ako ni T'p ni F'p nisu elementi skupa S, onda p moZe da ima proiz-
voljnu vrednost, ali radi odredenosti uzimamo da je v(p) = 1.

Primetimo da prva dva pravila nisu u koliziji, jer ni za jednu iskaznu
promenljivu p ne moZe davaziTp e SiFpe S.

Dokazimo indukcijom po sloZenosti oznacene formule (videti definiciju
2.3) da je u valuaciji v ta¢na svaka formula iz skupa S. Neka je sloZenost
oznacene formule jednaka sloZenosti odgovaraju¢e neoznacene formule

(t. sloZenost oznacenih formula T'A i F'A jednaka je sloZenosti formule
A).

Otigledno, svaka oznacena iskazna promenljiva (dakle, oznacena for-
mula sloZenosti 0) koja je element skupa S ta¢na je u valuaciji v (valuacija
v je konstruisana tako da to vaZi).

Pretpostavimo da je svaki element skupa S koji je sloZenosti manje od n
(n > 0) tatan u valuaciji v i dokaZimo da je u toj valuaciji ta¢na i oznacena
formula A sloZenosti n. SloZenost oznacene formule A je veca od 0, pa je
ona ili tipa « ili tipa .

e Pretpostavimo da je oznalena formula A tipa «; onda, na osnovu
uslova Hi, mora da, za odgovarajuce formule o i o, vaZi a1, g €
S (ili, u zavisnosti od oblika formule A, za odgovaraju¢u formulu
oq, vazi oy € S). Slozenost formula a; i a2 je manja od n, pa za
njih vaZzi induktivna pretpostavka, tj. i o1 i a3 su ta¢ne u valuaciji v.
Odatle neposredno sledi da je i formula « ta¢na u valuaciji v.

e Pretpostavimo da je oznacena formula A tipa §; onda, na osnovu
uslova Hy, mora da, za odgovarajuce formule 3; i 82, vazi 8; € S ili
B2 € S. SloZenost formula ; i 32 je manja od n, pa ma koja od njih
da pripada skupu S, ona, na osnovu induktivne pretpostavke, mora
da bude ta¢na. Odatle neposredno sledi da je i formula 5 tatna u
valuaciji v.
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Dakle, u valuaciji v ta¢na je svaka formula iz skupa S, pa je skup S zado-
voljiv. |

Teorema 2.21 (Potpunost metoda tabloa) Ako je neka iskazna formula valjana,
onda se ona moZe dokazati metodom tabloa.

Dokaz: Za svaku upotpunjenu otvorenu granu tabloa, skup formula koje su
joj pridruZene je Hintikin, pa je, na osnovu Hintikine leme, i zadovoljiv.
Dakle, ako upotpunjeni tablo 7 ima neku otvorenu granu, onda je ta
grana zadovoljiva. Odatle sledi: ako je 7 upotpunjeni tablo takav da ima
neku otvorenu granu, onda je u njegovom korenu zadovoljiva iskazna
formula. Obratno, ako je u korenu upotpunjenog tabloa 7 formula F'A
koja nije zadovoljiva (fj. formula A je valjana), onda tablo 7 ne moze da
ima nijednu otvorenu granu. Drugim re¢ima, ako je formula A valjana,
onda je (bilo koji) upotpunjeni tablo sa korenom F'A zatvoren, tj. A se
moZe dokazati metodom tabloa. O

Na osnovu prethodnih teorema sledi naredno tvrdenje.

Teorema 2.22 (Teorema o metodu tabloa) Metod tabloa se zaustavlja za svaku
iskaznu formulu. Dobijeni tablo je zatvoren ako i samo ako je polazna formula
valjana.

Da bi se dokazalo da je neka iskazna formula A valjana, dovoljno je konstru-
isati zatvoreni tablo ¢ijem korenu je pridruZena oznacena formula F'A. Da bi
se dokazalo da je neka iskazna formula A logic¢ka posledica skupa formula B,
By, ..., By, dovoljno je konstruisati zatvoreni tablo ¢ijem korenu je pridruZena
oznacena formula F(B; A Bo A ... A B, = A) ili konstruisati zatvoreni tablo
¢ijim pocetnim ¢vorovima (u nizu) su pridruZzene oznacene formule T'B;, T'B,,
...,TBy, FA.

Zadaci

Zadatak 31 Dokazati metodom tabloa da su naredne formule tautologije:
@q=(p=q
(b)((p=q)A(g=7)) = (=T)
@p=arp=mr)={@=(@Ar)
@{((p=r)A(g=7)A@Vq)=r

(e)=(pAq)= (-pV —q)
) ~(pVaq) = (=pA—q)
(8) (—pV —q) = ~(pAq)

h)(pVgar)= (Vg AlpVr)

Zadatak 32 Ispitati metodom tabloa da li je formula
(AV (BY(P= Q) & (B=4) & (-Q= (P = 4))
tautologija.
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2.2.9 Teorema o kompaktnosti za iskaznu logiku

Teorema o kompaktnosti govori o odnosu zadovoljivosti i nezadovoljivosti
kona¢nih i beskona¢nih skupova formula. Ona tvrdi da je zadovoljiv svaki
skup formula ¢iji je svaki kona¢an podskup zadovoljiv.

Definicija 2.19 Skup formula (konacan ili beskonacan) je kona¢no zadovoljiv
ako je zadovoljiv svaki njegov konacan podskup.

Lema 2.3 Neka je I' konac¢no zadovoljiv skup formula i neka je A formula nad
istim skupom promenljivih. Tada je skup I' U { A} konac¢no zadovoljiv ili skup
I' U {—A} konaéno zadovoljiv.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno — da ni skup I' U { A} ni skup I" U {=A} nisu
kona¢no zadovoljivi. Tada postoje kona¢ni podskupovi Ay i Ay skupa I'
takvi da skupovi Ay U{A} i Ay U{—-A} nisu zadovoljivi. No, skup A;UA,
je konatan podskup skupa I, pa je on zadovoljiv te postoji valucija v
takva da za svaku formulu B iz Ay U A, vazi I,(B) = 1. Za tu (kao
i za bilo koju drugu) valuaciju vazi I,(A) = 11ili ,(A) = 0. U prvom
slucaju, sve formule iz skupa A; U {A} su ta¢ne u valuaciji v, pa je on
zadovoljiv, a u drugom sluéaju, analogno, zadovoljiv je skup Ay U {-A}.
Dakle, zadovoljiv je ili skup Ay U {A} ili skup Ay U {—A}, $to dovodi do
protivre¢nosti. Polazna pretpostavka je bila pogresna, pa sledi da je skup
I' U {A} konatno zadovoljiv ili skup I' U {=A} kona¢no zadovoljiv. =~ O

Teorema 2.23 (Teorema o kompaktnosti) Ako je svaki konacan podskup sku-
pa formula zadovoljiv, onda je i taj skup zadovoljiv (. svaki kona¢no zado-
voljiv skup je zadovoljiv).

Dokaz: Neka je I' kona¢no zadovoljiv skup formula nad skupom promenljivih
P. Dokazimo da je skup I" zadovoljiv.
Za skup promenljivih P koji je prebrojiv, prebrojiv je i skup iskaznih for-
mula nad tim skupom. Dakle, sve formule nad tim skupom mogu biti
enumerisane uniz Ag, A;, Aa, ....Niz Ty, I'1, '3, . . . definiSimo na sledeéi
nacin:
Iy =T
I I'yU{A,}, akoje ovajskup kona¢no zadovoljiv
n+l I,u{=4,}, inace.

Na osnovu leme 2.3, svaki od skupova I';, (n > 0) je kona¢no zadovoljiv.

Skup T, definisan na sledeci nacin

I = [j I,
n=0



48

2 Iskazna logika

je kona¢no zadovoljiv. Zaista, neka je A konacan skup takav daje A C T
Za svaku formulu A, A € A, vazi A € T',, za neku vrednost n. Ako je m
maksimum tih vrednosti, onda vazi A C I'y,,. Kako je skup I',;, kona¢no
zadovoljiv, sledi da je i skup A zadovoljiv.

Za svaku formulu A (nad datim skupom promenljivih P) vaziili 4 € T
ili -A € T, ali ne i jedno i drugo. DokaZimo to. Formula A nalazi se u
nizu formula A4, Ay, As, ..., paje A = A, za neku vrednost n. Tada
je A € I'pyqili mA € T'py1, odakle sledi da formula A ili formula -A
pripadaju skupuT. Akobivaziloi A € T'i =A € T, moralobi da vazi daje
konacan (pod)skup {4, A} (skupa T') zadovoljiv (jer je skup T' konaéno
zadovoljiv), §to nije moguce. Dakle, vaziili A € T'ili—A € T, ali ne vazii
jedno i drugo.

Neka je valuacija v valuacija za koju vazi v(p) = 1 akojep € Tiv(p) = 0
akojep ¢ I', za svaku promenljivu p iz P. Za tu valuaciju (i odgovarajuéu
interpretaciju I,) i proizvoljnu formulu A dokaZimo da vazi:

I,(A) =1 akoisamoako A€ T.

Kako je {—, A} potpun skup veznika, jednostavnosti radi, moZe se pret-
postaviti da formula A sadrzi samo veznike - i A. Tvrdenje I,(A) =
1 akoisamoako A € T dokazimo indukcijom po sloZenosti formule
(videti definiciju 2.3). Ako je sloZenost formule A jednaka 0, onda je for-
mula A iskazna promenljiva, L ili T. Ako je formula A iskazna promen-
ljiva, tvrdenje sledi na osnovu definicije valuacije v. Skup T je kona¢no
zadovoljiv, pa ne moZe da mu pripada formula L, odakle sledi tvrdenje
za A = 1. Skup T je konatno zadovoljiv, pa ne moze da mu pripada
formula —=T; kakovazi T € Tili=T € T, sledi T € T, pa vazi tvrdenje za
A = T. Pretpostavimo da je sloZenost formule A jednaka n (n > 0)ida
tvrdenje vaZzi za sve vrednosti manje od n. Kako je formula A sloZenosti
n > 0, ona je oblika =B ili oblika B A C, pri ¢emu, na osnovu induktivne
hipoteze, tvrdenje vaZi za Bi C.

Slu¢aj A = =B: Ako je I,(A) = 1, onda sledi I,(B) # 1, pa, na osnovu
induktivne hipoteze, vazi B ¢ T. 1z B ¢ T'sledi -B € T, tj. A € T.
Akovazi A € T, onda je B € T, pavazi B ¢ I'. Odatle, na osnovu
induktivne hipoteze vazi I, (B) # 11, dalje, I,(A) = 1.

Slu¢aj A = B A C: Akovazil,(A) =1,ondaje I,(B) = I,(C) =1, pa,na

osnovu induktivne hipoteze, vazi B € 'i C € T. Ne moZe da vazi
—A €T, jer je konatan skup {B, C, A} nezadovoljiv. Dakle, mora
davazi AeT.
Obratno, ako vazi A € T, onda ni =B ni —C ne pripadaju skupu
T, jer konaéni skupovi {A,~B} i {4, ~C} nisu zadovoljivi. Dakle,
vazi B € I'i C € T. Na osnovu induktivne hipoteze, vaZi I,,(B) =
I,(C) = 1, odakle sledi I,,(A) = 1.
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Kako vazi I C T, sledi da vazi I,(A) = 1 za svaku formulu A iz skupa T
Dakle, skup I' je zadovoljiv, §to je i trebalo dokazati. O

Teorema o kompaktnosti moZe biti formulisana i na sledeéi nacin: ako je
skup I' iskaznih formula protivre¢an, onda postoji kona¢an podskup od I" koji
je protivrecan.

Teorema 2.24 Ako je iskazna formula A tacna u svakoj valuaciji koja zadovo-
Jjava skup iskaznih formula I', onda postoji kona¢no mnogo formula A, A,,

.., Ay iz T takvih da je formula A logi¢ka posledica skupa formula {A;, As,
AR

Dokaz: U svakoj valuaciji koja zadovoljava I', formula =A je netatna, pa je
skup I' U {—A} protivretan. Tada, na osnovu teoreme o kompaktnosti
(teorema 2.23), postoji konacan protivrecan podskup I'g skupa I' U {-A}.
Kako je skup I'y protivrecan, protivrecan je i skup I'o U {—~A}. Ako su
Ay, Ay, ..., A, elementi skupa I'y U {—A} razliditi od —A, onda je skup
{A1,As,..., Ay, ~A} protivretan. Odatle sledi da je formula 4; A Az A
... N A, A —A protivredna, tj. da je formula - (A1 A A2 A ... A Ay A —A)
tautologija. Dakle, formula (A; A A2 A... A A,,) = A je tautologija, pa
sledi da je formula A logi¢ka posledica skupa formula {A;, As,..., A},
Sto je i trebalo dokazati. O

Zadaci
Zadatak 33 Da li je skup klauza
{(piV—piy1) [i=1,2,3,...}
zadovoljiv?
Zadatak 34 Da li je skup klauza
{wi vV =pit1), (7pi Vpiy1) [i=1,2,3,...}

zadovoljiv?

2.3 Sistemi za dedukciju u iskaznoj logici

Istinitosne tablice omogucéavaju nam da za proizvoljnu iskaznu formulu jed-
nostavno dobijemo odgovor da li je ona tautologija, zadovoljiva, poreciva ili
kontradikcija. Medutim, sli¢ni metodi nece uvek postojati za sloZenije teorije
i zato ¢emo morati da tragamo za drugadijim metodologijama za ispitivanja
statusa formula. Osim toga, moci ¢emo da razmatramo dodatne statuse, ne
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samo one koji proisti¢u iz semanti¢kih karakteristika formula. Ti statusi bice
sintaksne (preciznije, sintaksno-deduktivne) prirode i proizilazice iz karakte-
ristika konkretnog deduktivnog sistema koji gradimo. Kao $to je teorija mode-
la vezana za semantiku, tako su deduktivni sistemi i teorija dokaza vezani za
sintaksu.

Zbog jednostavnosti, sisteme za dedukciju ilustrova¢emo najpre na primeru
iskazne logike. Sistemi za dedukciju za iskaznu logiku su &isto sintaksne priro-
de — primenjuju se kroz kombinovanje simbola, ne ulaze¢i u semantiku for-
mula. Sisteme za dedukciju za iskaznu logiku zovemo i iskazni racun.

Na samom pocetku, da¢emo grubi opis pojma formalne teorije.

Formalnu teoriju 7 &ini:

1. prebrojiv skup ¥ simbola koji ¢ine alfabet teorije;

2. podskup skupa svih re¢i nad alfabetom ¥; elemente tog skupa zovemo
dobro zasnovanim formulama (ili, kraée, samo formulama) teorije 7;

3. podskup skupa svih formula teorije 7" koji zovemo skupom aksioma
teorije 7; ako je skup aksioma rekurzivan (tj. ako se za svaku formulu
moZze efektivno proveriti da li pripada tom skupu), onda teoriju 7 zo-
vemo aksiomatskom teorijom (ili aksiomatibilnom teorijom);

4. konacan skup Ry, Ro, ..., R, relacija (ili shema relacija) izmedu formula
koje zovemo pravila izvodenja; za svako pravilo izvodenja R; arnosti j+1
i za svaki skup od j + 1 formula (®;, ®, ..., ®;, ¥) moze se efektivno
utvrditi da li je prvih j formula u relaciji R; sa (j + 1)-om formulom;
ako jeste, onda kazemo da je ta formula direktna posledica datog skupa
j formula na osnovu pravila R; i piSemo:

O Dy ... B,
v

R;

Pojam dokaza moZe da se razlikuje od jednog do drugog deduktivnog siste-
ma. Obi¢no je dokaz niz formula (ili skup formula pridruZenih stablu) ®,, ®o,
..., ®,, takav da za svako 7 ili vaZi da je formula ®; aksioma teorije 7 ili vazi da
je ®; direktna posledica nekih od prethodnih formula u nizu na osnovu nekog
pravila izvodenja. Dobro zasnovana formula ® teorije 7 je teorema teorije 7
ako postoji dokaz ¢iji je poslednji ¢lan formula ®. Taj dokaz tada zovemo doka-
zom formule ®. Tada kaZemo i da je formula ® dokaziva u teoriji 7. Ponekad
pod pojmom ,,teorija 7" podrazumevamo skup svih teorema teorije 7. Ako
postoji efektivna procedura za utvrdivanje da li je data formula teorema teorije
7T, onda kazemo da je teorija 7 odluciva, a inate kaZemo da je neodluciva.
Mnoge interesantne teorije su neodlucive (vise o odlucivosti i neodlucivosti
videti u glavi 4).

Formula @ teorije 7 je deduktivna posledica (ili, krace, posledica) skupa
formula I" ako postoji dokaz formule & koji kao aksiome moze da ukljucuje i
formule iz skupa I'. Elemente skupa I' tada zovemo hipotezama ili premisama
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dokaza. Tvrdenje da je ® posledica skupa I' u teoriji 7 zapisujemo I' -7 @
(simbol F- ¢itamo ,,rampa”). Kada je jasno o kojoj teoriji je rec (tj. kada nema
opasnosti od viSesmislenosti), piSemo krace I' - ®. Ako je skup I' konacan,
onda umesto {¥q, ¥y,..., ¥, } - & piSemo krace ¥y, ¥o,..., ¥, = &. Akoje
skup T prazan, onda umesto () - ® piSemo obi¢no - ®. Vazi - ® ako i samo
ako je ® teorema teorije 7.

Sistemi za dedukciju mogu da odgovaraju specificnom matematic¢ko-filo-
zofskom pravcu. Na primer, intuicionisti¢ki pristup matematici orijentisan je
ka eksplicitnoj, efektivnoj dokazivosti. Svaki intuicionisticki dokaz istovre-
meno je i dokaz u klasi¢noj logici, ali ne vaZi obratno: intuicionisti¢ki kriteri-
jum dokaza je stroZiji od klasi¢nog i intuicionisti ne prihvataju sve dokaze koje
prihvata klasi¢na matematicka logika. Razmotrimo sledeé¢i primer: potrebno
je dokazati da postoje iracionalni brojevi p i ¢ takvi da je broj p? racionalan.

Akoje \/5\/E racionalan broj, onda brojevi v/2 i v/2 zadovoljavaju zadati uslov;

ako \/5\/§ nije racionalan broj, onda zadati uslov zadovoljavaju brojevi \/5\/§ i
V2
V2 (jer je broj (\/5\/5) = \/5(\/5'\/5) = \/52 = 2 racionalan). Iako su ovim

razmatranjem pokrivena oba moguca slucaja, ne zna se koji od njih je istinit,
te je zato ovaj dokaz neprihvatljiv intuicionistima. Sustinski, intuicionisti¢ka
matematika ne prihvata isklju¢enje tre¢eg (A V =A, tertium non datur). U
nekim deduktivnim sistemima razlika izmedu klasi¢ne i intuicionisti¢ke vari-
jante svodi se upravo na ukljucivanje ili neuklju¢ivanje ovog principa kao ak-
siome (vi$e o intucionizmu videti u poglavlju B.2.3).

I koncept deduktivne posledice moZe na drugacije nacine biti uveden u
razli¢itim deduktivnim sistemima. Na primer, svojstvo

sakojeI’ CAil'+ @, ondaje A+ &“

vaZi samo za takozvane monotone sisteme za dedukciju, samo za monotono
rezonovanje. U sistemima za nemonotono rezonovanje zaklju¢ci se donose na
osnovu raspolozivih podataka i oni mogu biti povuceni kada budu raspoloZive
nove informacije. U daljem tekstu bi¢e razmatrani samo sistemi za monotono
rezonovanje.

Na ovom mestu naglasimo i razliku izmedu dve vrste teorema koje pomi-
njemo u tekstu — izmedu strogo definisanih teorema formalne teorije i teo-
rema u kojima su na prirodnom jeziku iskazana neka tvrdenja. Ove prve for-
mulisane su na jeziku sdme formalne teorije, dok su ove druge formulisane na
prirodnom jeziku. Sli¢no je i sa dokazima. Teoreme iz prve grupe jesu tvrdenja
neke formalne teorije. Teoreme iz druge grupe su obi¢no tvrdenja o nekoj for-
malnoj teoriji. Zato ih, teoreme iz druge grupe, ¢esto zovemo metateoremama.
Sli¢no, jezik sdme formalne teorije kojom se bavimo obi¢no zovemo objekinim
jezikom, dok jezik teorema koje govore o formalnim teorijama ¢esto zovemo
metajezikom (za neformalnu ilustraciju, moZemo reéi da ¢asovi engleskog jezi-
ka mogu da se drZe na srpskom jeziku; pri tome je engleski jezik objektni, a
srpski je metajezik i na njemu se diskutuje o objektnom — engleskom jeziku).
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U daljem tekstu iz konteksta ¢e se uvek jasno videti da li je, kada kaZemo teo-
rema, u pitanju teorema neke formalne teorije ili metateorema.

2.3.1 Hilbertov sistem

U okviru Hilbertovog sistema®, koji ¢emo zvati i teorija L ili teorija H, jezik
iskazne logike definisaéemo nesto drugacije nego u poglavlju 2.1. Osnovnim
(ili primitivnim) logi¢kim veznicima zva¢emo samo veznike — i =, a ostale
logicke veznike ¢emo definisati i smatrati samo skrac¢enicama.

Alfabet X teorije L &ine:

1. iskazna slova — elementi skupa P;

2. skup logickih veznika {—, =} pri ¢emu je - unarni veznik, a = je binarni
veznik;

3. skup pomocénih simbola {(,)}.

Definicija 2.20 Skup iskaznih formula (ili skup dobro zasnovanih formula teo-
rije L) nad skupom P je najmanji podskup skupa svih re¢i nad ¥ takav da vaZi:

1. iskazna slova su iskazne formule;

2. ako su A i B iskazne formule, onda sui(—A) i (A = B) iskazne formule.

Koristimo uobi¢ajene konvencije za izostavljanje zagrada u zapisu iskaznih
formula.

Aksiome teorije L su slede¢e sheme formula (gde su A, B i C' proizvoljne
iskazne formule):

(Al) A= (B=A)
(A2) (A= (B=0)=((A=DB)=(A=0))
(A3) (-B=-A)= ((-B= A)= B)

Naglasimo da je aksiomskim shemama dat beskonacan skup aksioma. Ipak,
za svaku iskaznu formulu moZe se efektivno proveriti da li je ona aksioma
teorije L. Skup aksioma teorije L je, dakle, rekurzivan, pa je ona aksiomatska
teorija.

Jedino pravilo izvodenja teorije L je modus ponens, koje krace oznacavamo
MP. Na osnovu ovog pravila, formula B je direktna posledica formula Ai A =
B, 4

A A= B

B MP.

Sledec¢im definicijama uvodimo logicke veznike A, V, <

®Postoji vige varijanti formalnih teorija koje opisuju iskaznu logiku i definisane su u tzv. Hil-
bertovom stilu. U ovom tekstu mi ¢emo se baviti samo jednom od njih.



2.3 Sistemi za dedukciju u iskaznoj logici 53

(D1) A A B je kraci zapis za -(A = —B)
(D2) AV B je kraéi zapis za (mA) = B
(D3) A < B jekradi zapis za (A = B) A (B = A).
Slede¢im definicijama uvodimo logic¢ke konstante T, L:
(D4) T je kraéi zapis za A = A, gde je A proizvoljna formula
(D5) L je kra¢i zapis za ~(A = A), gde je A proizvoljna formula.

Dokaz (dedukcija, izvod) u okviru teorije L je niz formula A, As, ..., Ay,
takav da za svako i ili vaZi da je formula A; aksioma teorije L ili vaZi da je
A; direktna posledica nekih od prethodec¢ih formula na osnovu nekog pravila
izvodenja. Formula A je teorema teorije L ako postoji dokaz ¢iji je poslednji
¢lan formula A. Taj niz tada zovemo dokazom formule A i kaZemo da je for-
mula A dokaziva u teoriji L.

U okviru teorije L, za formulu A kaZzemo da je deduktivna posledica (ili,
krace, posledica) skupa formula I" ako i samo ako postoji niz formula A,
As, ..., Ay, takav da je formula A jednaka formuli A4, i za svaku formulu A4,
(1 <4 < n)vaZidaje ili aksioma teorije L, ili da pripada skupu I' ili da je di-
rektna posledica nekih od prethode¢ih formula unizu na osnovu nekog pravila
izvodenja. Takav niz zovemo dokaz formule A iz I'. Elemente skupa I tada zo-
vemo hipotezama ili premisama. Tvrdenje da je A posledica skupa I" u teoriji
L zapisujemo I -1, A ili, kada je jasno da je re¢ o teoriji L, kra¢e I' - A. Ako je
skup I' kona¢an, onda umesto {B1, Bo, ..., B, } = A piSemo krace By, Bo, .. .,
B, - A. Ako je skup I' prazan, onda umesto ) - A piSemo obi¢no - A. Vazi
F A ako i samo ako je A teorema teorije L.

Teorema 2.25 U teoriji L vaZi:
(a) AkojeI' F Ail' C A, ondaje At A.

(b) VaziT' - A ako i samo ako postoji konac¢an podskup A skupa I' takav da
je At A

(c) Ako vaziT' - A i ako za svaku formulu B iz T vazi A + B, onda vaZi
A A

Dokaz: Akovazil' - A, to znadi da postoji niz formula A;, Ay, ..., A, takav
da je formula A jednaka formuli A,, i za svaku formulu A4; (1 < i < n)
vaZzi da je ili aksioma teorije L, ili da pripada skupu I' ili da je direktna
posledica nekih od prethodecih formula u nizu na osnovu nekog pravila
izvodenja.

(a) KakovaziI' C A, trivijalno sledi da je u nizu formula 4;, A, ..., A,
svaka formula A; aksioma teorije L, ili da pripada skupu A ili da je
direktna posledica nekih od prethodec¢ih formula u nizu na osnovu
nekog pravila izvodenja, te sledi A - A.
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(b) Pretpostavimo da vaziI' - A ineka je A skup svih formula 4; (1 <
i < n) koje pripadaju skupu I'. Tada za niz formula A;, As, ..., 4,
vaZi da je svaka formula A; aksioma teorije L, ili da pripada skupu
A ili da je direktna posledica nekih od prethodeéih formula u nizu
na osnovu nekog pravila izvodenja, te sledi A - A.

Pretpostavimo da postoji konac¢an podskup A skupa I' takav da je
A A. Na osnovu dela (a), odatle sledi davaziiI' - A.

(c) Neka je u nizu A4, As, ..., A, svaka od formula B koja pripada
skupu I' zamenjena dokazom (nizom formula) za A = B. U tako
dobijenom nizu, ¢iji je poslednji ¢lan formula A, svaka formula je
aksioma teorije L, ili pripada skupu A ili je direktna posledica nekih
od prethode¢ih formula u nizu na osnovu nekog pravila izvodenja,

te sledi A - A.

O

U dokazima u okviru teorije L, kao objasnjenje nekog koraka dokaza, ume-
sto, na primer , (instanca aksiomske sheme A2)” pisacemo krace ,,(A2)”. Ume-
sto, na primer ,,(direktna posledica koraka 3 i 4, na osnovu pravila MP)” pisa-
¢emo krace ,,(3, 4, MP)”. U dokazima ¢emo sa (Hyp) oznacavati da je tvrdenje
formula koja pripada skupu hipoteza.

Teorema 2.26 Za svaku iskaznu formulu A vazit; A = A, tj. formula A = A
je teorema teorije L.

Dokaz: Dokaz teoreme A = A:

lL.(A=(A=A)=A)=(A=A=A4)= (A= A4) (A2
2 A= (A= A) = A) (A1)
3. (A= (A= A4)= (A= A4) (1,2, MP)
4. A= (A= A) (A1)
5.A= A 3,4, MP)D

U daljem tekstu umesto - pisaéemo |-, podrazumevajuéi da se izvodenje
odnosi na teoriju L.

Teorema 2.27 (Teorema o dedukciji) Ako je I skup iskaznih formula, A i B su
iskazne formule i ako vaZiI', A+ B, onda vaZiiI' - A = B. Specijalno, ako
vaZzi A+ B,ondavazZiit- A = B.

Dokaz: Nekaje Bi, Bs, ..., B, dokaz formule B izI' U { A} (pri ¢emu je B,, =
B). DokaZzimo, indukcijom po i, da vaZziI' - A = B, za svako ¢ takvo da
jel<i<n.



2.3 Sistemi za dedukciju u iskaznoj logici 55

dvasludaja,izI' F B1iT' F By = (A = B;) (formula B; = (A = By) je
aksioma sheme (A1)), na osnovu pravila MP slediI" - A = B;. U treCem
slu¢aju, kada je formula B; jednaka formuli 4, na osnovu teoreme 2.26
vazik A = B; i, dalje, I' - A = B; (na osnovu teoreme 2.25). Ovim je
tvrdenje I' - A = B; dokazano zai = 1.

Pretpostavimo da I - A = Bj, vaZi za sve k takve da je k < i. Formula
B, jeili aksiomailije B; iz I'ilije B; jednako A ilije B; direktna posledica
nekih formula B; i B,, (gdeje j < iim < ii B, je oblika B; = B;)
na osnovu pravila MP. U prva tri slucaja, vazi I' - A = B;, analogno
slu¢aju i = 1. U poslednjem slucaju, na osnovu induktivne hipoteze, vazi
I'HA= B;il' - A = (B; = B;). Na osnovu aksiomske sheme (A2)
vazik (A= (B; = B;)) = (A = B;) = (A = B,)). Dakle, na osnovu
pravila MP, vaziT' - ((A = B;) = (A = B,)) i dalje, ponovo na osnovu
pravila MP, I' - A = B;. Time je induktivni dokaz zavrSen. O

Teorema 2.28 (Obrat teoreme o dedukciji) Ako je I' skup iskaznih formula, A
i B su iskazne formule i ako vazil' = A = B,onda vaziil', A+ B.

Dokaz: 1zT' A = B, na osnovu teoreme 2.25(a), slediI'; A - A = B. Iz
I''AF A= Bil', AF A, primenom pravila MPslediI', A - B. m]

Primetimo da tvrdenje teoreme o dedukciji vaZi za svaku teoriju koja uklju-
¢uje aksiomske sheme (A1) i (A2)iima samo jedno pravilo izvodenja — pravilo
MP.

Teoreme 2.27 i 2.28 predstavljaju deduktivni pandan teoreme 2.5.

Teorema 2.29
(a) A=B,B=CFA=C
(b) A= (B=C),BFA=_C.

Dokaz:

(a) DokaZzimo najpredavazi A= B,B= C,AF C.

1. A= B (Hyp)
2. B=C (Hyp)

3.4 (Hyp)
4.B (1,3, MP)
5.C (2,4, MP)

Dakle, vazi A = B, B = C, A+ C. Na osnovu teoreme o dedukciji,
vaziA= B,B=CFA=C.
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(b) DokaZimo najpre davazi A= (B=C),B,AF C.
1.A= (B=C) (Hyp)

2. B (Hyp)
3.4 (Hyp)

4.B=C (1,3, MP)
5.C (2,4, MP)

Dakle, vazi A = (B = C), B, A F C. Na osnovu teoreme o deduk-
ciji, vaziA= (B=C),B- A= C.

O
Teoreme teorije L moZemo da koristimo u okviru dokaza drugih formula.
Strogo govoredi, pozivanje na odredenu teoremu ¢e oznacavati zamenu za

prepisan dokaz te teoreme (za odgovarajuc¢u njenu instancu). Sli¢no, dokazana
tvrdenja oblika ® - ¥ moZemo koristiti kao dodatna pravila izvodenja.

Teorema 2.30 Za bilo koje formule A i B, sledece formule su teoreme teorije L:
(a) —-B=1B
(b) B= —-—-B
(c) A= (A= B)
(d) (-B=-A4)= (A= B)
(e) (A= B) = (-B=-A)
() A= (-B= (A= B))
(g (A= B)= ((wA= B)=B)

Dokaz:

(a)

1.(-B= --B)= ((-B=-B)=B) (A3

2. -B=-B (teorema 2.26)

3. (-B=-—B)= 1B (1,2, teorema 2.29(b))

4. --B = (-B = —=—B) (A1)

5.-—-B =B (4, 3, teorema 2.29(a))
(b)

1. (-—=B = -B)=((-——B = B)=--B) (A3)

2. 7= =B = B (deo (a))

3.(~——~B= B)= B (2,1, MP)

4. B= (——B = B) (A1)

5.B = —-—B (4, 3, teorema 2.29(a))
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(©)

(d)

(e)

(f)

(8)

DokaZimo najpre =4, A+ B.

L -A (Hyp)

2. A (Hyp)

3. A= (-B = A) (A1)

4. -A= (-B=-A) (A1)
5.-B= A (2,3, MP)
6. =B = —A (1,4, MP)
7.(-B=-A)=((-B=A)=B) (A3

8. (-B=A)=B (6,7, MP)
9. B (5,8, MP)

Dakle, vazi -A, A + B. Na osnovu teoreme o dedukciji onda vazi
i-AF (A = B)idalje, takode na osnovu teoreme o dedukciji -
-A = (A= B), $tojeitrebalo dokazati.

Dokazimo najpre -B = —A, A+ B.

1. -B=-A (Hyp)

2.4 (Hyp)
3.(-B=-4)=((-B=A)=DB) (A3

4. A= (-B=A) (A1)

5. (-B=A)=B (1,3, MP)
6.A=1B (4, 5,2.29(a))
7.B (2,6, MP)

Dakle, vazi -B = —A, A+ B. Odatle, dvostrukom primenom teo-
reme o dedukciji dobijamo - (—-B = ~A) = (A = B), §tojeitrebalo
dokazati.

Dokazimo najpre davazi A = B+ -B = —A.
1. A= B (Hyp)
2.—-A=A (deo (a))
3. —-A=2DB (2,1,2.29(@))
4. B= —-—-B (deo (b))
5.7 —A=——-B (3, 4,2.29))
6. (—mA = --B) = (mB = -4) (deo(d))
7.-B = -A (5,6, MP)

Dakle, vazi A = B = =B = —A. Na osnovu teoreme o dedukciji,
odatle sledit (A = B) = (=B = —A).

Na osnovu pravila MP, vazi A,A = B I B. Odatle, na osnovu
teoreme o dedukciji vazi+ A = ((A = B) = B). Na osnovu dela
(e),vaZzit (A= B) = B) = (B = =(A = B)). Dakle, na osnovu
teoreme 2.29(a), vazi- A = (=B = —~(A = B)).

DokaZimo najpre davazi A = B,~A= B+ B.
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1. A= B (Hyp)
2.-A=B (Hyp)

3. (A= B)= (wB = -4) (deo (e))
4. -B = -A (1,3, MP)
5. (wA= B) = (B = —-4) (deo (e))
6. -B = A (2,5, MP)
7.(-B=--A)= ((-B=-A)=B) (A3

8. (B = —A) =B (6,7, MP)
9.B (4,8, MP)

Dakle, vazi A = B,—A = B F B. Na osnovu dvostruke primene
teoreme o dedukciji, odatle sledi - (A = B) = ((-A = B) = B).

O

Teorema 2.31 U teoriji L vaZi:

(@ THA akoisamoako T',-AtF L

(b) TH-A akoisamoako T',A+ L.

Dokaz:
(a)

(b)

Pretpostavimo da vaziI' - A. U teoriji L vaZi- A = (mA= -(A =
A)) (teorema 2.30(f)), pail F A = (A = =(4A = A)) (na osnovu
teoreme 2.25(a)). Odatle, iz I' = A i na osnovu pravila MP sledi
I'--4A= (A= A)i dalje, I',=A  -(A = A) (teorema 2.28).
Simbol L je skraceni zapis za formulu (A = A), tevaziI',-A+ L,
Sto je i trebalo dokazati.

Pretpostavimo da vazi I', mA F L. Na osnovu teoreme o dedukciji
(teorema 2.27), vaziI' - -A = L, tj. I' F -A = =(4A = A). Vazi
F(-A=-A4A=4) = (A= A) = A) (teorema 2.30(d)), pa i
' (-4 = -(A4=4) = (A= A) = A) (na osnovu teoreme
2.25(a)). Odatle,iizT' - -A = —(A = A), na osnovu pravila MP,
slediTH (A= A) = A. Vazit A = A (teorema 2.26)i'+- A= A
(na osnovu teoreme 2.25(a)), pa odatleiizI' - (A = A) = A, na
osnovu pravila MP, sledi I'" - A4, §to je i trebalo dokazati.

Dokazimo najpre da vaziI', A - L ako samo ako I', =—A I L. Pret-
postavimo da vazi ', A - L. VaziF -—A = A (teorema 2.30(a)) i
——A A (teorema 2.28), odakle se, na osnovu teoreme 2.25(a), do-
bijal', A+ A IzT',-mA F AiI'A F 1, na osnovu teoreme
2.25(c), sledi I', == A + L. Analogno se dokazuje daiz I',——A + L
slediI', A+ L (koristi se tvrdenje 2.30(b)).

Na osnovu dela (a), vaziI' F —A ako i samo ako I',=—A F L. Do-
datno, kao $to je dokazano, vaziI', ~—A F | akosamoakoI', AF L.
Dakle, vaziI' - —A akoisamo akovaziI', A+ L.
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O

Teorija L definisana je sa motivacijom da se izgradi formalna teorija u kojoj
je svaka teorema tautologija i obratno. Naredne dve teoreme (o saglasnosti i o
potpunosti’) govore da je to ispunjeno za teoriju L.

Teorema 2.32 (Saglasnost teorije L) Ako je formula A teorema teorije L, onda
je ona tautologija.

Dokaz: Nije tesko pokazati da su aksiome teorije L tautologije. Na osnovu
teoreme 2.2, iz tautologija se, na osnovu pravila MP dobijaju ponovo tau-
tologije. Dakle, svaka teorema teorije L je tautologija. O

Lema 2.4 (Kalmarovalema) Neka je A iskazna formula i neka su pi, pa, ...,
pr, iskazna slova koja se pojavljuju u formuli A. Neka je v neka valuacija za
ta iskazna slova. Definisimo iskazne formule By, B>, ..., Bj, na sledeéi nacin:
neka je iskazna formula B; jednaka p; ako je v(p;) = 1, a neka je jednaka —p;
ako je v(p;) = 0 (1 < i < k). Neka je iskazna formula A’ jednaka A ako je
I,(A) = 1ineka je jednaka —A ako je I,(A) = 0. Tada vaZi By, Bs,...,Bi F A’.

Na primer, neka je A jednako —(—p; = p2). Tada svakoj vrsti istinitosne
tablice

3

2 || ~(=p1 = p2)

HHOO’E
— O~ O
[N

odgovara po jedna relacija izvodenja. Na primer, trecoj vrsti odgovara tvrdenje
p1, w2 b ==(=p1 = pa).

Dokaz: Dokaz ¢emo izvesti po sloZenosti n formule A (. po broju logickih
veznika koje formula A sadrzi). Pretpostavljamo da formula A sadrzi
samo veznike = i — (tj. da ne koristi skracenice koje smo definisali).

Akoje n = 0, onda je formula A jednaka nekom iskaznom slovu p, pa se
tvrdenje leme svodina p - pi—p F —p, $to trivijalno vaZi.

Pretpostavimo da tvrdenje leme vaZzi za svaku vrednost j takvu da je
j < n. DokaZimo onda da tvrdenje vaZii za vrednost n.

7Smisao koncepata saglasnosti i potpunosti se unekoliko razlikuje za efektivne semanti¢ke pro-
cedure i za deduktivne sisteme. Naime, na primer, potpunost za metod tabloa zna¢i da se za svaku
polaznu formulu koja je valjana, metod nuZno zaustavlja i daje zatvoren tablo. S druge strane, pot-
punost za teoriju L zna¢i da je ona okvir u kojem je moguce dokazati svaku valjanu formulu, ali
nije specifikovan efektivan postupak koji to obezbeduje.
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Formula A je jednaka —B: Formula B je manje sloZenosti od formule A,
pa za B vazi induktivna pretpostavka (4. vazi By, B, ..., By F B).

U datoj valuaciji B ima vrednost 1: Formula A tada ima vrednost 0,
pa je formula B’ jednaka B, a formula A’ jednaka =A. Na os-
novu induktivne hipoteze, vaZi By, Bs, ..., By - B, odakle, na
osnovu teoreme 2.30(b) i pravila MP, sledida vazi By, Bs, ..., By -
——B. Medutim, ~—B jejednako A’, pavazi By, Bs, ..., By - A"

U datoj valuaciji B ima vrednost 0: Formula A tada ima vrednost 1,
paje formula B’ jednaka —B, a formula A’ jednaka A. Na osno-
vu induktivne hipoteze, vazi By, B, ..., By + —B. Medutim,
—B jejednako A’, pavazi Bi,Bs,..., By F A'.

Formula A je jednaka B = C': Formule B i C' su manje sloZenosti od for-
mule A, pa za B i C vaZi induktivna pretpostavka (fj. vazi By, Bo,
w..uByF B'iB1,Bs,..., By - C").

U datoj valuaciji B ima vrednost 0: Formula A tada ima vrednost 1,
pa je formula B’ jednaka —B, a formula A’ jednaka A. Na os-

novu induktivne hipoteze, vazi By, Bs, ..., By - =B, odakle, na
osnovu teoreme 2.30(c) i pravila MP, sledi da vaZi By, Bs, . .., By,
F B = C. Medutim, B = C je jednako A’, pa vazi By, Ba, ...,
B A

U datoj valuaciji C ima vrednost 1: Formula A tada ima vrednost 1,
paje formula C’ jednaka C'i formula A’ jednaka A. Na osnovu
induktivne hipoteze, vazi By, Bs, ..., By I C. Na osnovu aksi-
ome (A1), vazit- C' = (B = ('), pana osnovu pravila MP sledi
B1,Bs,...,B; F B = C. Medutim, B = C je jednako A’, pa
vazi Bl, BQ, . ,Bk AL

U datoj valuaciji B ima vrednost 1, a C' vrednost0: Formula A tada
ima vrednost 0, pa je formula B’ jednaka B, formula C” je jed-
naka —C i formula A’ je jednaka —A. Na osnovu induktivne
hipoteze, vazi Bl,BQ, ..y ,Bk FBi Bl,BQ, . ,Bk F =C. Na
osnovu teoreme 2.30(f) vazi + B = (-C = —(B = ()). Jed-

nom primenom pravila MP, dobijamo B4, B, ...,B; F -C =
—(B = (), azatim, drugom primenom dobijamo B1, Ba, ..., By F
=(B = C). Medutim, ~(B = C) je jednako A’, pa vazi By, Bo,
...,By A

Kako je dokazan induktivni korak, sledi da tvrdenje leme vaZi za formulu
proizvoljne sloZenosti, tj. vaZi za svaku iskaznu formulu A. O

Teorema 2.33 (Potpunost teorije L) Ako je formula A tautologija, onda je ona
teorema teorije L.
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Dokaz: Pretpostavimo da je A tautologija. Neka su p1, pa, . . ., pi, iskazna slova
koja sadrzi formula A. Za valuaciju v, ako je v(p;) = 1, ozna¢imo sa B;
formulu p;, a ako je v(p;) = 0, ozna&imo sa B; formulu —p;. Na osnovu
leme 2.4, za svaku valuaciju v vazi By, Ba,...,Bi = A (A je uvek jed-
nako A4, jer je A tautologija, pa u svakoj interpretaciji ima vrednost 1). Za
svaku valuaciju v’ takvu da je v'(py) = 1 vaZi By, Ba,...,Bg_1,px - 4,
odakle, na osnovu teoreme o dedukciji, sledi Bi, Bs,...,Bi—1 F pp =
A. Za valuaciju v takvu da je v"(p;) = v'(p;) zai < kiv'(pr) = 0
vazi B1, Bs, ..., Bi—1,7pr - A, odakle, na osnovu teoreme o dedukciji,
sledi Bl,BQ,...,Bk,1 H Di. = A Iz Bl,BQ,...,Bk,1 = Pr = Ai
B1,Bs,...,Bi—1 F —pr = A, na osnovu teoreme 2.30(g) i dvostrukom
primenom pravila MP, sledi By, Bs,...,Bi_1 F A. Kako je valuacija v
proizvoljna (do na vrednost za pj, koja ne uti¢e na By, Bs,...,Br_1),
sledi da za proizvoljnu valuaciju vaZzi By, Bs, ..., By—1  A. Analogno,
mozemo eliminisati By_; i, redom, preostale formule B;. Nakon k takvih
koraka dobijamo da vaZi - A4, $to je i trebalo dokazati. m

Teorema 2.34 Ako formula B sadrZi veznike -, =, A, V, & i ako je ona skraceni
zapis iskazne formule A teorije L, onda je B tautologija ako i samo ako je A
teorema teorije L.

Dokaz: Definicijama (D1), (D2) i (D3) formule se zamenjuju formulama koje su
sa njima logicki ekvivalentne ($to je lako utvrditi). Na osnovu teoreme o
zameni (2.9) vaZi da su Ai B logi¢ki ekvivalentne. Dakle, B je tautologija
ako i samo ako je A tautologija. Dodatno, na osnovu prethodne dve teo-
reme, formula A je tautologija ako i samo ako je A teorema teorije L, pa
sledi da je B tautologija ako i samo ako je A teorema teorije L. 0

Primetimo da teorema o saglasnosti i teorema o potpunosti teorije L go-
vore o vezi izmedu semantic¢ke prirode i sintaksne (ili, preciznije, sintaksno-
deduktivne) prirode neke iskazne formule. Ta veza moZe kratko biti zapisana
ina slededi nadin:

E A akoisamoako b A

Teorema 2.35 Vazi:

I'E=A akoisamoako I'p A

Dokaz: Pretpostavimo da je skup I" konacan i neka je I' = {B1, Ba, ..., By}.
Dakle, treba dokazati:

B1,Bs,...,B, E A akoisamoako By,Bs,...,B,F A.
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317327"'7311

Bi,Bs,...,By_1

B1,Ba,...,Bn 2

By

By

B1,Ba,...,Bn 2

BlaB27" .,Bn,1

317327"'7311

I_

A

ako i samo ako (na osnovu teoreme 2.5)
B, = A

ako i samo ako (na osnovu teoreme 2.5)
B,_1=(B,=A)

ako i samo ako (na osnovu teoreme 2.5)

ako i samo ako (na osnovu teoreme 2.5)

By = (B3 = (...(Bp—1= (B, = 4))...)
ako i samo ako (na osnovu teoreme 2.5)
Bi=(By=(B3=(...(Bp—1=(Br=4))...))
ako i samo ako (na osnovu teorema 2.32 i 2.33)
B1=(By=(Bs=(...(Bh_1=(Bp=4))...))
ako i samo ako (na osnovu teorema 2.27 i 2.28)
By = (B3 = (...(Bp—1= (B, = A4))...))
ako i samo ako (na osnovu teorema 2.27 i 2.28)

ako i samo ako (na osnovu teorema 2.27 i 2.28)
B,_1= (B, = A)

ako i samo ako (na osnovu teorema 2.27 i 2.28)
B, = A

ako i samo ako (na osnovu teorema 2.27 i 2.28)
A

Pretpostavimo da je skup I' beskonacan. Ako vaziI' = A, na osnovu
teoreme 2.24 postoji konatan podskup A skupa I', takav da je A = A.
Na osnovu dokazanog u prethodnom delu vazi A - A, a odatle (i iz
A cCTI)slediI' - A. Ako vaziI' - A, dokaz formule A iz premisa I' (kao
konacan niz) uklju¢uje samo kona¢no mnogo elemenata skupa I'. Neka
je A skup svih tih formula. Tada vazi A + A, pa na osnovu dokazanog
u prethodnom deluvazi A E A. IzA = AiACTslediT' | A, $tojei

trebalo dokazati.

O

Teorema 2.36 Teorija L je odluciva.

Dokaz: Za svaku iskaznu formulu moZe se efektivno proveriti da li je tau-
tologija (npr. metodom istinitosnih tablica). Kako je iskazna formula teo-
rema teorije L ako i samo ako je tautologija, sledi da se za svaku iskaznu
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formulu moZe efektivno proveriti da li je teorema teorije L. To znaci da
je teorija L odluciva. O

Teorema 2.37 (Konzistentnost teorije L) Teorija L je konzistentna (neprotiv-
recna) tj. ne postoji iskazna formula A takva da su i A i ~A teoreme teorije
L.

Dokaz: Iskazna formula je teorema teorije L ako i samo ako je tautologija. Ne
postoji formula A takva da sui A i —A tautologije. Odatle sledi da ne
postoji formula A takva dasui Ai—A teoreme teorije L. 0

Moze se dokazati da je svaka od shema aksioma (A1), (A2), (A3) nezavisna,
tj. ne moZe biti dokazana na osnovu preostale dve sheme aksioma. To dalje
znadi da ovaj skup shema aksioma ne moZe da se smanji, a da pri tom zadrzi
svojstvo potpunosti (videti npr. [48]).

Teorija L je samo jedan od sistema u Hilbertovom stilu (ili preciznije u
Frege-Hilbertovom stilu). Navedimo za ilustraciju jo$ jedan sistem (formulisan
od strane Hilberta i Akermana): osnovni veznici su V i -, postoji samo jedno
pravilo izvodenja (MP) i sledece Cetiri aksiomske sheme (A = B je skraceni
zapis za "A V B):

(1)AvVA=A

QA= AvVB

B AvB=DBVA

4)(B=C)=(AvB=AVC()

Postoje i sistemi Hilbertovog tipa za intuicionisticku logiku (videti pot-
poglavlje B.2.3), kao i varijante za klasi¢nu i intuicionisti¢ku logiku koje se raz-
likuju samo po tome $to prvi sistem (za razliku od drugog) uklju¢uje aksiomu
AV —A (videti npr. [21]).

Zadaci

Zadatak 35 Dokazati sledeca tvrdenja (ne koristeci teoremu o dedukciji):
@rFr (mA=4)=> A
(b)A=B,B=CtFp A=C
(A= (B=>C)FrB=(A=C)
(d)FL (-B=-A)= (A= B)

Zadatak 36 Dokazati da su sledece formule teoreme teorije L:
@ ((AVB)N(A=C)AN(B=C))=C
b)A=(B=C)< (AAB)=C

Zadatak 37 Dokazati da su sledece formule teoreme teorije L:
@(-A=A)=A4A
b)(A=B)=A4)= A
(A= (B=(AANB))
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Zadatak 38 Dokazati da u teoriji L vaZi:
(a) B = A+ A = B (pravilo kontrapozicije)
(b) A= B F —~B = —A (inverzno pravilo kontrapozicije)
(c) ~—A - A (pravilo dvostruke negacije)
(d) A, B+ A A B (N-uvodenje)
(e) BF AV B (V-uvodenje)
(f) AN B+ A (N-eliminacija)
(g) AN B B A A (pravilo komutativnosti za /)
(h) AN (BAC)F (AN B)AC (pravilo asocijativnosti za \)
@A AN(BVC)F (AANB)V (AAC) (pravilo distributivnosti)
() ~(AV B) - =A A =B (De Morganov zakon)
(k)= AV —A (zakon iskljucenja treéeg)
)+ (A A —-A) (zakon iskljucenja ¢uda)
(m) ~A = B,-A = -B | A (dokaz pobijanjem)
(n) A= B,—~A = B\ B (dokaz po slucajevima)

Zadatak 39 Dokazati da se aksiomska shema (A3) moZe zameniti shemom
(wA = -B) = (B = A) ida se pri tom ne promeni skup teorema teorije
L.

2.3.2 Prirodna dedukcija

Sistem prirodne dedukcije (ra¢un prirodne dedukcije) uveo je, 1935. godine,
Gerhard Gencen sa namerom da prirodnije opi$e uobi¢ajeno zaklju¢ivanje ma-
tematicara [21].

U prirodnoj dedukciji koriste se logicki veznici® -, A, V, =, kao i logitka
konstanta L. Formula A < B je kra¢i zapis za (A = B) A (B = A), a formula
T kradi zapis za A = A. Skup iskaznih formula definiSe se na uobicajeni nacin.

Postoje sistemi prirodne dedukcije za klasi¢nu i za intuicionisticku logiku.

Pravila izvodenja sistema prirodne dedukcije (za obe logike) data su u tabeli
2.1. Primetimo da za svaki logi¢ki veznik postoje pravila koja ga uvode (pravi-
la I-tipa) i pravila koja ga eliminiSu (pravila E-tipa). Pravilo efq (Ex falso
quodlibet) je jedino pravilo koje ne uvodi niti eliminiSe neki logicki veznik.

U sistemu prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku postoji i jedna aksiomska
shema: AV —A (tertium non datur). U sistemu prirodne dedukcije za intu-
icionisticku logiku nema aksioma. Ovakva razlika izmedu ova dva sistema je
prirodna i dobro oslikava razliku izmedu klasi¢ne i intuicionisticke logike. U
daljem tekstu ¢e se, ako nije drugacije naglaseno, pod ,,sistem prirodne deduk-
cije” misliti na oba sistema prirodne dedukcije — i na sistem za klasi¢nu i na
sistem za intuicionisti¢ku logiku.

Tokom izvodenja dokaza u sistemu prirodne dedukcije mogu se koristiti
(nedokazane) pretpostavke, ali one moraju biti eliminisane (,,oslobodene”) pre
kraja izvodenja. U zapisu pravila, [F'] oznacava da se nekoliko (moZda i nula)

81z sistema prirodne dedukcije moguce je eliminisati veznik — smatrajuéi formulu —A
skradenim zapisom za A = L.
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pojavljivanja pretpostavke F' oslobada, brise (kao nedokazane, neraspoloZive
pretpostavke) neposredno nakon primene pravila. Pri tome, moZe ostati i
nekoliko neoslobodenih pojavljivanja pretpostavke F. Pretpostavkama su pri-
druZene oznake (obi¢no prirodni brojevi), koje se zapisuju i u okviru zapisa
primenjenog pravila (kako bi se znalo koja pretpostavka je oslododena u kom
koraku).

0t
i =1, u A JjA -F
ﬁAg AT Ai\lB NE AgB NE
Ay, 18y
AéB VI gy v LD Cé < VB uv
[A:]“
AﬁBiI’u 4 /]13:3 E

% efq

Tabela 2.1: Pravila izvodenja sistema prirodne dedukcije

U sistemu prirodne dedukcije dokaz (dedukcija, izvod) je stablo Cijem je
svakom ¢voru pridruZena formula i koje zadovoljava sledece uslove:

e stablo sa jednim ¢vorom kojem je pridruzena aksioma je dokaz; u tom
dokazu nema neoslobodenih pretpostavki;

e stablo sa jednim ¢vorom kojem je pridruZena formula A (koja nije instan-
ca aksiomske sheme) je dokaz; u tom dokazu neoslobodena pretpostavka
je formula 4;

e akosu Dy, ..., D, dokazi sa korenima kojima su pridruZzene redom for-
mule A4,, ..., A, iakoje formula A direktna posledica formula A4, ..., 4,
na osnovu nekog od pravilaizvodenja —F, AI, = E (tadajen = 2)ili AE,
VI, efq(tadajen = 1), onda je dokaz i stablo u ¢ijem je korenu A, a ¢iji su
direktni potomci koreni stabala Dy, .. ., D,; u tom dokazu neoslobodene
pretpostavke su sve pretpostavke neoslobodene u dokazima D;, ..., Dy;
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e ako je D dokaz sa korenom kojem je pridruZena formula L i koji sadrZzi
nula ili vise neoslobodenih pretpostavki A, onda je dokaz i stablo (dobi-
jeno primenom pravila —/) sa korenom —A ¢iji je direktni potomak koren
stabla D; u tom dokazu neoslobodene pretpostavke su sve neoslobodene
pretpostavke u dokazu D, osim nekoliko (ne nuZzno svih) neoslobodenih

pretpostavki A (koje ovim korakom postaju oslobodene);

e ako je D dokaz sa korenom kojem je pridruZena formula B i koji sadrzi
nula ili viSe neoslobodenih pretpostavki A, onda je dokaz i stablo (do-
bijeno primenom pravila = I) sa korenom A = B diji je direktni po-
tomak koren stabla D; u tom dokazu neoslobodene pretpostavke su sve
neoslobodene pretpostavke u dokazu D, osim nekoliko (ne nuzno svih)

neoslobodenih pretpostavki A (koje ovim korakom postaju oslobodene);

e ako je D; dokaz sa korenom kojem je pridruZena formula A v B, ako je
D, dokaz sa korenom kojem je pridruZzena formula C'i koji sadrzi nula ili
viSe neoslobodenih pretpostavki A i ako je D3 dokaz sa korenom kojem
je pridruzena formula C' i koji sadrzi nula ili viSe neoslobodenih pret-
postavki B, onda je dokaz i stablo (dobijeno primenom pravila VE) sa
korenom C ¢&iji su direktni potomci koreni stabala Dy, Ds, Ds; u tom
dokazu neoslobodene pretpostavke su sve neoslobodene pretpostavke
u dokazu D;, zatim sve neoslobodene pretpostavke u dokazu Ds, osim
nekoliko (ne nuZno svih) neoslobodenih pretpostavki A (koje ovim ko-
rakom postaju oslobodene), kao i sve neoslobodene pretpostavke u do-
kazu D3, osim nekoliko (ne nuZzno svih) neoslobodenih pretpostavki B
(koje ovim korakom postaju oslobodene).

Formula A je teorema prirodne dedukcije ako postoji dokaz u ¢ijem je ko-
renu A i koji nema neoslobodenih pretpostavki i tada piSemo - A i kazemo
da je formula A dokaziva u sistemu prirodne dedukcije. Ako postoji dokaz, u
¢ijem je korenu formula A i koji ima neoslobodene pretpostavke koje pripadaju
nekom nizu I, onda kaZemo da je formula A deduktivna posledica niza I i
tada piSemo I' - A. Elemente niza I' tada zovemo i premisama ili hipotezama
dokaza. Ako je niz I" jednak B, Bs, ..., By, onda piSemo B, Bs, ..., B, F A.

Za relaciju |- u sistemu prirodne dedukcije vaZe ista svojstva kao za relaciju
F u teoriji L (videti teoremu 2.25).

Dokaz u sistemu prirodne dedukcije se obi¢no prikazuje u vidu stabla &iji
su listovi na vrhu, a koren na dnu. To stablo se prikazuje pojednostavljeno,
stilizovano (videti sliku 2.7).

Primer 2.14 Formula (AV B) = (BV A) je teorema sistema prirodne dedukcije
(i za intuicionisti¢ku i za klasi¢nu logiku), tj. vaZit (AV B) = (BV A) :

A7 [B]®
[AvV B]! Bva Yl Bva Vi
BV VE,?2,3
=11

(AVB) = (BVA)
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Q
"BlQ‘

Slika 2.7: Deo dokaza i njegov pojednostavljeni prikaz

Primer 2.15 U sistemu prirodne dedukcije (i za intuicionisticku i za klasi¢nu
logiku) vaZi A= B,B=CF A= C:

[A' A=B
B - EF plg
C = F
i=sc bt

Primer 2.16 U sistemu prirodne dedukcije (i za intuicionisticku i za klasi¢nu
logiku) vazik A= (AV B)A (AVC):

[A]! [A]!
ave Y ave
(AVB)A(AVO)
A= (AVB)AN(AVCO)

\24
AL

=11

U prethodnom dokazu, primenom pravila = I nisu morala da budu oslobode-
na sva pojavljivanja pretpostavke A. Na primer:

[A]! A
ave I Avc
(AVB)A(AV(C)
=11
A= (AVB)A(AVC)

VI
AN

Ovaj dokaz je dokaz tvrdenja AF A = (AV B) A (AV C) (to je slabije tvrdenje
od tvrdenjak A= (AV B) A (AV (C)).

Teorema 2.38 Ako je iskazna formula teorema teorije L, onda je ona teorema i
sistema prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku.

Dokaz: Neka je formula A teorema teorije L. U teoriji L postoji dokaz formule
A —niz formula By, By, ..., B, = A. Svaka od formula B; je ili aksioma
teorije L ili je dobijena od prethodnih formula u nizu primenom pravila
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MP. Dokazimo matematickom indukcijom da je svaka od formula B; (i =
1,2,...,n) teorema sistema prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku.

Formula B; je aksioma teorije L. Za svaku od aksioma teorije L moZe se
dokazati da je teorema sistema prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku:

[A]"

B=A
A= (B=A)

I
=1,1

(U prethodnom dokazu, formula B = A je izvedena pravilom =- I iz for-
mule A i na osnovu nula pretpostavki B; zbog toga u oznaci primenjenog
pravila ne piSe oznaka pretpostavke.)

[A]' [A= BJ? A" [A= (B=0)P

— 5 =F B=0 = F
C = F
a1 O:>I’1
= = 1,2

(A= B)=(A=0)
(A= (B=0C))= (A= B)= (4= 0))

=1,3

[~B]2 [-B = A3 [=B)2 [-B = —~A]*
A = A

= F

-E

L
BV-B [B]! Bl
e VE,1,2

(-B=A)=1B
(-B = —-A)= ((-B = A)= B)

=1,3

= 1,4

Kako je svaka od aksioma teorije L teorema sistema prirodne dedukcije
za klasi¢nu logiku, sledi da navedeno tvrdenje vaZi za B;.

Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za sve formule By za k < ¢ i dokaZimo
da vaziiza B;. Ako je formula B; aksioma teorije L, onda je ona, kao sto
je to pokazano, teorema sistema prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku.
Ako je B; direktna posledica (u okviru teorije L) nekih formula B; i By,
(gdeje j < iim < i) na osnovu pravila MP, onda je B,, oblika B; = B;.
Na osnovu induktivne pretpostavke, formule B; i B; = B; su teoreme
sistema prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku, pa postoji dokaz D; sa
korenom kojem je pridruzena formula B;, kao i dokaz D, sa korenom
kojem je pridruZena formula B; = B;. Tada je dokaz i stablo (dobijeno
primenom pravila = E) sa korenom B; &iji su direktni potomci koreni
stabala D; i Dy. Dakle, i formula B; je teorema sistema prirodne deduk-
cije za klasi¢nu logiku, ¢ime je dokazan induktivni korak.

Tvrdenje vaziiza i = n, paje formula A teorema sistema prirodne de-
dukcije za klasi¢nu logiku, sto je i trebalo dokazati. O
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Primer 2.17 Dokaz formule A = A u teoriji L:
1L(A=(A=A)=4)=> (A= A=4)=>(A=4) (A2

2 A= (A= A)=A) (Al)
3 (A= (A= A)= (A= A4) (1, 2, MP)
4 A= (A=A (A1)
5 A=A (3,4, MP)

moZe, na osnovu postupka opisanog u dokazu teoreme 2.38, biti transformisan
u dokaz ove formule u sistemu prirodne dedukcije:

(A" [A=(A=A4)) (A" [A=((A=A)=A))?
(A=A) = (A= A)=A
- SE
A ra 4
A=A o A o
(A=(A=A))=(A=4) ; (A=A)=A v | (A]°
(A (AS A=A (As(ASA) ) (ASA) 0 As((AsA)=A) Al
(A= (A=A))=(A=A) T As(asa) :>E’
=

A=A

Naravno, dokaz formule u sistemu prirodne dedukcije dobijen transfor-
misanjem dokaza te formule u teoriji L Cesto nije elegantan i optimalan. Na
primer, formula A = A se u sistemu prirodne dedukcije, sem na navedeni
nacin, moze dokazati i znatno krace:

[A]"
A=A

= 1,1

U narednom poglavlju bi¢e uveden racun sekvenata i bice dokazana tvrde-
nja: ako je iskazna formula teorema sistema prirodne dedukcije za klasi¢nu
logiku, onda je ona teorema i racuna sekvenata za klasi¢nu logiku; ako je
iskazna formula teorema ra¢una sekvenata za klasi¢nu logiku, onda je ona i
teorema teorije L. Odatle, i iz teoreme 2.38, sledi da su ova tri sistema ekviva-
lentna. Sli¢no se dokazuje i da vaZi I' - A u teoriji L ako i samo akoI' - A vazi
u sistemu prirodne dedukcije. 1z potpunosti i saglasnosti teorije L (u odnosu na
semantiku) sledi potpunost i saglasnost prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku,
tj. u sistemu prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku vaZzi I' - A ako i samo ako
vaziT = A (gde je I konacan niz formula).

Zadaci
Zadatak 40 ./ Dokazati da u prirodnoj dedukciji vazi AV B,-A + B.

Zadatak 41 / Dokazati da je formula (A = B) = (—-B = —A) teorema sis-
tema prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku.

Zadatak 42 |/ Dokazati da je formula (AV (BAC)) = (AVB)A(AV(O))
teorema sistema prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku.

Zadatak 43 / Dokazati da je formula -(A A B) = (—AV —B) teorema sistema
prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku.
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2.3.3 Racdun sekvenata

Racun sekvenata uveo je Gerhard Gencen 1935. godine [21]. Ovaj deduktivni
sistem je vaZan jer je imao i ima veoma veliki uticaj na ¢itavu teoriju dokaza i,
posebno, na sisteme za dedukciju koji su pogodni za koris¢enje u automatskom
dokazivanju teorema.

Osnovni logicki veznici su -, A, V i =. Skup iskaznih formula definise se
na uobilajeni nacin. Formula A < B je kradi zapis za (A = B) A (B = A).
Formula 1 je kradi zapis za A A =4, a formula T za A = A.

U ra¢unu sekvenata, osnovni objekti u izvodenju su sekventi. Svaki sekvent
je oblika

Al,AQ,...,Am H Bl,BQ,...,Bn

pri ¢emu je m > 0, n > 0. Simbol F nije logicki veznik, ve¢ pomo¢ni simbol,
kao $to je i zarez. Neformalno, sekvent A;, As,..., Ay & By, Bs, ..., B, ima
znalenje kao formula A; AAgA. . .AA,, = B1VB2V.. . VB,. Akojem = 0,onda,
neformalno, sekvent - By, Bs, ..., B, ima znacenje kao formula B; V B2 V...V
B,. Akoje n = 0, onda, neformalno, sekvent A;, A, ..., A, I ima znacenje
kao formula —(A; A A2 A ... A Ay,). Akoje m = 01in = 0, onda, neformalno,
sekvent - ima znacenje kao L. Obratno, za svaku formulu A postoji sekvent
koji joj odgovara — sekvent - A.

Postoji racun sekvenata za klasi¢nu logiku i ra¢un sekvenata za intuicionisti-
¢ku logiku. Rac¢un sekvenata za intuicionisti¢ku logiku karakterisan je time Sto
je dozvoljeno koris¢enje samo sekvenata oblika A1, As, ..., A, F B ili oblika
Aq, As, ..., Ay . Ovakva karakterizacija ra¢una sekvenata za klasi¢nu i za in-
tuicionisticku logiku, karakterizacija zasnovana na formi sekvenata, veoma je
pogodna za poredenje snaga ova dva sistema. U daljem tekstu ¢e se, ako nije
drugacije naglaseno, pod ra¢unom sekvenata misliti na oba ra¢una sekvenata
— ina racun za klasi¢nu i na rac¢un za intuicionisti¢ku logiku.

Pravila izvodenja racuna sekvenata data su u tabelama 2.2 (strukturalna
pravila) i 2.3 (operaciona pravila). Primetimo da za svaki logicki veznik postoje
(operaciona) pravila koja ga uvode sa leve i sa desne strane simbola t-. Prime-
timo i da se neka od navedenih pravila ne mogu koristiti u ra¢unu sekvenata
za intuicionisti¢ku logiku (jer uklju¢uju sekvente oblika A; A As A ... A Ay, =
BV By V...V By, gde je nuZno n > 1), dok se neka pravila mogu koristiti
samo u specijalnom obliku. Na primer, u ra¢unu sekvenata za intuicionisticku
logiku ne moze se koristiti pravilo

T't0,D,D
T-O,D

dok se pravilo == R moze koristiti samo u specijalnom obliku:

ATFB

rrasp It

U racunu sekvenata (i za intuicionisti¢ku i za klasi¢nu logiku) postoji samo
jedna aksiomska shema — A - A (id) (koju zovemo i inicijalni sekvent).
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Slabljenje, suzavanje r-oe r-o
(weakining, thinning) D,I'+© '-e,D
Kontrakcija D,D,T+0© I'+e,D,D
(contraction) D, T+O 'te,D
Zamena, permutacija AE,DTHFO '-e,E,D,A

(interchange, permutation) ADETFO '-e,D,E,A

Secenje 'e,D D,AFA
(cut) I''AFO,A

Tabela 2.2: Strukturalna pravila izvodenja ratuna sekvenata

r+-o,4 ATHO
—Arre T Tre -4 &
ATFO BTHO I'-0,4 T+O,B
arBrre M ZaaBrre M TFO,AAB
ATFO BTHFO 0,4 I'+o,B
averre VP rre.4ave Y% Treavs VE
0,4 B AFA ATFO. B
=1L = 5 =R

A= B, I'AFO,A '-e,A=2-

Tabela 2.3: Operaciona pravila izvodenja racuna sekvenata

Dokaz (dedukcija, izvod) u ra¢unu sekvenata je stablo ¢ijim su ¢vorovima
pridruZeni sekventi i koje zadovoljava sledece uslove:

e stablo sa jednim ¢vorom kojem je pridruZena aksioma je dokaz;

e ako su Dy, ..., D, dokazi sa korenima kojima su pridruzeni redom se-
kventi sy, .. ., s, i ako je sekvent s direktna posledica sekvenata s1, .. ., 55,
na osnovu nekog od pravila izvodenja (n je jednako 1ili 2), onda je dokaz
i stablo u ¢ijem je korenu s, a ¢iji su direktni potomci koreni stabala D,

.., Dp.

Sekvent s je dokaziv ako postoji dokaz u ¢ijem je korenu s. Ako je dokaziv
sekvent - A, onda kaZzemo da je formula A teorema ra¢una sekvenata i da je
dokaziva u ratunu sekvenata. Ako je dokaziv sekvent I' - A, onda kaZemo da
je formula A deduktivna posledica niza I', ¢ije elemente zovemo premisama ili
hipotezama dokaza. Ako je niz I jednak By, By, . .., B, onda piSemo B, Ba,
..., By HA
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Za relaciju - u ra¢unu sekvenata vaZe ista svojstva kao za relaciju I- u teoriji
L (videti teoremu 2.25).

Kao u sistemu prirodne dedukcije, dokaz u ra¢unu sekvenata se obi¢no
prikazuje u vidu pojednostavljenog, stilizovanog stabla ¢&iji su listovi na vrhu,
a koren na dnu.

Gencenova teorema Hauptsatz (teorema o elimisanju secenja) tvrdi da sva-
ka teorema rac¢una sekvenata moZe biti dokazana i u ovom sistemu bez pravila
se¢enja. U rac¢unu sekvenata bez seCenja vaZi svojstvo potformule. To znaci da
svaka formula koja se pojavljuje u premisama nekog pravila mora da se po-
javljuje i u njegovom zakljuc¢ku ($to ne vazi za formulu seCenja — za formulu
D u pravilu se€enja). Jedna od vaznih posledica tvrdenja o eliminaciji secenja
je pojacano svojstvo potformule: svaka formula koja se pojavljuje u dokazu
nekog sekventa mora da se pojavljuje u samom tom sekventu. Svojstvo pot-
formule garantuje da u dokazivanju zadate formule postoji kona¢no mnogo
mogucénosti (tj. grana u prostoru pretrage) kada se pravila ratuna sekvenata
bez se¢enja primenjuju unazad. Invertovanjem pravila izvodenja rac¢una sekve-
nata dobija se sistem izvodenja analitickog tipa jer funkcioniSe na principu
ras¢lanjivanja date formule na njene potformule. Taj sistem izvodenja veoma
je pogodan za automatsku primenu, za primenu u automatskom dokazivanju
teorema, jer je u svakom koraku postupka dokazivanja dovoljno razmotriti
kona¢no mnogo opcija za izbor pogodne instance pravila izvodenja.

Primer 2.18 Formula ((A V B) A ~A) = B je teorema racuna sekvenata za
klasi¢nu logiku:

AFA

Eigéiﬁﬁme_ﬁhé_zm"
AF B, A “ BEB,a aIenIe
AVBF B,A

(AvB)p-atr B,A "
(AVB)A—A, (AVB)A-AF B " .
(A\/B) A—-AF B kontrakcija
FKAvaﬁmiJgiR

Jednostavnosti radi, ¢esto se, u dokazima ne navode primene struktural-
nih pravila izvodenja. Ponekad se, kao u narednom primeru, (eventualno
viSestruke) primene strukturalnih pravila izvodenja oznacavaju dvostrukom
(umesto jednostrukom) linijom.

Primer 2.19 Formula (A = B) = ((B = C) = (A = () je teorema i ra¢una
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sekvenata za klasi¢nu i ra¢una sekvenata za intuicionisti¢ku logiku:

BFB CFC
B=C,BFC

A+A B,B=CFC

A= B A B=CkFC

A/A=B,B=CkFC

A=BB=Crasc f
B=C,A=BrFrA=C

A=BF(B=0C)=(A=0)

F(A=B)=((B=C)= (A= 0))

= L

=L

=R
=R

Teorema 2.39 Ako je iskazna formula teorema sistema prirodne dedukcije za
klasi¢nu logiku, onda je ona teorema i racuna sekvenata za klasi¢nu logiku.

Dokaz: Pretpostavimo da je formula F' teorema sistema prirodne dedukcije
za klasi¢nu logiku, tj. da za nju postoji dokaz u sistemu prirodne de-
dukcije za klasi¢nu logiku. Taj dokaz je stablo 7 &ijem je svakom ¢voru
pridruZena po jedna formula. Tvrdenje teoreme dokaza¢emo tako Sto
¢emo taj dokaz transformisati u dokaz sekventa - F' u racunu sekve-
nata za klasi¢nu logiku. Prvi korak te transformacije je konstrukcija sta-
bla 7' na slededi nadin: za svaki ¢vor stabla 7 formula A koja mu je
pridruZena, u stablu 7’ zamenjuje se sekventom I' - A, gdeje I' skup svih
neoslobodenih pretpostavki u dokazu formule A. U korenu novodobi-
jenog stabla je sekvent - F, a u svakom od listova je ili sekvent oblika
A+ A (zalistove iz polaznog dokaza kojima su pridruZene pretpostavke)
ili sekvent oblika - A VvV —A (za listove iz polaznog dokaza kojima su
pridruZene aksiome).

Sekventi oblika - A V =A zamenjuju se izvodenjima:

AF A
Fa—a &
FAAv-a Vi

7|7A\/—\A7A zamena

FAvﬁAAvﬁAZRtk..
}*A\/—\A ontra Clja

Potrebno je jo$ primene pravila prirodne dedukcije transformisati u doka-
ze u rac¢unu sekvenata.

—I: PokaZimo najpre da u ra¢unu sekvenata vazi | +-, gdeje L, kao §to je
vel receno, skradeni zapis za formulu A A —A, gde je A proizvoljna
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formula:
Al A

“Aar L
Ap-aar M
A AN-AF

AAﬂAAAﬁAFQLtk..
A/\—\AF ontra C'L]a

Dakle, vazi AN -~At+, tj. L F. Primene pravila -/ u stablu 7" imaju

formu
T',A T, A ... ,ATLF L

T1,To,....0,F A

i one se zamenjuju slede¢im izvodenjem u ra¢unu sekvenata:

[, AT A AT F L
ATq,Ty,... ., T L 1k
AT1,Ts, ..., Tk

rhr%.”,rkkﬂA,ﬁR

secenje

—E: Primene pravila —F u stablu 7’ imaju formu

A AF-A
TLAF L

i one se zamenjuju slede¢im izvodenjem u ra¢unu sekvenata:

reA

AF—-A —=ATF " |
A,F F secenje
A

ki

[AF L

slabljenje

AI: Primene pravila AI u stablu 7’ imaju formu

I'FA AFB
T,A-AAB

i one se zamenjuju slede¢im izvodenjem u ra¢unu sekvenata:

A AFB
T,AFA T,AFB
T,AFAAB

AE: Primene pravila AE u stablu 7’ imaju formu:

'rAANB T'FAAB
r-A I'kEB
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i one se zamenjuju slede¢im izvodenjima u ra¢unu sekvenata:

AbA B+ B
T-ANB ANBFA: . THAANB ANBFB
TFA J T'F B

AL
secenje

VI: Primene pravila VI u stablu 7’ imaju forme:

r-A I'-B
I'rAvB T'RHAVEB

i one se zamenjuju slede¢im izvodenjima u ra¢unu sekvenata:

T A It B
rrave Y travp Y

VE: Primene pravila VE u stablu 7’ imaju formu

O+FAVB Fl,A,FQ,A,...,A7Pj|—C A{,B,A2,B,...,B,A, - C
O,I't,Ta,. .. T, A1, Agy o AL EC

i one se zamenjuju slede¢im izvodenjem u ra¢unu sekvenata:

T, ATg,A,...,AT;FC Ay, B,As,B,...,B,ALFC

ATHC B,A+-C
AT AFC B,I'A+C I
OrAVB AvBI,ArC VY
@,F7A FO secenje
gde je sa I' je oznacen niz formula I'1,I'y, ..., I';, a sa A niz formula

FASTA U SURYA U
= I: Primene pravila = I u stablu 7" imaju formu

I, ATy A ... ATy B
Fl,FQ,...,FkFAéB

i one se zamenjuju slede¢im izvodenjem u ra¢unu sekvenata:
', ATy A AT FB
ATy, Ts,....IxFB
T, lo....InFA=B

= E: Primene pravila = F u stablu 7’ imaju formu

'A AFA=B
T,AF B

i one se zamenjuju slede¢im izvodenjem u ra¢unu sekvenata:

'-A BEB
ArA=B A= BTHFB
A, T+B

T,AF B

=L
secenje
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efq: Primene pravila efq u stablu 7’ imaju formu

.1
I'tD

i one se zamenjuju slede¢im izvodenjem u ra¢unu sekvenata:

'l 1F
'
I'tD

secenje
slabljenje

Opisanom transformacijom se od dokaza formule F' u sistemu prirodne
dedukcije dobija dokaz sekventa - F' u ra¢unu sekvenata, te je /' teorema
ra¢una sekvenata, sto je i trebalo dokazati. O

Primer 2.20 Dokaz formule (A V B) = (B V A) u sistemu prirodne dedukcije
(i za intuicionisti¢ku i za klasi¢nu logiku)

[A]? [B)°
[Av B]! Bva Yl Bva Vi
By A VE, 2,3
=11

(AVB) = (BV A)

moZe, na osnovu postupka opisanog u dokazu teoreme 2.39, biti transformisan
u dokaz ove formule u ra¢unu sekvenata (i za intuicionisti¢ku i za klasi¢nu
logiku):

AF A B+ B

A-BvA VR BFBvAxf

AVBF AV B AVBFBVA .
AVBIBVA _ _ , J

F(AVB)= (BVA)

Naravno, dokaz formule u racunu sekvenata dobijen transformisanjem dokaza
te formule u sistemu prirodne dedukcije ¢esto nije elegantan i optimalan. Na
primer, formula (AV B) = (B V A) se u ra¢unu sekvenata, sem na navedeni
nacin, moZe dokazati i znatno krace (i bez koris¢enja pravila seCenje):

AFA BB

A-BvaA VYl BkaAxf
AVBL BVA
=R

F(AVB)= (BVA)

Teorema 2.40 Ako je iskazna formula teorema rac¢una sekvenata za klasi¢nu
logiku, onda je ona teorema i teorije L.
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Dokaz: Pretpostavimo da je formula F' teorema racuna sekvenata za klasi¢nu
logiku, tj. da za nju postoji dokaz u ratunu sekvenata za klasi¢nu logiku.
Taj dokaz je stablo 7 ¢&ijem je svakom ¢voru pridruZen po jedan sekvent.
Tvrdenje teoreme dokaza¢emo tako Sto ¢emo taj dokaz transformisati u
dokaz tvrdenja -, F' (u teoriji L). Prvi korak te transformacije je kon-
strukcija stabla 7' na slededi nacin: za svaki ¢vor stabla 7 sekvent A;,
Ay, ..., Aj b By, Bs,..., By koji mu je pridruZen, u stablu 7' zamenjuje
se tvrdenjem (za teoriju L) Ay, As,...,A;,mB1,-Bs,...,mBy - L. U
korenu novodobijenog stabla je tvrdenje =F' -, L, a u svakom od listova
je tvrdenje oblika A, A k1 L (videti primer 2.21).

Indukcijom po visini stabla dokaza¢emo da je svakom ¢voru stabla 7'
pridruZeno tvrdenje koje je ta¢no u teoriji L.

e Svakom listu pridruZeno je tvrdenje oblika A, ~A F L. Na osnovu
teoreme 2.30(c), vazi -y =A = (A = B), paity A = (A =
1), odakle se, dvostrukom primenom obratne teoreme o dedukciji
(teorema 2.28), dobija A, ~A -, L.

e Pretpostavimo da je tvrdenje taéno za svako podstablo stabla 7" vi-
sine manje od n i dokaZimo da vaZi i za podstablo visine n. Oznadi-
mo sa v koren postabla visine n.

U teoriji L utvrdenjul" -1 A, I'je skup (a ne niz kao u ra¢unu sekve-
nata), te nije bitan poredak elemenata skupa I', niti su relevantna
eventualna viSestruka pojavljivanja njegovih elemenata.

Posebno ¢emo razmatrati sva pravila koja su mogla biti primenjena.

slabljenje: Cvoru v pridruZeno je tvrdenje oblika D, A 7, Lili A, D
Fr L, anjegovom direktnom potomku u stablu 7" tvrdenje ob-
lika A 7 L. Na osnovu induktivne pretpostavke vazi A - L,
pa, na osnovu teoreme 2.25(a), sledi D, A+ LiA, Dy L.

kontrakcija: Cvoru v pridruZeno je tvrdenje oblika D, A +; 1, a
njegovom direktnom potomku D, D,A F; 1. Na osnovu in-
duktivne pretpostavke vazi D, D, Aty 1,pavazii D,AFp L.
Druga moguénost je da je ¢voru v pridruZeno tvrdenje oblika
A, D tp 1,anjegovom direktnom potomku A, D, D F L. Na
osnovu induktivne pretpostavke vazi A, D, D tp 1, pa vazii
A, Dby L.

zamena: Cyoru v pridruZeno je tvrdenje oblika ©, D, E,A ;, 1, a

njegovom direktnom potomku O, E, D, A -, L. Na osnovu in-
duktivne pretpostavkevazi O, E, D, A -y 1,pavazii©, D, E, A
Fr L.
Druga mogucénost je da je ¢voru v pridruZeno tvrdenje oblika
O,-D,=E,A Fr 1, a njegovom direktnom potomku O, —F,
=D, A F; L. Na osnovu induktivne pretpostavke vazi ©, - F,
-D,AFp L, pavazii©,~D,-E AbF L.
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secenje: Cvoru v pridruZeno je tvrdenje oblika T', A, 0", A’ -1, 1, a

—L:

njegovim direktnim potomcima I',®’,-D F; L i D, AJA
1 Na osnovu induktivne pretpostavke vazi I',©',-D F; L i
D,A, A" - 1. Na osnovu teoreme 2.31 vazi IO’ +r D i
A, A +p =D. Na osnovu teoreme 2.25(a) sledi I', ©', A, A’ - D
il,® AN +; -D. Odatle, na osnovu D,—D F; L (videti
dokaz u induktivnoj osnovi) i na osnovu teoreme 2.25(c) vazi,
Lo, ANFL L pail,AJO' A F L.

Cvoru v pridruZeno je tvrdenje oblika =4, A+, L, a njegovom
direktnom potomku A, —A,F; L. Na osnovu induktivne pret-
postavke vazi A, —A,Fp 1, pavazii-~A,AFp L.

—R: Cvoru v pridruZeno je tvrdenje oblika A,——A4 F 1, a nje-

AL:

govom direktnom potomku A, A 7 L. Na osnovu induktivne
pretpostavke vazi A, A - 1, pa, kako vazi =—A F; A, na os-
novu teoreme 2.25(c), vazii A, =—A k-, L.

Cvoru v pridruzeno je tvrdenje oblika A A B,A kL, a nje-
govom direktnom potomku A, A Fp L ili B,A F; L. Ako je
direktnom potomku ¢vora v pridruzeno tvrdenje A, A Fr 1,
onda je ono ta¢no na osnovu induktivne pretpostavke, pa, kako
vazi AAB k1 A, na osnovu teoreme 2.25(c),sledi AAB, Aty L.
Tvrdenje se analogno dokazuje u drugom slucaju.

AR: Cvoru v pridruZeno je tvrdenje oblika A, (A A B) 1 1, a

VL:

njegovim direktnim potomcima A,—A+; LiA,-BFp L. Na
osnovu induktivne pretpostavke vazi A, Aty LiA, =Bk L
a, na osnovu teoreme 2.31, A = Ai A+ B. Odatle, na osnovu
A, Bt AN Binaosnovu teoreme 2.25(c) sledi A -7, AN B te,
na osnovu teoreme 2.31, vazi A, ~(AA B) Fp, L.

Cvoru v pridruZeno je tvrdenje oblika AV B, A 1 1, a nje-
govim direktnim potomcima A,A -, 1 i B,A +; L. Na os-
novu induktivne pretpostavke vazi A, Aty LiB,Aty 1L a,na
osnovu teoreme 2.31, A +;, -Ai1 A+ —B. Odatle, na osnovu
-A,-B F =A A =B ina osnovu teoreme 2.25(c) sledi A .
—A A —B te, na osnovu teoreme 2.31, vazi A, ~(-=AA—-B) b L.
Vazi AV B b —~(=A A —B) te, na osnovu teoreme 2.25(c), vazi
A, AV Btyp J_,paiA\/B,A Fr L.

VR: Cvoru v pridruZeno je tvrdenje oblika A,~(AV B) 1 1, a

njegovom direktnom potomku A, ~A +, LiliA,-B 5 L. Ako
je direktnom potomku ¢vora v pridruzeno tvrdenje A, —A p,
1, onda je ono ta¢no na osnovu induktivne pretpostavke, pa,
kako vazi =(A vV B) k1 —A, na osnovu teoreme 2.25(c), vaZi
A,=(AV B) kL. Tvrdenje se analogno dokazuje u drugom
sluéaju.

= L: Cvoru v pridruZeno je tvrdenje oblika A = B,I', A, 0" A’ k[,

1, anjegovim direktnim potomcimaI', ©’, -Atp LiB, A A Fp
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L. Na osnovu induktivne pretpostavke vazi I, ©’',—A F; L i
B,A, A’ 1, 1 a,naosnovu teoreme 2.31,I",0" -, Ai A, A+,
—B. Na osnovu teoreme 2.25(a) vaziT', O, A, A" -, Ail, 0, A,
A+, —B. Odatle, na osnovu A, =B +;, A A =B ina osnovu teo-
reme 2.25(c) sledi ', ©’, A, A’ - A A =B i, na osnovu teoreme
231, 1,0, AN, ~(AAN-B) by L. Vazi A = Bt —-(AAN-B),
pa na osnovu teoreme 2.25(c), sledi I', ©', A, A/, A = B+ Li
A= BT A O At L.

= R: Cvoru v pridruZeno je tvrdenje oblika A, ~(A = B) F1 L,
a njegovom direktnom potomku A, A,-B k; L. Na osnovu
induktivne pretpostavke vazi A,A,-B F; 1, pa, kako vaZzi
-(A= B)Fp Ai—~(A = B) F -B, na osnovu teoreme 2.25(c),
vazii A,—~(A = B) Fr L.

Dakle, svakom ¢voru stabla 77 pridruzeno je tvrdenje koje je tatno u
teoriji L. Korenu tog stabla pridruzeno je tvrdenje —F +r L i ono je
tatno, pa na osnovu teoreme 2.31 vazi b, F, $to je i trebalo dokazati. O

Primer 2.21 Dokaz formule (AV B) = (B V A) u rac¢unu sekvenata

AL A BE B
A-BvaA Yl BkaAxf

AVBL BVA
=R

F(AVB)= (BVA)

transformise se, na osnovu postupka opisanog u dokazu teoreme 2.40 najpre u
sledece stablo (¢ijem je svakom ¢voru pridruZeno tvrdenje teorije L):

A -Abp L B,-BFp L
A-(BVAtFL L B, ~(BVAFL L
AV B,~(BVA)t, L
-((AVB)=(BVA)FL L

Sva tvrdenja pridruZena ¢vorovima ovog stabla tacna su u teoriji L, pa u
teoriji L vazii—((AV B) = (BVA))Fr Likg (AV B) = (BV A). Dokaz ove
formule u teoriji L zasnovan na konstruisanom stablu zahtevao bi ukljuc¢ivanje
dokaza teorema (tj. odgovarajucih instanci) koriséenih u dokazu teoreme 2.40.
Naravno, dokaz formule u teoriji L dobijen na taj nacin Cesto nije elegantan i
optimalan.

Iz teorema 2.38, 2.39 i 2.40 neposredno sledi da su teorija L, sistem prirodne
dedukcije za klasi¢nu iskaznu logiku i ra¢un sekvenata za klasi¢nu iskaznu
logiku ekvivalentni, tj. vaZi naredno tvrdenje.

Teorema 2.41 Iskazna formula je teorema teorije L ako i samo je ona teorema
sistema prirodne dedukcije za klasi¢nu iskaznu logiku ako i samo ako je teo-
rema rac¢una sekvenata za klasi¢nu iskaznu logiku.



80 2 Iskazna logika

Iz navedene teoreme sledi da vazi I' - A u teoriji L akoisamoakoI' - A
vaZi u sistemu prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku ako i samo ako I' - A
vaZi u ra¢unu sekvenata za klasi¢nu logiku.

Iz potpunosti i saglasnosti teorije L (u odnosu na semantiku) sledi pot-
punost i saglasnost racuna sekvenata za klasi¢nu logiku, tj. u ra¢unu sekvenata
za klasi¢nu logiku vaziI' - A ako i samo ako vaziI" = A (gde je I' konatan niz
formula).

Analogno dokazu teoreme 2.41 dokazuje se da su Hilbertov sistem za intu-
icionisticku logiku, prirodna dedukcija za intuicionisti¢ku logiku i ra¢un sekve-
nata za intuicionisticku logiku ekvivalentni sistemi.

Zadaci

Zadatak 44 / Dokazati da je formula (A = B) = (-B = —A) teorema ra¢una
sekvenata za klasi¢nu logiku.

Zadatak 45 Dokazati da je formula (-B = —A) = (A = B) teorema ra¢una
sekvenata za klasi¢nu logiku.

2.4 Sazetak

Iskazna logika ima tri aspekta: svoju sintaksu (ili jezik), svoju semantiku (ili
znacenje iskaza) i svoje deduktivne sisteme. Poglavlje 2.1 bavi se jezikom
iskazne logike, poglavlje 2.2 semantikom, a poglavlje 2.3 dedukcijom u iskaznoj
logici.

U potpoglavlju 2.2.1 definisani su pojmovi valjane i zadovoljive iskazne for-
mule. Problemi ispitivanja valjanosti i zadovoljivosti su centralni problemi
iskazne logike. Ovi problemi su odlucivi i postoje efektivni metodi za nji-
hovo resavanje. Neki od tih metoda su: metod istinitosnih tablica (potpoglavlje
2.2.2), Dejvis—Patnam-Longman-Lovelandova procedura (potpoglavlje 2.2.6),
metod rezolucije (potpoglavlje 2.2.7) i metod tabloa (potpoglavlje 2.2.8).

Neki od ovih metoda zahtevaju transformisanje zadate formule u neku nor-
malnu formu (potpoglavlje 2.2.5), $to obezbeduju koncepti supstitucije i teo-
rema o zameni (potpoglavlje 2.2.3).

Svi nabrojani metodi imaju svojstvo potpunosti i saglasnosti — ako je for-
mula valjana, onda e to sigurno biti pokazano primenom metoda, i ako metod
tvrdi da je neka formula valjana, onda je ona sigurno valjana.

Svaki od nabrojanih metoda ima eksponencijalnu sloZenost za ispitivanje
zadovoljivosti. Problem zadovoljivosti (problem SAT) je tipi¢an predstavnik
klase NP kompletnih problema i ne zna se da li za njega postoji metod ¢ija je
sloZenost polinomijalna.

Koncept ,,valjane formule” je semanticke prirode, a njegov sintaksni, de-
duktivni pandan je koncept ,teoreme”. Teorema je formula za koju postoji
dokaz u okviru nekog deduktivnog sistema. Dokaz se zasniva na pravilima
izvodenja i aksiomama, a ne na definiciji semantike. No, deduktivni sistemi su
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obi¢no izgradeni tako da imaju svojstvo potpunosti i saglasnosti: ako je neka
iskazna formula valjana, onda ona moZe biti dokazana u okviru deduktivnog
sistema, a ako za neku formulu postoji dokaz u okviru deduktivnog sistema,
onda je ona sigurno valjana. Neki od deduktivnih sistema za iskaznu logiku
su Hilbertov sistem ili teorija L (potpoglavlje 2.3.1), Gencenova prirodna de-
dukcija (potpoglavlje 2.3.2) i Gencenov ra¢un sekvenata (potpoglavlje 2.3.3).
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Glava 3
Logika prvog reda

Logika prvog reda, predikatska logika, znatno je izraZajnija od iskazne logike.
Osnovna novina u odnosu na iskaznu logiku je uvodenje kvantifikovanja, uni-
verzalnog i egzistencijalnog. Zahvaljujudi kvantifikatorima, u logici prvog reda
mogu se formulisati tvrdenja koja nije moguée formulisati na jeziku iskazne
logike kao, na primer, tvrdenje ,,za svaku valuaciju postoji klauza iz S koja nije
ta¢na ako i samo ako ne postoji valuacija takva da je svaka klauza iz S ta¢na”. U
logici prvog reda dozvoljeno je samo kvantifikovanje promenljivih.! U okviru
logike prvog reda mogu se opisati mnoge matematicke teorije.

Kao i iskazna logika, logika prvog reda ima tri aspekta: svoju sintaksu
(ili jezik), svoju semantiku (ili znacenje iskaza) i svoje deduktivne sisteme. I
semantika i deduktivni sistemi grade se nad isto definisanom sintaksom, tj. nad
istim skupom formula.

Kao i u iskaznoj logici, centralni problemi u predikatskoj logici su ispiti-
vanje da li je data formula valjana i da li je data formula zadovoljiva. Za raz-
liku od iskazne logike, ovi problemi nisu odlucivi, te ne postoje efektivni algo-
ritmi za njihovo reSavanje. No, problem ispitivanja valjanosti za predikatsku
logiku je poluodluciv, pa postoje metode koje za svaku valjanu formulu mogu
da dokazu da je ona valjana (a ne mogu za bilo koju formulu koja nije valjana
da utvrde da nije valjana).

Postoji vise metoda i pristupa za ispitivanje i dokazivanje valjanosti i zado-
voljivosti. Neki od njih su semanticke, a neki deduktivne (4. sintaksno-deduk-
tivne) prirode. Kao i u iskaznoj logici, klju¢na veza izmedu ova dva koncepta
je tvrdenje da je formula valjana (Sto je semanticka kategorija) ako i samo ako
je ona teorema (Sto je deduktivna kategorija). Zahvaljujuéi ovoj vezi, sintaksa
predikatske logike (jezik predikatske logike), njena semantika (konvencije o
znacenju formula) i njena deduktivna svojstva ¢ine kompaktnu celinu.

! U logici vigeg reda predikati i funkcije kao argumente mogu imati druge predikate i funkcije
i dozvoljeno je njihovo kvantifikovanje. Na primer, u logici drugog reda predikati i funkcije mogu
za argumente imati predikate i funkcije prvog reda i mogu biti kvantifikovani. Predikati i funkcije
reda n mogu za argumente imati predikate i funkcije n — 1 reda i mogu biti kvantifikovani.
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3.1 Sintaksa logike prvog reda

Sintaksni aspekt logike prvog reda govori o njenom jeziku, a o formulama
isklju¢ivo kao o nizovima simbola i ne uzima u obzir njihovo moguce znacenje.

Definicija 3.1 Logicki deo jezika prvog reda ¢ine skupovi:
1. prebrojiv skup promenljivih V;

2. skup logickih veznika {—,A,V,=, <}, pri ¢emu je - unarni veznik, a
A, V,= i< su binarni veznici;

3. skup kvantifikatora {V, 3}, pri ¢emu je V univerzalni kvantifikator, a 3
egzistencijalni kvantifikator;

4. skup logi¢kih konstanti {T, L};
5. skup pomoénih simbola {(, ), ,}.

Elemente nabrojanih skupova zovemo logicki simboli.

Rec¢nik ili signatura £ sastoji se od najvise prebrojivih skupova ¥ i 11, koje
redom nazivamo skupom funkcijskih simbola i skupom predikatskih (relacij-
skih) simbola, kao i od funkcije ar koja preslikava skup ¥ U II u skup nenega-
tivnih celih brojeva. Za k € X UII, vrednost ar (k) zovemo stepen ili arnost sim-
bola k. Presek svaka dva od skupova %, 11, skupa promenljivih, skupa logickih
veznika, skupa kvantifikatora, skupa logickih konstanti i skupa pomo¢nih sim-
bola je prazan. Funkcijske simbole arnosti 0 zovemo simbolima konstanti.
Skupovi ¥ i II ¢ine nelogicki deo jezika prvog reda, a sve njihove elemente
zovemo nelogi¢kim simbolima.

Za datu signaturu

L= (2II,ar)

re¢ nad L je bilo koji niz simbola iz skupova ¥, 11 ili logic¢kog dela jezika.
Uz indeks ili bez indeksa, obi¢no oznacavamo sa:
e a,b,c,...simbole konstanti;
e f,g,h,... funkcijske simbole arnosti vece od 0;
® p,q,r,...predikatske simbole;

® z,y,2,... promenljive.

Definicija 3.2 Skup termova nad signaturom £ = (X, II, ar) i skupom promen-
ljivih V' je najmanji skup za koji vaZi:

e svaki simbol konstante (. svaki funkcijski simbol arnosti 0) je term;

e svaki simbol promenljive je term;
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e ako je f funkcijski simbol za koji je ar(f) = nity, ta, ..., t, su termovi,
ondajei f(t1,t2,...,t,) term.

Definicija 3.3 Skup atomickih formula nad signaturom £ = (X,11, ar) i sku-
pom promenljivih V' je najmanji skup za koji vaZi:

e logicke konstante T i L su atomicke formule;

e ako je p predikatski simbol za koji je ar(p) = nity, to, ..., tp Su termovi,
onda je p(t1,ts, ..., t,) atomicka formula.

Definicija 3.4 Skup dobro zasnovanih formula nad signaturom £ = (2,11, ar)
i skupom promenljivih V' (ili jezik prvog reda nad £ i V) je najmanji skup za
koji vazi:

e svaka atomicka formula je dobro zasnovana formula;

e ako je A dobro zasnovana formula, onda je i (—.A) dobro zasnovana for-
mula;

e ako su A iB dobro zasnovane formule, onda sui(AAB), (AVB), (A = B)
i (A < B) dobro zasnovane formule;

e ako je A dobro zasnovana formula i = je promenljiva, onda su ((Vz).A) i
((3z).A) dobro zasnovane formule.

Umesto termina dobro zasnovana formula, ¢esto ¢emo pisati krace formula.

Dobro zasnovane formule obi¢no oznatavamo velikim pisanim latini¢nim
slovima (eventualno sa indeksima). Skupove dobro zasnovanih formula obi¢no
oznacavamo velikim slovima grékog alfabeta (eventualno sa indeksima).

Logicke veznike zovemo i bulovskim veznicima ili, krace, veznicima. Vez-
nik = zovemo negacija, veznik A konjunkcija, V disjunkcija, veznik = impli-
kacijai < ekvivalencija. Zapis (—.A) ¢itamo negacija A ili ne A. Zapis (A A B)
¢itamo A konjunkcija B ili A i B. Zapis (A V B) &itamo A disjunkcija B ili A
ili B. Zapis (A = B) ¢itamo A implikacija B ili iz A sledi B. Zapis (A < B)
¢itamo A ekvivalencija B ili A ekvivalentno B. Zapis ((Vz).A) ¢itamo za svako
x A. Zapis ((3z).A) ¢itamo postoji = takvo da je A.

Ako su dve dobro zasnovane formule A i B sintaksno identi¢ne (tj. ako
su jednake kao nizovi simbola), onda to ozna¢avamo A = 5. Ako dve dobro
zasnovane formule A i B nisu sintaksno identi¢ne, onda to ozna¢avamo A # B.

Termove, atomicke formule i dobro zasnovane formule nad signaturom £
ponekad éemo krace zvati i £L-termovi, £-atomicke formule i £-formule.

Bazni term je term koji ne sadrZi nijednu promenljivu. Bazna formula je
formula koja ne sadrZi nijednu promenljivu.

Literal je atomic¢ka formula ili negacija atomicke formule. Klauza je dis-
junkcija literala.

Da bismo izbegli koriS¢enje velikog broja zagrada obi¢no izostavljamo spolj-
ne zagrade i usvajamo konvenciju uz koju u nekim dobro zasnovanim formu-
lama neke zagrade mogu biti izostavljene i to na isti nacin kao i za iskazne
formule, pri ¢emu kvantifikatori imaju vedi prioritet od svih logickih veznika.
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KaZemo da formula A odreduje ili indukuje signaturu £, ako je £ signatura
koja sadrzi sve funkcijske i predikatske simbole iz A i nijedan vise.

Teorema 3.1 (Indukcija nad skupom dobro zasnovanih formula) Nekaje ¢
svojstvo reci jezika nad signaturom L i skupom promenljivih V. Pretpostavimo
da svojstvo ¢ vaZi za svaku atomicku formulu i pretpostavimo da ako svojstvo
¢ vaZi za dobro zasnovane formule A i B, onda ono vaZi i za dobro zasnovane
formule ~A, ANB, AV B, A= B, A< B, (Vz)Ai(3z)A. Tada svojstvo ¢ vaZi
za svaku dobro zasnovanu formulu.

Dokaz: Neka je L skup svih re¢i nad signaturom £ (za skup promenljvih V) za
koje je zadovoljen uslov ¢. Skup L zadovoljava uslove definicije skupa
dobro zasnovanih formula. Kako je skup dobro zasnovanih formula naj-
manji takav skup, sledi da je on podskup skupa L, tj. svojstvo ¢ vazi za
svaku dobro zasnovanu formulu nad signaturom £ i skupom promenlji-
vih V. ad

Definicija 3.5 Funkcija c iz skupa dobro zasnovanih formula u N svakoj dobro
zasnovanoj formuli pridruZuje sloZenost na sledeéi nacin:

1. ako je A atomi¢ka dobro zasnovana formula, onda je c(A) = 0;
e(~A) = c(A) + 1;

c(AANB) =c(A)+c(B)+1;

c(AV B) =c(A) +c¢(B) +1;

(A= B)=c(A)+c(B)+1;

c(AeB)=c

(VzA) =c(A)+ 1,

c(FzA) = c(A

Q

.00.\1.0\.015';93!\)

Indukcijom nad skupom dobro zasnovanih formula moZe se dokazati da se
funkcijom ¢ svakoj dobro zasnovanoj formuli pridruZuje (jedinstvena) sloze-
nost. Na analogan nacin moZe se definisati i sloZenost terma.

Definicija 3.6 Slobodno pojavljivanje i vezano pojavljivanje promenljive u for-
muli definiSe se na sledec¢i nacin:

e svako pojavljivanje promenljive u atomickoj formuli je slobodno u toj for-
muli;

e svako pojavljivanje promenljive koje je slobodno u A je slobodno i u —A;
svako pojavljivanje promenljive koje je vezano u A je vezanoiu —A;
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e svako pojavljivanje promenljive koje je slobodno u A ili u B je slobodno i
uAANB, AV B, A= B, A< B;svako pojavljivanje promenljive koje je
vezano u A ili u B je vezanoiu ANB, AV B, A= B, A& B;

e svako slobodno pojavljivanje promenljive razlic¢ite od x u formuli A je
takode slobodno u formuli (Vx).A; svako slobodno pojavljivanje promen-
ljive © u A je vezano (vodeéim kvantifikatorom) u (Vz)A (tada kaZemo
da je x u dosegu vodeceg kvantifikatora); pojavljivanje promenljive = u
(Vz) u formuli (Vx).A je vezano; analogno za egzistencijalni kvantifikator.

Definicija 3.7 Promenljiva je vezana (slobodna) u formuli ako i samo ako ima
vezano (slobodno) pojavljivanje u toj formuli.

Primetimo da promenljiva moZe biti i slobodna i vezana u jednoj formuli.

Primer 3.1 U formuli p(x,y), pojavljivanje promenljive z je slobodno i ona je
slobodna u ovoj formuli.

U formuli p(z,y) = (Vz)q(x) prvo pojavljivanje promenljive x je slobodno,
a drugo i trece pojavljivanje je vezano. U ovoj formuli, promenljiva x je i slo-
bodna i vezana.

U formuli (Vz)p(x,y) = (Vz)q(x), sva pojavljivanja promenljive x su vezana
i promenljiva je vezana u ovoj formuli.

U sva tri primera, pojavljivanja promenljive y su slobodna.

Primer 3.2 U formuli (3z)(p(z) A (Vz)q(x)) Cetvrto pojavljivanje promenljive x
je vezano i ono je u dosegu kvantifikatora Vx, a ne i kvantifikatora 3x.

Cesto ¢emo pokazivati da formula A ima slobodne promenljive z1, xo, .. .,
xy, zapisom A(z1,z2,...,2,). Ovaj zapis, medutim, ne znadi da formula A
ne sadrzi jo$ neke slobodne promenljive, niti znac¢i da promenljive x1, x, .. .,
x, nemaju i neka vezana pojavljivanja u formuli A. Zapis A(z1,z2,...,2,) je
pogodan, jer mozemo da usvojimo konvenciju da kao A(t1, ta, .. ., t,) zapisu-
jemo formulu dobijenu zamenjivanjem svih slobodnih pojavljivanja promenlji-
vih z1, 29, ..., x, redom termovima t1, to, ..., t,.

L-formulu bez slobodnih promenljivih zovemo zatvorena £-formula ili £-
reCenica. Za formulu A kaZemo da je univerzalno zatvorena ako je oblika
(Vz1)(Vz2) ... (Vap)A', gdejez;, € V (1 = 1,2,...,k) i A’ ne sadrzi kvantifika-
tore kao ni slobodne promenljive osim (eventualno) promenljivih z1, 2, . . ., z%.
Formula A je egzistencijalno zatvorena ako je oblika (3z1)(3z2) . .. (3xy) A’ gde
jex; €V (i=1,2,...,k)i A nesadrzi kvantifikatore kao ni slobodne promen-
ljive osim (eventualno) promenljivih z1,2s,...,zr. Ako formula A ima kao
slobodne samo promenljive z1, x2, . .., zx onda formulu (Vz1)(Vzs) ... (Vo)A
nazivamo univerzalnim zatvorenjem formule A i krace je oznacavamo sa Vx* A.
Ako formula A ima kao slobodne samo promenljive 1, 2, ..., z), onda for-
mulu (3z1)(3z2) . .. (3zx).A nazivamo egzistencijalnim zatvorenjem formule A
ikrace je oznacavamo sa 3 A.
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Zadaci

Zadatak 46 Zapisati narednu recenicu u vidu dobro zasnovane formule logike
prvog reda:

(a) Svako voli nekoga i niko ne voli svakoga ili neko voli svakoga i neko ne
voli nikoga.

(b) Mozete lagati neke ljude sve vreme i moZete lagati sve ljude neko vreme,
ali ne moZete lagati sve ljude sve vreme.

3.2 Semantika logike prvog reda

Semanticki aspekt logike prvog reda govori o znacenju formula. U nastavku ¢e
biti uvedena semantika logike prvog reda u stilu Tarskog (koji je prvi precizno
uveo pojam semantike 1933. godine) [72]. Tako uvedenu semantiku zovemo i
semantika Tarskog.

3.2.1 Valuacija, interpretacija, model; zadovoljive, valjane,
porecive i kontradiktorne formule

U nastavku ¢emo smatrati da se podrazumeva (i kada to nije eksplicitno re¢eno)
da se, kada se govori o formulama, govori o £-formulama za neku fiksnu
signaturu £ i fiksan skup promenljivih V.

Definicija 3.8 Za datu signaturu £, L-struktura D je par (D,IX), gde je D
skup, a I* funkcija pri éemu vaZi sledece:

e D je neprazan skup i zovemo ga domen, nosa¢ ili univerzum;

e svakom simbolu konstante c iz L (tj. svakom funkcijskom simbolu arnosti
0), funkcija I* pridruzuje jedan element cy iz D;

e svakom funkcijskom simbolu f iz L za koji je ar(f) = n in > 0, funkcija
I* pridruZuje jednu totalnu funkciju fr iz D™ u D;

e svakom predikatskom simbolu p iz £ za koji je ar(p) = n (in > 0) funkcija
I* pridruzuje jednu totalnu funkciju py iz D™ u {0,1} .

Valuacija v za skup promenljivih V' u odnosu na domen D je preslikavanje
koje svakom elementu iz V' dodeljuje jedan element iz D. Ako je v(x;) = d;,
onda kaZemo da je d; vrednost promenljive x; u valuaciji v. Ako su v i w va-
luacije za isti skup promenljivih i u odnosu na isti domen, onda sa v ~, w
oznacavamo da je v(y) = w(y) za svaku promenljivu y razli¢itu od x.

Ako je ® = (D, I*) L-struktura za neku signaturu £ i v valuacija za skup
promenljivih V' i za domen D, onda par (D, v) odreduje interpretaciju, tj. funk-
ciju I, koja preslikava skup £-termova nad skupom promenljivih V' u skup D,
a skup £-formula nad skupom promenljivih V' u skup {0, 1}. Funkcija I,, uvodi
se narednim dvema definicijama.
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Definicija 3.9 Vrednost (ili znaenje) terma t u interpretaciji I,,, odredenoj L-
strukturom® i valuacijom v, oznaavamo sa I, (t) i definiSemo na slede¢i nadin:

e ako jet simbol promenljive x, onda je I,,(t) = v(x);
e ako je t simbol konstante ¢, onda je I,,(t) = cr;

e akojet jednako f(t1,t2,...,t,) (priCemuje ar(f) = n)iakoje I, (t; d;

):
zai=1,2,...,n (prifemujed; € D), ondaje I,(t) = fi(d1,dz,...,dy).

Definicija 3.10 Vrednost (ili znacenje) formule A u interpretaciji I,,, odredenoj
L-strukturom ® i valuacijom v, ozna¢avamo sa I,(A) i definiSemo na sledeci
nacin:

e ako je A atomicka formula T ondaje I,(A) = 1;
e ako je A atomicka formula | ondaje I,(A) = 0;

e ako je A atomicka formula p(t1,ts, ..., t,) (pri demu je ar(p) = n) i ako
je I,(t;) = d; zai = 1,2,...,n (pri ¢emu je d; € D), onda je I,(A) =
pr(di,da, ... dy);

e akoje A = -B, onda je

0, akojel,(B)=1
1, akojel,(B)=0

e akoje A= B A Bs, onda je

. 1, akoje IU(Bl) =1 IIU(BQ) =1
L,(A) = { 0, inacde

e akoje A= B,V By, ondaje

| 1, akojel,(B:)=1iliI,(B:)=1
L,(A) _{ 0, inace

e akoje A= By = By, onda je

| 0, akojel,(B1)=1il,(B2)=0
L,(A) _{ 1, inace

e akoje A= Bi & By, ondaje

| 1, akojel,(B1)=I,(B2)
Ly(A) = { 0, inace

e akoje A= (3z)B, onda je I,(A) = 1 ako postoji valuacija w sa domenom
D takva daje w ~y v il,(B) = 1; inace je I,(A) = 0;
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e akoje A = (Vz)B, onda je I,(A) = 0 ako postoji valuacija w sa domenom
D takva dajew ~, v il,(B) = 0; inace je I,(A) = 1.

Indukcijom se moZe dokazati da je na opisani nacin svakoj formuli A nad
signaturom £ i skupom V pridruZena (jedinstvena) vrednost I,,(.A). Primetimo
da I, (A) zavisi od v(z) samo ako promenljiva x ima slobodna pojavljivanja u
formuli A. Vrednost I,(A), dakle, zavisi samo od slobodnih promenljivih u
formuli A. Specijalno, ako je A re€enica, vrednost I,,(.A) uopste ne zavisi od v,
pa tada umesto I, (A) piSemo krace I(A).

Definicija 3.11 Ako je interpretacija I, odredena L-strukturom ® i valuaci-
jom v i ako za L-formulu A vazi I,(A) = 1, onda kaZemo da interpretacija
I, zadovoljava formulu A, da je formula A ta¢na u interpretaciji I,, i da je L-
struktura ® sa valuacijom v model formule A i piSemo (D,v) = A. Formula
A je zadovoljiva u L-strukturi © ako postoji valuacija v takva da je (9, v) = A.
L-formula A je zadovoljiva ako postoje L-struktura ® i valuacija v takve da je
(®,v) E A

Ako formula nije zadovoljiva, onda kaZemo da je ona kontradiktorna.

Definicija 3.12 Ako je za neku L-strukturu ® formula A tacna za svaku valu-
aciju v, tj. u svakoj interpretaciji I,,, onda kaZemo da je L-struktura ® model
formule A, kaZemo da je formula A valjana u L-strukturi ® i piSemo ® = A.
Ako je formula nad signaturom L valjana u svakoj L-strukturi, onda za tu for-
mulu kaZemo da je valjana i to zapisujemo = A.

Ako formula nije valjana, onda kaZemo da je ona poreciva.

Ako nije ® = A, onda pisemo ® [ A i kaZemo da je © kontramodel za A.

Analogne definicije uvodimo za skupove formula.

Definicija 3.13 Skup recenica I' je konzinstentan ili zadovoljiv ako ima bar
jedan model. Inace, kaZemo da je nekonzistentan, nezadovoljiv, protivre¢an
ili kontradiktoran.

Teorema 3.2 Ako su formule A i A = B (nad nekom signaturom L) valjane,
onda je i formula B valjana.

Dokaz: Pretpostavimo da postoje L-struktura ® i odgovarajuca interpretacija
I, u kojoj formula B nije ta¢na. Formula A je valjana, pa je ta¢na i u
interpretaciji I,,. U toj interpretaciji, onda, formula A = B nije ta¢na (jer
je I,(A) = 11 L,(B) = 0), Sto protivreci pretpostavci da je formula A = B
valjana. Dakle, polazna pretpostavka je pogresna, pa je formula B ta¢na
u svakoj interpretaciji, tj. ona je valjana, $to je i trebalo dokazati. O

Teorema 3.3 Formula A nad signaturom L je valjana u L-strukturi ® ako i
samo ako je formula (Vx)A valjana u ®.
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Dokaz: Pretpostavimo da je formula A valjana u ®. Pretpostavimo da formula
(Vz)A nije valjana u ®, tj. pretpostavimo da postoji valuacija v takva da
je I,((Vz).A) = 0. Odatle sledi da postoji valuacija w za koju je w ~5 v
i vazi I,,(A) = 0, pa formula A nije valjana u ©, $to je u suprotnosti sa
pretpostavkom. Dakle, formula (Vx).A je valjana u D.

Pretpostavimo da je formula (Vz).A valjana u ®. To znadi da za svaku
valuaciju v vazi I,,((Vz).A) = 1. Pretpostavimo da formula A nije valjana
u ®. Tada postoji valuacija w takva da je I,,(A) = 0, paje I,((Vx)A) = 0,
$to je u suprotnosti sa pretpostavkom. Dakle, formula A je valjana u ®.

O

Teorema 3.4 Formula A je valjana ako i samo ako je formula (Vx).A valjana.

Dokaz: Neka je A formula nad signaturom £. Ako je formula 4 valjana, onda
je ona valjana u svakoj £-strukturi ®, pa je onda, na osnovu teoreme 3.3,
u svakoj L-strukturi © valjana i formula (Vz).A. Analogno vaZiiobratno,
pa je formula A valjana ako i samo ako je formula (Vz).A valjana. O

Na osnovu teorema 3.3 i 3.4 i jednostavnog induktivnog argumenta slede
naredne dve teoreme.

Teorema 3.5 Formula A nad signaturom L je valjana u L-strukturi ® ako i
samo ako je formula V * A valjana u ®.

Teorema 3.6 Formula A je valjana ako i samo ako je formula ¥V * A valjana.

Ako je formula refenica, ona nema slobodnih promenljivih, pa na njenu
vrednost u interpretaciji ne uti¢e valuacija. Dakle, ako je refenica nad signa-
turom £ zadovoljiva u L-strukturi ®, onda je ona i valjana u ®, a trivijalno
vaZi i obratno — ako je recenica nad signaturom £ valjana u L-strukturi ®,
onda je ona i zadovoljiva u ®. Specijalno, re¢enica V * A nad signaturom L je
zadovoljiva u ® akko je valjana u ®. Odatle i iz teoreme 3.5 neposredno sledi
naredno tvrdenje.

Teorema 3.7 Za formulu A nad signaturom L i L-strukturu ® vaZi:
v x A je zadovoljiva u® akko V x A je valjana u® akko A je valjana u ®.

Naredne tri teoreme analogne su (preciznije dualne) prethodnim teoremama
(i ne navodimo njihove dokaze).

Teorema 3.8 Formula A nad signaturom L je zadovoljiva u L-strukturi ® ako
i samo ako je formula 3 x A zadovoljiva u®.

Teorema 3.9 Formula A je zadovoljiva ako i samo ako je formula 3 * A zado-
voljiva.

Teorema 3.10 Za formulu A nad signaturom L i L-strukturu® vaZi:
3 A je valjana u® akko 3 x A je zadovoljiva u ® akko A je zadovoljiva u®.



92 3 Logika prvog reda

Zadaci
Zadatak 47 / Odrediti bar jedan model formule (Vz)(p(z) = p(f(z))).

Zadatak 48 ./ Ispitati da Ii je L-struktura data sa D = {a, b, c} i

p

~

a
b
c

2 o o=
S = =R
OO =S
= = OO

o o

model formule (Vx)(p(z, f(2)) = p(f(z),z)).
Zadatak 49 / Odrediti sve dvoc¢lane modele formule (Vz)(3y)(p(z, y)=—p(y, z))-

Zadatak 50 / Odrediti jedan model i jedan kontramodel za formulu
(V2)By) (p(f (2,9), a))-

Zadatak 51 / Data je formula
A = (Vz)(p(z, f(x)) A —p(z, x)) A(V2)(Vy)(V2)(p(2, y) A p(y, 2) = p(, 2)).
(a) Odrediti bar jedan model za formulu A.
(b) Odrediti bar jedan kontramodel za formulu A.
(c) Dokazati da svaki model formule A ima beskonac¢an domen.

Zadatak 52 / Dokazati da je formula (Vz)(Vy)(32)(p(x) Ap(y) < p(z)) valjana.

Zadatak 53 Dokazati da su naredne formule valjane:
(@) (F)(vy)A = (Vy)(Fr) A
(b) (3z)(A=B)) < (A=(3x)B), pri ¢emu promenljiva z nije slobodna u A.

Zadatak 54 Dokazati da naredne formule nisu valjane:
(@) (3x) A1 A (Fz) Ay & (F) (AL A Ag)
(b) (V) A, V (Vz) Az & (Va)( A1 V Az)

Zadatak 55 Dokazati da formula (Vz)(3y)p(z,y) < (3y)(Vz)p(z,y) nije va-
ljana.

Zadatak 56 Dokazati da je sledeca formula valjana:
((Vz)A) A B < (Vz)(A A B)

pri ¢emu formula B nema slobodnih pojavljivanja promenljive x. Dokazati da
data formula nije valjana ako se izostavi navedeni dodatni uslov.
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3.2.2 Logicke posledice, logicki ekvivalentne formule,
supstitucija

Definicija 3.14 Neka jeI' skup formula i neka je A formula nad signaturom L.
KazZemo da je formula A logicka posledica skupa formulaI' i piSemoI' = A
ukoliko za svaku L-strukturu ® i svaku valuaciju v vaZi: ako za svaku formulu
BizT vazi (D,v) = B, onda vazi (D,v) = A.

Drugim recima, kaZemo da je formula A logi¢ka posledica skupa formula
I' ako je svaki model za I' istovremeno i model za A.

Ako je skup I konalan, tj. akoje I = {B1, Bs, ..., By}, onda pisemo B, Ba,
..., By = A. Ako je I' prazan skup, onda pisemo = A. Ako je = A, onda
formulu A zadovoljava svaka interpretacija i tada je formula A valjana.

AkonevaziT' |= A, onda to zapisujemo I' £ A.

Na osnovu definicije logicke posledice, jednostavno se dokazuje naredno
tvrdenje (analogno teoremi 2.3).

Teorema 3.11
(a) Svaka valjana formula je logicka posledica praznog skupa formula.

(b) Ako je skup I' kontradiktoran, onda je svaka formula njegova logicka
posledica. Specijalno, svaka formula je logicka posledica skupa {_L}.

(c) AkojeT' Cc Ail' = A, ondaje A = A.
(d) Ako je formula A valjanail = B,ondajeT \ {A} = B.

Definicija 3.15 KaZemo da su formule A i B logicki ekvivalentne i piSemo A =
B ako je A logicka posledica formule B i B je logicka posledica formule A.

Ako je svaki model za A istovremeno i model za B i obratno, onda u bilo
kojoj valuaciji formule A i B imaju jednake vrednosti. Tvrdenja oblika A = B
zovemo logickim ekvivalencijama (ili krace ekvivalencijama). Relacija = je,
ocigledno, relacija ekvivalencije nad skupom formula.

Teorema 3.12 Ako za L-formule A1, As, B i By vazi Ay = Ay i B1 = Bs, onda
je:

(a) ~A; =-Ay

(b) Ai ANBy= A3 A By

() A1V B =A3V B,y

(d) A1 = B1= A= By

(e A & Bi= Ay & B

() (Vz)Ay = (Vo) Az
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(8) (3z)A; = (3r)A2

Dokaz: Delovi (a)-(e) dokazuju se jednostavno, analogno kao u dokazu teo-
reme 2.6.

Dokazimo deo (f). Neka je ® proizvoljna L-struktura. Pretpostavimo
da vazi I,((Vz).A;) = 11 dokaZimo da onda vazii I,((Vz)A2) = 1. 1z
I,((Vz)A;) = 1 sledi da za svaku valuaciju ¢/, takvu daje v’ ~; v, vaZi
I/ (A1) = 1. Kako vazi A; = As (§. vazi I,(A;) = 1 ako i samo ako
vazi I,(Az) = 1), sledi da za svaku valuaciju v/, takvu da je v’ ~; v,
vazii Iy (A2) = 1, odakle dalje sledi da vazi I,((Vz)Az) = 1. Dakle,
vazi (Vz)A; = (Vz)Asz, pa, potpuno analogno, vazii (Va)As E (Va)A;,
odakle sledi (Vz).A; = (Vz)As. Deo (g) dokazuje se analogno. O

Teorema 3.13 Za datu signaturu £, dve L-formule A i B su logicki ekviva-
lentne ako i samo ako je formula A < B valjana.

Dokaz: Pretpostavimo da su formule A i B logicki ekvivalentne. Dakle, za
svaku L-strukturu ® i valuaciju v, iz (D,v) = Asledi (D,v) | Biiz
(D,v) | Bsledi (9,v) = A. Dakle, ako je I,(A) = 1, onda mora da
jeilI,(B) = 1iobratno, tj. nije moguce da jedna od formula A i B ima
vrednost 1, a druga vrednost 0 u ® sa valuacijom v. Dakle, uvek vazi
I,(A) = I,(B), pa je (na osnovu definicije 3.10) uvek I,(A < B) = 1.
Dakle, formula A < B je valjana u L-strukturi ®, a kako to vaZi za svaku
L-strukturu, sledi da je formula A < B valjana.

Pretpostavimo da je formula A < Bvaljana. Onda je ona valjana u svakoj
L-strukturi ©, tj. za svaku L-strukturu ® (i odgovarajucu interpretaciju
I) vazi¢e I(A < B) = 1, pa ¢e za svaku valuaciju v vaziti I, (A < B) = 1.
Odatle sledi da je I,,(A) = I,(B). Akoje I,(A) = 1, ondaje I,(B) = 1, pa
je A = B. Analogno, vaZiiobratno — B = A, pa su formule A i B logi¢ki
ekvivalentne. |

Primer 3.3 MoZe se dokazati da za proizvoljnu L-formulu A vazi —-(3z)A =
(Vz)—A. Neka je® proizvoljna L-struktura. Pretpostavimo da vaZi I,,(—(3x).A)
= 1 i dokazimo da onda vazi i I,((Vx)-A) = 1. Iz I,(=(3x)A) = 1 sledi
I,((3z)A) = 0, pa u svakoj valuaciji v’, takvoj da je v’ ~, v, vazi I,/ (A) = 0. To
znadi da u svakoj valuaciji v’, takvoj da je v’ ~, v, vazi I,,(—A) = 1, a odatle
sledi da u svakoj valuacijiv”, takvoj da je v ~, v', vazi I, ((Vz)-A) = 1, pai
u valuaciji v, tj. I,((Yx)—~A) = 1, Sto je i trebalo dokazati. Drugi smer tvrdenja
(daiz I,((Vx)-A) = 1 sledi I,(—(3x).A) = 1) dokazuje se analogno.

Primer 3.4 Neke od logic¢kih ekvivalencija logike prvog reda (ili, preciznije,
neke od shema logickih ekvivalencija logike prvog reda) su:
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-(3r)A = (Vz)-A De Morganov zakon
-(Vz)A = (Fx)-A De Morganov zakon
(Fz)(AVvB) = (3x)AV (Iz)B zakon distributivnosti 3 prema V
(Vz)(AAB) = (Va)AA (Vz)B zakon distributivnosti V prema A
(Fz)(AANB) = (Az)AAB zakon distributivnosti 3 prema A
(pri ¢emu B ne sadrZi slobodna
pojavljivanja promenljive x)
(Vz)(AVB) = (Vz)AVB zakon distributivnosti V prema V

(pri ¢emu B ne sadrZi slobodna
pojavljivanja promenljive x)

Definicija 3.16 Term dobijen zamenom (supstitucijom) promenljive © termom
t, u termu t oznacavamo sa t[x — t,] i definiSemo na sledeci nacin:

e ako jet simbol konstante, onda je t[x — t;] = t;
e akojet =z, ondaje tix — t,] = ts;
e akojet =y, gdejey # x, ondaje tjx — t;] =t;

e ako jet = f(t1,t2,...,tn), Onda je tlxr — tz] = f(ti[z — tg], to[r —
L.t o 1),

Definicija 3.17 Formulu dobijenu zamenom (supstitucijom) promenljive x ter-
mom t,, u formuli A oznatavamo sa Alx — t,] i definiSemo na sledeci nacin:

o Tlx—t,]=T;
o L[zt =1,

e ako je A = p(ti,t2,...,t,), onda je Alx — t;] = p(tilr — ], talx —
te], .. tofz — ta]);

(A — ta] = ~(Alx — ta]);

(AN B)fz 1] = (Al = ta) A Bl — t.]);
(AVB)lz = t.] = (Al = t,] V Bz — t.]);

o (A= B)la o] = (Al - t,] = Bla — t]);
(A& B)lr = t,] = (Al — 1] & Ble — t,]);
(Vad) [z — t,] = (VzA);
(FzA)[z —t;] = (FzA);

e ako je x # y, neka je z promenljiva koja se ne pojavljuje ni u (Yy).A ni u
t,; tada je (VyA)[x — t,] = (V2)Aly — z][z — ta];

e ako je x # y, neka je = promenljiva koja se ne pojavljuje ni u (Jy).A ni u
t,; tada je (yA)x — t,] = (32)Aly — z][z — ta].
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Primetimo da poslednja dva pravila u prethodnoj definiciji obezbeduju, na
primer, da ((Vy)p(z,y))[r — y] ne bude (vy)p(y, y) ve¢ (V2)p(y, z).

Primer 3.5 VaZzi:

(Vx)A = (Vy)(Alxz—y]) zakon o preimenovanju vezane
promenljive (pri ¢emu A ne sadrZi
slobodna pojavljivanja promenljive y)

(Jy)(A[z — y]) zakon o preimenovanju vezane
promenljive (pri ¢emu A ne sadrZi
slobodna pojavljivanja promenljive y)

(Fx)A

U daljem tekstu éemo pod terminom izraz podrazumevati i termove i for-
mule.

Definicija 3.18 Uopstena zamena (supstitucija) o je skup zamena [t1 — t1],
[x2 > ta], ..., [xn — tn] gde su x; promenljive i t; su proizvoljni termovi i
gde je x; # x; zai # j. Takvu zamenu zapisujemo krace [x1 — t1,22 —
tg,...,xn '—>Ifn].

Uopstena zamena primenjuje se simultano na sva pojavljivanja promen-
ljivih x4, z2, ..., z, u polaznom izrazu i samo na njih (1. ne primenjuje se na
podtermove dobijene zamenama).

U daljem tekstu ¢emo umesto termina uopstena zamena (uopstena supsti-
tucija) koristiti termin zamena (supstitucija).

Izraz koji je rezultat primene zamene ¢ nad izrazom F, oznacavamo sa Eo.

Ocigledno, iz zamene [x1 +— t1,22 — to,...,z, — t,] se mogu (ali ne
moraju) izostaviti sve pojedina¢ne zamene oblika z; — ;.

Primer 3.6 Zao =[x — [f(y)]is = g(a,z) vaZisoc = g(a, f(y)).

Zao = [z f(x)]is=g(a,x)vazisoc = g(a, f(x)).

Zao = [z f(y),y = al, s =g(a,2) it = g(y, g(x,y)) vaziso = g(a, f(y))
ito = g(a,g(f(y),a)).

Ukoliko u zameni o = [1 — t1,22 — to,..., T, — t,] nijedan od termova
t; ne sadrzi nijednu od promenljivih z; (sem, eventualno, ako je ¢; = x; za neko
i), onda je efekat te zamene jednak efektu sukcesivno primenjenih pojedina¢nih
zamena. Supstitucija o je idempotentna (tj. za bilo koji izraz E vazi Eo =
(Eo)o) ako i samo ako vazi taj uslov — da nijedan od termova ¢; ne sadrzi
nijednu od promenljivih z; (sem, eventualno, ako je t; = x; za neko ).

Definicija 3.19 Za supstitucije ¢ = [x1 +— t1,22 — ta,...,Tp > tp] I A =
[y1 — s1,Y2 — S2,...,Ym — Sm], kompozicija supstitucija ¢ je supstitucija
[#1 — t1A, 22 = to oo @y — T A, Y1 > S1,Y2 — S2,. .., Ym > Sm] iZ koje su

izbrisane zamene oblika x; — x;, kao i zamene oblika y; — s;, gde je y; = z;
za neko j.
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Primer3.7 Za ¢ = [v — f(y)] i\ = [y — g(=)], vaZi oA = [ = f(g(2)),y —

9(2)]-
Zag =z = f(W)]iX=[y— g(x)], vaziol = [z — f(g(2)),y — g(z)].
Zagp=|zr—yli\=[y— x|, vaZip) = [y — x].
Zag =[x fY)iX=lx—g(2)], vazigpl = [z — f(y)].
Zap =[x f(x)]i)=[xr a], vaZid\ = [z — f(a)].

Moze se dokazati da je kompozicija supstitucija asocijativna, kao i da vazi

E(6)) = (Ep)A.

Definicija 3.20 Ako je E izraz (term ili formula) i ako je ¢ supstitucija, onda
kaZemo da je E¢ instanca (ili primerak) izraza E. Ako je izraz E¢ bazni, onda
kazemo da je on bazna instanca izraza E.

Definicija 3.21 Neka su formule B, i By takve da formula By nema nijednu
slobodnu promenljivu koju nema formula B;. Formulu dobijenu zamenom
(supstitucijom) formule 5B, formulom B, u formuli A, oznacavamo sa A[B, +—
Bs] i definiSemo na sledeéi nacin:

e ako je formula A instanca formule B3, tj. ako je A = Byo za neku supsti-
tuciju o, onda je A[B1 — Bs] = Bao;

e ako je formula A atomicka formula i nije instanca formule B, onda je
.A[Bl — 82] = .A,'

° ﬁA)[Bl — 82] = ﬁ(»/4[131 g BQ]);
o (AAB)[Bi+— Bs] = (A[B1 — Ba] AB[By — Ba));
o (AVB)[By — Ba] = (A[By — Ba] v B[B: — Ba));

o (A B)Bi+— Bo] = (A[By — Bo] & BBy — B));

(
(
(
o (A= B)[By+— Bs] = (A[B1 — Bs] = BBy — Bs]);
(
(Ve A)[By — Bs] = (Vo) (A[Br — Ba));

(

(] HI'A)[Bl — 82] = (31‘)(%‘[31 — 82])

Naglasimo da smo u prethodnoj definiciji datom restrikcijom pojednosta-
vili problem slobodnih pojavljivanjima promenljivih u formulama B; i B,. Os-
novna svrha koncepta zamene formule formulom je u zameni formule logicki
ekvivalentnom formulom i za tu svrhu je data definicija dovoljna.

Teorema 3.14 (Teorema o zameni) Ako vaZi By = By, onda je A = A[B; —
Ba).
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Dokaz: Ako je formula A instanca formule B, tj. ako je A = Bio za neku
supstituciju o, onda je A = Bio = Boo = A[By — Ba].

Ako je A atomicka formula i nije instanca formule 5;, onda je A[B; —
Bs] = A, pa trivijalno vazi A = A[B; — By].

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za formule A4, i A i dokazimo da vazi i

za formule - A;, A; AN As, A1 V Ay, A1 = Ay, A1 & As, (Vﬂj)Al i (EII).AL

Na osnovu definicije 3.21 vazi (=.A1)[B1 +— Ba] = =(A1[B1 — Ba]). Na
osnovu teoreme 3.12, iz A; = A;[B; — Bo] sledi —A; = —(A1[B1 —
Bs]), pa vazi = Ay = ~(Ai[By — Ba]) = (=A1)[B1 — Ba], §to je i trebalo
dokazati.

Na osnovu definicije 3.21 vazi (A; A A2)[B1 +— Ba] = (Ai[B1 — Ba]) A
(A2[B1 — Bs]). Na osnovu teoreme 3.12, iz A1 = A1[By — Bali Ay =
Az [By — Ba] sledi (A1 A Az) = (A1[Bi — Ba]) A (A2[By — Bs)), pa vazi
A1 N Ay = (./41 [81 — Bg]) VAN (./42[81 — Bg]) = (Al VAN Ag)[Bl — 82], Stojei
trebalo dokazati. Analogno se dokazujei. A, V Ay = (A1 V Ag)[B1 — Ba],
.Al = AQ = (Al = AQ)[Bl — BQ], .Al < AQ B (A1 = AQ)[Bl — BQ].

Dokazimo da iz Ay = Ai[B; — By sledi (Vz)A; = ((V2)A1)[B1 —
Ba]. Na osnovu teoreme 3.12, iz A; = A1[B1 — Bs] sledi (Vo)A =
(Va)(Ai[B1 — Bs]). Na osnovu definicije zamene, vazi ((Vz)A)[B; —
Bs] = (Va)(A[B1 — Ba]), pa vazi (Vz)A; = ((Vx)A41)[B1 — Ba], $toje i
trebalo dokazati. Analogno se dokazuje i (3z)A4; = ((3x).A1)[B1 — Ba).

S obzirom na to da tvrdenje vaZzi za sve atomicke formule i na to da iz
pretpostavke da vaZi za formule A, i A5 sledi da vaZii za formule -A;,
A1 AN Ag, A1V Az, A1 = A, A1 & As, (Va)A; i (3x).A;, na osnovu
teoreme o indukciji (3.1) proizilazi da tvrdenje vaZi za svaku formulu.

O

Definicijom 2.9 uvedena je zamena jedne iskazne formule u nekoj iskaznoj
formuli drugom iskaznom formulom. Na analogan nacin se uvodi zamena
iskaznog slova proizvoljnim izrazom nad odredenim jezikom (npr. dobro za-
snovanom formulom) u iskaznoj formuli. Naglasimo da je tako uvedena za-
mena Cisto sintaksne prirode i da ona moZe da prevede iskaznu formulu u
dobro zasnovanu formulu.

Teorema 3.15 Ako je A iskazna formula koja je tautologija i sadrZi (samo) iskaz-
na slova p1, pa, ..., pn 1 ako su Ay, As, ..., A, proizvoline dobro zasnovane
formule nad signaturom L, onda je Alp1 +— A1,p2 — As,...,p, — A,] do-
bro zasnovana formula (nad signaturom L) i pri tom valjana. Formulu A[p; —
Ai,p2 — A, ..., pp — A,] tada zovemo izvodom tautologije (ili tautologijom
prvog reda).

Dokaz: Indukcijom (nad skupom formula) jednostavno se dokazuje da je for-
mula A[p; — A1, p2 — As,...,pn, — A,] dobro zasnovana.
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Neka je © proizvoljna £L-struktura i v proizvoljna valuacija (prvog reda)
promenljivih koje se pojavljuju u Ay, Ay, ..., A,. Neka je w iskazna va-
luacija za skup {p1,ps2,...,pn} takvadaje w(p;) = I,(A;) (gdeje I, inter-
pretacija (prvog reda)). Indukcijom (nad skupom formula), jednostavno
se dokazuje da onda vazi I,,(A4) = L,(Alp1 — Ai,p2 — Az, pn —
Ay)]) (gdeje I, iskazna interpretacija, a I, interpretacija prvog reda). For-
mula A je tautologija, pa za iskaznu interpretaciju I,, vazi I,(4A) = 1,
odakle sledi I,(A[p1 — A1,p2 — Aa,...,pn — A,]) = 1. Kako to
vazi za proizvoljnu L-strukturu i valuaciju v, sledi da je formula A[p; —
Ai,p2 — Ag, ..., pn — Ay] valjana, §to je i trebalo dokazati. O

Ako je formula izvod tautologije, onda je ona i valjana, ali ne vaZi obratno.

Primer 3.8 Iskazna formula A = (p A q) < (g A p) je tautologija, pa je formula
Alp— A, q— B] = (AAB) < (BA A) tautologija prvog reda i, zato, valjana.

Primer 3.9 Formula —(3z)A < (Va)-A je valjana, ali nije tautologija prvog
reda.

Teorema 3.16 Neka za dve iskazne formule A, i Ay vazi Ay = A, i neka one
zajedno sadrZe (samo) iskazna slova p1, p2, ..., pn. Ako su Ay, As, ..., A,
proizvoljne dobro zasnovane formule, onda su A1 [p1 — Ai,p2 — Aa, ..., pp —
Ayn] = B1iAs[pr — Ai,p2 — As,...,pn — Ay] = B dobro zasnovane formule
ivazi B; = Bs.

Dokaz: 1z A1 = Ay, na osnovu teoreme 2.7 sledi daje iskazna formula A; < A,
tautologija. Na osnovu teoreme 3.15 sledi da je formula (4; & As)[p1 —
Ai,p2 — A, ..., pp — A,] dobro zasnovana i valjana. Na osnovu svoj-
stava zamene sledi da je formula (A; & As)[p1 — Ai,p2 +— Az, ..., pp —
A, ] (sintaksno) jednaka dobro zasnovanoj formuli A;[p1 — Ai,p2 —
Agyoooipp — Ap] & Aslpr — Ai,ps — As,...,pn — A,]. Kako je
formula (4; & As)[p1 — Ai,p2 — Aa,...,p, — A,] valjana, sledi da
je valjana i formula A;[p1 — A1,p2 — Az,...,pn — An] & Aolpr —

Ai,p2 — Aa,...,pn — A,]. Kako je dobro zasnovana formula A4, [p; —
Ai,ps = Az,oooipn = An] & Aalpr = Ape — Aa, o = Ay
valjana, na osnovu teoreme 3.13 sledi A;[p1 — A1,p2 — Aa,...,pn —

Ay = Aslpr — Aiype — As, ..., pn — Ay, Stoje i trebalo dokazati. O

Na osnovu teoreme o zameni (3.14) sledi da svaku dobro zasnovanu for-
mulu moZemo transformisati, koriS¢enjem pogodnih logickih ekvivalencija, u
dobro zasnovane formule koje su sa njom logicki ekvivalentne. Logicke ekvi-
valencije iskazne logike prirodno se prenose i u logiku prvog reda na osnovu
teoreme 3.16.

Primer 3.10 Neke od logickih ekvivalencija logike prvog reda (koje proizilaze
iz iskazne logike) su (videti i primer 2.6):
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-—A = A zakon dvojne negacije
Av-A = T zakon iskljuCenja treceg
(AANB) = (BAA) zakon komutativnosti za A

Primer 3.11 Vazi —=(3z)(A A =B) = (Vz)-(A A -B) = (Vo)(-A V =—B) =
(Vz)(mAV B) = (Vz)(A = B). Iz ~(3z)(A A -B) = (Vz)(A = B), na osnovu
teoreme 3.13 sledi da je formula —(3z)(A A =B) & (Vz)(A = B) valjana.

Zadaci

Zadatak 57 / Navesti primer formule koja je valjana a nije izvod tautologije.

Zadatak 58 |/ Dokazati da je formula (3z)(A = B) < ((Vz)A = (3z)B) va-
ljana.

Zadatak 59 Dokazati da za svaku supstituciju o iz A = B sledi Ao = Bo.
Zadatak 60 Dokazati da je formula (Vz)(3y)A = (Jy)(Alz — y]) valjana.
Zadatak 61 Dokazati sledec¢u logicku ekvivalenciju:

JrA = Jy(Alz —y))

pri ¢emu formula A nema slobodnih pojavljivanja promenljive y. Dokazati da
data logicka ekvivalencija ne vaZi ako se izostavi navedeni dodatni uslov.

Zadatak 62 Dokazati da je supstitucija o = [z1 — t1,T2 > ta,..., Ty > tp]
idempotentna (. da za bilo koji izraz E vazi Eoc = (Eo)o) ako i samo ako
nijedan od termova t; ne sadrZi nijednu od promenljivih z; (sem, eventualno,
akojet; = x; za nekoi).

3.2.3 Normalne forme

Definicija 3.22 KaZemo da je formula u preneks formi ili preneks normalnoj
formi ako je ona oblika

Q1$1Q21172 s QnInA

pri ¢emu je Q; ili V ili 3 i A ne sadrZi kvantifikatore, kao ni slobodne promen-
ljive osim (eventualno) promenljivih x1, x3, . .., Zy.

Ako je re¢enica (zatvorena formula) A logicki ekvivalentna formuli 5 i for-
mula B je u preneks normalnoj formi, onda kazemo da je formula B preneks
normalna forma formule A. Kori$¢enjem pogodnih logi¢kih ekvivalencija, sva-
ka zatvorena formula moZe biti transformisana u svoju preneks normalnu for-
mu. Radi jednostavnosti procedure i rezultujuée formule, obi¢no se u okviru
transformisanja formule u preneks formu najpre eliminisu veznici < i =. Na-
glasimo da jedna formula moZe da ima viSe preneks normalnih formi (na pri-
mer, i formula (Vz)(Vy) (A(x)AB(y)) i formula (Vy)(Vz)(B(y) AA(z)) su preneks
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normalne forme formule (Vz).A(z) A (Yy)B(y)). Sli¢no, jedna formula koja je u
preneks normalnoj formi mozZe biti preneks normalna forma za vise formula.

Transformisanje formule u preneks normalnu formu moze biti opisano pro-
cedurom prikazanom na slici 3.1 (kada govorimo o ,, primeni neke logicke ekvi-
valencije” mislimo na koris¢enje ekvivalencije na osnovu teoreme o zameni
(3.14)).

Korektnost navedenog algoritma mozZe se dokazati sli¢cno kao korektnost
procedure za transformisanje formule u konjunktivhu normalnu formu (teo-
rema 2.12). Za slucaj kada (prilikom primene koraka 4 algoritma) promenljiva
x ima slobodna pojavljivanja u formuli 3, izborom nove promenljive od, na
primer, formule (Vz.A) A B dobija se formula Yu(A[z — u] A B), pa je potrebno
dokazati i:

(VzA) A B =Vu(Alz — u] A B)

(kao i preostale analogne logicke ekvivalencije). Bez detalja dokaza, navodimo
teoremu o korektnosti algoritma PRENEX.

Teorema 3.17 (Korektnost algoritma PRENEX) Algoritam PRENEX se zausta-
vlja i zadovoljava sledecée svojstvo: ako je A ulazna formula, onda je izlazna
formula A’ u preneks normalnoj formi i logicki je ekvivalentna sa A.

Za transformisanje formule u njenu preneks normalnu formu mogu se ko-
ristiti i logicke ekvivalencije kao $to su

B = (VzA) = (Vz)(B = A),

(Vz)A = B = (3z)(A = B),
pri ¢emu 2 nema slobodna pojavljivanja u formuli 3, ali to nije potrebno ako
su na pocetku eliminisani veznici = i <.

U nekim situacijama moguce je primeniti neki korak navedenog algoritma
na vi$e od jednog na¢ina. Na primer, formulu (Vz)p(z) A (Jy)q(y) moguce je
transformisati i u (Vz)(p(z) A (y)q(y)) i u 3y)((Vz)p(x) A q(y)). Obe ove for-
mule su, naravno, logicki ekvivalentne sa polaznom formulom. Ipak, u situaci-
jama kada je moguce ,,pomeriti” i univerzalni i egzistencijalni kvantifikator,
uvek ¢emo radije ,,pomeriti” najpre egzistencijalni, a onda univerzalni. Takav
prioritet uvodimo zarad jednostavnijeg koraka skolemizacije (o kojem ¢e biti
re¢i u nastavku). Naglasimo da univerzalni i egzistencijalni kvantifikator ne
mogu, u opstem slucaju, da menjaju mesta, tj. formule (Vz)(3y)A i (Jy)(Vz)A
nisu u opstem slucaju logicki ekvivalentne. S druge strane, dva univerzalna
kvantifikatora mogu da zamene mesta, tj. formule (Vz)(Vy)A i (Vy)(Vz)A su
logicki ekvivalentne. Sli¢no, dva egzistencijalna kvantifikatora mogu da za-
mene mesta, tj. formule (3z)(3y)A i (Jy)(3x)A su logitki ekvivalentne. To
sustinski znadi da u bloku kvantifikatora istog tipa, njihov poredak nije bitan.

Primer 3.12 Razmotrimo formulu

Vo p(x) ANVa3yvz(qly, 2) = r(9(x),y)) -

Nakon koraka
V(p(z) AVr3yvz(q(y, 2) = r(9(x),y)))
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Algoritam: PRENEX

Ulaz: Zatvorena dobro zasnovana formula A
Izlaz: Preneks normalna forma formule A

. Dok god je to moguce, primenjivati logi¢ke ekvivalencije

AsB=(A=>B)AB=A)i
A= B=-AVBE.

. Dok god je to moguce, primenjivati sledece logi¢ke ekvivalencije:

-(AAB)=-AV B,

-(AV B)=-ANA-B,
=(Vz)A = (Fz)-A4,
—(3z)A = (Vz)-A

. Eliminisati viSestruke veznike — koriste¢i zakon dvojne negacije:

. Dok god je to moguce, primenjivati sledee logi¢ke ekvivalencije:

(VzA) A B = (Vz)(A A B),
(VzA) VB = (Vx)(AV B),
BA (Vz)A = (Vx)(B A A),
BV (Vz)A = (Vz)(BV A),
(FzA) AB = (Fz)(A A B),
(FzA) v B=(3x)(AV B),
BA(Jx)A = (3x)(BAA),

BV (3z)A = (3x)(BV A),
pri ¢emu z nema slobodna pojavljivanja u formuli B. Ako x ima slo-

bodna pojavljivanja u B, onda treba najpre preimenovati promenljivu
x u formuli (Vz).A (odnosno u formuli (3z).A4).

Slika 3.1: Algoritam PRENEX
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kako je promenljiva = slobodna u p(x), najpre éemo preimenovati vezanu pro-
menljivu x u u (u okviru formule Vx3yvz(q(y, z) = r(g(x), y))):

Vo (p(z) AVudyvz(q(y, 2) = r(g(u),y))) -

Nakon toga kvantifikatori Vu, 3y, Vz mogu, jedan po jedan, biti pomereni na
pocetak formule:

VaVudyVz(p(z) A (q(y, z) = r(g(u),y))) -

Definicija 3.23 Formula bez kvantifikatora je u konjunktivnoj normalnoj formi
ako je oblika

AiNAs N NA,

pri ¢emu je svaka od formula A; (1 < i < n) disjunkcija literala.

Konjunktivna normalna forma formule predikatske logike moze se dobiti
na isti nacin kao i u slu¢aju iskazne logike (videti poglavlje 2.2.5).

Primer 3.13 Konjunktivna normalna forma formule

p(x) A (q(y, 2) = 1(g9(u),y))

je formula
p() A (=a(y, 2) V r(g(w), y)) -

Definicija 3.24 Formula je u klauzalnoj formi ako je oblika
VziVas ... Vz,A

gde je A formula bez kvantifikatora koja je u konjunktivnoj normalnoj formi i
A nema slobodnih promenljivih osim, eventualno, promenljivih 1, z2, ..., Zn.

Ako je formula Vz;Vzs . . . Vo, A u klauzalnoj formi, onda se ¢esto u zapisu
izostavljaju kvantifikatori i pise samo A, podrazumevajuci da se misli na uni-
verzalno zatvorenje formule A.

Ne postoji za svaku rec¢enicu formula koja je u klauzalnoj formi i koja joj
je logicki ekvivalentna. Na primer, za re¢enicu (3z)p(z) ne postoji formula
koja je u klauzalnoj formi i koja joj je logicki ekvivalentna. Medutim, moZe se
dokazati da za svaku recenicu A postoji formula B u klauzalnoj formi takva
da je A zadovoljiva ako i samo ako je B zadovoljiva (videti teoremu 3.20). To
je dovoljno i pogodno za ispitivanje zadovoljivosti formula — ako se ispituje
zadovoljivost re¢enice .4, dovoljno je ispitati zadovoljivost formule B koja je u
klauzalnoj formi (pogodnoj za neke metode) i zadovoljiva je ako i samo ako je
zadovoljiva formula A. Uslov da je formula A zadovoljiva ako i samo ako je B
zadovoljiva zove se slaba ekvivalencija.
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Transformisanje recenice A u formulu B koja je u klauzalnoj formi i koja je
zadovoljiva ako i samo ako je A zadovoljiva uklju¢uje eliminisanje egzisten-
cijalnih kvantifikatora. Ono se zasniva na izmeni polazne signature dodava-
njem novih funkcijskih simbola. Te dodatne funkcijske simbole zovemo Skole-
movim konstantama (za funkcijske simbole arnosti 0) i Skolemovim funkci-
jama, a proces eliminisanja egzistencijalnih kvantifikatora zovemo skolemiza-
cijom (po matemati¢aru Skolemu koji ih je prvi koristio). Prvi korak je trans-
formisanje formule u preneks normalnu formu. Drugi korak je transformisanje
dela formule bez kvantifikatora u konjunktivnu normalnu formu. Nakon toga,
postupkom skolemizacije eliminisu se egzistencijalni kvantifikatori, jedan po
jedan, sleva nadesno.

Pretpostavimo da re€enica pocinje egzistencijalnim kvantifikatorom: 3y.A.
Treba izabrati novi simbol konstante d koji se ne pojavljuje u signaturi, obrisati
kvantifikator i zameniti promenljivu y simbolom d. Na taj na¢in formula 3y.A
transformiSe se u formulu Aly — d]. MoZe se dokazati da je formula JyA
zadovoljiva ako i samo ako je formula A[y +— d| zadovoljiva.

Ako reCenica pocinje nizom univerzalnih kvantifikatora: Va1V . .. Vo, JyA,
onda uvodimo novi funkcijski simbol f arnosti n koji do tada nije postojao u
signaturi. Polazna formula bi¢e onda transformisana u formulu Vz,Vzs ... Vz,
Aly — f(x1,22,...,2,)]. MoZe se dokazati da je formula Vz,Vz, ... Vz,3yA
zadovoljiva ako i samo ako je formula Va1 Vs .. Vo, Aly — f(z1,22,...,25)]
zadovoljiva. (Primetimo da je uvodenje nove konstante samo specijalni slucaj
uvodenja novog funkcijskog simbola.)

Teorema 3.18 (Teorema o skolemizaciji) Ako je formula B nad signaturom L’
dobijena skolemizacijom od recenice A nad signaturom L koja je u preneks
normalnoj formi, onda je A zadovoljiva ako i samo ako je B zadovoljiva.

Dokaz: Pretpostavimo da je formula B dobijena eliminisanjem jednog egzi-
stencijalnog kvantifikatora iz re¢enice .A. Moguca su dva slucaja.

e Formula A je oblika (Jy).A’. Skolemizacijom se tada dobija formula
B koja je jednaka A’[y — d] gde je d nova, Skolemova konstanta koja
ne postoji u signaturi £. Neka je £’ signatura dobijena od signature
L dodavanjem funkcijskog simbola d arnosti 0.

Pretpostavimo da je formula .4 zadovoljiva, tj. da postoje £-struktura
D = (D, I*) i valuacija v takve da vazi (D,v) = (3y)A’. U odgo-
varajucoj interpretaciji I, je, dakle, I,((3y).A") = 1, pa postoji va-
luacija w takva da je w ~, v i I,(A") = 1. Nekaje w(y) = d,.
Dokazimo da je formula B zadovoljiva. Neka je ®' £'-struktura
(D, I%"), pri ¢emu je IZ'(f) = I*(f) za svaki funkcijski simbol f
iz £i I (p) = I*(p) za svaki predikatski simbol p iz £ i, dodatno,
neka je I*'(d) = d,. U interpretaciji I, (odredenoj £'-strukturom D’
ivaluacijom w) vazi I}, (B) = I}, (A'ly — d]). Kakoje w(y) = I},(y) =
I',(d), moze se dokazati (npr. indukcijom po sloZenosti formule .A")
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da vazi I}, (A'ly — d]) = I,(A") = I,(A") = 1, odakle sledi da je
I),(B) = 1, tj. £'-struktura @’ i valuacija w &ine model formule B, pa
je ona zadovoljiva.

Pretpostavimo da je formula B zadovoljiva, tj. da postoji £'-struktura
®' = (D,I%) i valuacija v takve da vazi (9',v) = B. U odgo-
varajucoj interpretaciji I/, je, dakle, I (B) = I/(A'ly — d]) = 1.
Oznadimo sa d,, vrednost I%'(d). Neka je © L-struktura (D, I%), pri
temu je I2(f) = I'(f) za svaki funkcijski simbol f iz £ i I (p) =
I*'(p) za svaki predikatski simbol p iz £ i neka je I,, interpretacija
odredena L-strukturom ® i valuacijom w. Ako je w valuacija takva
davaziw ~, viw(y) = dy, ondajel = I(B) = I[(A'|ly — d]) =
I, (A). Kakoje I, (A") = I,(A’), sledi da je I,,(A") = 1, pa je for-
mula (Jy)A’ (. formula A) zadovoljiva.

e Formula A je oblika (Va1)(Va2) ... (Vz,)(3y)A’. Skolemizacijom se
tada dobija formula B koja je jednaka (Vz1)(Vaa)...(Va,)A'ly —
g(x1,2,...,2,)], gde je g simbol nove, Skolemove funkcije koji ne
postoji u signaturi £. Neka je £’ signatura dobijena od signature £
dodavanjem funkcijskog simbola g arnosti n.

Pretpostavimo da je formula A zadovoljiva, tj. da postoji £-struktura
D = (D, I*) i valuacija v takve da u odgovarajucoj interpretaciji
I, vazi I,((Vx1)(Vz2) . .. (Vx,)(Jy)A’) = 1. Na osnovu teoreme 3.7
sledi da je formula (3y).A’ valjana u ®, tj. da za svaku valuaciju w
vazi I,((Jy)A’) = 1. Odatle sledi da za svaku valuaciju w postoji
valuacija w’ takva da je w" ~, wi I,/ (A’) = 1. Dokazimo da je for-
mula B zadovoljiva. Neka je " £/-struktura (D, %), pri temu je
IE'(f) = I%(f) za svaki funkeijski simbol f iz £ i I (p) = I%(p)
za svaki predikatski simbol p iz £ i, dodatno, neka je I ' (9) = g1,
gde je gr preslikavanje iz D™ u D. Vrednost g;(dy,ds, ..., d,) (gdeje
di,ds,...,d, € D) definiSemo posebno za svaku torku (dq,ds, ...,
d,) 1 to na sledeéi nac¢in: neka je w valuacija u kojoj je w(z;) = d;
(i =1,2,...,n); za valuaciju w postoji valuacija w’ takva da je w’ ~,
wi I, (A") = 1; vrednost g;(d1,da, ..., dy,) neka je jednaka w’(y).
Tada za svaku valuaciju w vazi I,(A'ly — g(z1,22,...,2,)]) =
Ly (A'ly — g(z1,22,...,2,)]) = Ly (A) = 1 . Kako je formula
A'ly — g(x1,22,...,2,)] valjana, sledi, na osnovu teoreme 3.7, da
je formula B zadovoljiva.

Pretpostavimo da je formula 55 zadovoljiva, tj. da postoji £'-struktura
®' = (D, I*) i valuacija v takve da vazi (D’,v) = B. Neka je I’
interpretacija odredena £’-strukturom D’ i valuacijom v. Neka je
D L-struktura (D, %), pri temu je I2(f) = I%'(f) za svaki funk-
cijski simbol f iz £ i I%(p) = I* (p) za svaki predikatski simbol
p iz L ineka je I, interpretacija odredena L-strukturom ® i valu-
acijom w. Za interpretaciju I, vazi I,((Vz1)(Vag) ... (Va,)A'ly —
g(x1,22,...,2,)]) = 1. Odatle, na osnovu teoreme 3.7, sledi da je
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formula A'ly — g(z1,2,...,7,)] valjana u @', tj. da za svaku va-
luaciju w vazi I/,(A'ly — g(z1,22,...,2,)]) = 1. Neka je w’ va-
luacija takva da je v’ ~, wiw'(y) = I, (g9(x1,22,...,2,)). Tada

je I, (A) = I,(Aly — g(x1,22,...,2,)]) = 1. Iz I/ ,(A) =1
sledi I,,,(A") = 1. 1z I, (A") = 1 sledi da L, ((Jy)A’) = 1 vazi
za svaku valuaciju w”, pa je formula (Jy).A’ valjana u®. Odatle, na
osnovu teoreme 3.7, sledi da je formula (Vz1)(Vzs). .. (Vz,)(Jy)A’
zadovoljiva u ®, tj. ova formula je zadovoljiva.

Opste tvrdenje teoreme (sluaj da je formula B dobijena eliminisanjem
viSe egzistencijalnih kvantifikatora iz formule .A) sledi na osnovu do-
kazanog specijalnog slucaja (eliminisanje jednog egzistencijalnog kvan-
tifikatora) i na osnovu jednostavnog induktivnog argumenta. 0

Primer 3.14 Skolemizacijom se formula

Vavudyvz(p(e) A (—q(y, 2) V r(g(w), y)))

transformiSe u formulu
p(m) A (ﬁQ(h(l‘v u)7 Z) \4 T(g(u)v h(ZE, u))) .

Teorema 3.19 Neka je formula B (u klauzalnoj formi) dobijena od recenice A
uzastopnom primenom sledecih postupaka:

e transformisanje formule u preneks normalnu formu;

e transformisanje dela formule bez kvantifikatora u konjunktivnu normal-
nu formu;

e skolemizacija.

Tada je formula A zadovoljiva ako i samo ako je B zadovoljiva.

Dokaz: Transformacija formule u preneks normalnu formu i transformacija
dela formule bez kvantifikatora u konjunktivhu normalnu formu zasno-
vane su na logickim ekvivalencijama, pa ako je formula B dobijena od for-
mule A uzastopnom primenom navedene dve transformacije, vazi A =
B, sto je jaci uslov nego uslov da je A zadovoljiva ako i samo ako je B
zadovoljiva. Na osnovu teoreme 3.18 sledi da skolemizacija ¢uva zado-
voljivost i nezadovoljivost, pa je formula B zadovoljiva ako i samo ako je
A zadovoljiva. O

Na osnovu prethodne teoreme neposredno sledi naredno tvrdenje.

Teorema 3.20 Za svaku reCenicu A postoji formula B u klauzalnoj formi takva
da je A zadovoljiva ako i samo ako je B zadovoljiva.
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Klauzalna forma je pogodna za dokazivanje pobijanjem. Da bi se dokazalo
da je formula A valjana, dovoljno je dokazati da je formula —.4 nezadovoljiva,
paje dovoljno i dokazati da je klauzalna forma formule —.A nezadovoljiva.

Primer 3.15 Formula A = (Vx)p(x,x) = (Vy)p(y,y) nad signaturom L je va-
ljana. To se moZe dokazati na sledeéi nacin.

Formula —-A je jednaka —((Vx)p(x,z) = (Yy)p(y,y)) i njena preneks nor-
malna forma je (3y) (Vx)(p(z, ) A —p(y,y)). Skolemizacijom dobijamo formulu
p(x, z) A —p(c, c), gde je ¢ novi simbol konstante. Neka je L' signatura dobi-
jena prosirivanjem signature £ simbolom c. PokaZimo da je formula p(z,z) A
—p(c, ¢) nezadovoljiva. Pretpostavimo suprotno — pretpostavimo da nave-
dena formula ima model. Neka je to L'-struktura ® = (D,I%) sa valuaci-
jom v. Neka je I* (p) = p; i I%(¢) = ¢;. Vazi I(p(z, ) A —p(c,c)) = 1
ti. I, ((Vz) (p(z, ) A —p(c,¢))) = 1, pa za svaku valuaciju w takvu da je w ~, v
vazi I,(p(z,z) A =p(c,c)) = 1. To, dakle, vaZi i za valuaciju w u kojoj je
w(x) = cr. Iz L, (p(x, x) A —p(e,e)) = 1sledi I, (p(z,2)) =11 1,(p(e,c)) =0. Iz
I,(p(x,x)) = 1sledip;(cr,cr) =1,aiz L, (p(c,¢)) = 0sledipi(cy,cr) =0, §to je
kontradikcija. Dakle, formula p(z,x) A —p(c, ¢) je nezadovoljiva, pa je polazna
formula A valjana.

Zadaci

Zadatak 63 Odrediti klauzalne forme za formule:
(a) (31‘)./41 A (HI)AQ = (3:6)(./41 A ./42)
(b) (Vz)A; V (Va) Ay = (Vo)( A1 V Ag)
(c) (Vz)(Jy)A = (3y)A(f(y),y)

3.2.4 Erbranova teorema

Erbranova teorema iz tridesete godine dvadesetog veka jedan je od temelja
viSe sistema za automatsko dokazivanje teorema. Njen znacaj proistice iz same
prirode predikatske logike. U predikatskoj logici (za razliku od iskazne), naime,
u op$tem slucaju nije odlucivo da li je neka formula valjana. Medutim, pri-
menom Erbranove teoreme pitanje ispitavanja valjanosti svodi se na problem
kona¢ne dimenzije (tj. na problem koji se moZe resiti u kona¢no mnogo ko-
raka). Naime, da bi se, u kontekstu dokazivanja pobijanjem, pokazalo da je
neka formula (Vz1)(Vzs) ... (Va,)B kontradiktorna, na osnovu Erbranove teo-
reme dovoljno je pokazati da postoji kona¢an kontradiktoran skup baznih in-
stanci formule B.

Prilikom testiranja da li je neka formula B nezadovoljiva, generisanje in-
stanci se mozZe kontrolisati tako da se osigura da nijedna od mogu¢ih instanci
ne bude izostavljena prilikom testiranja. Tako se moZe obezbediti sledece: ako
je formula B nezadovoljiva, onda ¢e njena nezadovoljivost biti pokazana u
kona¢nom broju koraka. S druge strane, moguce je da se traganje kroz sve
moguce instance ne zaustavlja. Preciznije, mogudi su slede¢i slucajevi:
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e formula B je nezadovoljiva; u ovom slucaju proces se uspesno zaustavlja,
tj. bice pronadena konac¢na kontradikcija sa¢injena od instanci formule B;

e formula B nije nezadovoljiva; u ovom slu¢aju mogucéa su dva ishoda:

- ujednom trenutku nema vise instanci koje je moguce generisati i do
tada nije otkrivena kontradikcija; u ovom slucaju zna se da B nije
nezadovoljiva (j. zna se da je zadovoljiva);

— proces generisanja instanci se ne zaustavlja, tj. ni u jednom koraku
se ne moze detektovati kontradikcija; u ovom slucaju se ne zna da li
je formula B nezadovoljiva ili nije.

Na osnovu navedenih svojstava sledi i da je svaku valjanu formulu moguce
dokazati pobijanjem (ali nije za svaku formulu koja nije valjana mogucée doka-
zati da nije valjana). Dakle, problem ispitivanja valjanosti (i, analogno, prob-
lem ispitivanja nezadovoljivosti) u logici prvog reda je poluodludiv (ali nije
odlu¢iv). Erbranova teorema implicitno daje proceduru poluodlucivanja za
logiku prvog reda, ali je ta procedura izuzetno neefikasna i prakti¢no neupotre-
bljiva za netrivijalne formule.

Erbranova teorema omogucava da se problem zadovoljivosti formule sa
razmatranja proizvoljnog modela svede na razmatranje samo posebnog skupa
modela. U tome klju¢nu ulogu ima posebna klasa interpretacija, tzv. Erbra-
nove interpretacije koje, u ovom smislu, mogu da zamene sve ostale inter-
pretacije. Sve Erbranove interpretacije za jednu formulu dele isti domen —
Erbranov univerzum. Erbranov univerzum formule .4 oznatavamo sa H(A) i
definiSemo ga kao skup svih termova nad £ koji nemaju promenljive, tj. kao
skup svih baznih termova nad L.

Primer 3.16 Razmotrimo formuluVzVy (p(z,y)Vp(z, f(y, ¢))) nad signaturom
L odredenom skupovima ¥ = {c, f}ill = {p}iar(c) =0, ar(f) =2, ar(p) = 2.
Erbranov univerzum za signaturu L jednak je skupu {c, f(c,c), f(f(c,¢),¢),

fle fle,0)), f(fle ), fle,)), - )

Ako signatura sadrzi i funkcijske simbole arnosti 0 i funkcijske simbole
arnosti veée od 0, onda je Erbranov univerzum beskonacan i prebrojiv. Ako
signatura sadrZi funkcijske simbole arnosti 0, ali ne sadrzi funkcijske simbole
arnosti vece od 0, onda je Erbranov univerzum konacan. Ako signatura ne
sadrzi funkcijske simbole arnosti 0, onda se Erbranovom univerzumu (da ne bi
bio prazan) dodaje jedan element (npr. a) ¢&ime se kasnije dolazi do jednog od
prethodna dva slucaja.

Neka je data formula .4 koja odreduje signaturu £. Erbranovu interpretaciju
odreduje L-struktura H = (H(A), I*). Primetimo da je ova L-struktura &isto
sintaksne prirode. Erbranovom interpretacijom I svaki bazni term se presli-
kava u isti taj (ili, preciznije, isti takav) term (koji je element skupa H(A)).
Ovaj, specijalan primer interpretacije zovemo samooznacavanje. Erbranova in-
terpretacija I, potpuno je odredena valuacijom v i preslikavanjem I* koje sva-
kom predikatskom simbolu p (arnosti n) iz £ pridruzuje funkciju pr iz H(A)" u
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skup {0, 1}, koja svaku torku (¢1, t2, . . ., t,) elemenata iz H (A) preslikava u 0 ili
1. Erbranove interpretacije za fiksiranu signaturu i fiksiranu valuaciju razlikuju
se, dakle, jedino po interpretaciji predikatskih simbola. Ona moze biti defini-
sana pojedina¢nim definisanjem istinitosnih vrednosti svih baznih atomickih
formula nad datom signaturom. Skup svih baznih atomic¢kih formula nad
datom signaturom moZe biti dobijen formiranjem skupa svih atomickih for-
mula nad datom signaturom i zatim zamenjivanjem promenljivih termovima
iz Erbranovog univerzuma na sve moguce nacine.

Primer 3.17 Razmotrimo formulu VaVy (p(z,y) V p(x, f(y,c))) koja odreduje
signaturu £ sa skupovima ¥ = {c,f} il = {p} iar(c) = 0, ar(f) = 2,
ar(p) = 2. Njene atomicke formule su {p(z,y),p(z, f(y,c))}. Erbranov uni-
verzum je {c, f(c,c), f(f(c,¢),c), flc, f(c,0), f(f(c,0), fle,c)), ...}. Zamenji-
vanjem promenljivih x i y u atomickim formulama p(z,y) i p(z, f(y, c)), dobija
se skup baznih atomickih formula od kojih svakoj treba dodeliti istinitosnu

vrednost: {p(c, c), p(c, f(c,¢)), p(f(c, ), ¢), p(f(e; ¢), f(c,0)); -}

Primetimo da za ispitivanje istinitosne vrednosti polazne formule A nisu
relevantne sve atomicke formule nad indukovanom signaturom. Umesto svih
tih atomickih formula dovoljno je dodeliti istinitosne vrednosti instancama
atomickih formula koje se pojavljuju u A (pri ¢emu pod instancama podra-
zumevamo formule dobijene zamenjivanjem promenljivih elementima Erbra-
novog univerzuma). Takav skup instanci atomickih formula zovemo Erbra-
novom bazom formule. Erbranovoj bazi, dakle, ne pripada nuzno svaka atomi-
¢ka formula nad predikatima iz signature i elementima Erbranovog univer-
zuma.

Primer 3.18 Razmotrimo formuluVzVy p(z, f(y, ¢)) koja odreduje signaturu £
sa skupovima ¥ = {c, f} ill = {p}iar(c) =0, ar(f) = 2, ar(p) = 2. Skup
njenih atomickih formula je {p(z, f(y,c))}. Erbranov univerzum je {c, f(c,c),
f(f(e,e),0), flc, fle,0), f(f(e ), f(c,c)), ... }. Zamenjivanjem promenljivih
x 1y uatomickoj formuli p(x, f(y, ¢)), dobija se Erbranova baza: { p(c, f(c,c)),
p(f(e. ), Fles ), ple, F(F(ere), ), p(f(esc), f(f(e:€),€)), ... }. Primetimo da
atomicka formula p(c, ¢) nije u Erbranovoj bazi jer ona nije instanca formule
p(z, f(y, c)). Istinitosna vrednost formule p(c, ¢) u interpretaciji ne utice na isti-
nitosnu vrednost formule Vz¥y p(x, f(y,c)) u toj interpretaciji.

Primetimo da je Erbranova baza uvek konac¢na ili prebrojiva. Ako signa-
tura nema funkcijskih simbola arnosti veée od 0, onda je Erbranov univerzum
konacan, pa je i odgovarajuc¢a Erbranova baza kona¢na. Dakle, s obzirom na
to da atomicke formule nad signaturom £ koje ne postoje u Erbranovoj bazi
odredene formule ne uti¢u na njenu istinitosnu vrednost, svaka Erbranova
interpretacija formule je jednozna¢no odredena preslikavanjem iz Erbranove
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baze u skup {0, 1}. Na primer, preslikavanje

p(e,c) — 1
p(q (C, C)) — 0
p(f(ec),c) = 0
p(fle,c), fle,e)) — 1
ple, f(f(e,0),0)) — 1

odreduje jednu Erbranovu interpretaciju za formulu Va3y (p(z, y) Vp(z, f(y, c))).

Istinitosna vrednost formule .4 u Erbranovoj interpretaciji I, odreduje se na
uobicajeni na¢in. Na primer, I,,(Vz.A) = 1 ako za svaku valuaciju w takvu da je
w ~y vvazi I, (A) = 1, tj. ako za svaku vrednost d iz Erbranovog univerzuma
vazi I,(Alxz — d]) = 1. Ako je u ovako opisanoj L-strukturi sa valuacijom
v vrednost I, (A) jednaka 1, onda kazemo da je ta struktura Erbranov model
formule A.

Teorema 3.21 Neka je refenica A oblika (Vx1)(Vz2)...(VYx,)B, pri éemu for-
mula B nema kvantifikatora. Formula A ima model ako i samo ako skup
I'= {B[l‘l —t, 9 —lo,..., Ty — lfn] | t1,ta,...,tn € H(.A)} ima model.

Dokaz: Neka je L signatura koju odreduje formula A.

Ako A ima model, onda I" ima model: Pretpostavimo da refenica A ima
model. Neka je to £-struktura ©. Formula A je recenica, pa za svaku
valuaciju v vazi I,(A) = 1. Formula A je univerzalno kvantifiko-
vana, pa na osnovu teoreme 3.7 za svaku valuaciju v vazii I, (B) = 1.

Konstruis$imo model za skup formula I'. Taj model mozZe da bude
konstruisan nad £-strukturom ® a valuacija nije relevantna (jer for-
mule iz skupa I' nemaju slobodne promenljive). Definis§imo da u
traZenoj interpretaciji J vazi J(X) = I(X) za svaku baznu atomi¢ku
formulu X nad signaturom £ (naglasimo da za svaku baznu for-
mulu X vrednost I,(X) ne zavisi od valuacije v i da tu vrednost
oznacavamo sa I(X)). Tada, za proizvoljne bazne termove t1, to,
..., t, nad signaturom £, vaZi:

J(Blz1 — t1, 22 — ta, ..., &y > ty]) =

= [(Blx1 — t1,22 — to, ..., 2y — t,]) = I,(B)

gde je v valuacija u kojojje v(z;) = I,(¢t;) zai = 1,2,...,n.

Kako za svaku valuaciju v vazi I,,(B) = 1, sledi da za proizvoljne
bazne termove t1,ts,...,t, nad signaturom £ vazi J(B[z1 — t1,
xg — tay..., Ty — ty]) = 1. Time je pokazano da interpretacija J
zadovoljava skup I', tj. da taj skup ima model.
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Ako T ima model, onda A ima model: Pretpostavimo da je L-struktura
D = (D, I*) model za skup formula I. Sve formule iz skupa I' su
bazne, pa valuacije nisu relevantne. Za svaku formulu X iz skupa
I' vazi I(X) = 1, pa za svaku torku ¢4, o, ..., t,, skupa H(A) vazi
I(Blxy — t1,x2 — ta,..., &y — t,]) = 1.

Konstruisimo model za formulu A. Taj model neka je izgraden nad
skupom H(A) kao domenom. Ozna¢imo sa J odgovarajuéu inter-
pretaciju i defini$imo je na sledeéi nadin:

e za svaki simbol konstante c iz signature £, neka je c¢; = ¢;

e za svaki funkcijski simbol f arnosti n iz signature £, i svaku
torku t1, to, ..., t, skupa H(A) nekaje fr(ti, to,...,tn) = f(t1,
tg, ey tn),'

e za svaki predikatski simbol p arnosti n iz signature £, i svaku
torkuty, ta, ..., t, skupa H(A) nekajep(ti,ta, ..., tn) = I(p(t1,
to, ..., tn)).

Koris¢enjem matematicke indukcije jednostavno se moze dokazati
da vazi sledece:

e akojet € H(A),ondaje J(t) =t;
e ako je X bazna formula nad £ koja ne sadrZi kvantifikatore,
ondaje J(X) = I(X).
Neka je v proizvoljna valuacija inekaje v(z;) = ¢;,zai =1,2,...,n.
Tada vazi

Ju(B) = J(Blx1 — t1, 29 — to, ..., &y — L)) =

=I(Blzyr— ti,@a = la, ...y > t)) =1,

pa je formula B valjana u konstruisanoj strukturi, odakle, na osno-
vu teoreme 3.7, sledi da je formula A zadovoljiva, sto je i trebalo
dokazati.

O

Prethodna teorema moZe biti formulisana i na sledeéi na¢in: ako je re¢enica
Aoblika (Vz1)(Vzs) ... (Va,)B, pri ¢emu formula B nema kvantifikatora, onda
formula A ima model ako i samo ako formula .4 ima Erbranov model.

Skup I' = {B[l‘l = 11,29 — lo,..., Ty — tn] | ti,t2,...,tn € H(A)} Z0-
vemo zasi¢enjem ili saturacijom formule B.

Teorema 3.22 (Erbranova teorema) Neka je re¢enica A oblika (Vz1)(Vx2) ...
(Vx,,) B, pri ¢emu formula B nema kvantifikatora. Formula A je nezadovoljiva
ako i samo ako postoji konac¢an nezadovoljiv podskup skupa I' = {B[z1 — t1,
To = ta,..., Ty P—?tn] |t1,t2,...,tn EH(A)}
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Dokaz: Na osnovu prethodne teoreme, formula A je nezadovoljiva ako i samo
ako je nezadovoljiv skup I". Skup T sastoji se samo od baznih formula.
Svakoj od atomickih formula koje se pojavljuju u skupu I' mozemo da
pridruzimo jedno iskazno slovo. Neka je I'" tako dobijen skup iskaznih
formula. Skup baznih formula prvog reda I nezadovoljiv je ako i samo
ako je skup iskaznih formula I nezadovoljiv. Na osnovu teoreme o kom-
paktnosti za iskaznu logiku (2.23), skup I" je nezadovoljiv ako i samo
ako on ima konacan nezadovoljiv podskup. Nezadovoljivom podskupu
skupa I'" odgovara nezadovoljiv podskup skupa I i obratno. Odatle sledi
da je skup I' nezadovoljiv ako i samo ako on ima konacan nezadovoljiv
podskup. To dokazuje tvrdenje teoreme. 0

Na Erbranovoj teoremi zasniva se i Gilmorov program za ispitivanje va-
ljanosti formula prvog reda (razvijen sredinom dvadesetog veka), program
koji se moZe smatrati jednim od prvih dokazivaca teorema. U Gilmorovom
dokazivacu Erbranova teorema je prilagodena automatskoj primeni. Uprkos
izvesnim idejama usmerenim na popravljanje efikasnosti, Gilmorov dokaziva¢
mogao je da dokaze samo trivijalne teoreme.

Jedna od Gilmorovih ideja pojednostavljuje skup I' u kojem se trazi kon-
tradiktoran podskup. Pretpostavimo da je potrebno dokazati da je nezado-
voljiva recenica A koja je oblika (Vz1)(Vz2)...(Va,)B (pri ¢emu formula B
nema kvantifikatora). Neka je B’ konjunktivna normalna forma formule B i
neka je ona oblika B; A B2 A ... A B,,. Na osnovu Erbranove teoreme, formula
A ima model ako i samo ako svaki kona¢an podskup skupa I' = {B[z1 — t1,
T — to, ... Ty > ty] | ti,te,... t, € H(A)} ima model. Medutim, svaki

model formule (B1 A Ba... A Bp)[z1 — t1,22 — ta,...,%, > t,] je istovre-
meno i model skupa {Bi[x1 +— t1,22 > to,..., 2y — ty],Ba[r1 — t1,22 —
to,...,&p > ty],...,Bplrr — t1,22 — to, ...,z — t,]}. Zbog toga skup I'

umesto instanci formule B moZe da sadrZi samo instance klauza konjunktivne
forme formule B, tj. vaZi sledece tvrdenje.

Teorema 3.23 (Erbran-Gilmorova teorema) Neka je (Vz1)(Vz2) ... (Vz,) (B1 A
B> A ... A By,) klauzalna forma recenice A. Formula A je nezadovoljiva ako
i samo ako postoji konacan nezadovoljiv podskup skupa I' = {B;[z1 +— t1,
T tay .o, Ty by |ttty € H(A), 1 < i< m}.

Da bi se Erbranova ili Erbran-Gilmorova teorema upotrebile u konstru-
isanju procedure odlucdivanja potrebno je obezbediti sistemati¢no nabrajanje
elemenata skupa I' (skupa koji je zasi¢enje date formule). Kako je Erbranov
univerzum uvek konacan ili prebrojiv, sledi da je i zasi¢enje date formule (za
koju treba pokazati da je nezadovoljiva) uvek konac¢an ili prebrojiv skup. Dakle,
elementi skupa I' (i u Erbranovoj i u Erbran-Gilmorovoj varijanti) mogu se
(efektivno) poredati u niz, a odatle sledi da se i skup I' moZe graditi sukcesivno,
dodavanjem jednog po jednog elementa, dajuci skupove I'g, I';, 'y, . . .. Na ovaj
nacin obezbeduje se sledece: ako skup I' ima kontradiktoran kona¢an podskup,
onda postoji vrednost n takva da skup I',, sadrZi taj kontradiktoran podskup.
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To znaci da za datu formulu, treba redom proveravati da li je nezadovoljiv
skup Ty, skup I';, skup Iy, . ... Ako se detektuje kontradiktoran skup, onda to
znadi da je kontradiktoran i skup T', tj. data formula je nezadovoljiva. Ako data
formula nije nezadovoljiva, onda nece biti detektovan kontradiktoran skup I',,
ni za jednu vrednost 7.

U narednim primerima ne¢emo kontruisati efektivno nabrajanje elemenata
Erbranovog univerzuma i odgovarajucih podskupova skupa zasi¢enja. Zahva-
ljujudi jednostavnosti primera, kontradiktorne podskupove skupova zasic¢enja
modi ¢emo da odredimo i bez takvog, sistemati¢nog pristupa koji daje proce-
duru odludivanja.

Primer 3.19 DokaZimo da je formula (Vy)p(y,y) logicka posledica skupa for-
mula {(Vz)p(z, z)}. Dovoljno je dokazati da je formula (Vz)p(z, z) = (Yy)p(y, y)
valjana, odnosno da je formula —((Vx)p(xz,z) = (Vy)p(y,y)) nezadovoljiva.
Preneks normalna forma ove formule je (3y)(Vz)(p(z,x) A —p(y,y)). Nakon
skolemizacije, dobijamo p(z, z) A —p(c, ¢), gde je c nova Skolemova konstanta.
Konjunktivna normalna forma formule p(z,z) A —p(c,c) je p(z,z) A —p(c, c).
Erbranov univerzum je konacan (jer u signaturi nema funkcijskih simbola) i
jednak skupu {c}. Skup svih mogucih instanci klauza formule p(x, z) A—p(c, c)
jednak je ' = {p(c,c), —p(c,c)}. Taj skup je kontradiktoran, te je, na osnovu
teoreme 3.23, formula (Vx)p(z, z) = (Vy)p(y,y) valjana.

Primer 3.20 DokaZimo da je formula
(Vz)(3y)a(z, y)
logicka posledica skupa formula
{(V2)Fy)p(2, v), (Vo) (V) (p(z, y) = q(2,9))} -
Dovoljno je dokazati da je formula

A= ((vz)Fy)p(z, y) A (V2)(Vy)(p(2, y) = ¢(z,9))) = (V2)(Fy)q(z,y)

valjana, odnosno dokazati da je formula

(Vo) By)p(x, y) A (Vo) (V) (p(x, y) = q(z,y))) = (Vo) (3y)q(,y))

nezadovoljiva. Dovoljno je, dakle, dokazati da je formula

(V) Fy)p(z,y) A (Yu) (Vo) (=p(u, v) V q(u, v)) A (Fw)(Vz)—q(w, 2))

nezadovoljiva. Preneks normalna forma ove formule je

(Fw)(Vz) By) (Vu) (Vo) (V2) (p(, y) A (=p(u,v) V q(u, v)) A =q(w, 2)) -

Nakon skolemizacije, formula dobija oblik:

(V) (Vu) (Vo) (v2) (p(, g(2)) A (=p(u, ) V q(u, v)) A =gle, 2))
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pri ¢emu je ¢ nova Skolemova konstanta, a g nova Skolemova funkcija. Kon-
junktivna normalna forma formule

Pz, 9(x)) A (=p(u, v) V q(u, v)) A =qle, 2)

je
p(x,g(@)) A (=p(u, v) V q(u, v)) A=gle, z) -

Erbranov univerzum formule A je sledec¢i skup

H(A) = {e,9(c), 9(9(c)), -}

Skup klauza Cije instance treba razmatrati je skup

{p(cc, g(:l?)), —\p(u, U) \ q(uv ’U), —‘q(C, Z)} :

Skup
{p(e, g(€)), ~ple, g(e)) V ale, g(c)), male, 9(c)}

je nezadovoljiv, pa na osnovu teoreme 3.23, sledi da je i formula —(((Vz)(3y)

p(z,y) A (V) (Vy) (p(x, y) = q(z,y))) = (Vz)(3y)q(z, y)) nezadovoljiva, tj. da je
formula A valjana.

Na osnovu svojstava Erbranovih interpretacija moZe se dokazati da svaki
zadovoljiv skup recenica prvog reda ima model sa kona¢nim ili prebrojivim
domenom. O tome govori naredna teorema.

Teorema 3.24 Formula logike prvog reda A je zadovoljiva ako i samo ako za
nju postoji model sa konac¢nim ili prebrojivim domenom.

Dokaz: Na osnovu teoreme 3.20 za svaku recenicu A postoji formula B u klau-
zalnoj formi takva da je A zadovoljiva ako i samo ako je B zadovoljiva.
Na osnovu teoreme 3.21 sledi da je re¢enica B zadovoljiva ako i samo ako
ima Erbranov model. Erbranov model uvek ima konacan ili prebrojiv
domen. Dakle, re¢enica A je zadovoljiva ako i samo ako ima model sa
kona¢nim ili prebrojivim domenom. O

Iz navedene teoreme direktno sledi naredno tvrdenje.

Teorema 3.25 (Skolem-Lovenhajmova teorema za logiku prvog reda) Svaki
zadovoljiv skup recenica prvog reda ima model sa kona¢nim ili prebrojivim
domenom.

Mnogi beskonaé¢ni skupovi vaZzni u matematici nisu prebrojivi. Na primer,
metodom dijagonalizacije moZe se dokazati da skup realnih brojeva nije pre-
brojiv. Skolem-Lovenhajmova teorema tvrdi da skup formula ne moZe da ka-
rakteriSe beskonacan neprebrojiv skup na nacin koji bi isklju¢ivao prebrojive
modele.
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Zadaci
Zadatak 64 Dokazati da je formula (3x)(Vy)p(x,y) = (Vy)(3z)p(z, y) valjana.

Zadatak 65 Formulisati re¢enicu ,,Ako su svi ljudi smrtni i ako je Sokrat ¢ovek,
onda je Sokrat smrtan” kao formulu logike prvog reda i dokazati da je valjana
koristec¢i Erbran-Gilmorovu teoremu.

Zadatak 66 Primenom Erbran-Gilmorove teoreme dokazati da vazi

Vr(p(r) = q(x)),Vr(q(z) = s(x)), Va(r(z) = s(z)),Vo(p(r) Vr(z)) = Ve s(z) .

3.2.5 Unifikacija

Problem unifikacije je problem ispitivanja da li postoji supstitucija koja ¢ini dva
izraza (dva terma ili dve formule) jednakim. Unifikacija se prvi put pominje u
radovima Posta, a zatim i u radovima Erbrana.

Definicija 3.25 Ako su e; i e izrazi i ako postoji supstitucija o takva da vaZi
€10 = ex0, onda kaZemo da su izrazi e, i e3 unifikabilni i da je supstitucija o
unifikator za ta dva izraza.

Dva unifikabilna izraza mogu da imaju viSe unifikatora. Za dva unifikatora
o1 i 03 kaZemo da su jednaka do na preimenovanje promenljivih ako postoji
supstitucija A koja je oblika [v] — v, 05 — 05, ... v}, +— v]], pri éemu su v] i v}
simboli promenljivih i vaZi o1 A = 03.

Primer 3.21 Neka je term t; jednak g(x, z), neka je term t, jednak g(y, f(y)) i
neka je o supstitucija [y — z,z — f(z)]. Tadajeitio itso jednako g(z, f(x)),
pa su termovi t; ity unifikabilni, a o je (jedan) njihov unifikator. Unifikator
termova t1 ite jenpr. iz — a,y — a,z +— f(a)]. Termovi g(z,z) i g(y, f(y))
nisu unifikabilni.

Definicija 3.26 Supstitucija o je najop$tiji unifikator za izraze e; i e ako svaki
unifikator T izraza e, i e; moZe biti predstavljen u obliku 7 = opu za neku
supstituciju p.

Na osnovu definicije, svaki unifikator izraza e; i e moZe biti dobijen od
najopstijeg unifikatora primenom neke supstitucije. Svaka dva unifikabilna
izraza imaju najopstiji unifikator. MoZe se dokazati da za dva izraza postoji
najvise jedan najopstiji unifikator (do na preimenovanje promenljivih).

Unifikacija ima mnoge primene. Jedna od najznacajnijih je u metodu re-
zolucije.

Na slici 3.2 dat je opis opSteg algoritma za odredivanje najopstijeg unifika-
tora. Pretpostavimo da je dat niz parova izraza

(Slvtl)a (527t2)7 SRR (Snvtn)
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Algoritam: Najopstiji unifikator

Ulaz: Niz jednakosti s1 = t1,s9 =t3,...,5, =t
Izlaz: Najopstiji unifikator (ako on postoji)

Primenjuj, dok je to moguce, sledece korake:

1. Ako postoje jednakosti koje imaju viSe od jednog pojavljivanja, obrisi
za svaku od njih sva pojavljivanja osim jednog (factoring).

2. Obrisi sve jednakosti oblika ¢t = t (tautology).

3. Ako je z promenljiva i ¢ term koji nije promenljiva i ako se t = x
pojavljuje u nizu jednakosti, zameni jednakost ¢ = x sa z = t. Ovo
uraditi za sve jednakosti tog oblika (orientation).

4. Pretpostavimo da je jednakost s = ¢ element niza jednakosti i da ni s
ni t nisu promenljive. Razmotri sledece slu€ajeve:

(a) Ako je s jednako @(ui,us,...,uk) 1 t je jednako
o(v1,ve,...,v;) (gde je ¢ funkcijski ili predikatski sim-
bol), onda dodaj jednakosti uy = vy, ug = va, ..., up = Vi i
zatim obridi jednakost s = ¢ (decomposition).

(b) Ako su s it bilo koje druge forme, zaustavi rad i kao rezultat
vrati neuspeh (ovo se odnosi na sluéajeve kada je jedan od ter-
mova simbol konstante, a drugi nije; kada se u s i t razlikuju
vodedi funkcijski (odnosno predikatski) simboli i kada su vodedi
funkcijski (odnosno predikatski) simboli s i ¢ razlitite arnosti)
(collision).

5. Ako je x promenljiva, t term koji sadrZi x i x =t se pojavljuje u nizu
jednakosti, zaustavi rad i kao rezultat vrati neuspeh (cycle).

6. Ako je x promenljiva, ¢ term koji ne sadrzi x, x se pojavljuje i u nekim
drugim jednakostima i z = t se pojavljuje u nizu jednakosti, onda
primeni supstituciju [z — t] na sve druge jednakosti (application).

Ako nije moguée primeniti nijedan od navedenih koraka vrati tekuci skup
jednakosti kao najopstiji unifikator.

Slika 3.2: Algoritam Najopstiji unifikator
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i da se traZi supstitucija o takva da vaZzi
§10 = 110,820 = t90,...,8,0 = t,0 .

Algoritam unifikacije ili vraéa traZenu supstituciju ili se zaustavlja neuspesno,
ukazujuéi na to da traZena supstitucija ne postoji. Ukoliko postoji bar jedna
supstitucija koja zadovoljava traZeni uslov, algoritam unifikacije vra¢a najopsti-
ji unifikator (za date parove izraza). Ulaz za algoritam unifikacije za parove
(s1,t1), (s2,t2), ..., (sn,tn) se obi¢no zadaje u vidu niza jednakosti sy = ¢1, so =
tQ,...,Sn:tn.

Primetimo da je korak 6 algoritma moguce u opstem slucaju primeniti na
viSe nacina. Bilo koji od tih nacina vodi istom rezultatu — neuspehu (ako ne
postoji traZeni unifikator) ili jednom od unifikatora koji se mogu razlikovati
samo do na preimenovanje promenljivih.

U koracima 51 6 se primenjuje tzv. provera pojavljivanja ¢ime se obezbeduje
zaustavljanje procedure (tj. spre¢ava pojavljivanje beskona¢nih petlji).

Primer 3.22 Ilustrujmo rad algoritma za odredivanje na primeru sledeée dve
jednakosti:

9ly) =
[, h(x),y) = f9(2),w, 2)
Polazni niz jednakosti je
9(y) =z, f(z,h(z),y) = f(9(2), w, 2).
Primenom koraka 3 dobijamo
z =9(y), f(z,h(z),y) = f(g(2), w;2).
Primenom koraka 4(a) dobijamo
r=gy),r=g(2),h(z) =w,y = 2.
Korak 6 je moguce primeniti na vise nac¢ina. Primenom koraka 6 zay = z
dobijamo
T = 9(2)793 = g(Z),h(I) =w,y ==z
Primenom koraka 1 dobijamo
r=g(z2),h(z) =w,y =z
Primenom koraka 3 dobijamo
x=g(2),w=h(x),y =z
Primenom koraka 6 dobijamo
Ovaj niz jednakosti odreduje traZeni najopstiji unifikator o. Za

o=z g(z),w— h(g(z),y — 2|

vaZi

tj. vaZi
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Primer 3.23 Razmotrimo slede¢u jednakost:

g(z,x) = g(y, f(y)) -

Primenom koraka 4(a) dobijamo

z=y,x=[(y).
Korak 6 moZe se primeniti samo na dva nacina:

e primenom koraka za jednakost x = y; tada se dobija x = y, y = f(y),
odakle se, primenom koraka 5 dolazi do neuspeha.

e primenom koraka za jednakost x = f(y); tada se dobija f(y) = y, z =
f(y), odakle se, primenom koraka 3 i koraka 5 dolazi do neuspeha.

Bez dokaza navodimo teoremu o korektnosti navedenog algoritma za odre-
divanje najopstijeg unifikatora (videti, na primer, [3, 18]).

Teorema 3.26 (Korektnost algoritma Najopstiji unifikator) Algoritam Najopsti-
Ji unifikator zadovoljava sledece uslove:

e zaustavlja se;

e ako vrati supstituciju, onda je ona najopstiji unifikator za dati niz parova
izraza;

e ako se algoritam zaustavi sa neuspehom, onda ne postoji unifikator za
dati niz parova izraza.

Navedeni algoritam nije efikasan. Postoje znatno efikasniji algoritmi za
unifikaciju. Mnogi od njih zasnovani su na koris¢enju pogodnih struktura po-
dataka i implicitnom primenjivanju supstitucije (iz koraka 6). Neki od tih algo-
ritama imaju linearnu sloZenost (po broju polaznih jednakosti), ali, u opstem
slu¢aju, najopstiji unifikator moZze imati i eksponencijalnu duzinu (po broju po-
laznih jednakosti), te ga nije moguce eksplicitno predstaviti u linearnom vre-
menu. To ilustruje slede¢i primer.

Primer 3.24 Za skup jednakosti
x1 = f(wo, o)

T2 = f(x1,21)

Tn = f(xn—laxn—l)

Najopstiji unifikator sadrZi zamenu x,, — t, gde je t term koji sadrZi samo
simbole x¢ 1 f, pri emu ima 2™ — 1 pojavljivanja simbola f.
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Primetimo da je problem ispitivanja da li je neka formula instanca neke
aksiomske sheme blizak problemu unifikacije. Navedeni algoritam za odredi-
vanje najopstijeg unifikatora moze se koristiti i za unifikovanje dobro zasno-
vanih formula. Prilikom ispitivanja da li neka formula ¢ini instancu neke aksi-
omske sheme, medutim, vrsi se samo jednosmerno uparivanje i varijable u
formulama se smatraju konstantama koje nije moguce instancirati. Postoje i
drugi algoritmi za jednosmerno uparivanje.

Primer 3.25 Za testiranje da lije p(f(s(a), f(u,v)), s(f(a, f(u,v)))) instanca for-
mule p(f(s(x),y),s(f(x,y))) moZe se primeniti algoritam za odredivanje na-
jopstijeg unifikatora na jednakost

p(f(s(a), f(u, ), s(f(a, f(u,v)))) = p(f(s(x),y), s(f(x,y)))

uz restrikciju da se koristi samo jednostrano uparivanje tj. da se sve promen-
Jjive iz prve formule smatraju konstantama koje nije moguce supstituisati. Time
se dobija najopstiji unifikator

o=lr—ay— fuo)].

Zbog restrikcije nad varijablama u jednosmernom uparivanju, u testiranju da

lijep(f(s(a), f(u,y)),s(f(a, f(u,y)))) instanca formule p(f(s(x),y), s(f(z,y))),
simboli y u prvoj i drugoj formuli ne smatraju se jednakim, te je najopstiji
unifikator za ove dve formule

o=[x—ay— fluy).

Zadaci

Zadatak 67 Odrediti najopstiji unifikator za sledeci skup parova termova:

{(9(z, h(y, 2)), g(u, ), (f(2), f(h(c,v))), (9(z,u), 9(y,w))} -

Zadatak 68 Ispitati da li je relacija unifikabilnosti tranzitivna.

Zadatak 69 |/ Dokazati da za dva izraza postoji najvise jedan najopstiji unifi-
kator (do na preimenovanje promenljivih).

3.2.6 Metod rezolucije

Metod rezolucije je postupak za ispitivanje (ne)zadovoljivosti skupa klauza
logike prvog reda [61]. Ovaj metod je, u odredenom smislu, unapredenje Gil-
morove procedure i svojstava koje obezbeduje Erbran-Gilmorova teorema (teo-
rema 3.23). U Gilmorovoj proceduri mnoge od generisanih instanci klauza su
jednake. Dodatno, kada se pokaZe da jedan skup instanci klauza nije nezado-
voljiv, to ne daje sugestiju koju instancu generisati slede¢u. Metod rezolucije
ispravlja ove neefikasnosti time $to ne radi direktno sa instancama klauza.
Naime, potraga za kontradikcijom izvodi se nad originalnim klauzama (a ne
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samo nad njihovim instancama). Testiranje nezadovoljivosti zasniva se na ko-
ri$¢enju pravila rezolucije za izvodenje novih klauza, u pokusajima da se izve-
de kontradikcija.

Analogno metodu rezolucije za iskaznu logiku (videti poglavlje 2.2.7), me-
tod rezolucije za logiku prvog reda primenjuje se na formule koje su u klauzal-
noj formi. Formula se reprezentuje kao skup klauza od kojih je svaka skup lite-
rala. Kao i u iskaznom slucaju, sve klauze koje sadrze literale jednake logickim
konstantama T ili L se elimini$u ili zamenjuju tako da se ne promeni zado-
voljivost polaznog skupa klauza (videti poglavlje 2.2.7). Ako je literal / jednak
p(t1,t2,...,t,), onda sa [ oznatavamo literal —p(t1,ts,...,t,); ako je literal
jednak —p(t1,t2,...,t,), onda sa 1 oznatavamo literal p(t1,ta, ... ty). Za lite-
rale [ i [ kaZemo da su (medusobno) komplementni.

U metodu rezolucije za iskaznu logiku primenjuje se pravilo rezolucije sle-
deceg oblika:

c’'vi ¢Vl
c'vc”

U logici prvog reda, pravilo rezolucije je opstije, i umesto da zahteva da u dve

klauze postoje komplementni literali, zahteva da u dve klauze postoje literali
A’i-A" takvi da su atomi¢ke formule A" i A” unifikabilne. Pravilo rezolucije
za logiku prvog reda (u njegovom osnovnom obliku, tzv. binarna rezolucija)
moZe se prikazati na slede¢i nacin:

F/ \/ A/ F// \/ _‘A//
'V I

gde sul"iI"” klauze, a o je najopstiji unifikator za A’ i .A".

Obe klauze na koje se primenjuje pravilo rezolucije su (implicitno) uni-
verzalno kvantifikovane. Zbog toga se svaka od njihovih varijabli moze pre-
imenovati (jer su formule Vz.A(z) i V2! A(2’) logi¢ki ekvivalentne). Stavise, to
je neophodno uraditi za sve deljene varijable, jer bi, inate, neke primene pra-
vila rezolucije bile (pogresno) onemogucene (jer odgovarajudi literali ne bi bili
unifikabilni). Preimenovanje varijabli moZe se primeniti pre primene pojedi-
na¢nog pravila rezolucije ili unapred, pre primene sdmog metoda rezolucije.
Ako se preimenovanje varijabli primenjuje unapred, pre primene metoda re-
zolucije, onda ono treba da obezbedi da nikoje dve klauze nemaju zajednicku
promenljivu. Dodatno, u svakoj novoizvedenoj klauzi treba preimenovati pro-
menljive tako da se novi simboli promenljivih ne pojavljuju ni u jednoj drugoj
klauzi.

Klauzu koja nema nijedan literal zovemo prazna klauza i obelezavamo sa
0. Ona je, na osnovu dogovora, uvek nezadovoljiva.

Primer 3.26 Nad klauzama
—p(x,y) V. —p(z,9) V p(z, 2)

_'p(bv a)
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se moZe primeniti pravilo rezolucije, jer su literali p(z, z) i p(b, a) unifikabilni
(uz najopstiji unifikator o = [x +— b,z +— a]). Rezolventa ove dve klauze je
klauza

(b, y) V —p(a,y).

Ako se pravilo rezolucije primenjuje dalje, onda u dobijenoj klauzi sve pro-
menljive treba da budu preimenovane (treba da dobiju imena koja do tada nisu
koriséena):

(b, y") V —pla, y).

Puno pravilo rezolucije omogucava rezolviranje vise literala odjednom. Ono
moZe biti reprezentovano na slede¢i nacin:
I'VA VA V... VA, TV-A] VATV .V 2 A
(I"'vI")o

gde je o najopstiji unifikator za formule A’, A5, ..., A, AY, A5, ..., Al

Primer 3.27 Razmotrimo klauze —p(z,y)V—p(z,y)Vp(z, z) i—p(b,u)V-p(v,a).
Prva sadrZi literal p(z, z) a druga literale —p(b,u) i —p(v,a). Literali p(z, z)
p(b,w) i p(v,a) mogu biti unifikovani (najopstijim) unifikatorom [x +— b, v — b,
z + a,u — al] i rezolventa date dve klauze je =p(b,y) V —p(a, y).

7

Definicija 3.27 Forma Kovalskog klauze
A1 VoAV VoA, VBV By VLV B,

je formula
ANAsAN .. NApy =B VByV...VB,.

Specijalno, forma Kovalskog klauze

Bi1VByV...VB,

je formula
=BVBV...V5,,
a klauze
A1 V-Ay V...V A,
formula

ALNAs AN A =

Akojeu—-A; V-A V.. VoA, VB VByV...VB,im=0in =0, onda je to
prazna klauza, koju oznacavamo = ili O.

Precizno govore¢i, forme Kovalskog = B1VBaV... VB, AiAAA. . ANA, =
i = nisu dobro zasnovane formule, ali ¢ine zapis klauza koji je intuitivan i
blizak zapisu u PROLOG-u.
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Pravilo rezolucije moZe da se reprezentuje i koriste¢i formu Kovalskog:
IV=BvVAVAN.. VA T'"NATNAYAN ... NAL = B
(I"AT" = B'VB")o

gde je o najopstiji unifikator za formule A}, A, ..., A, AY, AY, ..., Al

Zaista, primenom supstitucije o na prvu formulu (I" = B’V A VA, V...V
A!.) dobija se
I'oA-Bo= A,

gdeje A = Ajo = A’/o. Primenom supstitucije o na drugu formulu (I'"” A A7 A
A5 A ... N A = B") dobija se

A= -T"oVvB'o.
IzT"o AN=B'c = Ai A= —-T"0 V B"”c dobija se
IV'oA-Bo=-T"cVvB'o,
Sto je logicki ekvivalentnto sa
(I'AT" = B'vVB" ).

Primer 3.28 Razmotrimo sledeée dve klauze Kovalskog: p(z,y) A p(z,y) =
p(z, 2) i p(b,u) A p(v,a) =. Literali p(z,z), p(b,u) i p(v,a) mogu biti unifiko-
vani supstitucijom [ +— b,z — a,u — a,v — b]. Tada je forma Kovalskog
rezolvente date dve klauze: p(b,y) A p(a,y) =

Metod rezolucije sastoji se od uzastopnog primenjivanja pravila rezolucije.
Neka je S pocetni skup, neka je So = S ineka je S;;1 rezultat primene pravila
rezolucije na skup S;.? Postupak se zaustavlja na jedan od slede¢a dva nacina:

e ako u nekom koraku skup S; sadrzi praznu klauzu (J), onda zaustavi
primenu procedure i vrati odgovor daje skup klauza S nezadovoljiv;

e ako ne postoji moguénost da se primeni pravilo rezolucije tako da se
skupovi S; i S;41 razlikuju, onda zaustavi primenu procedure i vrati
odgovor da je skup klauza S zadovoljiv.

Da bi se dokazalo da je neka formula 4 valjana, njena negacija se trans-
formise u klauzalnu formu i onda se na dobijeni skup klauza primenjuje metod
rezolucije. Ako se izvede prazna klauza, onda to znaci da je formula —.A
nezadovoljiva, pa je A valjana; ako u nekom koraku ne moZe da se izvede
nijedna nova klauza, onda to zna¢i je formula —.A zadovoljiva, pa A nije va-
ljana. Moguc¢ je i ishod da nove klauze mogu da se izvode beskona¢no, a da se
pri tome ne izvede prazna klauza.

Da bi se dokazalo da je neka formula A logi¢ka posledica formula B, Ba,
..., By, potrebno je dokazati da je formula By A By A ... A B, = A valjana,
tj. dokazati da formula —(B1 A B2 A ... A B, = A) nije zadovoljiva. Potrebno
je, dakle, dokazati da formula B A B2 A ... A B,, A = A nije zadovoljiva.

2 Primetimo da u op§tem metodu nije specifikovano kako se, od svih moguéih, bira par klauza
nad kojim se primenjuje pravilo rezolucije.
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Primer 3.29 Dokazati da je formula p(a) = (3z)p(x) valjana. Negacija date
formule je logicki ekvivavalentna formuli p(a) A (Vz)—-p(x). Metod rezolu-
cije primenjujemo na skup klauza {p(a),—p(x)}. Pravilo rezolucije moguce
je primeniti samo na jedan nacin — literali p(a) i —p(z) se unifikuju supsti-
tucijom [z — a] i njime se dobijja prazna klauza. Odatle sledi da je formula
p(a) = (3z)p(z) valjana.

Primer 3.30 Formula (Vz)(3y)p(z,y) = (3y)(Vx)p(x,y) nije valjana. Negacija
date formule je logicki ekvivalentna sa formulom (Vz)(3y)(p(z,y) A (Vy)(3x)
—p(z,y)) i sa formulom (Vz)(3y)(Vu)(3v)(p(z,y) A —p(v,u)). Skolemizacijom
se dobija skup od dve klauze: {p(z, f(x)), p(g9(z,u),u)}. Pravilo rezolucije
nije moguce primeniti na ove dve klauze, odakle sledi da je formula (Vz)(3y)
(p(z,y) A (Vy)(3z)—p(x,y)) zadovoljiva, tj. polazna formula nije valjana.

Niz klauza (polaznih i izvedenih) ozna¢ava¢emo obi¢nosa C; (i = 1,2,...).
Izvedene klauze oznacavacemo ponekad i sa R; (i = 1,2,...). Iza izvedene
klauze zapisivacemo oznake klauza iz kojih je ona izvedena, redne brojeve li-
terala u tim klauzama, iskoris¢eni najopstiji unifikator, kao i supstituciju kojom
se preimenuju promenljive. Literale u klauzama razdvaja¢emo obi¢no sim-
bolom ’,” (umesto simbolom "V’).

Primer 3.31 DokaZimo da je formula
(Vz)(3y)a(w, y)
logic¢ka posledica skupa formula
{(V2)Fy)p(2, v), (V&) (V) (p(x,y) = q(2,9))} -
Dovoljno je dokazati da je formula
A= ((V2)Fy)p(z, y) A (Y2) (V) (p(2, ) = a(z,y))) = (Vo) By)a(z, y)
valjana. Preneks normalna forma negacije ove formule je
(Bw)(V2)(Fy) (Vu) (Vo) (v2) (p(2, y) A (=p(u,0) V q(u, v)) A —g(w, 2)) -
Nakon skolemizacije, ova formula dobija oblik:
(V) (V) (Vo) (V2) (p(, g () A (=p(u,0) V g(u,v)) A =gle, 2))

pri ¢emu je ¢ nova Skolemova konstanta, a g nova Skolemova funkcija. Kon-
junktivna normalna forma formule

(@, g(x)) A (=p(u,v) V q(u,v)) A —q(c, 2)
je
p(x; g(x)) A (=p(u, v) V q(u,v)) A —=q(c, 2) -
Elementi pocetnog skupa klauza su:
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Hy: p(z,g(x)) (prvi deo hipoteze)
Hy: —p(u,v),q(u,v) (drugideo hipoteze)
Cy: —qlcz) (zakljucak)

Prazna klauza se izvodi na sledeci nacin.
Ry: q(a',g(2") (Hi,1;Ho, 1), v g(x),u— x|;
preimenovanje: [x — ']
Ry: O (C1,1; Ry, 1), [2' — ¢,z — g(c)]

Primer 3.32 Dokazati da je formula A = VaVyVz(x C yAy C z = = C 2)
logic¢ka posledica formule B = VaVy(z C y < Yw(w € = w € y)) (simboli €
i C su predikatski simboli arnosti 2 zapisani infiksno).

Transformisanjem formule ~(B = A) = B A -A dobija se sledeci skup

klauza:
Hy: —=(z1 Cy1),~(w1 € 1), w1 €31 (deo = formule B)

Hy: 29 Cyo, f(22,y2) € 22 (dva dela < formule B,
Hs: x3 Cys,~(f(zs3,y3) € y3) f je Skolemova funkcija za w)
Ci: aCb (tri dela negacije formule A,
Co: bCe a, b, ¢ su Skolemove konstante za
Cs: =(aCec) promenljive x,y, z u formuli A)
Izvedene klauze oznaCavaéemosa R; (i = 1,2,...).
Ri: —(wy €a),wy €b (H1,1;C1,1), [#1 — a,y1 — b];
preimenovanje: [wy — ws)]
Ro: —(ws €b),ws €c (H1,1;C5,1), [x1 — b,y1 — ¢,
preimenovanje: [wy — ws]
R3: aCuys fla,ys) €D (H2,2; Ry, 1), (22 = a, w2 — f(a,y2));

preimenovanje: [y — Y4

Ry wa Co,n(f(ea,¢) €0) (Hz, 2 Ra,2), [ys = ¢, ws — flxs,0));
preimenovanje: [x3 — 4]

Rs: aCcaCc (R3,2; R4,2), [x4 — a,yq — ¢,

Rg: O (R5,1,2;C5,1)

Hornove klauze su klauze u kojima postoji najvise jedan literal koji nije
pod negacijom. U PROLOG-u se koriste upravo Hornove klauze. Cetiri tipa
Hornovih klauza prikazana su u sledec¢oj tabeli.

Tip | standardnaforma | formaKovalskog | PROLOG
implikaciona klauza | —A; V....V-A, VA | AAN... NA = A | A:—Ai,..., An.
ciljna klauza A1 V... Vv-A, A1 AN AL = ?7— AL, An
¢injenica A = A A.
prazna klauza O = false

MoZe se dokazati da svaki nezadovoljiv skup Hornovih klauza sadrZzi bar
jednu ¢injenicu i bar jednu ciljnu klauzu. Programski jezik PROLOG zasnovan
je na metodu rezolucije i na koris¢enju Hornovih klauza. Postoji polinomijalni
algoritam za ispitivanje zadovoljivosti skupa iskaznih Hornovih klauza i on se
koristi u PROLOG-u.

Primer 3.33 Pretpostavimo da je u PROLOG-u zadata ¢injenica (assertion):
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man (sokrat) .
i pravilo (rule):
mortal(X) :- man(X).
(PROLOG konvencija je da se konstante zapisuju malim pocetnim slovom, a
promenljive velikim pocetnim slovom.) Ako se zada upit:
? - mortal(sokrat).
onda se metodom rezolucije pokusava izvodenje prazne klauze iz skupa klauza:

{man(sokrat), —-man(X) V mortal(X), -mortal (sokrat)} .

U ovom slucaju, prazna klauza se izvodi jednostavno (koriste¢i unifikaciju
{X + sokrat}) i PROLOG vraca rezultat:

Yes

Primetimo da, na primer, upit

? - mortal(platon).
ne moZe da uspe (sem ako nije zadata i ¢injenica man (platon) ).

Da bi se pokazalo da je neka formula nezadovoljiva, dovoljno je, primenom
metoda rezolucije, iz njenog skupa klauza izvesti praznu klauzu. Dodatno,
metod rezolucije ima svojstvo da iz zadovoljivog skupa klauza ne moze da
izvede nezadovoljiv skup klauza. Ova dva svojstva dokazaéemo kao teoremu
o potpunosti i teoremu o saglasnosti za rezoluciju (teoreme 3.28 i 3.30). Metod
rezolucije, dakle, ima sledeée karakteristike:

e metod rezolucije je saglasan: ako je primenom metoda dobijena prazna
klauza, onda je i polazni skup klauza nezadovoljiv (ili, drugim re¢ima, iz
zadovoljivog skupa klauza moZe se dobiti samo zadovoljiv skup klauza);

e metod rezolucije nije potpun, ali je potpun za pobijanje: iz svakog nezado-
voljivog skupa klauza moguce je izvesti praznu klauzu;

e logika prvog reda nije odluciva, pa najvise Sto moZe metod rezolucije da
bude je procedura poluodlucivanja (za problem ispitivanja valjanosti).

Teorema 3.27 (Saglasnost pravila rezolucije) Ako je skup klauza S zadovoljiv
i ako je klauza B izvedena iz dve klauze iz skupa S pravilom rezolucije, onda
je iskup S U {B} zadovoljiv.

Dokaz: Neka su klauze iz skupa S klauze nad nekom signaturom £. Na-
glasimo da su sve klauze u skupu 5, kao i klauza B, implicitno uni-
verzalno kvantifikovane.

Pretpostavimo da je skup S zadovoljiv: nekaje ® L-struktura i v valuacija
takve da za odgovarajuc¢u interpretaciju I, i za svaku klauzu C iz S vazi
I,(V * C') = 1. Na osnovu teoreme 3.7, onda vaZi da je svaka formula C
iz S valjana u®.
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Dokazimo da je i skup S U {B} zadovoljiv, tj. dokazimo da je i formula
V+B tacna u interpretaciji I,,. Na osnovu teoreme 3.7, dovoljno je dokazati
da za svaku valuaciju w vazi I, (B) = 1.

Pretpostavimo da je klauza B izvedenaiz klauza C’ =T"V A VA, V...V
AL iC" =T"Vv-AlV-AJv...V=A., pricemuje B = (I'"VI")o, gde je
o najopstiji unifikator za formule A7, A5, ..., A;,, A, A5, ..., Al. Neka
jeA=Alc=Ao=...=Ac=Alc =Ajo=...=Ac. Nekaje o
supstitucija [z1 +— t1, T2 — to, ..., Tk > b

Neka je w proizvoljna valuacija. Neka je w’ valuacija takva daje w'(z;) =
I,(ti)zai = 1,2,...,kiw(z) = w(z) za sve druge promenljive z (sve
promenljive razli¢ite od 1, z2, ..., xi) koje se pojavljuju u C’ i C”. For-
mule C’ i C” su valjane u @, pa vazi I,,,(C') = 11 L, (C") = 1. Vazii
I,(C'0) = Iy(C') = 1i1,(C"0) = Iy(C") = 1. 1z [,,(C'0) = 1 sledi
I,(I'oVvVA) =1,paje I,(I'0) = 1ili I,,(A) = 1. Akoje [,(I"0) = 1,
onda vazi I,(I'o VI"0) = 1, §j. I,(B) = 1. Akoje I,,(A) = 1, onda je
I,(—A) =0,paizl = L,(C"0) = I,(I"o vV =A), sledi I,(I"o) = 11,
dalje, I,(I'o VI"0) = 1, tj. I,,(B) = 1. U oba slucaja, za svaku valua-
ciju w vazi I,(B) = 1, §to je i trebalo dokazati. Dakle, skup S U {B} je
zadovoljiv. O

Naredna teorema sledi neposredno iz teoreme o saglasnosti pravila rezolu-
cije (3.27) i na osnovu jednostavnog induktivnog argumenta.

Teorema 3.28 (Saglasnost metoda rezolucije) Iz zadovoljivog skupa klauza ne
moZe se izvesti prazna klauza.

Potpunost metoda rezolucije za logiku prvog reda zasniva se na potpunosti
metoda rezolucije za iskaznu logiku i na lifting lemi.

Teorema 3.29 (Lifting lema (lema o podizanju)) Neka su C; i Cy dve klauze
sa baznim instancama C i C redom. Ako je Cj rezolventa klauza C1 i Cj,
onda postoji rezolventa Cs klauza C; i Cy, takva da je C, bazna instanca klauze

Cs.

Dokaz: Dokazacemo tvrdenje teoreme samo za binarnu rezoluciju. Dokaz za

puno pravilo rezolucije je jednostavno uopstenje. Tvrdenje teoreme ilu-
struje slika 3.3.

Ne naruSavajudi opstost, pretpostavimo da vaZzi:

o (1 i Cy nemaju zajednicke promenljive;

e rezolvirani literal je poslednji u Cf i C%; on je u pozitivnoj formi u
C} iunegativnoj formi u C5; tada moZemo da pisemo C; = D1 V 4
iCy = Dy V — Ay za pogodne klauze D1, Ds iliterale A; i Ay;
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Slika 3.3: Ilustracija za lifting lemu (teorema 3.29)

e supstitucija ¢1 koja instancira C; u C] uti¢e samo na promenljive
koje se pojavljuju u C1; supstitucija ¢2 koja instancira Cs u C} utice
samo na promenljive koje se pojavljuju u Cs.

Kako klauze C i Cy nemaju zajednickih promenljivih vaZi ¢1¢2 = ¢2¢1.
Neka je ¢ = ¢1¢2 = ¢pa¢p1. Tada je A1¢p = Az¢ = A rezolvirani lite-
ral u rezoluciji C{ i C4. Dakle, literali 4, i Ay su unifikabilni. Neka je
C3 rezolventa dobijena rezolviranjem ovih literala u klauzama C i Cs.
Neka je o najopstiji unifikator literala A; i Az i nekaje ¢ = oA (0 je
najopstiji unifikator literala 4, i A, pa svaki drugi unifikator moZe da se
reprezentuje koris¢enjem o). Tada vazi CsA = Cj (jer je C4 = (D1 V D2)¢
i O3 = (D1 V D3)o), $to dokazuje tvrdenje teoreme. ]

Teorema 3.30 (Potpunost (za pobijanje) metoda rezolucije) Ako je I' nezado-
voljiv skup klauza, onda se iz njega metodom rezolucije moZe izvesti prazna
klauza.

Dokaz: Kako je skup I' nezadovoljiv, on nema Erbranov model. Na osnovu
Erbran-Gilmorove teoreme (3.23), onda postoji kona¢an skup baznih in-
stanci klauza iz I" koji je nezadovoljiv. Na osnovu teoreme o potpunosti
iskazne rezolucije (2.17) iz tog kona¢nog skupa baznih klauza moZe se
izvesti prazna klauza. Na osnovu lifting leme (3.29) to izvodenje prazne
klauze moze se ,,podi¢i” do izvodenja (u logici prvog reda) prazne klauze
iz skupal. |

Primer 3.34 Formula VaVy (p(z,y) = p(y,z)) je logicka posledica formula
Vi p(z, z) i VuvoVw (p(u,v) A p(w,v) = p(u,w)), pa je formula

A= (Yx p(z,z)) A (YuvoVw (p(u,v) A p(w,v) = plu,w))) =

(VaVy (p(z,y) = p(y, 2)))
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valjana. Formula — A, transformisanjem u klauzalnu formu, dobija oblik:
Pz, ) A (=p(u, v) V =p(w,v) V p(u, w)) A p(a,b) A =p(b,a) ,

gde su a i b nove, Skolemove konstante. Erbranov univerzum formule A je
jednak {a,b}. Instanciranjem klauza formule —A elementima Erbranovog uni-
verzuma moZe se dobiti skup {p(b, b), ~p(b, b)V—p(a, b)Vp(b, a), p(a,b), —p(b,a)}
(koji je podskup skupa svih instanci klauza formule —.A). Baznom rezolucijom
(sustinski — iskaznom rezolucijom), moZe se pokazati da je navedeni skup

nezadovoljiv:

Cl : p(b7 b)

Cy: —p(b, b),ﬁp(a,b),p(b,a)

Cs: p(a,b)

Cy: —p(b,a)

C5 : ﬁp(b, b),p(b, a) (02,2;03, 1)

Cﬁ : ﬁp(b, b) (04, 1; C5, 2)

Cr,: O (C1,1;Cg, 1)

Navedeno bazno izvodenje prazne klauze moZe biti ,, podignuto” do izvo-

denja prvog reda:

Ci: pz,x)

Cy: ﬁp(u,v),—\p(w,v),p(u,w)

Cs: p(a,b)

Cs: —p(b,a)

Cs: —p(u',b),p(u', a) (Ca,2;C3,1) [w — a,v — b,

preimenovanje: [u +— u']
Cﬁ . ﬁp(b, b) (04, 1; 05, 2) [u’ = b]
C?Z u (01,1;06,1) [$|—>b]

Metod rezolucije se mozZe koristiti i za dokazivanje da je neka formula posle-
dica aksioma neke teorije (vise o teorijama prvog reda videti u poglavlju 3.4).
Teorija jednakosti je deo mnogih interesantnih matematickih teorija (viSe o
Cistoj teoriji jednakosti videti u potpoglavlju 3.4.1), te se Cesto javlja potreba
za kori$¢enjem njenih aksioma. Postoji nekoliko varijanti skupa aksioma jed-
nakosti. Jedna od njih je:

El (Vz)

x =)

(
B2 (Vz)(vy)(z =y =y = 2)
E3 (Vo)(Vy)(Vz)(x =yAy=z=2=2)
E4 (Va1)(Vx) ... (Vo) (Vy1)(Vy2) ... (Vyn) (1 = y1 A2 = Yo Ao A xy =

Yn = f(z1,22,...,20) = f(Y1,¥2,...,Yn)), za svaki funkcijski simbol f
arnosti n.

E5 (Vaz1)(Vao) ... (Vo) (Yy1) (Vy2) ... Vyn)(@1 = g1 A2 = Y2 Ao oA Ty = Yn
= (p(x1, 22y, 2n) = P(Y1,Y2,-.-,Yn))), za svaki predikatski simbol p
arnosti n.
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Da bi se koristile u metodu rezolucije, navedene aksiome moraju biti preve-
dene u klauzalnu formu:

ECl (z =1x)
EC2 —~(z=y),y==x
EC3 —(z =y),~(y=2),z ==z

EC4 —(x1 =wn1),...,(xn = yn), f(z1,...,2n) = f(y1,-..,Yn), za svaki funk-
cijski simbol f arnosti n.

EC5 =(z1 = w1),...,~(Tn = Yn), (@1, ..., 2n),D(Y1, - -, Yn), za svaki predi-
katski simbol p arnosti n.

U postupku primene metoda rezolucije ¢esto je potreban veliki broj koris-
¢enja aksioma jednakosti (tj. klauza dobijenih od njih), ¢ak i za veoma jedno-
stavna tvrdenja. To ilustruje slede¢i primer.

Primer 3.35 Pretpostavimo da je potrebno koris¢enjem aksioma jednakosti do-
kazati sledece tvrdenje: formula —~(h(c) = b) je logi¢ka posledica skupa formula
{~(h(a) = b), c = a}.

Jedina instanca aksiomske sheme EC4 koja je potrebna (jer je h jedini funk-
cijski simbol u indukovanoj signaturi) je

—(z1 = y1)7h($1) = h(y1)~

Jedina instanca aksiomske sheme EC5 koja je potrebna je instanca za predikat-
ski simbol =, ali ona moZe biti izostavljena zahvaljujuci preostalim aksiomama.
Dodavanjem klauza izvedenih iz zadatog tvrdenja skupu klauza izvedenih

iz aksioma jednakosti dobija se pocetni skup klauza na koji se zatim primenjuje
metod rezolucije.

EC1: (2 =42)

EC2 : _‘(.’L‘N _ y//)’ y' =z

. - n — " - /11 — "

BOS: Y

EC4: (21 =wy1),h(z1) = h(y1)

Ch: —(h(a) =)

Cy: c=a
Cs: hic)=10
Ry : =(h(a) =y""),~(y"" =0b) (EC3,3;C1,1) [z — h(a),z"” — b];

preimenovanje: [y"' — y""']

Ry: o a=y1),=(hly1) =b)  (BEC42 Ry, 1) [21 = a,y™" — h(yn));
preimenovanje: [y, — Y]

Ry: @ =a).2(hf)=b)  (BC22: R 1) [a" o,y o al;
preimenovanje: [y — y{]

Ry:  —(h(e) =b) (Ca,1; B3, 1) [yy' — (]

Rs: O (Cs,15 Ry, 1)
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Primetimo da u opisu metoda rezolucije nije specifikovan nacin na koji se
biraju klauze nad kojim se primenjuje pravilo rezolucije. Takode, teorema o
potpunosti (teorema 3.30) tvrdi da se iz svakog nezadovoljivog skupa klauza
moZe izvesti prazna klauza, a ne tvrdi da se iz svakog nezadovoljivog skupa
klauza mora izvesti prazna klauza bez obzira na izbor klauza za rezolviranje.
Naime, u zavisnosti od izbora klauza na koje se primenjuje pravilo rezolu-
cije moguce je da se i za nezadovoljiv skup klauza metod rezolucije ne zau-
stavlja. Nacin na koji se biraju klauze na koje se primenjuje pravilo rezolucije
¢ini strategiju ili strategiju za upravljanje konkretne verzije metoda rezolucije.
Strategija je od sustinske vaZznosti za obezbedivanje nuznog izvodenja prazne
klauze iz nezadovoljivog skupa, ali i za efikasnost metoda.

Jedna od moguénosti za obezbedivanje potpunosti metoda rezolucije u stro-
Zijem smislu (da postoji strategija za upravljanje metoda rezolucije takva da se
iz svakog nezadovoljivog skupa klauza nuzno izvodi prazna klauza u kona¢no
mnogo koraka) je sistematsko izvodenje svih rezolventi iz skupa klauza koji se
Siri tokom primene metoda. Sistematski metod rezolucije moZe se definisati na
sledec¢i na¢in: metod se primenjuje u stupnjevima; prvi stupanj ¢ini kreiranje
pocetnog skupa klauza; neka pre i-tog stupnja tekuéi skup klauza ¢ine klauze
Cy, Oy, ..., Cy, i-ti stupanj sastoji se od izvodenja (i dodavanja teku¢em skupu
klauza) svih moguéih rezolventi iz po svake dve klauze iz skupa C1, C, .. ., C,
(broj tih klauza je konacan); metod se zaustavlja ako se u nekom koraku izvede
prazna klauza ili ako se u nekom stupnju ne moZe izvesti nijedna nova klauza.

Teorema 3.31 (Potpunost sistematskog metoda rezolucije) Ako je I' nezado-
voljiv skup klauza, onda se iz njega sistematskim metodom rezolucije mora
izvesti prazna klauza.

Dokaz: Ako je skup klauza I' nezadovoljiv, onda se, na osnovu teoreme o
potpunosti metoda rezolucije (teorema 3.30) iz njega metodom rezolu-

cije moZze izvesti prazna klauza, tj. postoji niz rezolventi Ri, Ro, ..., R,
(koje se izvode iz pocetnih i izvedenih klauza) od kojih je poslednja u

nizu prazna klauza. Ako se na skup klauza I' primeni sistematski metod
rezolucije, u nekom stupnju bice (ako ve¢ pre toga nije izvedena prazna
klauza) izvedene sve klauze iz skupa R1, Ry, ..., Ry, paiprazna klauza.

O

Oc¢igledno je da je sistematski metod rezolucije izuzetno neefikasan. Po-
stoji viSe strategija koje obezbeduju nuzno izvodenje prazne klauze iz nezado-
voljivog skupa klauza (tj. sprecavaju beskonacne petlje), ali na efikasniji nacin.
Te strategije su od sustinske vaZnosti i za broj klauza koje se izvode i, shodno
tome, za efikasnost metoda. Smanjivanje izvodenja nepotrebnih klauza jedan
je od najvaznijih problema metoda rezolucije. U daljem tekstu bic¢e ukratko
opisane neke od strategija koje se koriste u razli¢itim varijantama metoda re-
zolucije.

Razmotrimo ponovo sledec¢i primer (videti primer 3.34): potrebno je doka-
zati da je formula VaVy(p(z,y) = p(y, z)) logitka posledica formula Vap(z, x) i
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VuVovw(p(u, v) Ap(w,v) = p(u,w)). Dovoljno je dokazati da formula Vz p(z, )
ANVuYvYw (p(u, v) Ap(w,v) = p(u, w))) A—-(VzVy (p(z,y) = p(y, z))) nije zado-
voljiva. Negacija navedene formule, transformisanjem u klauzalnu formu, do-
bija oblik: p(z,z) A (=p(u,v) V =p(w,v) V p(u, w)) A p(a,b) A —p(b,a) (gdesua
i bnove, Skolemove konstante). Primenimo metod rezolucije na ovako dobijen
skup klauza:

Ci: p(x,21) (prva hipoteza)

Cy:  —p(ur,v1), plwr,v1),p(ur,w1) (druga hipoteza)

Cs: pla,b) (prvi deo zaljucka)

Cy: —p(b,a) (drugi deo zakljucka)

Cs:  —p(b,v2), p(a,v2) (C4,1;C,3) [ur — byw; — al;
preimenovanje: [v; — 3]

Cs: —p(b,b) (C5,2;C3,1) [v2 — b

C7: [} (Cﬁal;clal) [1’1 '_)b]

Primetimo da se u navedenom primeru u svakoj primeni pravila rezolucije
koristi poslednja klauza u nizu (osim u prvom koraku, to je uvek rezolventa iz
prethodno primenjenog pravila rezolucije) i rezolvira sa nekom od originalnih
klauza. Ovaj vid pobijanja je veoma prirodan. On, u izvesnom smislu, oponasa
rezonovanje matematicara koji kre¢e od tvrdenja koje treba dokazatiiu dokazu
koristi aksiome i date hipoteze. Ova strategija za upravljanje metodom rezolu-
cije zove se linearna ulazna rezolucija — linearna, jer se u svakoj primeni pra-
vila rezolucije koristi poslednja klauza u nizu; ulazna, jer se u svakoj primeni
pravila rezolucije koristi jedna od pocetnih klauza.

Naglasimo da je navedeno tvrdenje moguce dokazati na viSe na¢ina. Jedan
od nacina je i slede¢i:

Cy: p(x,21) (prva hipoteza)

Cy:  —p(ur,v1), plwr,v1),p(ur,wr) (druga hipoteza)

Cs: pla,b) (prvi deo zaljucka)

Cy: —p(b,a) (drugi deo zakljucka)

Cs: —p(b,v2), pla,vs) (C4,1;C2,3) [ur — b,w — al;
preimenovanje: [v1 — 9]

Cs: —pla,b) (C5,1;Cy, 1) [21 7 b, v2 +— b

C,: O (C6,1;C3,1)

Linearna ulazna rezolucija je jedna od varijanti opsteg metoda rezolucije. S
obzirom na to da ona isklju¢uje mnoge puteve izvodenja novih klauza, ona je
obi¢no znatno efikasnija nego opsti metod rezolucije. Medutim, iz istog razlo-
ga, linearna ulazna rezolucija nema svojstvo potpunosti (kao sto ga ima opsti
metod rezolucije). Nepotpunost linearne ulazne rezolucije ilustruje sledeéi
primer:
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Ci: p(x1),q(z1)

Ca: p(w2),q(w2)

Cs: —q(z3),p(x3)

Cy:  —p(z4), q(24)

Cs: —p(xs), p(as)  (Ca,2;C2,2) [v4 > 2);
preimenovanje: [x2 — x5)

Co: q(xe) (C5,1,2;C1,1) [x5 — x1);
preimenovanje: [x1 — x¢)

Cr: p(r) (C6,1;C3,1), [ > x3];

preimenovanje: [x3 — x7]

Klauza C; moze se rezolvirati samo sa klauzom C, ili sa klauzom Cj. Re-
zolucija sa C daje ¢(z), $to vodi u beskona¢nu petlju. Rezolucija sa Cy daje
—q(z), to, dalje, daje simetri¢nu situaciju. Sli¢no vazii za sve ostale moguéno-
sti, te praznu klauzu nije moguce izvesti ukoliko se koristi linearna ulazna
strategija.

Linearna ulazna rezolucija ima svojstvo potpunosti za pobijanje za neke
klase formula. Na primer, linearna ulazna rezolucija ima svojstvo potpunosti
za pobijanje skupova Hornovih klauza, tj. linearna ulazna rezolucija moZe do-
vesti do prazne klauze za svaki kontradiktoran skup Hornovih klauza (u nave-
denom primeru, prva klauza nije Hornova). Linearna ulazna rezolucija nad
Hornovim klauzama se koristi u PROLOG-u.

Uslov linearne strategije moZe biti koris¢en i bez uslova ulazne strategije.
Takva strategije daje linearnu rezoluciju. Linearna rezolucija ima svojstvo pot-
punosti (i za ne-Hornove klauze). Iako je linearnom rezolucijom (kao i opstim
metodom rezolucije) moguce pobiti svaki kontradiktoran skup klauza, nema
garancija (kao i u opstem slucaju) da svaki postupak primene pravila rezolu-
cije nuZno vodi izvodenju prazne klauze. Na primer, u pobijanju datog skupa
klauza primenom linearne rezolucije moguce je do¢i i do beskona¢ne petlje:

Cy: plxr,z1) (prva hipoteza)

Cy:  —p(ut,v1), "plwr,v1),p(ur,wr) (druga hipoteza)

Cs: pla,b) (prvi deo zaljucka)

Cy: —p(b,a) (drugi deo zakljucka)

05 : _'p(ba UQ)a_‘p(a’a UQ) (0431;0273) [ul = bawl = a’];
preimenovanje: [v1 — 9]

Cs: —p(b,a) (C5,2;C,1) [21 — a,va — al

07 : _'p(ba U3)7_'p(a7 U3) (0671;0273) [Ul = bawl — a’]/
preimenovanje: [v; — v3]

08 : _'p(ba a) (077 27 Clv 1) [‘rl = a,v3 — a]

Pored opisane ulazne strategije i linearne strategije, neke od najznacajnijih
strategija za upravljanje metodom rezolucije su:

e prednost jedini¢énim klauzama (u ovoj strategiji prednost imaju primene
pravila rezolucije u kojima je bar jedna roditeljska klauza jedini¢na (tj. ima
samo jedan literal));

e skup potpore (u ovoj strategiji pre primene samog metoda rezolucije odre-
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duje se tzv. skup potpore — skup klauza koji je nezadovoljiv, ali je svaki
njegov pravi podskup zadovoljiv; svako pravilo rezolucije primenjuje se
onda nad bar jednom klauzom iz tog skupa. Ideja ove strategije je da se
izbegne primenjivanje pravila rezolucije nad parovima klauza iz skupa
koji je zadovoljiv (npr. nad klauzama koje su izvedene iz aksioma nepro-
tivreCne teorije) i time popravi efikasnost sistema).

U cilju efikasnijeg izvodenja prazne klauze u metodu rezolucije se ponekad
koriste i dodatna pravila (pored pravila rezolucije).

Paramodulacija Sa ciljem da zameni veliki broj (¢esto komplikovanih i nepri-
rodnih) koraka u koris¢enju aksioma jednakosti, uvodi se pravilo para-
modulacije. Ono povecava efikasnost metoda rezolucije, ali nije nuzno
njegov deo (jer pravilo paramodulacije moZe biti izvedeno pravilom re-
zolucije). Pravilo paramodulacije moZe biti reprezentovano na sledeci
nadin:

A t=sVvB (ilis=tVDB)
(A[t' — s]V B)o

gde je o najopstiji unifikator za termove t i t’ i gde je A formula koja
sadrzi term t'. Na primer, iz klauza —h(a) = bi ¢ = a moZe da se izvede
klauza —h(c) = b primenom pravila paramodulacije (u jednom koraku)
na sledeéi nacin (videti primer 3.35):

—h(a)=b c=a
((=h(a) = D)la=c])[]

Grupisanje U nekim sistemima, umesto punog pravila rezolucije koriste se
dva pravila — binarna rezolucija i grupisanje. Grupisanje se moze opisati
na sledeci nacin:

rvAvAvV...VA,
(F vV Ay )U

gde je o najopstiji unifikator za formule A;, Ay, ..., Ap,.

Sadrzanost Pravilo sadrZanosti omogucava brisanje klauze A iz skupa klauza
I' ako u tom skupu postoje klauza B i supstitucija ¢ takve da A sadrzi
klauzu Bo. Dodatno, iz skupa klauza I' mogu se obrisati i sve klauze
koje sadrze komplementne literale.

Moze se dokazati da saglasnost i potpunost metoda rezolucije vaze i kada
se pored pravila rezolucije koriste i pravila paramodulacije, grupisanja i sa-
drZanosti.

Za detaljniji opis ovih i srodnih tehnika videti na primer, [8, 62].
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Zadaci
Zadatak 70 Koriste¢i metod rezolucije dokazati da vaZi:

(V2)(p(z) = g(2)), p(c) = q(e) -

Zadatak 71 Metodom rezolucije dokazati da je naredna formula valjana:

(B2)(Vy)p(e,y) = (vy) Bz)p(z,y) -
Zadatak 72 Metodom rezolucije dokazati da je naredna formula valjana:
@) (vy)((Ve)p(z) = p(y))
(b) (Vz)p(x) = (3z)p(x)
(© ~(Fy)p(y) = (Vy)((F2)p(z) = p(y))
(d) (3z)p(x) = (3y)p(y)
(e) (Vz)(p(x) A g(x)) < (Va)p
() (Va)p(x) V (Vr)g(z) = (Va)(p(x
(8) Bz)(p(x) V q(z)) < (Fx)p(z) v ( )Q()
(h) Fz)(p(x) A q(x)) = Ca)p(x) A (Br)q(z)

Zadatak 73 Metodom rezolucije dokazati da je formula (H N K) = L valjana,
gdeje
H = (Va)(vy)(p(z, y) = ply, v))
K = (v2) (%) (%) (p(z.y) A p(y. 2)) = pl#,2))
L = (va)(Vy) (p(z,y) = p(z, ).

Zadatak 74 Metodom rezolucije dokazati da je formula (Vz)s(z) logicka posle-
dica skupa formula {Vz(p(z) = q(z)), Vz(q(z) = s(x)), Vz(r(z) = s(z)),
va(p(x) v r(@))}.

Zadatak 75 Metodom rezolucije dokazati da je formulaVaVy (v =y = y = x)
logi¢ka posledica formulaVz (x = z) iVuVoVw (u = v Aw =v = u = w).

Zadatak 76 ./ VaZi sledece:
Janko ima psa.
Svaki vlasnik psa voli Zivotinje.
Nijedna osoba koja voli Zivotinje ne moZe da udari Zivotinju.
Janko ili Marko su udarili macku cije je ime Tuna.
Svaka macka je Zivotinja.
Metodom rezolucije dokazati da je Marko udario Tunu.

Zadatak 77 Za narednu formulu metodom rezolucije dokazati da je valjana:
(Va)(A(z) = C) & ((Fz)A(z) = C)

pri ¢emu je C reCenica. (Ovaj zadatak ilustruje kako metod rezolucije moZe biti
oslabljen tako da se primenjuje i na formule koje nisu u klauzalnoj formi.)

Zadatak 78 Prevesti na jezik logike prvog reda i dokazati metodom rezolucije
sledece tvrdenje: Ako su svi politicari lukavi i ako su samo pokvareni ljudi
politi¢ari, onda, ako postoji bar jedan politicar, onda je neki pokvaren ¢ovek
lukav.
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3.2.7 Metod tabloa

U opisu metoda tabloa oslanja¢emo se na opis metoda tabloa za iskaznu logiku
(videti poglavlje 2.2.8) i pojmove koji su tamo uvedeni. Jednostavnosti radi,
smatra¢emo da u signaturi £ formula koje ispitujemo nema funkcijskih sim-
bola arnosti vece od 0. To ogranicenje nije sustinsko i ne umanjuje opStost
metoda. Zaista, svaki skup formula moZe biti zamenjen skupom formula nad
signaturom koja nema funkcijske simbole arnosti ve¢e od 0. Neka je, na primer,
L signatura koja sadrzi predikatski simbol ¢ arnosti 2 i funkcijski simbol f
arnosti 1. Ovoj signaturi moZemo da pridruzimo signaturu £’ sa predikatskim
simbolom ¢ arnosti 2, predikatskim simbolom p; arnosti 2 i predikatskim sim-
bolom = arnosti 2 (za jednakost). Na primer, skup formulaI' = {(Vz) (Jy) (¢(z, y)
= ¢q(z, f(y)))} nad signaturom £ je valjan ako i samo ako je valjan skup for-
mula I” nad signaturom £’ koji sadrzi aksiome jednakosti (videti poglavlje
3.4.1)iformule (Vx)(Vy)(Vz)(ps (z,y)Aps (2, 2) = y = 2)1 (V2)(3y)(Vz) (a(z, y)A
pr(y, 2) = q(z,2)).

U metodu tabloa za predikatsku logiku koriste se dve sheme pravila ana-
logne shemama za iskaznu logiku (videti poglavlje 2.2.8):

Pravila tipa (A):

Pravila tipa (B):
B
Br | B2

Ova dva tipa pravila specifikovana su na sledeci na¢in.

Pravila tipa (A):
T-A
FA
F-A
TA
T(ANADB)

TA
TB

F(AV B)

FA
FB

F(A=B)

TA
FB

Pravila tipa (B):
F(ANB)
FA|FB
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T(AV B)
TA|TB
T(A=B)
FA|TB

Pored ove dve sheme pravila (za odgovarajuce tipove formula), u metodu
tabloa za predikatsku logiku koriste se dodatne dve grupe pravila (za odgo-
varajuce tipove formula).

Pravila tipa (C):
T(V
T A([;i gde je a bilo koji simbol konstante iz signature
F(3
% gde je a bilo koji simbol konstante iz signature
Pravila tipa (D):
T(3x)A
(Ge gde je a novi simbol konstante
TAlx — a
F(v
(ve)A gde je a novi simbol konstante
FAlz — d]

Pravila tipa (C) i (D) elimini$u kvantifikatore i zovemo ih i direktna pravila.

Za oznatenu formulu kaZemo da je tipa v ako je ona oblika T'(Vz).A ili
F(3z).A i tada se na nju moZe primeniti pravilo tipa (C). Takvu formulu ¢emo
ponekad i oznacavati sa v, a sa y(a) formulu T A[x — a] i FA[z — a], gdeje a
simbol konstante upotrebljen u pravilu.

Za oznatenu formulu kaZzemo da je tipa § ako je ona oblika T'(3z)A ili
F(Vz).A1itada se na nju moZe primeniti pravilo tipa (D). Takvu formulu ¢emo
ponekad i oznalavati sa d, a sa 6(a) formulu TA[x — a]i FA[x — a], gdejea
simbol konstante upotrebljen u pravilu.

Dakle, pravila tipa (C) i (D) imaju sledecu (opstu) formu:

v

v(a) gdeje a bilo koji simbol konstante iz signature

.
0(a) gdeje anovi simbol konstante

Tablo se u metodu za logiku prvog reda konstruiSe analogno kao u metodu
za iskaznu logiku. U korenu tabloa je oznacena formula F' A, gde je A zatvorena
(dobro zasnovana) formula ¢ija se valjanost ispituje. Sve formule koje se pridru-
Zuju ¢vorovima tabloa su takode zatvorene (dobro zasnovane) formule.
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(1) F((v2)(p(z) = q(z)) = ((V2)p(z) = (Va)q()))

(2) T((va)(p(z) = q(2))) (1)
3) F((vz)p(z) = (Vz)q(z)) (1)
(4) T(Vz)p(z) (3)

(5) F(va)q(z) (3)

(6) Fig(a) (5)

(7) Tp(a) (4)

(8) T(p(a) = gq(a)) (2)

(9) Fp(a)(8) (10) T'q(a)(8)
X(7,9) X(6,10)

Slika 3.4: Tablo za formulu iz primera 3.36

Primer 3.36 Formula (Vz)(p(z) = ¢(z)) = ((Vz)p(z) = (Vx)g(z)) je valjana.
Tablo koji to dokazuje prikazan je na slici 3.4.

Pravila tipa (D) mogu se smatrati formalizacijom sledeceg intuitivnog argu-
menta koji se koristi u matemati¢kim dokazima. Pretpostavimo da smo u
okviru nekog dokaza pokazali da postoji element x sa odredenim svojstvom p,
tj. pretpostavimo da smo dokazali da je formula (3z)p(x) valjana. Tada obi¢no
kazemo ,neka je a takav element 2“ i moZemo da tvrdimo p(a). Naravno, mi
time ne tvrdimo da p vaZi za svako a, nego za bar jedno. Ako u nastavku
pokaZemo da za neko svojstvo ¢ postoji element z takav da vazi ¢(z), mi ne
moZemo ponovo da kazemo ,neka je a takav element z”, jer je a simbol nove
konstante takav da je p(a) a ne znamo da li postoji element = takav da vazi p(z)
ig(z). Zato tada kazemo ,neka je b takav element = i moZemo da tvrdimo ¢(b).
Uvodenje novih simbola konstanti primenom pravila tipa (D) (u iteracijama)
pro$iruje signaturu i analogno je skolemizaciji. Na osnovu svojstava skolemi-
zacije (3.18), ako je formula A dobijena skolemizacijom od zadovoljive formule
B, onda je i formula 4 zadovoljiva. Odatle sledii ¢etvrti deo narednog tvrdenja
(prva tri su jednostavna). U tvrdenju se pod signaturom £ misli na signaturu
dobijenu od polazne signature prosirivanjem novim simbolima konstanti.

Teorema 3.32 (Saglasnost pravila metoda tabloa) Ako je S dati skup oznace-
nih formula nad signaturom L, onda vaZi:
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e ako je skup S zadovoljivia € S, onda je i skup {S, a1, as} zadovoljiv;

e ako je skup S zadovoljiv i § € S, onda je bar jedan od skupova {S, 51},
{8, B2} zadovoljiv;

e ako je skup S zadovoljivi~y € S, onda za bilo koji simbol konstante a (iz
signature L) vaZi da je skup {S,v(a)} zadovoljiv;

e ako je skup S zadovoljivid € S, i ako je a simbol konstante (iz signature
L) koji se ne pojavljuje ni u jednoj formuli iz S, onda je skup formula
{S,d(a)} zadovoljiv.

Teorema 3.33 (Saglasnost metoda tabloa) Ako se neka formula mozZe dokazati
metodom tabloa (pobijanjem), onda je ona valjana.

Dokaz: Pretpostavimo da je # grana tabloa i pretpostavimo da je grana 6 zado-
voljiva. Ako prosirimo granu # primenom pravila tipa (A), (C) ili (D),
onda je dobijeno prosirenje grane ¢ takode zadovoljivo (na osnovu teo-
reme 3.32). Ako granu 6 prosirimo primenom pravila tipa (B) na dve
grane 6, i 02, simultano, onda je (na osnovu teoreme 3.32) bar jedna
od grana 6, i # zadovoljiva. Indukcijom se onda jednostavno moZze
pokazati sledece: ako je koren tabloa zadovoljiv, onda je bar jedna grana
tabloa zadovoljiva i, stoga, otvorena. Dakle, ako je tablo zatvoren (tj. ako
je svaka njegova grana zatvorena), onda njegov koren mora da bude
nezadovoljiv. Drugim re¢ima, ako se neka formula moZe dokazati me-
todom tabloa, onda je ona valjana. O

MoZe se smatrati da su simboli konstanti koje se uvode pravilima tipa (D)
(i koji proSiruju polaznu signaturu) elementi prebrojivog skupa i da su enu-
merisani (npr. a1, az, as, ...). Ta pretpostavka, za sada, omogucava uvodenje
novih simbola nekim redom, a kasnije ¢e biti iskori$¢ena i u izvodenju bitnih
svojstava metoda tabloa i logike prvog reda.

Pravila tipa (D) mogu biti oslabljena tako da se umesto uslova ,,a je novi
simbol konstante”, koristi uslov ,,a je novi simbol konstante ili a je prethodno
uveden pravilom tipa (C) i ne pojavljuje se u formuli §”. Koris¢enjem ove
slabije varijante pravila tipa (D) dokazi izvedeni metodom tabloa mogu biti
bitno kraéi. Ovo slabljenje pravila tipa (D) moZe se opravdati na sledeci nacin:
pretpostavimo da smo dokazali formulu (Vz)p(z) (koja je tipa ). Tada moZemo
da zaklju¢imo p(a) (za novi simbol konstante a). Time nismo oznacili sa a neki
poseban element, ve¢ p(a) vaZzi za bilo koju vrednost a. Dakle, ako naknadno
dokaZemo formulu (3z)g(z) onda mozemo da kaZemo ,neka je a takva vred-
nost z” i za tu vrednost vaZzice i p(a). MoZe se dokazati saglasnost i ove vari-
jante metoda tabloa.

Primer 3.37 Formula (Jy)((3x)p(x) = p(y)) je valjana. To mozZe biti dokazano
koristeéi osnovnu verziju pravila tipa (D), kao i krace, koriste¢i modifikovana
pravila tipa (D). Odgovarajuca dva tabloa prikazana su na slikama 3.51 3.6.
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(1) F(3y)((Fz)p(z) = p(y))

(2) F(E2)p(z) = p(a)) (1)
(3) T(3z)p(z) (2)
(4) Fp(a) (2)

(5) Tp(b) (3)

(6) F((3z)p(z) = p(b)) (1)

(7) Fp(b) (6)
X(5,7)

Slika 3.5: Tablo za formulu (3y)((3z)p(x) = p(y)) dobijen primenom osnovnih
pravila tipa (D)

Metod tabloa za predikatsku logiku je potpun (za pobijanje). Naime, svaka
valjana formula moZe biti dokazana (pobijanjem) metodom tabloa. To ¢e biti
dokazano u nastavku.

Definicija 3.28 KaZemo da je skup oznacenih zatvorenih formula S nad signa-
turom L Hintikin ako naredni uslovi vaZe za sve «, (3, v, § formule iz S:

e ne postoji formula A takva daiT A i A pripadaju skupu S;

e akoa € S,ondavaZio, € Siag € S;

e akofB e S,ondavazi, € Silif3s € S;

e ako~y € S, onda za svaki simbol konstante a iz £ vaZi~y(a) € S;

e ako § € S, onda postoji simbol konstante a iz £ takav da vaZid(a) € S.

Teorema 3.34 (Hintikina lema za logiku prvog reda) Svaki Hintikin skup for-
mula S nad signaturom L je zadovoljiv.

Dokaz: Pretpostavimo da je S Hintikin skup za £. Konstrui§imo model skupa
S u L-strukturi ® = (D, I*) ¢iji domen D je skup svih simbola konstanti
iz signature £. Neka za svaki simbol konstante a iz £ vaZi I*(a) = a.
Potrebno je konstruisati interpretaciju za domen D u kojoj su svi ele-
menti skupa S ta¢ni. Interpretaciju I* konstruiemo tako §to za svaki
predikatski simbol p arnosti n definiSemo preslikavanje p; iz D™ u {0, 1}
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(1) F(3y)((Fz)p(z) = p(y))
(2) F((F2)p(z) = p(a)) (1)
(3) T(3z)p(z) (2)

(4) F° pl(a) 2

(5) Tp(a) (3)
X(4,5)

Slika 3.6: Tablo za formulu (3y)((3z)p(z) = p(y)) dobijen primenom
oslabljenih pravila tipa (D)

i to na slede¢i na¢in: baznoj atomickoj formuli p(a1, as,...,a,) nad £
pridruzujemo vrednost 1 ako T'p(ay, az, . . ., an) pripada skupu S, a vred-
nost 0 ako F'p(a1, ag, . . ., a,) pripada skupu S; inae, formuli p(a1, as, . . .,
an) pridruzujemo bilo vrednost 1 bilo vrednost 0. DokaZimo da je svaka
formula A iz skupa S ta¢na u ovako odredenoj interpretaciji. Dokazimo
to indukcijom po sloZenosti formule A.

Ako je sloZenost formule A jednaka 0, onda je A atomicka formula, pa
je ona ta¢na u konstruisanoj interpretaciji (na osnovu konstrukcije inter-
pretacije). Pretpostavimo da je tvrdenje ta¢no za sve formule sloZenosti
manje od n (n > 0) i dokaZimo da je ta¢no i za sve formule sloZenosti
jednake n. Ako je sloZenost formule A jednaka n, onda je formula A
ili tipa o, ili tipa § ili tipa ~ ili tipa 6. Ako je A tipa o, onda i a3 i oo
pripadaju skupu S, a ove formule su sloZenosti manje od n, pa je, na os-
novu induktivne hipoteze, bar jedna tac¢na u konstruisanoj interpretaciji;
odatle sledi da je i formula A ta¢na u konstruisanoj interpretaciji. Ako
je A tipa 3, onda 3 ili 3, pripada skupu S, a ove formule su sloZenosti
manje od n, pa su, na osnovu induktivne hipoteze, one ta¢ne u konstru-
isanoj interpretaciji; odatle sledi da je i formula A ta¢na u konstruisanoj
interpretaciji. Ako je A tipa 7, onda za svaki simbol konstante a iz £
vazi y(a) € S, a y(a) je sloZenosti manje od sloZenosti formule ~, pa su,
na osnovu induktivne hipoteze, one ta¢ne u konstruisanoj interpretaciji;
odatle sledi da je i formula A ta¢na u konstruisanoj interpretaciji. Ako je
A tipa §, onda postoji simbol konstante a iz £ takav da vazi §(a) € S, a
d(a) je sloZenosti manje od sloZenosti formule §, pa je, na osnovu induk-
tivne hipoteze, 6 (a) tatna u konstruisanoj interpretaciji; odatle sledi da je
i formula A ta¢na u konstruisanoj interpretaciji. O
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Teorema 3.35 (Kenigova lema) Neka u stablu T svaki ¢vor ima kona¢no mno-
go neposrednih potomaka. Ako stablo T ima beskona¢no mnogo ¢vorova,
onda ono ima bar jednu beskonacnu granu.

Dokaz: Cvor stabla ¢emo zvati dobrim ako on ima beskonaéno mnogo (ne-
posrednih i posrednih) potomaka, a Iosim ako on ima kona¢no mnogo
(neposrednih i posrednih) potomaka. Na osnovu pretpostavke, stablo
7T ima beskona¢no mnogo ¢vorova. Svi ti ¢vorovi (sem korena) su po-
tomci korena, pa je koren dobar ¢vor. Ako su svi neposredni potomci
jednog ¢vora losi, onda i taj ¢vor mora biti lo$ (jer ima kona¢no mnogo
neposrednih potomaka i svaki od njih je los). Dakle, dobar ¢vor mora
imati bar jednog neposrednog potomka koji je dobar ¢vor. Zato koren
ng mora imati dobrog neposrednog potomka n;, n; mora imati dobrog
neposrednog potomka no, ny mora imati dobrog neposrednog potomka
ng, itd. Dakle, postoji beskona¢na grana (no, n1, ng, ns, .. .) stabla 7, sto
je i trebalo dokazati. O

U iskaznoj logici, za svaku polaznu formulu metod tabloa se zaustavlja.
Medutim, u logici prvog reda metod tabloa se ne zaustavlja uvek. Ako se desi
da se metod ne zaustavlja, onda se generiSe beskona¢no stablo 7 i, na osnovu
Kenigove leme, to stablo 7 sadrzi bar jednu beskona¢nu granu 6. Grana 6 je
otvorena, ali ona nije nuzno Hintikin skup i to ée biti pokazano u nastavku. U
tom kontekstu bi¢e razmatrana signatura £ koja odgovara beskona¢noj grani 6.
Signatura £ dobijena je prosirivanjem originalne signature novim simbolima
konstanti primenama pravila tipa (D) na formulama na grani 6. I ako po-
lazna signatura sadrzi kona¢no mnogo simbola konstanti, prosirena signatura
L sadrZi beskonaéno mnogo simbola konstanti (jer je grana ¢ beskona¢na).
Primer 3.38 ilustruje kako se signatura moZe prosiriti beskona¢nim (prebro-
jivim) skupom (novih) simbola konstanti.

Primer 3.38 Primenom metoda tabloa (i to primenom pravila tipa (D)) moZe se
dobiti beskonacan (ali prebrojiv) niz novih simbola konstanti. Na slici 3.7 dat je
primer situacije u kojoj se pocetna signatura koja sadrZi samo simbol konstante
a prosiruje simbolima konstanti a1, as, as, . . ..

Za svaku formulu A (nad signaturom £) sloZenosti vece od 0 koja pripada
grani 6 re¢i éemo da je ispunjena na 6 ako vazijedan od uslova:

e Aje tipa o i obe odgovarajuce formule « i ap pripadaju grani 6;
e Ajetipa ibarjedna od odgovarajuc¢ih formula ; i §» pripada grani 6;

e Aje tipa v i za svaki simbol konstante a iz £ odgovarajuca formula v(a)
pripada grani 6;

o Aje tipa 0 i bar za jedan simbol konstante a iz £ odgovarajuca formula
d(a) pripada grani 6.
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(1) T(vz)Fy)p(z, ) (.- .)
(2) T(3y)p(a, y) (1)
(3) Tp(a,a1) (2)

(4) T(3y)p(ar,y) (1)
(5) Tp(a1, az) (4)

(6) T(3y)p(az,y) (1)

(7) Tp(az, a3) (6)

Slika 3.7: Primer uvodenja novih simbola konstanti a1, as, as, . . ..

Pretpostavimo da neka grana tabloa 7" sadrZi dve formule ~ tipa — oznaci-
mo ih sa 7' i4”. Kori§¢enjem formule ' grani mozemo dodati formule +'(a1),
v'(az2), 7'(a3), ... za postojeée i novouvedene simbole konstanti a1, as, as,
... (tim dodavanjem moZe da se omogucava novo primenjivanje ¢ pravila i
uvodenje novih konstanti, te tako moZe da se uvede prebrojivo mnogo novih
simbola konstanti, sli¢cno kao u primeru 3.38). Time je generisana beskona¢na
grana koja ispunjava formulu v/, ali ne i formulu ~”. Sli¢no, moguce je ispuniti
jednu v formulu, ali ostaviti neispunjenim formule «, 31 6 tipa. Dakle, postoji
mnogo nacina za generisanje beskona¢nog tabloa takvog da nisu sve njegove
otvorene grane Hintikini skupovi (ili, ¢ak, takvog da nijedna njegova otvorena
grana nije Hintikin skup). SuStinski problem je utvrdivanje sistematske pro-
cedure koja garantuje da, ako se ne zaustavlja, onda je u generisanom tablou
svaka otvorena grana Hintikin skup. Postoji mnostvo takvih sistematskih pro-
cedura i u daljem tekstu opisaéemo jednu od najjednostavnijih.

U sistematskom metodu tabloa, u svakom koraku odredeni ¢vorovi sta-
bla se oznacavaju kao upotrebljeni (na primer, takvi ¢vorovi, odnosno odgo-
varajuce formule, mogu se oznaciti sa desne strane simbolom +/). Postupak
se zapocinje time $to se polazna formula (formula za koju se ispituje da li je
valjana) oznacava sa F'i pridruZuje korenu stabla. Ovim se zavrsava prvi stu-
panj. Pretpostavimo da je zavrSen n-ti stupanj postupka. Nastavak postupka
odvija se na slede¢i na¢in. Ako je konstruisani tablo zatvoren, onda se prekida
izvrsavanje procedure. Takode, izvrsavanje procedure prekida se ako je svaka
neatomicka formula na svakoj otvorenoj grani konstruisanog tabloa upotre-
bljena. Inace, bira se ¢vor najmanje dubine ({j. najbliZze korenu) i odgovarajuca
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formula A koja nije do tada upotrebljena i koja pripada bar jednoj otvorenoj
grani (ako ima viSe takvih ¢vorova, mozZe se prihvatiti dogovor na osnovu ko-
jeg se onda bira najlevlji takav ¢vor); tada se konstruisani tablo prosiruje na
slede¢i nacin:

e za svaku otvorenu granu ¢ koja sadrZi izabrani ¢vor, ako je A formula
tipa «, onda se grani 6 dodaju ¢vorovi a; i o (tj. grana 6 se produzava
do grane (6, a1, a2));

e zasvaku otvorenu granu ¢ koja sadrzi izabrani ¢vor, ako je A formula tipa
3, onda se grana 6 produzava simultano na dve grane (6, 61) i (0, 52);

e zasvaku otvorenu granu 6 koja sadrZi izabrani ¢vor, ako je A tipa 7, onda
se, za prvi simbol konstante a takav da se y(a) ne pojavljuje na ¢, grana ¢
prosiruje do grane (6,+(a),v);

e za svaku otvorenu granu 6 koja sadrzi izabrani ¢vor, ako je A tipa §, onda
se, za prvi simbol konstante a koji se ne pojavljuje u 7, grana 6 prosiruje
&vorom 6(a) (tj. grana 6 se progiruje do grane (6, §(a))).

Nakon tog koraka, izabrani ¢vor ozna¢avamo kao upotrebljen i time se
zavr$ava (n + 1)-i stupanj procedure.

Naglasimo da stablo generisano ovom procedurom, strogo govoreéi, nije
tablo, jer ne postoji tablo pravilo koje dozvoljava ponavljanje formula tipa
~ (ili bilo kojeg drugog tipa). Medutim, jednostavno se mozZe dokazati da
ako naknadno obriSemo sva ponavljanja, onda je dobijeno stablo zaista tablo.
Drugim re¢ima, ako je moguce zatvoriti tablo dozvoljavajuéi proizvoljna pona-
vljanja, onda je moguce zatvoriti tablo i bez tih ponavljanja (jer, sta god da je
dobijeno od ponovljenih formula, moglo bi biti dobijeno i od sdmih originalnih
formula).

Tablo koji je konstruisan koriséenjem opisanog postupka zva¢emo sistemat-
ski tablo. Za sistematski tablo ¢emo reci da je upotpunjen u sledeéim slucajevi-
ma: ako je on beskonacan ili ako je konac¢an i ne moZe biti prosiren koriS¢enjem
sistematske procedure (drugim re¢ima, za svaku otvorenu granu sve neatomi-
¢ke formule su ve¢ upotrebljene).

Teorema 3.36 U upotpunjenom sistematskom tablou svaka otvorena grana je
zadovoljiva.

Dokaz: U upotpunjenom sistematskom tablou bilo da je otvorena grana konac-
na ili beskonac¢na, na osnovu osobina postupka za sistematski tablo, sve
formule na toj grani su ispunjene, pa je ta grana Hintikin skup. Na os-
novu teoreme 3.34, sledi da je taj skup zadovoljiv, pa je u upotpunjenom
sistematskom tablou svaka otvorena grana zadovoljiva, sto je i trebalo
dokazati. O



144 3 Logika prvog reda

Teorema 3.37 (Potpunost metoda tabloa za logiku prvog reda) Ako je formu-
la A valjana, onda se sistematski tablo za F' A zatvara nakon kona¢nog broja ko-
raka. Dakle, ako je formula A valjana, onda je ona dokaziva metodom tabloa,
tj. postoji zatvoreni tablo za F' A.

Dokaz: Pretpostavimo da je formula A valjana. Neka je 7 upotpunjeni sis-
tematski tablo sa korenom F'A. Ako bi tablo 7 sadrZao otvorenu granu
6, onda bi, na osnovu teoreme 3.36, grana ¢ bila zadovoljiva, pa bi i
oznacena formula F'.A bila zadovoljiva (jer pripada grani 0), $to je u suprot-
nosti sa pretpostavkom da je formula A valjana. Dakle, svaka grana
tabloa 7 je zatvorena. Na osnovu Kenigove leme (3.35), zatvoreni besko-
nacan tablo je nemogu¢ (ako je tablo 7 zatvoren, onda je svaka grana
tabloa 7 konacna), pa je tablo 7 konacan. Dakle, formula A je dokaziva
metodom tabloa i to u konaénom broju koraka. O

Svaka grana generisana sistematskim metodom tabloa ima kona¢no ili pre-
brojivo mnogo ¢vorova. Svakim dodavanjem novog simbola konstante prosi-
ruje se tekuca signatura. Za jednu granu tabloa broj uvedenih simbola kon-
stanti je najviSe prebrojiv (jer grana ima najviSe prebrojivo mnogo ¢vorova).
Kako se tablo za zadovoljivu formulu ne moZe zatvoriti, on mora da sadrzi
neku otvorenu granu. Toj grani odgovara signatura sa najvise prebrojivo mno-
go simbola konstanti. Skup formula na toj grani je zadovoljiv i on je tacan u
modelu indukovanom skupom svih simbola konstanti kao domenom (sli¢no
kao kod Erbranovog modela). Taj model je najvise prebrojivog domena, pa
odatle proizilazi tvrdenje teoreme 3.24 i njen opstiji oblik — Skolem-Loven-
hajmova teorema za logiku prvog reda (teorema 3.25).

Zadaci

Zadatak 79 Koriste¢i metod tabloa dokazati da vazi (Vz)(p(z) = q(z)),p(c) =
q(c) valjana.

Zadatak 80 Primenom metoda tabloa dokazati da su sledece formule valjane:
(@) (Vy)((Vz)p(z) = p(y))
(b) (Va)p(x) = (3z)p(z)
(© (FY)(p(y) = (va)p(x))

(d) -(3y)p(y) = (Vy)(Br)p(z) = p(y))

(e) Fz)p(z) = (Fy)p(y)

(®) (Vz)(p(x) A q(z)) & (Y)p(z) A (Vo)q(w)
(8) (Vx)p(x) V (Vz)q(z) = (Vx)(p(2) V q(z))
(h) (3z)(p(x) Vq(z)) & (3z)p(z) V (Fr)q(x)
(i) Fx)(p(z) Ng(x)) = (3z)p(x) A (F2)q(2)

Zadatak 81 Primenom metoda tabloa dokazati da su sledece formule valjane
(u svakoj od datih formula, A je zatvorena formula):
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(a) (Vz)(p(z) vV A) < ((Vz)p(z) V A)

(b) (Fz)(p(z) A A) < (Bz)p(z) A A)
(©(Fr)A= A

(d) Vz)A < A

(e) (Fz)(A = p(z)) & (A = (Jz)p(x))

) Bz)(p(z) = A) & ((Vz)p(z) = A)

(8) (Vz)(A = p(2)) & (A= (Vz)p(z))

(h) (Vz)(p(z) = A) < ((32)p(z) = A)

Zadatak 82 Metodom tabloa dokazati da je formula (H A K) = L valjana, gde
je
H = (Vz)(Vy)(p(z,y) = p(y, x))
= (V) (Vy) (V2)((p(z,y) A p(y, 2)) = p(z, 2))
= (Vz)(Vy)(p(z,y) = p(z, ).

Zadatak 83 Metodom tabloa dokazati da je formula (A A B) = C valjana, gde

je
A= (Vo) ((p(z) A q()) = r(z)) = (32)(p(x) A —q(z))
= (Vz)(p(z) = q(x)) v (Vz)(p(x) = r(z))
C = (Vz)(p(z) Ar(z) = q(x) = (3z)(p(x) A q(x) A =r(2)).

Zadatak 84 Za narednu formulu metodom tabloa dokazati da je valjana:
(Vz)(A(z) = C) & ((Fr)A(z) = C),
gde je C recenica.

Zadatak 85 Metodom tabloa dokazati da je formula VaVy (x = y = y = )
logitka posledica formula Vz (z = z) iVuVoVw (u = v Aw =v = u = w).

Zadatak 86 Prevesti na jezik logike prvog reda i dokazati metodom tabloa
sledece tvrdenje: Ako su svi politicari Iukavi i ako su samo pokvareni ljudi
politi¢ari, onda, ako postoji ijedan politicar, onda je neki pokvaren covek lukav.

3.3 Sistemi za dedukciju u logici prvog reda

Pojam valjanosti je semanti¢ke prirode, a koncept dokazivanja i sistema za
dedukciju vodi do pojma teoreme koji je sintaksno-deduktivne prirode. Kao
Sto je teorija modela vezana za semantiku, tako su deduktivni sistemi i teorija
dokaza vezani za sintaksu. Pojam teoreme je deduktivni pandan pojma va-
ljane formule, koji je semanticke prirode. Izmedu ova dva pojma postoji veza i
deduktivni sistemi koji ¢e biti opisani u nastavku imaju svojstvo potpunosti
i saglasnosti: ako je neka formula valjana, onda ona moZe biti dokazana u
okviru deduktivnog sistema, a ako za neku formulu postoji dokaz u okviru
deduktivnog sistema, onda je ona sigurno valjana.

Sistemi za dedukciju za predikatsku logiku su &isto sintaksne prirode —
primenjuju se kroz kombinovanje simbola, ne ulaze¢i u semantiku formula.
Sisteme za dedukciju za predikatsku logiku zovemo i predikatski racun.
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3.3.1 Hilbertov sistem

U okviru Hilbertovog sistema?, koji zovemo i teorija K (videti analogni sistem
za iskaznu logiku, poglavlje 2.3.1), jezik logike prvog reda definiSe se nesto
drugacije nego u poglavlju 3.1. Naime, osnovnim (ili primitivnim) logi¢kim
veznicima zva¢emo samo veznike — i =, osnovnim kvantifikatorom zvaéemo
samo kvantifikator V, a ostale logi¢ke veznike i kvantifikator 3 definisaéemo i
smatrati samo skracenicama.

U definisanju jezika teorije K koriste se slede¢i skupovi:

1. prebrojiv skup promenljivih V;

2. skup logickih veznika {—, =}, pri ¢emu je — unarni, a = binarni veznik;
3. skup kvantifikatora {V}, pri ¢emu je V univerzalni kvantifikator;

4. skup pomocénih simbola {(,),,}.

Termove, atomicke formule i dobro zasnovane formule definiSemo za nave-
dene skupove, analogno kao u poglavlju 3.1. U zapisu formula koristimo
uobicajene konvencije za izostavljanje zagrada.

KaZemo da je term ¢ slobodan za x u A ako nijedno slobodno pojavljivanje
promenljive z nije u dosegu kvantifikatora takvog da ¢ sadrzi odgovarajuéu
kvantifikovanu promenljivu. Drugim rec¢ima, kaZemo da je term ¢ slobodan za
z u A ako nijedna promenljiva iz ¢ ne postaje vezana u Alx — t].

Aksiome teorije K su sledece sheme formula (gde su A, B i C proizvoljne
formule):

(Al) A= (B= A)

(A2) A= (B=0C)=(A=8B)= (A=10))

(A3) (B=-A)= ((-B=A)=B)

(A4) (Vz)A = Alz — t], pri cemu je term ¢ slobodan za z u A

(A5) (Vz)(A = B) = (A = (Vx)B), pri ¢emu A ne sadrZi slobodna pojavlji-
vanja promenljive .

Primetimo da u aksiomskoj shemi (A4) term ¢ moZe da bude jednak z, $to
daje aksiomsku shemu (Vz).A = A.

Prokomentarisimo smisao ograni¢enja u aksiomskim shemama (A4) i (A5).
Ona mogu biti motivisana i objasnjena sa stanovista semantike. Razmotrimo
sledeci primer u vezi sa aksiomskom shemom (A4): neka je formula A jednaka
—(Vy)p(z,y) i neka je term ¢ jednak y. Primetimo da term ¢ nije slobodan za z
u A. Formula

(Vo) (=(Vy)p(z,y)) = ~(Yy)p(y, y)

3Postoji vise varijanti formalnih teorija koje opisuju logiku prvog reda i definisane su u
tzv. Hilbertovom stilu. Mi éemo se u ovom tekstu baviti samo jednom od njih.
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je instanca aksiomske sheme (A4), ali nije valjana (ona nije ta¢na, na primer,
u modelu ¢&iji domen ima bar dva ¢lana i u kojem predikatskom simbolu p
odgovara relacija identi¢nosti). To nije Zeljena primena sheme (A4) i zato je
neophodno dodati date uslove.

Razmotrimo slede¢i primer u vezi sa aksiomskom shemom (A5): neka su
i formula A i formula B jednake p(z). Dakle, promenljiva z je slobodna u A.
Formula

(Vz)(p(2) = p(z)) = (p(x) = (Va)p(z))

je instanca aksiomske sheme (A5), ali nije valjana (ona nije ta¢na, na primer, u
modelu u kojem je relacija pr ta¢na za neke, ali ne za sve elemente domena). To
nije Zeljena primena sheme (A5) i zato je neophodno dodati date uslove.

Naglasimo da je aksiomskim shemama dat beskonacan skup aksioma. Ipak,
za svaku formulu moZe se jednostavno proveriti (npr. primenom algoritma za
jednosmernu unifikaciju) da li je ona aksioma teorije K. Skup aksioma teorije
K je, dakle, rekurzivan, pa je ona aksiomatska teorija.

Pravila izvodenja teorije K su:

e modus ponens (koje krac¢e oznacavamo MP):

AA:BM

B P

e generalizacija (koje kra¢e ozna¢avamo Gen):

A Gen

(V) A

Pojmovi dokaza i teoreme, definisu se analogno kao u teoriji L (videti po-
glavlje 2.3.1).

Primer 3.39 VaZi A, (Vz)A = C + (Vz)C:

1. A (Hyp)
2. (Vx)A (1, Gen)
3. (Vz)A=C (Hyp)

4. C (2,3,MP)
5 (Vz)C (4,Gen)

Slede¢im definicijama uvodimo logicke veznike A, V, <, kvantifikator 3 i
logicke konstante T i L:

(D1) A A Bje kradi zapis za (A = —B)

(D2) AV Bje kraéi zapis za (—.A) = B

(D3) A < Bjekraéizapisza (A= B) A (B=A)
(D4) (3z)A je kradi zapis za =(Vz)(~.A)
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(D5) T je kra¢i zapis za A = A, gde je A proizvoljna formula
(D6) L je kraci zapis za ~(.A = A), gde je A proizvoljna formula.

Teorema 3.38 Svaka tautologija prvog reda je teorema teorije K.

Dokaz: Aksiome teorije K obuhvataju sve aksiome teorije L (tj. njima odgo-
varajuée sheme na jeziku logike prvog reda) i teorija K obuhvata sva
pravila izvodenja (tj. jedino pravilo izvodenja — pravilo MP) teorije L.
Na osnovu teoreme, 2.33 svaka tautologija je teorema teorije L. Nijen
dokaz u okviru teorije L moZe se jednostavno transformisati u dokaz
odgovarajuce tautologije prvog reda u okviru teorije K. Dakle, svaka
tautologija prvog reda je teorema teorije K. O

Zahvaljujudi prethodnoj teoremi moZemo, u cilju konstruisanja kracih do-
kaza, koristiti sve tautologije prvog reda kao aksiome.

U daljem tekstu umesto - pisaéemo samo -, podrazumevajudi da se izvo-
denje odnosi na teoriju K.

Teorema 3.39 (Teorema o dedukciji) Ako vaZiI', A - B i A je zatvorena for-
mula, onda vaziil' - A = B.

Dokaz: Nekaje Bi,Bs, ..., B, = B dokaz formule Biz I', A. Dokazimo induk-
cjomdavazil' - A= B; zasvakoi, 1 <i<n.

Dokazimo da vazi I' - A = B;. Formula B, je ili aksioma ili pripada
skupu I' ili je jednaka formuli A. Ako je B; aksioma ili pripada skupu
I', onda vazi I' - A = B; (§to, primenom pravila MP, slediiz I' - B i
aksiome B; = (A = Bi)). Ako je formula B; jednaka formuli .4, onda
vaziI' = A = B (jer je A = A tautologija prvog reda pa, na osnovu
teoreme 3.38, vazir A= A i F A= B,il' - A= By).

Pretpostavimo daI' - A = B vaZi za svako I, | < i dokaZimo da vazii
zal =1

e ako je B; aksioma ili pripada skupu I, onda vaziI' - A = B; (Sto,
primenom pravila MP, sledi iz I' F B, i aksiome B; = (A = B,));

e ako je formula B; jednaka formuli A, onda vaziI' F A = B; (jer
je A = A tautologija prvog reda pa, na osnovu teoreme 3.38, vaZi

o akoje formula B; dobijena primenom pravila MP iz neke formule B;
i formule Bj, koja je oblika B; = B;, za neke vrednosti j i k takve da
je j < iik < i,tada, na osnovu induktivne hipoteze, vaziI' - A =
Bjil' - A= By, (. vazi' - A = (B; = B;)); formula (A = (B; =
Bi)) = ((A = B;j) = (A= B,;)) je instanca aksiomske sheme (A2),
pa, na osnovu pravila MP,izT' + (A = (B; = B;)) = (A= B;) =
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IzTF A= B;iT' F ((A= B;) = (A= B;)), naosnovu pravila MP,
sledi"+ A = B;.

o ako je formula B; oblika (Vz)B; i dobijena primenom pravila Gen iz
neke formule B; za neku vrednost j, j < 4, tada na osnovu instance
aksiomske sheme (A5) vaziI' F (Vz)(A = B;) = (A = (Ya)B))
(jer je formula A zatvorena, pa promenljiva  nema slobodna po-
javljivanja u A); na osnovu induktivne hipoteze vaziI' b A = B;,
a odatle, na osnovu pravila Gen, sledi I - (Vz)(A = B;). IzT
(Vz)(A = B;) = (A = (Va)B;)iT F (Vz)(A = B,) na osnovu
pravilaMPslediI' - A = (Vz)B;, §.T' - A= B;.

Dakle, vaziI' - A = B; zasvakoi,1 <i<n.Zai=nvazil' F A= B,,
. I' - A = B, §to je i trebalo dokazati. ]

Vazi i obrat teoreme o dedukciji i to bez ograni¢enja za formulu A.

Teorema 3.40 (Obrat teoreme o dedukciji) AkovaZiI' = A = B, onda vaZi i
I A B.

Dokaz: AkovaziT' - A = B,ondavaziil'y,A- A= B,aizI', A - Ai
I' A+ A = B, naosnovu pravila MP, sledi T, A - B. a

Primer 3.40 Pretpostavimo da su x iy jedine dve slobodne promenljive for-
mule A. Formula (Vz)(Vy)A = (Vy)(Vz)A je teorema teorije K. DokaZimo
najpre da vazi (Vz)(Vy)A F (Vy)(Vz).A:

1 (Va)(¥y)A (Hyp)
2. (Vz)(Vy)A= (Vy)A (A4)

3. (vy)A (1L,2,MP)
4. (VA=A (A4)

5 A (3,4, MP)
6. (Va)A (5,Gen)
7. (Vy)(Vx)A (6,Gen)

Iz (Vz)(Yy) A - (Vy)(Vz).A, na osnovu teoreme o dedukciji (formula (V) (Vy)
A je zatvorena), sledi - (Vz)(Vy)A = (Vy)(Vz)A.

Naglasimo da se u teoremi o dedukciji (3.39) ne moZe izostaviti uslov da je
formula A zatvorena: na primer, vaZi p(z) F (Vz)p(z), ali p(x) = (Vz)p(z) nije
teorema. Ipak, uslov da je formula A zatvorena moZe biti oslabljen. Navedimo
bez dokaza i jednu jac¢u varijantu teoreme o dedukciji.

Teorema 3.41 Ako postoji dokaz zal', A+ B u kojem se ne koristi pravilo Gen
¢ija promenljiva je slobodna u A, onda vaziil' - A = B.
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Teorema 3.42 (Pravilo A) Ako je term ¢ slobodan za x u A, onda vazi (Vz)A F
Alz — t]. Specijalno, ako je term t jednak z, onda vazi (Vx)A - A.

Dokaz:
1. (va)A (Hyp)
2. (Vz)A= Az —t] (A4)
3. Azt (1,2,MP)
Dakle, vazi (Vz)A F Az — t]. O

Primer 3.41 MozZe se dokazati da, ako je x jedina slobodna promenljiva u for-
mulama A i B, onda vazit (Vz)(A & B) = ((Vz)A & (Vz)B).
Dokazimo najpre da vazi (Vz)(A < B), (Vz)A & (Vz)B:

1. (va)(A < B) (Hyp)
2. (Vo)A (Hyp)

3. AeB (1, pravilo A)

4 A (2, pravilo A)

5. (A& B)= (A= B) (tautologija (A< B)= (A= B))
6. A=B (3,5,MP)

7. B (4,6, MP)

8 (Vx)B (7, Gen)

akle, vazi (Vz)(A < B), (Vx)A - (Vz)B, pa, na osnovu teoreme o deduk-

ciji vazi (Vz)(A < B) - (Vz)A = (Vz)B.

Analogno se dokazuje (Vz)(A < B) F (Vz)B = (Vz)A.

Moze se dokazatidaizC Dy iC - Dy sledi C - D1 A Dy, pa vaZi

(Vz)(A < B) F (Vo)A = (Vx)B) A ((Vz)B = (Vz)A),
odakle, na osnovu definicije (D3), sledi

(Vz)(A < B) F (Vo)A < (Vz)B.

Konac¢no, na osnovu teoreme o dedukciji (teorema 3.39), sledi

F (Vz)(A < B) = ((V2)A & (Yx)B).

MozZe se dokazatidat (Vz)(A < B) = ((Vz)A < (Va)B) vaZiiza proizvolj-
ne formule A i B. To se moZe dokazati koriséenjem teoreme 3.41 umesto teo-
reme o dedukciji (3.39).

Teorema 3.43 (Pravilo E) Ako je term ¢ slobodan za x u A, onda vaZi+ A[x —

t] = (Fx)AiAlz — t] F (3z)A.

Dokaz:
1. (Vz)-A = Az —t] (A4)
2. (Vo) A= -Az—t]) =
(Afz — t] = ~(Yx)-A) (tautologija (A = —-B) = (B = —A))
3. Az —t]= =(Vz)-A (1,2,MP)
4. Alz—t]l= (3x)A (3,D4)

Iz + Alz — t] = (3z)A, na osnovu obrata teoreme o dedukciji, sledi
Alz — t] F (Fz)A. O
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Primer 3.42 (Pravilo C) U matematickim dokazima uobiCajeno je sledece rasu-
divanje: pretpostavimo da smo dokazali formulu oblika (3x).A(x), onda kaZe-
mo neka je ¢ objekat takav da vaZi A(c); nastavljamo dokaz i, kona¢no, dolazi-
mo do traZene formule koja ne sadrZi element c. Na primer, dokaZimo da vaZi
(Fz)(B(z) = C(x)), (Vz)B(x) F (3z)C(x):

1. (32)(B@) = C(a)) (Hyp)
2. (va)B(a) (Hyp)

3. Bz =Clr— ] zanekoc (1)

4. Bz (] (2, pravilo A)
5. Clz d (3,4, MP)

6. (3z)C(x) (5, pravilo E)

Dakle, vazi (3z)(B(z) = C(z)), (Vx)B(x) F (3x)C(x).

Pravilo primenjeno u tre¢em koraku dokaza zvacemo pravilo C (C dolazi
od engleskog choice). Svaki dokaz koji moZe biti izveden uz koris¢enje pravila
C, moZe biti transformisan u dokaz bez njegovog koriséenja (Sto opravdava
njegovu upotrebu). U dokazima u kojima se koristi pravilo C, pravilo Gen ne
sme da se koristi nad promenljivom koja je slobodna u nekoj formuli (3z)C na
koju je primenjeno pravilo C.

Teorema 3.44 (Saglasnost teorije K) Ako je formula A teorema teorije K, onda
je formula A valjana.

Dokaz: Nije tesSko pokazati (na osnovu definicije semantike logike prvog reda)
da je svaka instanca svake od aksioma teorije K valjana formula. Na
osnovu teorema 3.2 i 3.4 iz valjanih formula se, primenom pravila MP i
Gen dobijaju ponovo valjane formule. Dakle, svaka teorema teorije K je
valjana formula. O

Teorema 3.45 (Konzistentnost teorije K) Teorija K je konzistentna (neprotiv-
re¢na), tj. ne postoji formula A takva da su i A i —A teoreme teorije K.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno — pretpostavimo da postoji formula A takva
dasui.4i~A teoreme teorije . Na osnovu teoreme 3.44, i formula A i
formula —A su valjane, $to je nemoguce (na osnovu definicije semantike
logike prvog reda). Dakle, polazna pretpostavka je bila pogresna, pa ]e
teorija K konzistentna.

Teorema 3.46 (Potpunost teorije K) Ako je formula A valjana, onda je ona teo-
rema teorije K.
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Dokaz: Dovoljno je razmatrati zatvorene formule jer za svaku formulu ® vazi
da je valjana ako i samo ako je valjana formula V * ® i vaZi da je teorema
teorije K ako i samo ako je formula V * ® teorema teorije K.

Neka je formula A zatvorena i valjana. Suprotno tvrdenju teoreme, pret-
postavimo da formula A nije teorema teorije K. Neka je K’ teorija do-
bijena dodavanjem formule —.A kao aksiome teoriji K. DokaZimo da je
teorija K’ konzistentna.

Pretpostavimo da teorija K’ nije konzistentna. Tada postoji formula B
takva da vaZzi Fx» Bitgs —B. Formula B = (-8B = A) je tautologija
prvog reda i ona je teorema teorije K’ (na osnovu teoreme 3.38 i jer u
teoriji K’ mogu da se dokaZu sve teoreme teorije K). Iz g/ B, Fx =B i
Frx' B = (-B = A) dvostrukom primenom pravila MP dobija se -+ A.
Teorija K’ izgradena je tako $to je teoriji K dodata kao aksioma formula
-A, paiztgs Asledi - A Fg A Naosnovu teoreme 3.39, sledi g A =
A. Formula (-A = A) = Aje tautologija prvog reda, te je ona teorema
teorije K (na osnovu teoreme 3.38). Izk-x - A = Aitg (A= A) =
A primenom pravila MP dobija se -k A, Sto protivreci pretpostavci da
formula A nije teorema teorije K. Dakle, teorija K’ jeste konzistentna.

Teorija K’ je konzistentna, pa ima model ® (videti teoremu 3.52). Kako je
formula —.A aksioma teorije K’, ona je valjana u ® (videti definiciju 3.30).
S druge strane, kako je formula .4 valjana, ona je valjana i u ®. Medutim,
nemoguce je da sui —A i A istovremeno valjane u ®. Dakle, polazna
pretpostavka je bila pogresna, te sledi da je formula A teorema teorije K.

O

Bez dokaza navodimo naredno tvrdenje (dokaz videti, na primer, u [48] ili

[14]).

Teorema 3.47 (Neodlucivost teorije K) Teorija K je neodluciva.

ViSe o teoremama 3.46 i 3.47 videti u poglavlju B.1.5.

Zadaci

Zadatak 87 Dokazati da, ako je u formulama A i B promenljiva x jedina slo-
bodna promenljiva, vaZi:
(@)F (Vz)(A = B) = ((Vz)A = (Vx)B)
(b)) (Vz)(A = B) = ((Fz)A = (Fz)B)
(©F (Vz)(ANAB) = ((Vx)A A (Vx)B)

Zadatak 88 Dokazati da vaZit ((Vz)A & —(3z)-A).

Zadatak 89 Neka formula A sadrZi kvantifikatore i veznike A, V i -, ali ne i
veznike =, <. Ako u formuli A zamenimo univerzalne kvantifikatore egzi-
stencijalnim i obratno, ako zamenimo veznike A veznicima V i obratno, i ako
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svakom literalu dodamo veznik negacije, dobijeni rezultat zovemo dualnom
formulom za formulu A i ozna¢avamo sa A*. Dokazati da vaZi:

(a)F A ako i samo ako - - A*

(b)F A = B akoisamo akot B* = A*

(c)F A< B akoisamo akot+ A* & B*

3.3.2 Prirodna dedukcija

Sistem prirodne dedukcije uveo je Gerhard Gencen, 1935. godine [21]. Sistem
prirodne dedukcije za logiku prvog reda analogan je sistemu prirodne deduk-
cije za iskaznu logiku (videti poglavlje 2.3.2).

Postoji sistem prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku (koji zovemo sistem
NK) i sistem prirodne dedukcije za intuicionisti¢ku logiku (koji zovemo sistem
NJ). Kao i u iskaznom slucaju, sistem prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku
ima jednu aksiomsku shemu — AV —A (iskljucenje treceg, tertium non datur),
dok sistem za intuicionisticku logiku nema aksioma. I za klasi¢nu i za intu-
icionisticku logiku, sistem prirodne dedukcije za logiku prvog reda ima pra-
vila izvodenja analogna pravilima izvodenja za iskaznu logiku, kao i pravila
za uvodenje i eliminisanje kvantifikatora prikazana u tabeli 3.1.

Alz — 3] (Vx)A
oA ! Ao P
uz dodatni uslov
(Ao )"
Az — 1] (Fz)A B
(3z)A 3 —p5 b

uz dodatni uslov

Tabela 3.1: Pravila za uvodenje i eliminisanje kvantifikatora

U pravilima izvodenja prikazanim u tabeli 3.1 simbol ¢ oznacava proizvo-
ljan term. Simbol y oznacava tzv. eigenvariable (pravu promenljivu) — simbol
promenljive za koju vaZi tzv. eigenvariable uslov. Ovaj uslov za pravilo VI je
da vazi da je « = y ili da promenljiva y nije slobodna u A, kao i da vazi da
y nije slobodna ni u jednoj neoslobodenoj pretpostavci u izvodenju formule
Alz — y]. Eigenvariable uslov za pravilo 3F je da vaZzi da je z = y ili da pro-
menljiva y nije slobodna u A, kao i da vazi da y nije slobodna u B niti u bilo
kojoj neoslobodenoj pretpostavci u izvodenju formule B osim, eventualno, u
formuli Az — y].

Pojmovi dokaza i teoreme, definiu se analogno iskaznom slucaju (videti
poglavlje 2.3.2).
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Primer 3.43 Formula (3z)(Vy)p(x,y) = (Vy)(3z)p(z, y) je teorema sistema pri-
rodne dedukcije (i za klasi¢nu i za intuicionisticku logiku). Neki matematicar
bi ovu formulu (neformalno) dokazao na sledec¢i nacin:

1. Pretpostavimo da vazi (3x)(Vy)p(x,y).

2. Pretpostavimo da vazi (Vy)p(z', y) za neko z'.

3. Neka jey' proizvoljni objekat. Tada vaZi p(x’,y').
4. Izp(2',y') sledi da vazi (3z)p(z,y’).

5. Objekat y' je proizvoljan, pa vazi (Vy)(3z)p(z,y).

6. Iz (3z)(Yy)p(z,y) i1z toga Sto pretpostavka (Vy)p(z', y) ima za posledicu
(Vy)(Fz) p(z,y), sledi (Vy)(3z)p(, y).

7. Iz pretpostavke (3z) (Vy)p(z, y) sledi (Vy)(3z)p(z,y), pa vazi (3z)(Vy) p(z, y)
= (Vy)Bx)p(z, y).

Ovaj dokaz moZe se precizno opisati u vidu dokaza u sistemu prirodne
dedukcije (i za klasi¢nu i za intuicionisticku logiku):

[(Vy)p(a’,y)]!
p(’,y')
C YN
[(B2)(Vy)p(=, )] (vy)(F2)p(a,y)
(Vy)(Fx)p(z, y)
(3z)(Vy)p(z,y) = (Yy)(Fz)p(2,Yy)

Primer 3.44 Formula —(3x)p(xz) = (Yy)—p(y) je teorema sistema prirodne de-
dukcije (i za klasi¢nu i za intuicionisticku logiku):

VE

JE, 1
=1,2

()]
Gop@) ' EopaP
L 71
—p(z)
(Vy)-p(y) 19

~(Fz)p(x) = (Vy)-p(y)
Primer 3.45 U sistemu prirodne dedukcije vazi Vx A, Vz(A = B) - VaB:

VoA . V(A = B)

A BA:B:E
%VI

Naredna teorema o ekvivalentnosti teorije K i sistema prirodne dedukcije
za klasi¢nu logiku dokazuje se sli¢no kao u iskaznom slucaju.

Teorema 3.48 Formula logike prvog reda je teorema sistema prirodne deduk-
cije za klasi¢nu logiku ako i samo ako je ona teorema teorije K.



3.3 Sistemi za dedukciju u logici prvog reda 155

3.3.3 Racdun sekvenata

Racun sekvenata uveo je Gerhard Gencen 1935. godine. Racun sekvenata za
logiku prvog reda analogan je ratunu sekvenata za iskaznu logiku (videti pog-
lavlje 2.3.3).

Postoji ra¢un sekvenata za klasi¢nu logiku (koji zovemo rac¢un LK) i ra¢un
sekvenata za intuicionisticku logiku (koji zovemo ra¢un L]). Ra¢un sekvenata
za intuicionisticku logiku odlikuje se time $to se u njoj koriste samo sekventi
oblika Ay, As, ..., A, b Bilioblika Ay, As,..., An F.

Kao i u iskaznom sluéaju, i u ra¢unu za klasi¢nu i u ra¢unu za intuicionisti-
¢ku logiku, postoji samo jedna aksiomska shema — A = A (id). I za klasi¢nu
i za intuicionisti¢ku logiku, ra¢un sekvenata za logiku prvog reda ima pravila
izvodenja analogna pravilima izvodenja za iskaznu logiku, kao i pravila za
uvodenje kvantifikatora sa leve i desne strane, prikazana u tabeli 3.2.

Az —t],T+O I'-0,Alz — y]
V-uvodenja  (Vz)A,TF© VL ko, (Vr)A
uz dodatni uslov

VR

Az — gy, THO I't0,Alz — t
J-uvodenja  (3z)A, T+ O r+oe,(3z)A
uz dodatni uslov

Tabela 3.2: Pravila za uvodenje kvantifikatora

U pravilima prikazanim u tabeli 3.2 simbol ¢ ozna¢ava proizvoljan term.
Simbol y oznacava tzv. eigenvariable (pravu promenljivu) — simbol promen-
ljive za koju vaZi tzv. eigenvariable uslov. Taj uslov u pravilu VR je da promen-
ljiva y nije slobodna u formulama T', ©, (Vz).A. Taj uslov u pravilu 3L je da
promenljiva y nije slobodna u formulama I', ©, (3z).A.

Pojmovi dokaza i teoreme, definisu se analogno iskaznom slucaju (videti
poglavlje 2.3.3).

Kao i u iskaznom slucaju, ra¢un sekvenata je potpun i bez cut pravila. U
racunu sekvenata bez cut pravila vaZi svojstvo potformule.

Primer 3.46 Formula —(3z)p(z) = (Yy)—-p(y) je teorema racuna sekvenata (i
za klasi¢nu i za intuicionisticku logiku):

(Fz)p(x) F (Fz)p(x)
p(Z) »_ p(Z) ER ( )p(CIJ), (ﬂl‘)p(x) zamena
p(2) F Ga)p(x) Galp(@), ~F0)p(@) = oie
p(z), ~(32)p(x) F
—(Go)p(@) F p(z)
=(3z)p(z) F (Vy)-p(y) vi

F=(32)p(z) = (Vy)=p(y)
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Istu formulu moguce je, naravno, dokazati i bez koriS¢enja cut pravila:

p(2) Fp(2)
p(2) F (32)p(x) 31
—(3z)p(z), p(2) = zamena
p(2), ~(Fz)p(x)

)
—(3z)p(z) F (Yy)—p(y) -
F=3z)p(z) = (Yy)-p(y)

Naredna teorema o ekvivalentnosti teorije K i racuna sekvenata za klasi¢nu
logiku dokazuje se sli¢no kao u iskaznom slucaju.

Teorema 3.49 Formula logike prvog reda je teorema racuna sekvenata za kla-
si¢nu logiku ako i samo ako je ona teorema teorije K.

3.4 Teorije prvog reda

Logika prvog reda je dovoljno izrazajna da u okviru nje mogu da se opisu
raznovrsne teorije.

Definicija 3.29 Teorija prvog reda 7 zadata je signaturom L, aksiomama (od-
nosno aksiomskim shemama) A;, As, ... nad tom signaturom i sistemom D za
dedukciju u logici prvog reda. Formula ® je teorema teorije 7 ako vaZi

A, Ao, ... Fp @ .
Tada pisemo i:
THO
ili
Fr @

ili, ako je iz konteksta jasno o kojoj teoriji je rec:
Fo.

Ukoliko je u teoriji T iz skupa formula (hipoteza) I' moguce izvesti formulu ®,
onda to zapisujemo
'-o.

Teorija moZe da se razmatra u okviru teorije K ili u okviru nekog drugog
sistema za dedukciju. Ako se teorija prvog reda razmatra u okviru teorije X,
onda se njene aksiome dodaju skupu aksiomskih shema teorije K ijedina pra-
vila izvodenja koja se koriste su pravila izvodenja teorije K (MP i Gen). Sli¢no
se teorija prvog reda opisuje u okviru nekog drugog sistema za dedukciju, na
primer, u okviru sistema za prirodnu dedukciju ili u okviru ra¢una sekvenata.

Ponekad se pod teorijom podrazumeva skup svih njenih teorema.
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Definicija 3.30 Nekaje T teorija prvog reda nad signaturom L. Za L-strukturu
9D kaZemo da je model teorije T ako je svaka aksioma teorije T valjanau®.

Teorema 3.50 Neka je teorija T opisana u okviru teorije K. Ako je formula A
teorema teorije T, onda je ona valjana u svakom modelu ® teorije T (tj. ona je
logic¢ka posledica skupa aksioma teorije T).

Dokaz: Neka je ® proizvoljan model teorije 7. Ako je formula A teorema
teorije 7, onda postoji niz formula By, B, ..., B, = A takav da je svaka
od formula B; ili aksioma teorije K, ili aksioma teorije 7 ili je dobijena
od nekih formula u nizu primenom nekog pravila izvodenja teorije K.
Aksiome teorije K su valjane formule, a aksiome teorije 7 valjane su u
svakom modelu teorije 7. Primenom pravila izvodenja teorije K (MP i
Gen) iz formula koje su valjane u ® dobijaju se formule koje su takode
valjane u ®. Dakle, indukcijom se jednostavno dokazuje da je formula B;
(¢ =1,2,...,n) valjana u ®, paje i formula A valjana u ®. Model D je
proizvoljan, pa sledi da je formula A valjana u svakom modelu teorije 7,
tj. formula A je logicka posledica skupa aksioma teorije 7. O

Iz svojstva potpunosti teorije K sledi naredno tvrdenje — obrat navedene
teoreme.

Teorema 3.51 Neka je teorija T opisana u okviru teorije K. Ako je formula
A valjana u svakom modelu ® teorije 7 (tj. ona je logicka posledica skupa
aksioma teorije T ), onda je ona teorema teorije T .

Za teoriju 7T nad signaturom £ kaZemo da je neprotivrecna (konzistentna)
ako ne postoji formula A nad signaturom £ takvadavazi7 - Ai7 - -A.

Bez dokaza navodimo narednu teoremu koja predstavlja jos jednu vezu
izmedu deduktivnih i semanti¢kih svojstava teorije (dokaz videti, na primer,

u [48]).

Teorema 3.52 Neka je teorija T opisana u okviru teorije K. Ako je teorija T
konzistentna, onda ona ima model (StaviSe, onda ona ima model sa najvise
prebrojivim domenom).

Teorija prvog reda moZe se zasnovati i semanticki. Za datu signaturu £ i
datu L-strukturu D, teorija strukture D je skup svih re¢enica nad signaturom £
koje su valjane u D. U daljem tekstu nece se koristiti ovaj vid zasnivanja teorija.

Teorija nad signaturom koja sadrZzi prebrojivo mnogo funkcijskih i predi-
katskih simbola (za arnosti 0, 1, 2, . . .) i koja nema drugih aksioma sem aksioma
teorije K je primer teorije prvog reda (tu teoriju zovemo ¢ist predikatski racun).
Cist predikatski rac¢un je, oc¢ito, neodluciva teorija.

U nastavku e, kao primeri teorija prvog reda, ukratko biti opisane ¢ista
teorija jednakosti, teorija grupa, kao i teorija gustih uredenih Abelovih grupa
bez krajnjih tacaka.
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3.4.1 Cista teorija jednakosti

Signaturu Ciste teorije jednakosti ¢ini bilo koja signatura koja uklju¢uje predi-
katski simbol arnosti 2 koji zapisujemo kao simbol = i to u infiksnoj notaciji*.
Aksiome ¢iste teorije jednakosti su:

El (Vz)(z = x)

E2 (Va1)(Vae) ... (Vo) (Yy1) Vyz) ... (Yyn)(@1 = y1 A2 = Y2 Ao Ay =
Yn = f(x1,22,...,20n) = f(y1,Y2,...,Yn)), za svaki funkcijski simbol f
arnosti n.

E3 (Vaz1)(Vae) ... (Vo) (Yy1) Vyz) ... (Vyn)(@1 = y1 A2 = Y2 A ... Ay =
Yn = (p(x1,22,...,20n) = D(Y1,Y2,--.,Yn))), zasvaki predikatski simbol
p arnosti n.

Primer 3.47 U cistoj teoriji jednakosti naredna formula je teorema:
(Vo) (Vy)(z =y =y =z) .

DokaZimo, najpre, u okviru teorije K, davaziz =yt y = .

1. z=y (Hyp)
2. (Vx)(z =) (E1)
3. z==x (2, pravilo A)
4 () (Vi) () () (21 = pa A

2=y = (11 =a2=y1 =y2))  (E3)
5. z=yhe=z=>@x=c=>y=1) (44xA,

[x1 — 2,91 — Yy, 22 — z, Y2 — x])

6. T=yAx==x (1,3, A, B+ ANB)
7. x=rx=>y==1 (5,6,MP)
8 y==x (3,7,MP)

(S5a ,4 x A” je oznacena Cetvorostruka primena pravila A.)
Dakle, vaZzixz = y  y = x. Na osnovu teoreme 3.41sledi-x =y =y =11,
na osnovu (dvostruke) primene pravila Gen, sledi - (Vz)(Yy)(z =y = y = ).

Primer 3.48 U cistoj teoriji jednakosti naredna formula je teorema:
Vo) Vy)(Vz)(z =y Ahy=2=>x=12).

DokaZimo, najpre, u okviru teorije K, davaZiz =y,y =z F = = 2.

“Treba praviti razliku izmedu predikatskog simbola = teorije jednakosti i simbola = koji na
metanivou koristimo za oznacavanje sintaksne jednakosti formula. Iz konteksta treba da je uvek
jasno na koji od ova dva simbola se misli.
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1L z=y (Hyp)

2. y== (Hyp)

3. (Vo)(Vy)(z=y=y=ux) (primer 3.47)

4 z=y=y=z (3,2x A)

5. y== (1,4,MP)

6. (Va1)(Vaz)(Vy1)(Vy2)(z1 = piA

T2 =y2 = (11 =22=y1 =1y2)) (E3)
7. y=zAhy=z=y=y=>zx=2) (64x%xA,
(1 = Yy, 91 = @, 29 > Y, Y2 > 2])

8 y=xANy=z2 52 A B+ANB)
9. y=y=>zc==x (7,8, MP)
10. (Vy)(y =) (E1)
11. y=y (10, A)
12 z==2 (11,9,MP)

Dakle, vazi x = y,y = z b x = z. Na osnovu teoreme 3.41 sledi - = =
y=(y=z=x=2z),anaosnovu A = (B = C)F (AAB) = C sledi
Fo=yAy=2z2= 2=z Naosnovu (trostruke) primene pravila Gen, sledi
FMVo)(Vy)(V2)(z =y Ay=2z=z=2z).

Bez dokaza navodimo naredne znacajne teoreme (dokaze videti, na primer,

u [18]).

Teorema 3.53 Cista teorija jednakosti je neodluciva.

Teorema 3.54 Cista teorija jednakosti nad signaturom koja nema funkcijskih
simbola arnosti vece od 0 i ima jedino predikatski simbol = je odluciva.

Teorema 3.55 Univerzalno kvantifikovan fragment Ciste teorije jednakosti nad
signaturom koja nema predikatskih simbola sem = je odluciv.

Prethodno tvrdenje moZe se dokazati postojanjem procedure odlucivanja
za univerzalno kvantifikovan fragment ¢iste teorije jednakosti nad signaturom
koja nema predikatskih simbola sem = (videti potpoglavlje 4.3.2).

3.4.2 Teorija grupa
Signaturu teorije grupa ¢ine

e funkcijski simbol 0 (arnosti 0);

o funkcijski simbol + (arnosti 2), koji zapisujemo u infiksnom obliku;

o funkcijski simbol — (arnosti 1), koji zapisujemo u prefiksnom obliku;

e predikatski simbol = (arnosti 2), koji zapisujemo u infiksnom obliku.

Aksiome teorije grupa su aksiome teorije jednakosti i:

Gl Vo)Vy)(V2)(z + (y+ 2) = (z+y) + 2)
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G2 (Va)(x+0=azA0+z=21)
G3 (Vo)((—z) +z=0Az+ (—z) =0)
Primer 3.49 MozZe se dokazati da je naredna formula teorema teorije grupa:
Vo) Vy)(V2)(z+z=y+z=>2=1y).
Bez dokaza navodimo narednu teoremu (dokaz videti, na primer, u [14]).

Teorema 3.56 Teorija grupa je neodluciva.

3.4.3 Teorija gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih
tacaka

Signaturu teorije gustih uredenih Abelovih (komutativnih) grupa bez krajnjih
tacaka Cine:

funkcijski simbol 0 (arnosti 0);

funkcijski simbol 4 (arnosti 2), koji zapisujemo u infiksnom obliku;

funkcijski simbol — (arnosti 1), koji zapisujemo u prefiksnom obliku;

predikatski simbol = (arnosti 2), koji zapisujemo u infiksnom obliku;
o predikatski simbol < (arnosti 2), koji zapisujemo u infiksnom obliku.

Aksiome teorije gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka su aksi-
ome teorije jednakosti, aksiome teorije grupa i sledeée aksiome:

r<yVy<zVz=y)
V) (z<y=z+z2<y+=z)
D)z <y=(x<zAz<y))

x <y)

—_— ===

U teoriji gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka funkcijski sim-
bol + je asocijativan, pa u termu kao $to je z + = + ... + x zagrade nisu bitne.
Dodatno, term

r+r+...+x

n

zapisivac¢emo krace nx i tada éemo vrednost n zvati koeficijent uz .
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Primer 3.50 MoZe se dokazati da je

Vo)(Vy)(V2)(y <z ANz <z =y+z<21)

teorema teorije gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka.
DokaZimo najpre da vaZi

LN =

SL

15.
16.
17.
18.

19.

20.
21.

y<zAz<zhky+z<2z.

y<rNz<x

y<x

z<T

(Vxl)(Vmg)(Vmg)(xl < xr9 =
1+ x3 < o + T3)
y<r=y+z<zr+z

yt+z<zxr+z
z<zr=>z+2 <2

z+x <2z

(Vxl)(Vmg)(acl + To = 29 + 161)
r+z=z+x

(Vor) (21 = 21)

Yy+z=y+=z

(Vy1) (Vy2) (Vz1) (V22) (y1 = 217
y2222:>(y1<y2:>21<22))
Yyt+z=ytzAr+z=z+z=
(y+z<z+z=y+z<z+z)

Yy+z=y+zANr+z=z+x
y+z<r+z=>y+tz<z+zw
yt+z<z+zx
(Va:l)(VzQ)(Vzg)(:cl < To

To < x3 = 21 < X3)
y+z<z+rNz+2<2r=
y+z2 <2z

y+z<z+arzNz4+z <2z
y+z <2z

(Hyp)
(LLANBFE A)
(1L, ANBF B)

(L5)

(43 x A,

[x1 — y, 20 > z, 23 — 2])

(2,5, MP)

(4,3 X A, [xl = 2, X9 — T, X3 (E])
(3,7, MP)

(L1)

(9,2x A, [x1 — x,29 — 2])

(E1)

(1L A, [x1 —y+2])

(E3)

(13,4 x A, [y1 —y+ 2,92 — T+ 2,
21— y+2,200 2+ 1x])

(12,10, A B+ AAB)

(15, 14, MP)

(6, 16, MP)

(L3)

(18,3 x A, [z1 — y + z,
Xo — z + x,x3 — 2x])
(17,8, A B+ AAB)
(19, 20, MP)

Kako u dokazu nije koriséeno pravilo Gen, na osnovu oslabljene teoreme o
dedukciji (teorema 3.41) vazi:

Fy<zhz<z=y+2<2z

odakle se, trostrukom primenom pravila Gen, dobija:

FVo)Vy)(V2)(y<zAz<z=>y+2z<2z).

Naredno tvrdenje dokazuje se postojanjem procedure odlu¢ivanja za teoriju
gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka (videti potpoglavlje 4.3.1).
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Teorema 3.57 Teorija gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka je
odluciva.

Zadaci
Zadatak 90 Dokazati (u okviru teorije K) da je

Ve)Vy)(V2)(z =yAhz=z2=y=2z)
teorema Ciste teorije jednakosti.

Zadatak 91 Dokazati (koristeci teoremu 3.50) da formula

(V2)(Vy)(y = f(x) vV (Vo) (@ = f(y) Vy = [([(2))))
nije teorema Ciste teorije jednakosti.

Zadatak 92 U cistoj teoriji jednakosti za bilo koja tri terma s, ¢ i u i bilo koju
formulu A (u kojoj s nije kvantifikovana promenljiva) sledece formule su teo-
reme:

@s=t=u=u[s—t

(b)s=t= (A Als—t])

Zadatak 93 Dokazati (u okviru teorije K ) da je naredna formula teorema teorije

grupa:
Vx)(Vy)(V2)(x+z2=y+2z2=>y=1x).

Zadatak 94 Dokazati (koristeci teoremu 3.50) da formula
V)(Vy)(z <y = V2)(z < z = 2 < y))

nije teorema teorije gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka.

3.5 Sazetak

Kao i iskazna logika, logika prvog reda (predikatska logika) ima tri aspekta:
svoju sintaksu (ili jezik), svoju semantiku (ili znacenje formula) i svoje deduk-
tivne sisteme. Poglavlje 3.1 bavi se jezikom logike prvog reda, poglavlje 3.2
semantikom, a poglavlje 3.3 dedukcijom u logici prvog reda.

U potpoglavlju 3.2.1 definisani su pojmovi modela, valjane i zadovoljive
formule. Koncept modela je u logici prvog reda daleko bogatiji nego u iskaznoj
logici (gde je domen uvek isti skup — skup {0, 1}). Problemi ispitivanja va-
ljanosti i zadovoljivosti su centralni problemi logike prvog reda. Za razliku
od iskazne logike, u logici prvog reda ovi problemi su neodlucivi i ne postoje
efektivni metodi za njihovo resavanje. Medutim, problem ispitivanja valjanosti
(kao i problem ispitivanja nezadovoljivosti) je poluodludiv, te postoje metodi
koji za svaku valjanu formulu mogu da utvrde da je valjana (ali ne mogu
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za svaku formulu koja nije valjana da utvrde da ona nije valjana). Neki od
tih metoda su metod koji proizilazi iz Erbranove teoreme (potpoglavlje 3.2.4),
metod rezolucije (potpoglavlje 3.2.6) i metod tabloa (potpoglavlje 3.2.7).

Neki od ovih metoda zahtevaju transformisanje zadate formule u neku nor-
malnu formu (potpoglavlje 3.2.3), sto obezbeduju koncepti supstitucije i teo-
rema o zameni (potpoglavlje 3.2.2).

Svi nabrojani metodi imaju svojstvo potpunosti i saglasnosti — ako je for-
mula valjana, onda e to sigurno biti pokazano primenom metoda, i ako metod
tvrdi da je neka formula valjana, onda je ona sigurno valjana.

Kao i u iskaznoj logici, koncept ,valjane formule” je semanti¢ke prirode,
a njegov sintaksni, deduktivni pandan je koncept , teoreme”. Teorema je for-
mula za koju postoji dokaz u okviru nekog deduktivnog sistema. Dokaz se
zasniva na pravilima izvodenja i aksiomama, a ne na definiciji semantike. No,
deduktivni sistemi su obi¢no izgradeni tako da imaju svojstvo potpunosti i sa-
glasnosti: ako je neka formula valjana, onda ona moZe biti dokazana u okviru
deduktivnog sistema, a ako za neku formulu postoji dokaz u okviru deduk-
tivnog sistema, onda je ona sigurno valjana. Neki od deduktivnih sistema za
logiku prvog reda su Hilbertov sistem ili teorija K (potpoglavlje 3.3.1), Gen-
cenov sistem prirodne dedukcije (potpoglavlje 3.3.2) i Gencenov rac¢un sekve-
nata (potpoglavlje 3.3.3).

Na jeziku logike prvog reda moguce je opisati mnos$tvo matematickih teo-
rija (poglavlje 3.4). Neke od njih su Cista teorija jednakosti (potpoglavlje 3.4.1),
teorija grupa (potpogljavlje 3.4.2) i teorija gustih uredenih Abelovih grupa bez
krajnjih tac¢aka (potpoglavlje 3.4.3).
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Glava 4

Odlucivost i procedure
odlucivanja

Iskazna logika je odluciva tj. postoje efektivni postupci za ispitivanje da li je
neka iskazna formula valjana ili nije. Logika prvog reda nije odluciva i ne po-
stoji opsti postupak za odredivanje da li je neka predikatska formula valjana
ili nije. Ovaj problem je poluodlu¢iv i postoje procedure koje za proizvoljnu
valjanu predikatsku formulu mogu da utvrde da je ona valjana (ali ne mogu
da za proizvoljnu formulu koja nije valjana utvrde da ona nije valjana). Iako
predikatska logika nije odluciva, neke teorije prvog reda (teorije koju se mogu
opisati u okviru logike prvog reda) jesu odlucive i za njih postoje efektivni pos-
tupci za ispitivanje da li je neka njihova formula teorema ili nije. Ovi postupci
su obi¢no znatno efikasniji od opstih (poluodlucivih) postupaka za ispitivanje
valjanosti.

Pre nego sto se razvila teorija odlucivosti, opste uverenje bilo je da su svi
matematicki problemi odlucivi, s tim $to nije uvek lako konstruisati postupak
odlu¢ivanja. Danas se zna da su mnogi matemati¢ki problemi neodlu¢ivi i za
vedinu netrivijalnih matematickih teorija se zna ili o¢ekuje da su neodlucive.
Odluc¢ivi problemi se, sa teorijske strane, ¢esto smatraju manje interesantnim,
a odlucive teorije kao, na primer, iskazna logika, sada su predmet interesovanja
uglavnom teorije sloZenosti. Teorija odludivosti bavi se uglavnom neodludivim
problemima, neodlucivim teorijama i predstavlja disciplinu koja se pre svega
bavi ,negativnim rezultatima”.

4.1 Rekurzivne funkcije

Pojam odlucivih teorija uvodimo neformalno koriste¢i koncept intuitivne izra-
¢unljivosti, a formalno koriste¢i formalizme koji opisuju izracunljive funkcije.
Postoji vise formalizama kojima se uvodi pojam izracunljivosti (UR masine,
Tjuringove masine, Postove mas$ine, rekurzivne funkcije, Markovljevi algo-
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ritmi) i za njih se moZe dokazati da su ekvivalentni. Ceréova teza tvrdi da je
klasa intuitivno, neformalno izra¢unljivih funkcija identi¢na sa strogo zasno-
vanim klasama izrac¢unljivih funkcija (fj. da je funkcija intuitivno izracunljiva
ako i samo ako je, na primer, URM-izracunljiva).
U nastavku ¢emo opisati koncept rekurzivnih funkcija i koncept odlucivosti
i odludivih teorija koji odatle proizilaze (za vise detalja videti npr. [68]).
Osnovne (bazi¢ne) funkcije date su u tabeli 14.!

| Naziv funkcije | Opis |
nula—funkcija z(z) =0
funkcija sledbenik | s(z) =2 +1
projektivna funkcija | P (x1,22,...,%n) =23, 1 <i<n

Tabela 4.1: Tabela osnovnih funkcija

Za funkciju f : N"*! — N kaZemo da je dobijena primitivnom rekurzijom
od funkcija g : N* — Nih: N2 — N ako vazi:

f(l'l,l'g,...,(ﬂn,o) = g(xlaan---axn)
f(zl,IQ,...,CCn,y‘i-l) = h(thQv'"7xn7y7f(‘r17'r27'"7In7y))

ipiSemo f = Rec(g; h).
Za funkciju f : N® — N kaZemo da je dobijena supstitucijom (slaganjem)
od funkcija h : N¥ — Nigy, g, ..., gx : N — N ako vaZi:

f(z17x27-- '7xn):h(gl('r17x27" '7xn)592(x17x27" '7In)7' . 7916(17171727' 7:677.))

ipiSemo f = Sub(h; 91,92, -, k).
Minimizaciju definiSemo na sledeéi nacin:

Y, gde je y najmanja
vrednost takva da je
g(z1,22,. .., Tn,y) =0,
g def ako takva postoji i
nylg(w1, 22,y 2 y) = 0] = akoje g(z1,22,...,%n, 2)
definisano za sve vrednosti
z takve daje z < y;
nedefinisano, inace.

Skup rekurzivnih funkcija je skup koji zadovoljava sledeca svojstva:
1. svaka osnovna funkcija je rekurzivna funkcija;

2. ako su funkcije g : N — Nih : N"™ — N rekurzivne, onda je i
Rec(g; h) rekurzivna funkcija;

1Oznake osnovnih funkcija poti¢u od naziva na engleskom jeziku (zero function, succesor func-
tion, projection function).
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3. ako su funkcije g1, 92,...,9x : N* = Nih: N¥ — N rekurzivne, onda je
i Sub(h; g1, 92, - - -, gx) rekurzivna funkcija;

4. akoje g : N7+l — N rekurzivna funkcija, onda je rekurzivna i funkcija
pylg(zy, zo, ... 20, y) = 0]

5. rekurzivne funkcije su samo one koje se mogu dobiti kona¢nom prime-
nom prethodnih pravila.

Skup totalnih rekurzivnih funkcija je skup rekurzivnih funkcija koje su de-
finisane za svaku torku svojih argumenata.

Za podskup A skupa prirodnih brojeva kazemo da je odluciv (ili rekurzi-
van) ako je njegova karakteristicna funkcija f : N — N, definisana na slede¢i
nacin:

_J 1, akojexe€ A
fla) = { 0, akojex¢ A

rekurzivna.

Za podskup A skupa prirodnih brojeva kazemo da je poluodluciv (ili polu-
rekurzivan, rekurzivno nabrojiv) ako je funkcija f : N — N, definisana na
slede¢i nacin:

1, akojex € A
/() —{ .

nedefinisano, akojexz ¢ A

rekurzivna.

Svaki odluciv skup je i poluodludiv, ali obratno ne vazi.

Svaki prebrojiv skup moguce je preslikati u skup prirodnih brojeva. Gede-
lova funkcija predstavlja osnovu mehanizma za kodiranje formula prirodnim
brojevima i njihovo dekodiranje. Smisao gedelizacije je u tome da se odlucivost
teorije razmatra u terminima rekurzivnosti skupa svih teorema.

Neka je £ signatura (prvog reda) i neka je V' (prebrojiv) skup varijabli.
Funkcija g, koja logicke simbole, elemente skupa simbola signature £ i ele-
mente skupa V preslikava u skup prirodnih brojeva je Gedelova funkcija ako je
bijektivna i ako je skup njenih vrednosti rekurzivan. Funkcija g, koja prosiruje
na nizove simbola funkciju g,, preslikava niz simbola s, s2, . . ., s, jezika £ nad
V u slededi prirodan broj:

n

Hpn(i)1+gs(5i)

=1

gde je sa pn(i) oznaden i-ti prost broj. Ovu vrednost zovemo i Gedelovim
kédom (ili, krac¢e, kodom) niza s1, s2, . . ., s,. MoZe se dokazati da je funkcija g.
injektivna, tj. razli¢itim nizovima simbola odgovaraju razli¢iti kddovi. MoZe se
dokazati i da je skup kddova svih recenica nad £ rekurzivan podskup skupa
N.

Jezik prvog reda (za signaturu £) kojem je na opisani nacin pridruZena
funkcija g. nazivamo efektivizovanim jezikom i oznatavamo sa £. Kodove
gs(s) 1 ge(A) oznatavamo najéesée sa [s] i [A].
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4.2 Odlucive i neodlucive teorije

U prethodnim delovima knjige upoznali smo se sa procedurama odlucivanja
za iskazni racun (koje se mogu konstruisati koris¢enjem DPLL procedure, me-
toda rezolucije ili metoda tabloa), kao i sa procedurama poluodlucivanja za
predikatski ra¢un. U ovom delu, nakon formalnog uvodenja pojma odlué¢ive
teorije, upoznacemo se sa procedurama odlucivanja za dve teorije prvog reda.
Naglasimo da procedure odlu¢ivanja naj¢esc¢e ne generisu dokaze za zadate
teoreme (u okviru nekog deduktivnog sistema) veé na specifican nacin samo
proveravaju da li je zadata formula teorema ili ne.

Za teoriju 7 nad signaturom £ kaZemo da je potpuna (kompletna) ako za
svaku recenicu A nad signaturom £ vazi 7 + Aili 7 + ~A2

Nekaje 7 teorija prvog reda efektivizovanog jezika £ i g. njegova Gedelova
funkcija. Za teoriju 7 kazemo da je odluciva® (rekurzivna, razresiva) ako je
skup {[A] | Fr A} odludiv, tj. ako je karakteristi¢na funkcija teorije 7, funkcija
f7 : N — N, definisana na sledeéi nacin

1, akovazi b+ A

fr([A]) —{ 0, akovazi /7 A

rekurzivna. Funkciju fr tada nazivamo i procedurom odlucivanja* za teoriju
7. Za teoriju 7 kaZemo da je neodluciva ako nije odluciva.

Za teoriju T kazemo da je poluodluciva ako je skup {[A] | 7 A} poluodlu-
¢iv, tj. ako je funkcija f7 : N — N, definisana na slede¢i naéin:

1, akovazi 7 A
nedefinisano, ako vaZi K1 A

fr(1a1) = {

rekurzivna. Funkciju f7 tada nazivamo i procedurom poluodlucivanja za teo-
riju 7.

Prethodnim definicijama strogo je uveden pojam odlucive teorije. Taj pojam
moguce je uvesti i neformalno, na slede¢i nacin: ukoliko postoji algoritam (po-
stupak, procedura) A takav da za svaku recenicu .A daje odgovor da ako i samo
ako je A teorema teorije 7 (i ne inace) onda kazemo da je teorija 7 odluciva.
Veza izmedu formalno i neformalno uvedenog pojma odlucive teorije bazira se
(izmedu ostalog) na Cer¢ovoj tezi koja tvrdi da su klase rekurzivnih i intuitivno
izracunljivih funkcija identi¢ne.

2Naglasimo da se termin potpunost koristi u razli¢itim kontekstima i sa razli¢itim znagenjima.
Na primer, za teoriju K (tj. za predikatski ra¢un) vazi da je, u smislu snage deduktivnog sistema,
potpuna, jer u njoj moZe da se dokaZe svaka valjana formula. S druge strane, teorija K (kao for-
malna teorija, kao , ¢ist predikatski raéun”) u smislu izraZajnosti formalne teorije, nije potpuna, jer
postoje dobro zasnovane formule takve da ni one ni njihove negacije nisu teoreme teorije K.

3Termin odluéiv ima sasvim drugadiji smisao kada je u pitanju pojedina¢na formula: kaZemo
daje formula A neprotivreéne teorije 7 odluciva akojeili A ili —.A teorema teorije 7. Ako je teorija
potpuna, sve re¢enice na njenom jeziku su odlucive. Teorija moZe da bude nepotpuna i odluciva.

* Ponekad se procedurom odlutivanja naziva funkcija koja je definisana samo za Gedelove
kodove nizova simbola koji su formule jezika £. U skladu sa ovde navedenom definicijom,
funkcija f7 najpre ,proverava” da li je za datu vrednost argumenta [A] niz simbola A zaista
formula teorije 7 i ako jeste, onda se proverava da li je ta formula teorema teorije 7.
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Za jezik nad signaturom £ = (X,II,ar) i skupom varijabli V' kazemo da
je rekurzivan ako je rekurzivan skup vrednosti [.A] za formule A nad signa-
turom L. Jezik nad signaturom £ = (%, 11, ar) je rekurzivan ako su skupovi
Y, IIi V rekurzivni. Za teoriju 7 nad rekurzivnim jezikom kaZemo da je ak-
siomatibilna (ili aksiomatska) ako je ispunjen slede¢i uslov: postoji rekurzivan
neprotivrecan skup I re¢enica nad £ takav da je proizvoljna recenica A nad £
teorema teorije 7 (tj. F7 A) ako i samo ako vazi I' - A (u izabranom deduk-
tivnom sistemu); tada skup I' zovemo skup aksioma teorije 7.

Ako za signature £¢ = (£°,11°, ar®) i £ = (3,11, ar) vazi £ C 2°, 11 C TI¢,
kaoiar®(f) =ar(f)za f € L, ar®(p) = ar(p) za p € II, kaZemo da je signatura
L¢ prosirenje signature £. Ako je 7 teorija nad signaturom £, a 7° teorija
nad signaturom L¢ i ako je svaka teorema teorije 7 teorema teorije 7 ¢, onda
kaZemo da je teorija 7°¢ prosirenje teorije 7 (i da je 7 podteorija teorije 7).
Za teoriju 7¢ kaZzemo da je kompletno prosirenje teorije 7 ako je 7 ¢ proSirenje
teorije 7 i 7° je kompletna teorija. Za teoriju 7° kaZemo da je konzervativno
prosirenje teorije T ako je presek skupa formula jezika £ i skupa teorema teorije
7€ upravo skup teorema teorije 7. Za teoriju 7° kaZemo da je definicijsko
prosirenje teorije T ako se svaki simbol iz £¢ \ £ moze definisati na jeziku L.
Svako definicijsko prosirenje teorije je konzervativno. Za teoriju 7 ¢ kazemo da
je konacno prosirenje teorije 7 ako postoji konacan skup I' teorema teorije 7 ¢
takav da je svaka teorema teorije 7 © izvodiva iz skupa koji ¢ine teoreme teorije
7 irecenice iz skupa I'. Za teoriju 7 kaZzemo da je esencijalno neodluciva ako
je neodludiva teorija 7, kao i bilo koje njeno neprotivre¢no prosirenje.

Naredna teorema daje potrebne i dovoljne uslove da potpuna teorija bude
(ne)odludiva (dokaz teoreme videti u [71]).

Teorema 4.1 Za potpunu teoriju T sledeéi uslovi su ekvivalentni:
e 7 je neodluciva,
¢ T je esencijalno neodluciva,
o 7T nije aksiomatibilna.

O odnosu odlucivosti i prosirenja teorije govore naredna dva tvrdenja (vi-

deti [49]).

Teorema 4.2 Neka su T; i T, dve teorije sa istim konstantama takve da je 7,
konacno prosirenje teorije T,. Ako je teorija T, neodluciva, onda je neodluciva
i teorija 7.

Teorema 4.3 Ako teorija7 ima najvise prebrojivo mnogo kompletnih prosirenja
i ako se ona mogu efektivno nabrojati, onda je ona odluciva.

Postoji znacajna metodoloska razlika u proucavanju odlucivosti i neodlu-
¢ivosti, uprkos ¢injenici da su ta dva pojma u neposrednoj vezi. Da bi se
pokazalo da je neka teorija neodlutiva, obi¢no se poseZe za strogim forma-
lizmima za opisivanje izrac¢unljivih funkcija. S druge strane, za dokaz odlu-
¢ivosti neke teorije dovoljno je postojanje efektivnog postupka koji za svaku
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reCenicu utvrduje da li jeste ili nije teorema date teorije. Zbog toga, prvi rezul-
tati u vezi sa odlucivoséu prethodili su uvodenju pojma rekurzivnih funkcija
sredinom tridesetih godina dvadesetog veka, a prvi rezultati u vezi sa neodludi-
voséu pojavili su se tek nakon toga. Vise o odluc¢ivim teorijama videti u [59];
viSe o neodlu¢ivim teorijama videti u [71].

Neke od odluéivih teorija su: iskazni ra¢un, predikatski ra¢un sa jednakosé¢u
i bez drugih funkcijskih i predikatskih simbola, teorija unarnih relacija, teorija
ekvivalencije, teorija unarne operacije, teorija linearnog uredenja, teorija gusto
uredenih skupova, Prezburgerova aritmetika, teorija mnoZenja prirodnih bro-
jeva, teorija Abelovih grupa, teorija gustih uredenih Abelovih grupa bez kraj-
njih tacaka, teorija algebarski zatvorenih polja. Neke od neodlucivih teorija
su: Peanova aritmetika, Zermelo—Fraenkelova teorija skupova, teorija grupa,
teorija polja, projektivna geometrija (za vise detalja videti [49, 16]).

Zadaci

Zadatak 95 / Dokazati da je potpuna teorija odluciva ako i samo ako je aksi-
omatibilna.

4.3 Metode za dokazivanje odlucivosti i procedure
odlucivanja

Tri osnovna metoda za dokazivanje odlucivosti teorije prvog reda su (opsirniji
pregled videti u [59, 49, 67]):

e model-teoretski metod;
e metod interpretacija;
e metod eliminacije kvantora.

U svojoj osnovnoj formi, model-teoretski metod zasniva se na teoremi 4.3
i razmatranju rekurzivnog skupa aksioma I' teorije 7. Razmatranje svojstava
mogucih modela koristi se ili u dokazivanju da je 7 potpuna teorija (odakle na
osnovu teoreme 4.1 sledi da je 7 odluciva) ili za sistemati¢no nabrajanje svih
potpunih prosirenja skupa I' (u tom sluc¢aju moZemo za svaku recenicu A da
ispitamo da li je teorija 7 U {—.A} neprotivre¢na i, odatle, da li vazi 7 A).

Neka je 7 teorija jezika £ 17" teorija jezika £'. Metod interpretacija zasniva
se na efektivnom preslikavanju ¢ koje svakoj recenici A jezika £ pridruzuje
reCenicu ¢(A) jezika £’ takvu da vazi

Fr A akoisamoako b/ ¢(A).

Ako takvo preslikavanje postoji i ako je teorija 7’ odlutiva, onda je odluciva i
teorija 7. Naime, da bismo utvrdili da li vazi -7 A dovoljno je odrediti ¢(.A)
iispitati da li vazi 7+ t(A). Obi¢no interpretacija ¢ uklju¢uje model-teoretska
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razmatranja. Pokazuje se da modeli teorije 7 mogu biti izomorfno reproduko-
vani iz modela teorije 7’ relacijama koje se mogu definisati u £’. Metod inter-
pretacija se Cesto koristi i za dokazivanje neodlucivosti teorija. Ako je teorija
7' neodlutiva i ako postoji opisano preslikavanje ¢, onda je neodluciva i teorija
7.

Metod eliminacije kvantora je najstariji i u kontekstu automatskog dokazi-
vanja teorema najznacajniji. Naziv metoda® — eliminacija kvantora — potice
od Tarskog (1935) koji je dao nekoliko njegovih najznacajnih primena, dokazav-
§i odlucivost nekoliko teorija: algebarski zatvorena polja (1949), realno zatvo-
rena polja (1949), teorija dobrog uredenja (1949), Bulove algebre (1951) (vise
o ovom metodu videti u [39, 67]). Sustinski isti metod bio je primenjivan i
pre toga za predikatski ratun sa jednako$¢u (Lovenhajm, 1915), gusto linearno
uredenje bez krajnjih tacaka (1927), Prezburgerovu aritmetiku (1929), a kasnije,
izmedu ostalih, i za dokaz odlucivosti teorije Abelovih grupa (1955). Metod
eliminacije kvantora zasniva se na transformisanju date recenice A u re¢enicu
B takvu da je -7 A ako i samo ako vazi -7 B i formula B je, u nekom smislu,
jednostavnija od formule A (obi¢no ima manje varijabli od .A). U poslednjoj
iteraciji takvog transformisanja dobija se formula C koja pripada klasi recenica
za koje se moZe trivijalno proveriti da li su teoreme teorije 7 (obi¢no je to skup
baznih formula).

Metod eliminacije kvantora za dokazivanje odlucivosti neke teorije je znaca-
jan i po tome $to ima i nekoliko ,,sporednih efekata”:

e unekim slucajevima (onda kada je teorija data aksiomatski), metod moze
da indukuje i dokaz potpunosti teorije;

¢ metod indukuje proceduru odlucivanja koja je efektivno opisiva i moguce
ju je automatizovati.

Neformalno, smisao metoda eliminacije kvantora je u tome da se odredi
skup ,jednostavnih” formula jezika takav da je svaka formula tog jezika ekvi-
valentna nekoj jednostavnoj formuli. Termin ,jednostavna formula” medutim
¢esto nije najpogodniji za razli¢ite primene ove metode, jer su formule dobi-
jene njegovom primenom zapravo izuzetno sloZzene. U primenama, termin
,jednostavna formula” odnosice se najces¢e na formule bez kvantifikatora.

Neka je K efektivno izabran skup formula jezika £. KaZemo da teorija 7°
dopusta eliminaciju kvantora do na klasu K ako i samo ako za svaku formulu
A jezika L postoji formula B iz skupa K takva da vaZi -7 A ako i samo ako
Fr B. Ukoliko je za sve recenice iz klase L moguce efektivno odrediti da li
pripadaju teoriji 7, onda je teorija koja dopusta eliminaciju kvantora odludiva.
Pored toga, ako za svaku recenicu A iz klase K vazi -7 Aili -7 - A, onda je
teorija 7 potpuna. U veéini primena, klasa C je skup formula bez kvantora.

Uopsteno govoreci, metod (za dokazivanje odlucivosti teorije 7 jezika L)
se sastoji od slede¢ih koraka:

e bira se pogodan skup osnovnih formula jezika £ i on se proglasava kla-
som K;

SHilbert ovaj metod naziva metodom redukcije [26].
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e pokaZe se da za svaku formulu A jezika £ postoji formula B iz klase K
takva da je -7 A ako i samo ako 7 B;

e pokaZe se da je za svaku formulu B iz K moguce efektivno ispitati da li
vazi FT B.

O tome kako se procedure odlu¢ivanja mogu koristiti u dokazivanju teo-
rema i kombinovati sa drugim dokazivackim strategijama videti npr. [33, 32,
I
U daljem tekstu metod eliminacije kvantora ilustrova¢emo Furije-Mocki-
novom procedurom odlu¢ivanja za teoriju gustih uredenih Abelovih grupa bez
krajnjih tacaka.

4.3.1 Furije-Mockinova procedura

Furije-Mockinova procedura je procedura odlucivanja za teoriju gustih urede-
nih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka (videti potpoglavlje 3.4.3). Ona je,
sustinski, zasnovana na Furijeovom metodu za re$avanje linearnih nejednako-
sti nad poljem racionalnih brojeva [28, 41]. Furije-Mockinovu proceduru ¢ini
slede¢i niz koraka:

1. Neka je recenica za koju treba ispitati da li je teorema u preneks normal-
noj formi.

(a) Za pojednostavljivanje tekuée recenice koristimo sledece logicke ek-
vivalencije:

0=0

=(0=0)

0<0

-(0 <0)

ANT

TAA

AvVT

TVvA

ANL

1IANA

Av L

1vA

Ako je, primenom navedenih veza, formula transformisana u T,
onda procedura vra¢a odgovor da je pocetna formula teorema. Inace,
tj. ako je formula transformisana u L, onda procedura vrac¢a odgovor
da pocetna formula nije teorema.

1 1 1 1 1

N e b S S

(b) Ako recenica nije bazna i ako je njen unutrasnji kvantifikator uni-
verzalni, onda ga zamenimo egzistencijalnim koristeci logi¢ku ekvi-
valenciju (Vz)A = —(3z)—.A. Pri tome, ako je formula A oblika -5,
onda formulu (Vz).A zamenjujemo formulom —(3x)B.
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2. Koristimo naredne korake da odredimo re¢enicu (Q121)(Q222) . . . (QnZy)
F'(x1,x2,...,2,) takvu da je ona teorema ako i samo ako je (tekuca)
reCenica (Q171)(Q222) ... (Qnzyn)3y)F(x1,22,...,2n,y) teorema (Q; €
{¥,3}, 1 <i < n); nakon toga zamenjujemo tekucu formulu

(Q171)(Q272) - - - (Qnxn)(FY)F(T1, 72, .. ., T, Y)

formulom

"(z1,22, ..., Tn)

(Q121)(Qax2) ...

i idemo na pocetni korak.

(a) EliminiSemo sva pojavljivanja ekvivalencije i implikacije u tekucoj
formuli koristeci logicke ekvivalencije:

.Al <:>.A2
./41 :>./42

(A1 = AQ) A\
-A;V Ay .

(./42 = A1)

(b) Koristimo logitke ekvivalencije

ﬁ(Al N Az) = (ﬁAl \Y ﬁ.Az)
ﬁ(./41 \Y AQ) = (ﬂAl N _‘AQ)
—|—\A1 =, Al

za eliminisanje svih simbola —,
raju atomi¢kim formulama.

osim onih koji neposredno domini-

(c) Preostale negacije eliminiSemo koristeci sledeée veze:

St =t) = (t1 <t2)V(t2a <t1)
ﬁ(tl < fg) = (tl = ) (tg < lfl)
L =T
-T = 1.

Novodobijena formula sadrzi samo veznike A1 V.

(d) Svaku od atomic¢kih formula pojednostavljujemo tako da sadrZi naj-
viSe jedno pojavljivanje terma oblika ny. To postiZemo koristeci
veze:

(t1 = (t2 + ny) +t3
(t1 = (t2 + ny) + my
(t1 +ny =t2 + my
(t1 +ny =to +my

), priemuijem =n
t1 =ta + (m —n)y), pricemujem >n
ti + (n —m)y =t), pricemujen >m

(t1 < (to +ny) + t3
(t1 < (t2 +ny) +my
(t1 +ny <tz +my
(t1 +ny < ta + my

)
)
)
)
(t1 + ny = ta + my)
)
)
)
)
(t1 + ny < t2 + my)

t1 <tz + (m+n)y)

t1 < t3), pricemujem =n
t1 <ta+(m
t1+(7’L—

—n)y), pricemuijem >n
m)y < t2), priemujen > m.

(
(
(
(
(
(t1 < (t2 +t3) + ny)
(
(
(
(
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(e) Koristimo logicke ekvivalencije

A1 A (AQ \Y Ag)
(A1 \Y Az) A Az

(A1 A Az) V (A1 A\ Ag)
(A1 A Ag) V (AQ /\Ag)

za transformisanje tekuce formule (tj. njenog dela bez kvantifika-
tora) u disjunktivnu normalnu formu:

Ai1VA V...V A,

gdeje A; (i = 1,2...,n) konjunkcija atomickih formula.

(f) Egzistencijalni kvantifikator moZe da ,,prolazi” kroz disjunkciju, pa
vazi:

Fy)F = (Fy)(A1VAV...VA,) = By)ALV (TFy)Aa V...V (Fy)A, .
Ako u A; nema atomickih formula koje sadrze y onda je
Fy)Ai = A,

¢ime je eliminisan kvantifikator 3y iz (3y).A;. U suprotnom, formula
A; moZe biti napisana u obliku B; A C; gde je B; konjunkcija svih
atomickih formula iz A; koje ne sadrze y. Kako B; ne sadrzi y vazi

(Hy) (Bz A Cz) =B; A (Hy)Cl .

(g) Potrebno je eliminisati kvantifikatore Jy iz svih formula (3y)C;. Sva-
ka od ovih formula je oblika

(Hy)(tl281/\.../\15]‘:8]'/\(]1<’I“1/\.../\qk<7°k)

pri¢emuvazij + k > 0,zasvako i, 1 < i < j, y se pojavljuje u ¢; ili
us;izasvakoi, 1 <i <k, ysepojavljuje ug; ili u r;.

Najpre razmatramo slucaj j > 0, tj. slu¢aj da postoji bar jedna jed-
nakost. Akoje j = 1ik =0, onda (y)(t1 = s1) moZe biti zamenjeno
logickom konstantom T. Inace, obrisimo jednu jednakost, ¢, = s,
i iskoristimo je za eliminisanje promenljive y iz preostalih j + &k — 1
atomic¢kih formula. Pretpostavimo da se promenljiva y pojavljuje u
termu ¢, i to sa koeficijentom c,,, (postupak je analogan ako se y po-
javljuje u termu sy, ). Ako je atomicka formula oblika ¢, < r, 1y seu
termu g, pojavljuje sa koeficijentom c,, onda je u nejedankosti

Cmdp + CpSm < CmTp + Cplm

koeficijent uz y sa obe strane jednak c,c,,, pa promenljiva y moze
biti eliminisana. Ako je atomicka formula oblika ¢, < 7, iy se u
termu r, pojavljuje sa koeficijentom c¢,, onda je u nejedankosti

CmGp + Cptm < CTp + CpSm
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koeficijent uz y sa obe strane jednak c,c,,,, pa promenljiva y moze
biti eliminisana. Analogno se y moZe eliminisati iz jednakosti oblika
sp = tp. U dobijenoj konjunkciji vise nema pojavljivanja promenljive
y, pa kvantifikator (Jy) iz (Jy)C; moze biti eliminisan.

Razmotrimo slucaj j = 0. Formula (3y)C; je oblika

Fy)gr <1 A Age < TR)

Ako se y u svakoj nejednakosti nalazi sa desne strane tada zame-
njujemo (Jy)C; logickom konstantom T. Sli¢no, ako se y u svakoj
nejednakosti nalazi sa leve strane zamenjujemo (3y)C; konstantom
T. Inace, za svaki par m, p takav da se y nalazi sa raznih strana u
nejednakostima ¢,, < 7, 1 ¢, < 7, odgovarajuci par nejednakosti
zamenjujemo novom nejednakoséu

CpQm + CmQp < CpT'm + CmTp

pri ¢emu je ¢, koeficijent uz y u m-toj, a ¢, koeficijent uz y u p-toj
nejednakosti (pa je koeficijent uz y sa obe strane nejednakosti jednak
¢pCm); tako dobijene nejednakosti vezane su konjunkcijama. Ako u
polaznoj formuli C; ima j nejednakosti sa promenljivom y na levoj i
k nejednakosti sa promenljivom y na desnoj strani, onda novodobi-
jena formula ima ukupno jk nejednakosti (vezanih konjunkcijama)
iz kojih se promenljiva y trivijalno moZe eliminisati. Nakon toga,
u dobijenoj konjunkciji vise nema pojavljivanja promenljive y, pa je
kvantifikator (Jy) iz (Jy)C; redundantan i mozZe biti eliminisan.

Navedena procedura moZe se uciniti efikasnijom razli¢itim heuristikama.

Za navedenu proceduru moZe se dokazati da je korektna, tj. da se uvek
zaustavlja, da je potpuna i da je saglasna [41]. Njeno vreme izvrSavanja ograni-
¢eno je sa O(2"), gde je n duZina ulazne formule.

Naglasimo da Furije-Mockinova procedura ne generise formalni dokaz u
okviru nekog deduktivnog sistema — ona je procedura za , proveravanje” da
li je neka formula teorema teorije gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih
tacaka.

Primer 4.1 Formula (Vz)(Vy)(Vz)(x < y Ay < z = x < z) je teorema teorije
gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka. To se moZe pokazati pri-
menom Furuje-Mockinove procedure na sledeci na¢in (u zagradi su navedene
oznake primenjenih koraka procedure; nisu navodeni koraci primene proce-
dure koji ne menjaju tekucéu formulu):
(V)(Vy)(V2)(x <y Ay < z=2x < 2)

(1(b))
2)(Vy)~((F2)(x <y Ay < z=x<2))

(2(a))
z)(Vy)-((F2)(x <yAhy < zA -z <2))

(2(0)

==
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Vz)(Vy)~((Fz)(x <y Ay < zA(x=2zVz<zx)))

= (2e)

Vo) (Vy)((F)(z <yAy<zAz=2)V(r <yAy<zAz<z)))
= 2

(_Vw)ggg)(ﬁ(((ﬂz)(x <yAy<zAz=2)V(3F)(z<yAy<zAz<z))))
(V) (¥) (~((z <y A @)y < 2 Az =)V (& <y A @)y < 2 A 7€ D))
= (2g)

(V) (Vo) (~((z <y Ay <z) V(r <yAy <))

= (1(b)

(V2)~(F)((z <yAy <z)V(z<yAy <))

= (21)

(V2)=((Fy)(z <y Ay <)) V(Ey)(z <y Ay <z))

= (2g)

(Vz)~(z <z Vaz <z

= (1(b)

—(Fz)(x <xzVae<zx)

= (2(d))

=(3z)(0 <0V 0 <0)

= (21)

-(0<0V0<0)

)

—(Lvl)

= (1)

T

Primer 4.2 Formula (Vz)(Vy)(2z < 3y A 3z < 2y = Tz < Ty) je teorema teorije
gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka. To se moZe pokazati pri-
menom Furije-Mockinove procedure na sledeci nacin:

(V) (Vy)(2z < 3y A3z < 2y = Tz < Ty)

= (1(b)

(Vz)=(Fy)=(2z < 3y A3z < 2y = Tz < Ty)

= @)

(Vz)-(Fy)(2x < 3y A3z < 2y A Tz < Ty)

= (2(9)

(V)= (Fy)(2z <3y A3z <2y A (Tx =Ty V Ty < Tx))

= (2(e)

(V)= (Fy)((2z <3y A3z <2y ATz =Ty)V (22 <3y A3z <2y ATy < Tz))
= (2(9)

(Vz)~((Fy) (22 < 3yA3x < 2yATz = Ty)V (y) (22 < 3yA3z < 2yATy < Tz))
= (2(g)

(Vz)-((14z < 21z A 21z < 142) V (142 < 21z A 21z < 14x))

= (I(b)

—(3z) (14 < 21z A 21z < 142) V (14x < 212 A 21z < 14z))

= (2d)

S(3z)((0 < Te ATz <0) V(0 < Tz ATz <0))
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= (21)

((Fx)(0 < Tz ATz <0)) V ((F2)(0 < Tz ATz <0))
(2(8))

-(0<0V0<0)

(1(a))

=(LvV 1)

(1(a))

=l

Zadaci
Zadatak 96 Data je formula

Vz)(Vy)(V2)(Vu)(z <y Ay < zAz<u=>z < u).

Dokazati da je ona teorema teorije gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih
tacaka:

(a) formalno, u okviru teorije K;

(b) primenom Furije-Mockinove procedure.

Zadatak 97 Data je formula
Vo) (Vy)(V2)(y < zhz<y=x<2).

Dokazati da je ona teorema teorije gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih
tacaka:

(a) formalno, u okviru sistema K;

(b) primenom Furije-Mockinove procedure.

Zadatak 98 Data je formula
Vo) (Vy)(z <y= V2)(z < z=2<y)).

Dokazati da ona nije teorema teorije gustih uredenih Abelovih grupa bez kraj-
njih tacaka primenom Furije-Mockinove procedure.

4.3.2 Kongruentno zatvorenje i Nelson-Openova procedura

Problem ispitivanja da li je neka jednakost izvodiva iz datog skupa hipoteza
u teoriji jednakosti (videti potpoglavlje 3.4.1) mozZe biti, u razli¢itim kontek-
stima, reSavan na vi$e nac¢ina: na primer, primenom tehnika prezapisivanja i
Knut-Bendiksove procedure upotpunjavanja [38] ili primenom metoda kon-
gruentnog zatvorenja [55, 65, 4] koji ¢e biti opisan u nastavku.

Neka je A funkcija koja preslikava skup termova u skup funkcijskih simbola
i vra¢a dominirajudi funkcijski simbol terma:

A®) :{ f, akojet= f(z1,...,zn)

¢, ako jet simbol promenljive ili konstante
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pri ¢emu je € novi, specijalni funkcijski simbol.
Neka je ¢ funkcija koja preslikava skup termova u skup N i vraca arnost
dominirajuceg funkcijskog simbola:

5(1) _{ n, akojet= f(z1,...,2n)

0, akojet simbol promenljive ili konstante.
Neka ui] ozna¢ava i-ti argument terma wu:
ti] =x;,zal <i<n,akojet = f(z1,...,zp) .

Za datu binarnu relaciju R nad skupom termova 7', ekvivalencijsko zat-
vorenje relacije R, u oznaci R*, je najmanje refleksivno, simetri¢no i tranzi-
tivno zatvorenje relacije R. Kongruentno zatvorenje R binarne relacije R je
najmanje pro$irenje relacije R* takvo da za svaka dva terma u, v ako vaZzi
Mu) = Av), 6(u) = d(v) i ufi]Rv[i] za 1 < i < §(u), onda vaZi i uRv. Kon-
gruentno zatvorenje odreduje klase ekvivalencije elemenata skupa 7T'.

Primer 4.3 Neka je skup termova T jednak {z,y, z, f(x), f(2)} i neka je relacija
R zadata slede¢om tabelom:

R |z y z fl@) f(z)
x [0 1 0 0 0
y [0 0 1 0 0
z |0 0 0 0 0
f@ o 00 0 0
fz)|lo 00 0 o0
Relacija R* (ekvivalencijsko zatvorenje relacije R) opisana je tabelom:
R o y 2z [flx) [(z)
z |11 1 O 0
y |11 1 0 o0
zZ 111 0 0
f@lo oo 1 0
f(z){o. 0 0 O 1

Relacija R (kongruentno zatvorenje relacije R) opisana je tabelom:

R |z y = fl@) f(z)
z |1 11 0 0
y |1 11 0 o0
z 111 0 0
f@lo oo 1 1
fz)lo o0 1 1
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Iz svake klase ekvivalencije odredene kongruentnim zatvorenjem moze se
odabrati njen predstavnik. Neka v(u) oznacava predstavnika klase ekviva-
lencije kojoj pripada element u. Naredna teorema govori o odnosu deduk-
tivnog izvodenja (koje se oslanja na aksiome jednakosti), logicke posledice (se-
matnicke prirode) i odnosa predstavnika klasa ekvivalencije u kongruentnom
zatvorenju (dokaz videti u [18]).

Teorema 4.4 Neka je E skup baznih jednakosti, T' skup termova zatvoren za
podtermove® koji sadrZi sve termove iz E. Tada za svaka dva terma s it iz T
i za kongruentno zatvorenje relacije = (za relaciju =) u istoj teoriji jednakosti
vaZi:

Etrs=t akoisamoako E |=s=t akoisamoako v(s)=v(t).

Postoji viSe algoritama za izratunanje kongruentnog zatvorenja i njihovih
varijanti [55, 65, 12]. Izratunavanje kongruentnog zatvorenja moguce je u vre-
menu O(nlogn) (gde je n broj jednakosti i ima najviSe n razli¢itih termova),
pri ¢emu se koristi i prostor O(nlogn) [6]. Za dodatne varijante algoritma za
kongruentno zatvorenje videti [6, 5, 37].

Nelson-Openov algoritam za odredivanje kongruentnog zatvorenja [55, 12]
za skup jednakosti F i skup termova T prikazan je na slici 4.1.

Lista use(s), koja se koristi u algoritmu, sadrzi skup svih termova iz T' &iji je
jedan od neposrednih argumenata term s. Dakle, skup elemenata liste use(s)
jednakje skupu{v e T'| Ji:v[i] =s}.

Procedura MakeU se je jednostavna i ovde nije definisana. U okviru nje, za
svaki term ¢ iz pocetnog skupa termova odreduje se lista use(t) i pamti uredeni
par (t,use(t)). Potetni skup termova 7" mora da sadrZi sve termove iz E (gde
je E dati skup jednakosti) i sve njihove podtermove. Za Nelson—-Openov algo-
ritam karakteristi¢no je, dakle, da skup termova koji se obraduju mora da bude
poznat unapred.

Glavna funkcija (Nelson—Open) obraduje jednu po jednu jednakost iz liste
E. Operacija union spaja dve klase ekvivalencije, a find vra¢a kanonskog
predstavnika klase ekvivalencije (tj. za zadati element odreduje njegovu klasu
ekvivalencije i vraca njenog kanonskog predstavnika). Klju¢na procedura algo-
ritma je Merge, koja spaja dve klase ekvivalencije i propagira spajanje svim ter-
movima koji sadrZe upravo spojene termove ili termove koji su sa njima u istoj
klasi (tj. ispituje elemente skupova P, i P,). Za dva takva terma (iz skupova
P, i P,) proverava se da li su oni ve¢ u istoj klasi ekvivalencije (koris¢enjem
operacije find) i, ako nisu, proverava se (funkcijom Congruent) da li treba da
budu u istoj klasi. Ako treba, onda se vrsi objedinjavanje i njihovih klasa ekvi-
valencije funkcijom Merge.

Operacija find moze se implementirati koristeci parove (¢, find(t)) koji za
svaki obradeni term sadrZe kanonskog predstavnika klase ekvivalencije ko-
joj pripadaju. U tom pristupu, nema eksplicitnog memorisanja klasa ekvi-
valencija, pronalaZenje kanonskog predstavnika je jednostavno i efikasno, ali

®Kazemo da je skup termova S zatvoren za podtermove ako za svaki term ¢ iz S svi podtermovi
terma ¢ takode pripadaju skupu S.
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Algoritam: Nelson—Open

Ulaz: Skup jednakosti E i skup termova T'
Izlaz: Kongruentno zatvorenje za E (reprezentovano strukturom find)

1. lzvrditi MakeUse(T).
2. Za svaku jednakost s =t iz F uraditi:

Ako je find(s) # find(t), onda izvrsiti Merge(s,t).

Funkcija: Merge

Ulaz: Par termova (u,v)
Izlaz: AZurirana struktura find nakon spajanja klasa za w i v

1. Neka je P, = U {use(u) | find(v') = find(u)}.
2. Neka je P, = J{use(v') | find(v') = find(v)}.
3. lzvrditi union(u, v).

4. Za svaki term t1 iz P,:

Za svaki term t5 iz P,:

Ako je find(t1) # find(t2) a vaZi Congruent(ti,ts), onda
izvrsiti Merge(t1,t2).

Funkcija: Congruent

Ulaz: Par termova (u,v)
Izlaz: true ako su w i v kongruentni termovi, false inae

[y

. Ako je A(u) # A(v) vratiti false.

N

. Ako je d(u) # §(v) vratiti false.

w

. Za svako i od 1 do d(u):
Ako je find(uli]) # find(v[i]), onda vratiti false.

4. Vratiti true.

Slika 4.1: Pseudok6d Nelson-Openovog algoritma
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je nesto sloZenije izvrsavanje operacije union. Klase ekvivalencija moguce je
memorisati i kao uredene parove (c,C) gde je C tekuca lista svih termova u
toj klasi, a ¢ njen kanonski predstavnik; u tom pristupu ne postoji struktura
koja neposredno odgovara operaciji find, ve¢ se ona izra¢unava na osnovu
¢injenice da za svaki element s iz C, vazi find(s) = c¢. Na osnovu konven-
cije, pri odredivanju unije dve klase ekvivalencije C; i C3, za kanonskog pred-
stavnika nove klase uzima se kanonski predstavnik klase C,. U pomenutoj
reprezentaciji, operacija union nad elementima s i ¢t redom iz klasa reprezento-
vanih sa (¢1,C1) i (¢c2, C2) zamenila bi te dve klase novom klasom reprezento-
vanom sa (cz, C1 UC3). U oba sluéaja, ukoliko term ¢ nije u zadatom, polaznom
skupu termova, funkcija find vraca sam taj term. Operacije find i union mogu
se implementirati i efikasnije [70].

Lako se dokazuje da se navedena procedura zaustavlja (jer se broj klasa
ekvivalencija smanjuje svakim pozivanjem procedure Merge). Naredna teo-
rema tvrdi da algoritam Nelson—-Open generiSe kongruentno zatvorenu kolek-
ciju klasa ekvivalencija termova (dokaz videti u [55, 12]).

Teorema 4.5 (Korektnost procedure Nelson—-Open) Neka je E skup baznih jed-
nakosti i T skup termova koji je zatvoren za podtermove i sadrZi sve termove
iz E. Nelson-Openov algoritam se zaustavlja i nakon njegovog zaustavljanja
za svaka dva terma s it iz T i za kongruentno zatvorenje relacije = (relaciju =)
vaZi

find(s) = find(t) akoisamoako v(s)=v(t).

Na osnovu teorema 4.4 i 4.5 sledi da za skup baznih jednakosti u &istoj
teoriji jednakosti vaZi E - s = t ako i samo ako vaZzi find(s) = find(t).

Prose¢no vreme izvrsavanja Nelson-Openove procedure, zasnovane na efi-
kasnim reSenjima za operacije find i union [70], je O(nlogn), gde je n broj
jednakosti u potetnom skupu [55].

Nelson-Openova procedura za odredivanje kongruentnog zatvorenja moze
se iskoristiti i kao procedura odludivanja za univerzalno kvantifikovani frag-
ment teorije jednakosti. Neka je (Vz1)(Vz2) . .. (Vz,).A formula teorije jednako-
sti za koju treba dokazati da je teorema i neka formula .4 nema ni kvantifikatora
ni slobodnih promenljivih sem, eventualno, promenljivih z1,z2, ..., z,. Do-
voljno je dokazati da formula =(Vz1)(Vz2) ... (Va,)A nije zadovoljiva u teoriji
jednakosti, tj. da je nezadovoljiva formula (3x1)(3x2)...(3z,)~A. Formula
—A moZe se transformisati u disjunktivhu normalnu formu — neka je A4 =
A1V Ay v ...V Ay, gde su formule A; (i = 1,...,m) konjunkcije literala.
Da bi se pokazalo da je formula (Vz1)(Vz2)...(Vz,)A teorema, dovoljno je
dokazati da je formula (3x1)(3x2) ... (3z,) (A1 VA2 V...V A,,) nezadovoljiva,
tj. dovoljno je dokazati da je svaka od formula (3x1)(3x2)...(3z,)A: (¢ =
1,...,m)nezadovoljiva. Da bi se dokazalo da formula teorije jednakosti oblika
(3z1)(3z2) ... (3z,)B nije zadovoljiva (formula B sadrZi literale oblika ¢; = to
iliterale oblika —(t; = t2)), algoritam za kongruentno zatvorenje moze se isko-
ristiti na slede¢i nacin: algoritam se primenjuje za sve jednakosti (to je skup
E) i za sve termove i sve podtermove iz formule B, uklju¢ujudi i one iz ne-
jednakosti (to je skup T'); nakon primene algoritma, svaki term se zamenjuje
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predstavnikom svoje klase ekvivalencije (generisane algoritmom), tj. vrsi se
normalizacija; ako, nakon normalizacije, u formuli postoji literal oblika —(¢t =
t), onda formula (3z1)(3z2) ... (3x,)B nije zadovoljiva. Ovakom primenom
Nelson—Openovog algoritma, egzistencijalno kvantifikovane varijable tretiraju
se, prakti¢no, kao konstante. Primetimo da, sli¢no kao i Furije-Mockinova pro-
cedura, opisana procedura, zasnovana na Nelson-Openovom algoritmu, ne
generiSe formalni dokaz u okviru nekog deduktivnog sistema, ve¢ je ona samo
procedura za ,proveravanje” da li je neka formula teorema univerzalnog frag-
menta Ciste teorije jednakosti.

Primer 4.4 DokaZimo da je u teoriji jednakosti (sa signaturom koja ukljucuje
funkcijski simbol f arnosti 1) naredna formula teorema:

(V) (Vy)(V2)(x =y Ay = z = f(z) = f(2)) .

DokaZimo da formula

(F2)(Fy)(Fz)~(z =y ANy =z = fla) = f(2)),

tj. formula
(B2)By)(32)(z =y Ay =2 A =(f(2) = f(2))) ,

nije zadovoljiva. Skup literala koji se ispituje je {x = y,y = z,~(f(z) = f(2))}.

Primenimo Nelson—-Openov algoritam za kongruentno zatvorenje na skup
jednakosti {x = y,y = z} i na skup termova {z,y, z, f(z), f(2)}. Inicijalno,
svaki od termova iz skupa {z,y, z, f(z), f(2)} &ini posebnu klasu ekvivalen-
cije (i za svaki od njih vaZi find(t) = t). Inicijalno, vaZi use(x) = {f(x)},
use(y) = {1, use(z) = {F(z)}, use(f(2)) = {} 1 use(f(2)) = {}. U glavnoj
funkciji, Nelson—Open, ulazi se u petlju i najpre obraduje jednakost x = y.
Vazi find(z) # find(y), pa se poziva funkcija Merge za par (z,y). Za ar-
gument u jednak x i za argument v jednak y, odreduje se skup P, jednak
{f(x)} i skup P, jednak {}. Pozivom union(u,v) spajaju se klase ekvivalen-
cija za termove x i y i za kanonskog predstavnika novodobijene klase uzima
se vrednost y (pa ¢e biti find(z) = y i find(y) = y). Skup P, je prazan, pa
se ne ulazi u dvostruku for petlju i funkcija Merge zavrsava rad. Nakon toga,
u glavnoj funkciji obraduje se jednakost y = z. VazZi find(y) # find(z), pa
se poziva funkcija Merge za par (y,z). Za argument u jednak y i za argu-
ment v jednak z, odreduje se skup P, jednak {f(x)} i skup P, jednak {f(z)}.
Pozivom union(u,v) spajaju se klase ekvivalencija za termove y i z i za kanon-
skog predstavnika novodobijene klase uzima se vrednost find(z), tj. vrednost
z (pa e biti i find(x) = z). U dvostrukoj for petlji, za vrednost t, jednaku
f(x) i vrednost t, jednaku f(z), utvrduje se da vaZi find(t1) # find(t2) (jer je
find(f(x)) = f(x) 1 find(f(2)) = f(z)) i poziva funkcija Congruent (sa argu-
mentima f(z) i f(z)). U funkciji Congruent utvrduje se da vazi A(u) = A(v) (jer
je A(f(@)) = FiA(f(2) = £)ida vazié(u) = d(v) Gerje 3 () = 118(f(2)) =
1). Dodatno, vazii find(u[l]) = find(v[1]) (jer je find(x) = find(z) = z), pa
funkcija Congruent vraca true. U funkciji Merge se onda rekurzivno poziva
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Merge — za vrednost u jednaku f(z) i vrednost v jednaku f(z). Pozivom
funkcije union za ove dve vrednosti spajaju se klase ekvivalencija za termove
f(x) i f(2) i za kanonskog predstavnika novodobijene klase uzima se vrednost
f(2) (pa ¢e biti find(f(x)) = f(z) i find(f(z)) = f(2)). Skupovi P, i P, su
prazni, pa se ne ulazi u dvostruku for petlju i funkcija Merge zavrsava rad,
kao i funkcija M erge iz koje je ona bila pozvana. Nakon toga i glavna funkcija
(Nelson—Open) zavrSava rad i trenutno stanje (find(z) = find(y) = find(z) = =
i find(f(z)) = find(f(2)) = f(z)) daje dve klase ekvivalencije sa izabranim
predstavnicima. Ti predstavnici se koriste za normalizaciju (svih) nejednakosti
u polaznom skupu literala, ¢ime se dobija literal —(f(z) = f(z)) odakle sledi
da formula (3z)(3y)(3z)(x = y Ay = z A =(f(z) = f(2))) nije zadovoljiva,
odnosno da je formula (Vx)(Vy)(Vz)(x = y Ay = z = f(x) = f(2)) teorema
Ciste teorije jednakosti.

Zadaci

Zadatak 99 Pokazati, koriste¢i Nelson-Openov algoritam, da je naredna for-
mula teorema Ciste teorije jednakosti:

(@) (Vo)(vy)(x = y = f(f(z)) = f(f()))

(b) (Va)(f(f(f(@))) =z A F(F(F(f(f(2))) = = = f(z) = x)

(© (V) (x = f(z) = = = F(f(F(f(f(2))))))

Zadatak 100 Data je formula

(Vo) (Vy)(y = fz) vV (Vo) (e = f(y) Vy = [(f(2)))) -

Dokazati da ona nije teorema Ciste teorije jednakosti:
(a) koristeci teoremu 3.50;
(b) primenom Nelson-Openovog algoritma.

4.4 Sazetak

Pojam odlucivosti teorije moZe se definisati neformalno (intuitivno) ili formal-
no, pri ¢emu vezu ova dva pristupa &ini Ceréova teza (poglavlje 4.2). In-
tuitivna definicija kaZe da je teorija odluciva ako postoji efektivni postupak
koji za svaku formulu moZe da utvrdi da li ona jeste ili nije teorema date
teorije. Formalno, teorija je odluciva ako je njen skup teorema rekurzivan skup
(poglavlje 4.1). Postoji vise metoda za dokazivanje odlucivosti neke teorije
(poglavlje 4.3). Jedan od tih metoda je metod eliminacije kvantora koji pored
dokaza odlucivosti teorije, daje i proceduru odluéivanja za nju. Primer takve
procedure je Furije-Mockinova procedura za teoriju gustih uredenih Abelovih
grupa bez krajnjih tacaka (poglavlje 4.3.1). Postoje i drugi tipovi procedura
odluc¢ivanja, a jedan od njih je Nelson-Openova procedura odlucivanja za uni-
verzalno kvantifikovan fragment iste teorije jednakosti (poglavlje 4.3.2).
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Dodatak A

SloZenost izracunavanja

Razvrstavanje problema odlu¢ivanja (problema koji mogu da imaju samo od-
govore da i ne) na odlucive i neodlucive je polazna osnova, ali je za razne
primene i previse gruba. Na primer, u kontekstu pitanja odlucivosti teorija
moze se, za neodlucive teorije, govoriti o stepenu nerazreSivosti. S druge
strane, za odlucive teorije vaZno je, pogotovu iz perspektive automatskog do-
kazivanja teorema, pitanje sloZenosti pojedinih procedura odlucivanja za konk-
retnu teoriju. Pojam sloZenosti obi¢no se vezuje za Tjuringovu masinu (ili neki
drugi ekvivalentan formalizam) i opisuje resurse potrebne da bi neki prob-
lem bio reSen. Mere resursa izra¢unavanja koje oslikavaju sloZenost algoritma
su vreme (odnosno broj koraka koje izvrsava algoritam) i prostor (memorijski
prostor koji algoritam koristi). Razmatranje sloZenosti od izuzetne je vaznosti
za automatsko rezonovanje. Na primer, ¢injenica da je neka teorija odluciva
nije od velike koristi ukoliko je donja granica potrebnog vremena i prostora
previsoka, tj. ako je teorija prakti¢noneodluciva. Pitanje sloZenosti izracunava-
nja posebno je dobilo na znacaju po¢etkom sedamdesetih godina dvadesetog
veka rezultatima Kuka [10]. ViSe o sloZenosti izra¢unavanja videti u [69], knji-
ga [19] sadrzi pregled NP-kompletnih problema, tekst [54] govori o sloZenosti
iz perspektive racunarstva i automatskog rezonovanja.

A.1 Klase sloZenosti

Za dati, specifi¢ni odludiv problem, gornja granica potrebnog vremena i pro-
stora odreduje se razmatranjem konkretnog algoritma koji reSava dati prob-
lem. Dodatno, da bi se dokazala optimalnost algoritma, potrebno je imati i
odgovarajuce donje granice sloZenosti problema.

Cesto se algoritam ne izvrava isto za sve ulaze istih veli¢ina, pa je potrebno
nad¢i nacin za opisivanje i poredenje efikasnosti razli¢itih algoritama. Analiza
najgoreg slucaja zasniva procenu sloZenosti algoritma u najgorem slucaju (u
slu¢aju za koji se algoritam najduZe izvrsava ili zahteva najvise memorijskog
prostora). Ta procena moZe da bude varljiva, ali ne postoji bolji opsti nacin za
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poredenje efikasnosti algoritama. Cak i kada bi uvek bilo moguce izratunati
prosecno vreme izvr$avanja algoritma (odnosno prose¢ne memorijske zahteve)
i takva procena bi ¢esto mogla da bude varljiva.

U analizi sloZenosti algoritma, obi¢no nas najvise interesuje asimptotsko
ponasanje i u tome se koristi tzv. o-notacija.

Definicija A.1 Ako postoje pozitivna konstanta c i prirodan brojng takvi da za
funkcije f i g nad prirodnim brojevima vaZi

f(n) <c-g(n) zasve vrednosti n vece od ng

onda pisemo
f=0(9)
i ¢itamo ,, f je veliko ‘0" od g”.

Naglasimo da O nije funkcija — O oznacava klasu funkcija. Aditivne i mul-
tiplikativne konstante ne uti¢u na klasu kojoj funkcija pripada.

Definicija A.2 Ako je T'(n) vreme izvrSavanja algoritma A (Ciju veli¢inu ulaza
karakteriSe prirodan brojn), ako vazi T = O(g), onda kaZemo da je algoritam
A vremenske sloZenosti (ili reda) g i da pripada klasi O(g).

Analogno se definiSe prostorna sloZenost algoritma.

Formalno se pojmovi vremenske i prostorne sloZenosti izra¢unavanja defi-
nisu u odnosu na Tjuringovu masinu. Ako je prilikom izra¢unavanja pro-
menjeno ¢ konfiguracija masine, onda je ¢t vreme tog izra¢unavanja. Prostor
izratunavanja je broj polja masine kojima se pristupa tokom izracunavanja.
Tjuringova masina prihvata problem u vremenu (prostoru) F'(n), ako za svaku
ulaznu vrednost (¢ija veli¢ina moZe biti opisana prirodnim brojem n) koju pri-
hvata (. za koju je odgovor na problem potvrdan) postoji izratunavanje koje
je prihvata u vremenu (prostoru) koje ne prelazi F(n).

Primer A.1 Algoritam za izracunavanje vrednosti faktorijela prirodnog broja
n je vremenske sloZenosti O(n), algoritam bubble-sort za sortiranje n eleme-
nata je vremenske sloZenosti O(n?), algoritam merge-sort za sortiranje n eleme-
nata je vremenske sloZenosti O(n log n), algoritam za ispitivanje zadovoljivosti
iskazne formule nad n slova, zasnovan na istinitosnim tablicama je vremenske
sloZenosti O(2™).

A.2 NP-kompletnost

Problem odlu¢ivanja (problem za koji su mogucéi odgovori samo da i ne) sma-
tra se efikasno resivim ako postoji algoritam koji reSava problem za sve njegove
instance u broju koraka koji je polinomijalno ogranicen veli¢inom ulazne in-
stance, pri ¢emu se podrazumeva , tradicionalni” model izra¢unavanja tj. sek-
vencijalni, deterministi¢ki model (kao $to je deterministi¢ka Tjuringova masina
(DTM) ili UR-masina). Smatramo da problemi koji nisu u ovoj klasi nisu efikasno
resivi.



A.2NP-kompletnost 187

Definicija A.3 Za problem odlucivanja sa ulaznom vrednoséu n kaZemo da je
polinomijalne vremenske sloZenosti ako je njegovo vreme izvrsavanja O(P(n))
gde je P(n) polinom po n. Klasu polinomijalnih algoritama oznacavamo sa P.

Primer A.2 Problem izra¢unavanja vrednosti faktorijela prirodnog broja pri-
pada klasi P.

Nedeterministicki algoritam (opisan, na primer, u formalizmu nedetermi-
nisticke Tjuringove masine (NTM)) moZe u svojim koracima da nedetermini-
sti¢ki bira izmedu dva moguca, razli¢ita puta za nastavak rada koristeci tzv. nd-
izbore. KaZemo da nedeterministi¢ki algoritam reSava problem odluc¢ivanja
ako vazi: za zadatu ulaznu vrednost x, postoji niz nd-izbora takav da vodi
prihvatanju te vrednosti u polinomijalnom (po veli¢ini ulaza) vremenu ako z
pripada skupu svih ulaznih vrednosti za koje je odgovor na problem potvrdan
(za viSe detalja videti, na primer, [14, 74, 45]).

Definicija A.4 Klasu svih problema odlucivanja za koje postoje nedetermini-
sti¢ki algoritmi Cije je vreme izvrsavanja polinomijalno (po veli¢ini ulaza) zo-
vemo klasa NP.

Klasu NP moZemo neformalno da opiSemo i na sledec¢inacin: ako neki prob-
lem odludivanja moZe da se predstavi u vidu najvise eksponencijalno mnogo
instanci (po veli¢ini ulaza) i ako za bilo koju instancu za koju je odgovor potvr-
dan problem moze da bude reSen u polinomijalnom vremenu, onda kazemo da
taj problem pripada klasi NP. Vreme reSavanja instanci za koje je odgovor na
problem negativan nije relevantan za klasu NP. Nije relevantno ¢ak ni to dali se
reSavanje zaustavlja za te instance. Medutim, kako se reSavanje problema zau-
stavlja za sve instance za koje je odgovor potvrdan i to u vremenu ograni¢nom
vrednos¢u konkretnog polinoma, to znaci da se sistematskim proveravanjem
moze utvrditi da li neka instanca pripada ili ne pripada skupu instanci za koje
je odgovor potvrdan. Odatle sledi da svaki problem koji pripada klasi NP mora
da bude rekurzivan.

Otigledno, vazi P C NP, ali se jos uvek ne zna da li vazi P = NP. Ako bi se
pokazalo da neki problem iz klase NP nema polinomijalno resenje, onda bi to
znacilo da ne vaZi P = NP. Ako neki problem iz klase NP ima polinomijalno
reSenje, onda to jo$ ne znaci da P = NP.

Primer A.3 Problem ispitivanja zadovoljivosti logickih iskaza (SAT) pripada
klasi NP, a ne zna se da li pripada klasi P.

Za probleme iz posebne potklase klase NP (to je klasa NP-kompletnih prob-
lema) vazi da ako neki od njih ima polinomijalno reSenje, onda vaZi P = NP.
NP-kompletni problemi su ,,najteZi” problemi u klasi NP. Okvir za definisanje
ovog pojma je pojam svodljivosti. Kazemo da se skup A (odnosno problem za
koji je odgovor potvrdan za elemente skupa A i samo za njih) moZe vise-jedan
svesti na skup B (odnosno odgovarajuéi problem) i piSemo A <,, B ako po-
stoji funkcija f takva da moZe da bude izra¢unata u polinomijalnom vremenu i
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ima svojstvo w € A ako i samo ako je f(w) € B. Intuitivno, algoritam za prob-
lem B moZe biti iskoriS¢en za reSavanje problema A sa odredenim dodatnim
vremenom i prostorom potrebnim za svodenje problema.

Definicija A.5 Za problem X kaZemo da je NP-teZak problem ako je svaki NP
problem u polinomijalnom vremenu svodljiv na X .

Definicija A.6 Za problem X kaZemo da je NP-kompletan problem ako pri-
pada klasi NP i ako je NP-teZak.

Opstije, ako problem A pripada klasi C i ako je svaki problem iz klase C
svodljiv u polinomijalnom vremenu na A, onda za problem A kaZemo da je
C-kompletan.

Teorema A.1 Ako bilo koji NP-teZak problem pripada klasi P, onda vaZi P=NP.

Dokaz: Neka je problem X NP-teZak. To zna¢i da se proizvoljan problem Y iz
klase NP moZe svesti na njega u polinomijalnom vremenu. Ako bi prob-
lem X pripadao klasi P, to bi znacilo da za njega postoji polinomijalno
reSenje, a odatle bi sledilo da postoji polinomijalno resenje i za problem
Y, tj. i problem Y bi pripadao klasi P. Problem Y je proizvoljan problem
Y iz klase NP, pa biiz X € P sledilo P=NP. O

Na osnovu navedene teoreme, da bi se dokazalo da je P=NP, dovoljno je
dokazati za jedan NP-kompletan problem da pripada klasi P. Potrebno je,
dakle, razmatrati neki pogodan NP-kompletan problem. Veoma je tesko direk-
tno slededi definiciju dokazati za neki problem da je NP-kompletan. Naredna
teorema omogucava jednostavnije dokazivanje da je neki problem NP-komple-
tan.

Teorema A.2 Problem X je NP-kompletan ako:
e X pripada klasi NP;

e Y je polinomijalno svodljiv na X, gde je Y neki NP-kompletan problem.

Dokaz: Kako X pripada klasi NP, dovoljno je dokazati da je on NP-tezak.

Ako je Y NP-kompletan problem, to znadi da se proizvoljan problem Z
iz klase NP moZe svesti na problem Y u polinomijalnom vremenu. To
dalje znaci da se proizvoljan problem Z iz klase NP moZe u polinomijal-
nom vremenu svesti i na problem X, jer je Y polinomijalno svodljiv na
X, a kompozicija dva polinomijalna svodenja je ponovo polinomijalno
svodenje. Dakle, problem X je NP-tezak, sto je i trebalo dokazati. O
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Navedena teorema omogucava utvrdivanje da je neki problem NP-komp-
letan, ako je za neki drugi ve¢ poznato da je NP-kompletan. Medutim, postavlja
se pitanje da li uopste postoji ijedan NP-kompletan problem. Stiven Kuk prvi je,
1971. godine, dokazao (neposredno, koriste¢i formalizam Tjuringove masine)
da postoje NP-kompletni problemi' i to njegovo tvrdenje jedan je od najznacaj-
nijih rezultata teorijskog ra¢unarstva (za dokaz narednog tvrdenja videti [10]).

Teorema A.3 (Kukova teorema) Problem SAT (problem ispitivanja zadovolji-
vosti logickih iskaza) je NP-kompletan.

Neposredna posledica Kukove teoreme je tvrdenje:
P=NP akoisamo ako SAT € P .

Primer A.4 Zahvaljujudi teoremama A.2 i A.3 moZe se, na primer, dokazati da
su sledeci problemi NP-kompletni:

e 3-SAT problem (SAT problem u kojem su sve klauze duZine 3);

e 3-obojivost (ispitivanje da li postoji pridruZivanje tri razli¢ite boje ¢vo-
rovima grafa, takvo da je svakom ¢voru pridruZena neka boja, a da su
susednim ¢vorovima pridruZene razli¢ite boje);

e pokrivac grana (ispitivanje da li postoji podskup D skupa ¢vorova grafa
takav da D ima manje od k elemenata i da svaka grana grafa sadrZi bar
jedan ¢vor iz D);

e dominirajuéi skup (ispitivanje da li postoji podskup D skupa ¢vorova
grafa takav da D ima manje od k elemenata i da je svaki ¢vor grafa ili u
D ili je susedan nekom ¢voru iz D);

e problem klika (ispitivanje da li postoji potpun podgraf G grafa takav da
G ima bar k ¢vorova);

e Hamiltonov ciklus (ispitivanje da Ii graf sadrZi prost ciklus koji sadrZi
svaki ¢vor grafa tacno jednom);

e Hamiltonov put (ispitivanje da li graf sadrZi prost put koji sadrZi svaki
¢vor grafa ta¢no jednom);

e problem trgovackog putnika (ispitivanje da Ii teZinski potpun graf sadrZi
Hamiltonov ciklus sa zbirom teZina grana manjim od zadate vrednosti).

Koriste¢i Kukovu teoremu i tehnike svodenja, u godinama koje su sledile
za mnoge probleme je dokazano da su NP-kompletni [19]. Postojala je nada da
je za neki od njih moguée dokazati da nema polinomijalnog resenja, sto bi bio

1Kuk je prvi dokazao i da postoje P-kompletni problemi (jedan od njih je CVP — problem vred-
nosti kola).
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dokaz za tvrdenje P # NP. Sa druge strane, ukoliko bi se za neki NP-kompletan
problem dokazalo da ima polinomijalno reSenje, to bi znacilo da vaZi P=NP. Ni
za jedan NP-kompletan problem, medutim, jo$ uvek nije dokazano niti da ima
niti da nema polinomijalno reSenje. Rasprostranjeno je uverenje da vazi P #
NP. Samo malobrojni istraZivaci veruju da vazi P = NP. Postoje i misljenja da
je tvrdenje P = NP neodlucivo u matematickim teorijama koje se koriste za nje-
govo ispitivanje. Ukoliko bi se pokazalo da vaZi P = NP, onda bi region klase
P pokrio Citav region klase NP. Ne zna se da li vaZi P = NP, ali je poznato da
postoje problemi koji su izvan klase NP (i, time, naravno i izvan klase P). Po-
stoje i problemi koji su u klasi NP, ali nisu NP-kompletni. Trenutno dominantno
uverenje o odnosu klasa P i NP ilustrovano je na slici A.1.

klasa NP

NP-kompletni problemi

Slika A.1: Klase P i NP

Tokom poslednje decenije, pored pokusaja da se dokaZe da ne vaZi P =
NP, radi se i na ispitivanju raspodela najteZih problema u pojedinim klasama
NP-kompletnih problema (videti poglavlje A.3). Naime, nisu sve instance NP-
kompletnih problema podjednako teske i vazno je utvrditi koje su najteZe i ta
ih to ¢ini najteZim.

A.3 Problem SAT i fazna promena

Kao $to je reCeno, problem iskazne zadovoljivosti (SAT) jedan je od tipi¢nih NP-
kompletnih problema. Duboko razumevanje prirode SAT problema od sustin-
ske je vaZnosti za razumevanje prirode klase NP. Za sada se ne zna da li
za NP-kompletne probleme postoje polinomijalna reSenja (tj. ne zna se da li
vaZi P=NP), ali nije te§ko naslutiti da ne zahteva svaka instanca (primerak) NP-
kompletnog problema jednako vreme izra¢unavanja. Na primer, lako se mozZe
konstruisati iskazna formula nad skupom od N iskaznih slova koja je u kon-
junktivnoj normalnoj formi i ¢iju je zadovoljivost trivijalno ispitati (npr. takva
je formula p1 A p2 A ... A pn). Opstije, formule u konjuktivnoj normalnoj formi
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sa malo klauza (u odnosu na broj promenljivih) su slabo ograni¢ene i rela-
tivno jednostavne za svaku proceduru odludivanja za iskaznu logiku (jer po-
stoji mnogo zadovoljavajuc¢ih valuacija); formule sa mnogo klauza (u odnosu
na broj promenljivih) su jako ogranicene, pa je relativno lako pokazati da su
nezadovoljive. Da bi se razumelo Sta NP kompletne probleme ¢ini teskim,
potrebno je znati koje su instance tog problema najteze. Dodatno, prilikom
konstrukcije algoritma za reSavanje nekog NP kompletnog problema potrebno
je algoritam ispitivati (i porediti sa drugim algoritmima) upravo na najteZim
instancama problema. Dakle, u vezi sa zadovoljivos¢u iskaznih formula posta-
vljaju se sledeca vaZzna pitanja na koja sdmi metodi za ispitivanje zadovoljivosti
ne mogu da odgovore:

e Kakva je distribucija (raspodela) zadovoljivih iskaznih formula i da li
za odredene klase iskaznih formula moZemo da procenimo udeo zado-
voljivih formula samo na osnovu njihovih sintaksnih karakteristika?

e Da li je ispitivanje zadovoljivosti jednako teSko za sve iskazne formule?
Ako nije, za koje je formule najteZe ispitati zadovoljivost?

e Da li su za razli¢ite metode jednaki ili ne skupovi iskaznih formula za
koje je ispitivanje zadovoljivosti najzahtevnije (u smislu potrebnog vre-
mena)?

Sa motivacijom u navedenim pitanjima, tokom poslednje decenije dvadese-
tog veka takozvana fazna promena za mnoge NP-kompletne probleme postala
je predmet mnogih i teorijskih i eksperimentalnih istraZivanja. Uopsteno go-
voreéi, fazna promena je ponasanje neke karakteristike skupova instanci pro-
blema, karakteristike koja prelazi iz oblasti u kojoj dominira jedna vrednost u
oblast u kojoj dominira neka druga vrednost. Za skupove instanci SAT pro-
blema ta karakteristika je procenat zadovoljivih formula, a te dve vrednosti su
100% i 0%. Medu prvim radovima o faznoj promeni bili su znameniti radovi
[9]1 [52], koji se odnose na faznu promenu upravo u SAT problemu.

U izucavanju fazne promene u SAT problemima, paznju ¢emo usredsrediti
na iskazne formule u konjunktivnoj normalnoj formi i u nastavku ¢emo pod
SAT problemom smatrati problem ovog oblika. Sa M (N, L) oznatavaéemo
skup iskaznih formula koje se sastoje od L klauza nad skupom od N iskaznih
slova i koje zadovoljavaju neka dodatna sintaksna svojstva (npr. sve klauze su
im iste duZine, ili ne sadrZe viSestruka pojavljivanja iste klauze; razlicite takve
skupove obeleZavamo koristedi i indekse: M;i, Ms, ...). Posebno, sa k-SAT
oznatavamo klasu SAT problema koje ¢ine iskazne formule u konjunktivnoj
normalnoj formi i ¢ije su sve klauze duZine k. Sa sat oznacavamo funkciju
zadovoljivosti koja odgovara procentu zadovoljivih formula: sat(M (N, L)) je
procenat zadovoljivih formula u skupu M (N, L). Primetimo da za svaku fi-
ksiranu vrednost N vazi da, ako se ne dozvoljavaju viSestruka pojavljivanja
literala u klauzama niti viSestruka pojavljivanja klauza u formulama, onda
ima kona¢no mnogo formula u skupu M (N, L), pa kona¢no mnogo ima i onih
zadovoljivih i onih nezadovoljivih. Za prebrojiv skup promenljivih ima besko-
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na¢no ali prebrojivo mnogo iskaznih formula (ponovo takvih da se ne dozvo-
ljavaju viSestruka pojavljivanja literala u klauzama niti viSestruka pojavljivanja
klauza u formulama) i beskonacno ali prebrojivo mnogo onih iskaznih formula
koje su zadovoljive, kao i onih koje su nezadovoljive.

Vecina SAT eksperimenata izvodi se na sledeéi nacin: za neko N i za vred-
nosti L/N koje se povecavaju za neku konstantnu vrednost, slu¢ajno se generise
veliki broj formula, instanci nekog SAT problema, tj. slucajno se bira veliki broj
elemenata skupa M (N, L); za velike brojeve takvih instanci, procenat zado-
voljivih formula aproksimira funkciju zadovoljivosti sat(M (N, L)). Obi¢no se
ne proverava da li se neka formula pojavljuje viSe nego jednom. Eksperimen-
talni rezultati (nad skupovima instanci SAT problema sa razli¢itim sintaksnim
ogranicenjima) sugerisu da u SAT problemima postoji fazna promena izmedu
zadovoljivosti i nezadovoljivosti kada se odnos L/N povecava. Za razli¢ite
tipove skupova M (N, L), veruje se da postoji kriticna vrednost ¢y za odnos
L /N, koju zovemo prelomna tacka ili tacka fazne promene takva da vaZi:

{ 100%, za c< ¢

lim sat(M(N,[eN])) = 0% za c> co

N —oo
Za vecinu skupova instanci SAT problema M (N, L) moZe se pokazati da funkci-
ja sat(M (N, L)) strogo opada kada vrednost L raste, kao i da, za fiskirano N,
vazi limy o sat(M(N, L)) = 0%. Dodatno, ako prelomna tacka postoji, ona
je jedinstvena (za jedan tip SAT problema). Do sada ni za jedan tip SAT proble-
ma nije teorijski odredena prelomna tacka, pa ¢ak ni dokazano da ona postoji
(sa jedinim izuzetkom koji ¢ini problem 2-SAT). Dokazano je da postoji region
fazne promene za k-SAT probleme koji se suzava kada raste broj iskaznih va-
rijabli, ali to jos uvek ne znaci da postoji tacka fazne promene [17]. Prelomne
tacke mogu biti (i najé¢esce jesu) razlicite za razlicite tipove SAT problema.

Za fiksiran model M, prelomna tacka (ako postoji) jednaka je vrednosti ko-
joj, kada N — oo, konvergiraju vrednosti L/N u kojima je p (gde je p bilo
koja vrednost izmedu 0% i 100%) zadovoljivih formula iz skupa M (N, L). Ovo
svojstvo koristi se za eksperimentalno aproksimiranje prelomnih tacaka.

Eksperimentalni rezultati sugerisu i da je u prelomnoj tacki priblizno jed-
nak procenat zadovoljivih formula za sve velike vrednosti N (pri ¢emu taj pro-
cenat zavisi od konkretnog modela) [40, 20] (videti sliku A.2). Neke sintaksne
restrikcije (npr. uslov da se jedna iskazna promenljiva u jednoj klauzi ne po-
javljuje i u pozitivnoj i u negativnoj formi) ne uti¢u na vrednost prelomne tacke
[34].

Eksperimenti pokazuju i da u svim SAT problemima postoji tipi¢an obrazac
jednostavno-tesko-jednostavno kada se vrednost L/N povecava. Zaista, za
male vrednosti L/N, problemi su veoma slabo ograni¢eni i relativno jedno-
stavni za svaku proceduru odlucivanja za iskaznu logiku (jer postoji mnogo
zadovoljavajuéih valuacija); za velike vrednosti L /N, problemi su veoma jako
ograniceni, pa je relativno lako pokazati da su oni nezadovoljivi. Interesantno
je da su najteZe instance SAT problema za sve procedure odludivanja upravo
instance koje se nalaze u regionu fazne promene (videti sliku A.3). Sve poz-
nate procedure odlucivanja za iskaznu logiku su eksponencijalne sloZenosti u
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sat

100%

75%

50%

25%

8 9 10 L/N

Slika A.2: Eksperimentalna aproksimacija funkcije zadovoljivosti za 3-SAT
problem za N = 20, N = 40, N = 60, N = 801 /N = 100; sa c3 oznacena je
prelomna tacka

najgorem slu¢aju (obi¢no slozenosti O(2(N/%)), edeje N broj promenljivih, a K
konstanta koja zavisi od konkretne procedure), ali nisu sve instance SAT prob-
lema za njih podjednako teske.

Jedan od najvise izu¢avanih modela za slucajno generisanje instanci SAT
problema je slucajni k-SAT model (model sa fiksnom duzinom klauza). U ovom
modelu, za date vrednosti N i L, instanca slucajne k-SAT formule se odreduje
slu¢ajnim generisanjem L klauza duZine k. Svaka klauza se odreduje slu¢ajnim
biranjem k razli¢itih elemenata iz skupa od IV iskaznih varijabli i, za svaki od
njih, dodavanjem negacije sa verovatnoc¢om 0.5 [52]. Poznato je da je k-SAT
NP-kompletan problem za prirodne brojeve k takve da je & > 2. Postoji poli-
nomijalna procedura odlucivanja za 2-SAT problem (tj. 2-SAT € P), ali i za ovaj
problem postoji fazna promena kao za k-SAT probleme za k > 2. Dokazano je
(teorijski) da je prelomna tacka za 2-SAT problem jednaka 1 [24]. Za slucajni
3-SAT problem teorijski je dokazano da je prelomna tacka (ako postoji) izmedu
vrednosti 3.003 i 4.87 [36], a eksperimentalno je locirana kao vrednost L/N =~
4.25 [11]. Za slucajni 4-SAT problem, prelomna tacka je aproksimirana kao
L/N =~ 9.76 [20]. Dokazano je da je za slucajni k-SAT problem prelomna tacka
(ako postoji) jednaka 2% In2 = O(k) [2].

Neki od modela sa promenljivom duzZinom klauza su model sa konstant-
nom verovatno¢om [29], slu€ajni meSoviti SAT model [20], (2 + p)-SAT model
[53, 111 GS-SAT model [30].

Fazna promena za SAT probleme govori nam o nekim od sustinskih svoj-
stava problema zadovoljivosti. Eksperimentalni rezultati nam sugerisu kakva
je distribucija zadovoljivih formula u zavisnosti od pogodno izabranog para-
metra (parametra L/N). Dodatno, eksperimentalni rezultati pokazuju da za
razne klase SAT problema postoje kriti¢ne tacke u kojima su problemi najteZi i
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split

S
0 1 2 3 des 5 6 7 8 9 10 L/N

Slika A.3: Eksperimentalna aproksimacija sloZenosti izra¢unavanja za 3-SAT
problem za N = 20, N = 40, N = 60, N = 801 N = 100 za DPLL proceduru
(kao mera sloZenosti uzet je broj primena split pravila)
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to za sve do sada poznate metode za ispitivanje zadovoljivosti. Razli¢ite algo-
ritme smisleno je ispitivati i porediti upravo na tim formulama.

A4 Znacajne klase problema

Sa NTIME(F (n)) oznacava se klasa problema koje nedeterministi¢ka Tjuringova
masina prihvata u vremenu F'(n). Sa NSPACE(F(n)) oznactava se klasa prob-
lema koje nedeterministi¢ka Tjuringova masina prihvata u prostoru F(n). Sa
DTIME(F'(n)) (DSPACE(F'(n)) oznacava se klasa problema koje deterministi¢ka
Tjuringova masina prihvata u vremenu (prostoru) F(n) (npr. DTIME(2°(™)
oznadava uniju skupova DTIME(2°") za sve konstante ¢). Klasa O(G(n)°™))
(klasa funkcija koje su ograni¢ene odozgo nekom polinomijalnom funkcijom
od G) oznacava se sa poly(G(n)). Od posebne su vaznosti sledece klase prob-
lema:

P = DTIME(poly(n))
NP = NTIME(poly(n))
PSPACE = DSPACE(poly(n))

DLOG
NLOG

DSPACE(log(n))
NSPACE(log(n))

Izmedu ostalog, moZe se dokazati da vazi [54, 57]:

P C NP

NP C  PSPACE
DTIME(T'(n)) C  NTIME(T(n))
NTIME(T(n)) < DTIME(29(T("))
DSPACE(S(n)) € NSPACE(S(n))
NSPACE(S(n)) C DSPACE(S(n)?)
NTIME(T'(n)) <€ DSPACE(T'(n))
DTIME(T'(n)) C DSPACE(T'(n)/logT(n))
NSPACE(S(n)) C  DTIME(20(5(m)

Izmedu ostalih, jos uvek su otvorena sledeca pitanja:

»
P = NP
?
P = PSPACE
?
DLOG = NLOG

Kao sto je reeno, problem SAT (problem ispitivanja zadovoljivosti iskazne
formule) je NP-kompletan. Naglasimo da to ne znac¢ii da je problem ispitivanja
nezadovoljivosti iskazne formule (problem UNSAT) NP-kompletan. Problem
UNSAT pripada klasi co-NP — klasa co-NP je klasa problema ¢ije su negacije
problemi iz klase NP. Otvoreno je pitanje da li je problem UNSAT NP-kompletan
idali su klase NP i co-NP jednake. MoZe se dokazati sledece: ako postoji prob-
lem X takav da je on NP-kompletan i da pripada klasi co-NP, onda vaZi NP =
co-NP [14].
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A.5 SloZenost teorija

Tabela A.4 prikazuje rezultate o sloZenosti (kompleksnosti) nekoliko teorija
(viSe detalja videti u [69]). Ciower 0znacava klasu problema koje je moguce
svesti na ispitivanje dokazivosti re¢enice date teorije (sva svodenja su ili po-
linomijalno—vremenskog ili logaritamsko—prostornog tipa). Cuypper Oznacava
klasu za koju je dokazano da joj data teorija pripada.

Teorija Clower Cupper
jednakost NSPACE(y/n) DSPACE(nlogn)
N sa sledbenikom NSPACE(n) DSPACE(n?)

N sa sabiranjem NTIME(22")  DSPACE(22°")
N sa mnoZenjem NTIME(2Z ) pspaci(22 )
R sa sabiranjem NTIME(2") DSPACE(29("))
R sa sabiranjem i mnoZenjem NTIME(2") DSPACE(20(""))
kona¢ne Abelove grupe NTIME(22") ~ DSPACE(22°")

Slika A.4: Kompleksnost nekih teorija prvog reda

Iz tabele se vidi da su navedene teorije eksponencijalne ili supereksponen-
cijalne sloZenosti. Isto vaZi za veliku veéinu netrivijalnih teorija. VaZzno je,
pogotovu sa aspekta automatskog dokazivanja teorema, i razmatranje veze
sloZenosti teorije i odgovaraju¢ih procedura odluc¢ivanja. KaZemo da teorija
7 ima inherentnu sloZenost f(n) ako za svaku proceduru odlu¢ivanja P za tu
teoriju postoji beskona¢no mnogo re€enica ¢ takvih da P zahteva vise od f(|¢|)
koraka za ispitivanje da li vazi ¢ € 7.

A.6 Sazetak

Za odlucive probleme veoma je vazno pitanje sloZenosti njihovih procedura
odlucivanja. Poglavlje A.1 sadrZi osnovne definicije koje se odnose na sloZenost
izra¢unavanja. Ako za neki problem odlucivanja postoji algoritam polinomi-
jalne sloZenosti, onda kaZzemo da je on efikasno re$iv i pripada klasi P. Ako za
neki problem postoji nedetermisticki automat koji nakon polinomijalnog broja
nd-izbora moZe da u polinomijalnom vremenu ispita da li je instanca prob-
lema reSenje ili ne, onda on pripada klasi NP. NP-kompletni problemi su ,,naj-
tezi” problemi u klasi NP. SAT problem je prvi problem za koji je dokazano

da je NP-kompletan (A.2). Pitanje PLNP je najvece otvoreno pitanje teorijskog
ratunarstva, a verovatno i matematike uopste. U okviru jednog NP-kompletnog
problema, kao $to je SAT, nisu sve instance (nad istim brojem iskaznih promen-
ljivih) nuzno podjednako teske za reSavanje i o tome govori tzv. fenomen fazne
promene (poglavlje A.3). Pored klasa P i NP, postoji jos klasa sloZenosti veoma
vaZnih u ra¢unarstvu (poglavlje A.4). Odnosi izmedu nekih od njih nisu poz-
nati. Od posebne vaZnosti za automatsko rezonovanje je istraZivanje sloZenosti
odlu¢ivih teorija i sloZenosti njihovih procedura odlucivanja (poglavlje A.5).



Dodatak B

Matematicka logika i
zasnivanje matematike i
raCunarstva

Filozofija matematike bavi se pitanjima koja se mogu okarakterisati kao metafi-
zi¢ka: Sta je to (matematicka) istina, da li matematika opisuje fizicku stvarnost,
Sta je prihvatljiv koncept dokaza, iz kojeg dela matematike proizilaze svi ostali
itd.

Znacenje matematickih formula i pojam matematicke istine nisu za sve
matematicare isti. Koncepti matematicke istine oduvek su se menjali i jo$ uvek
se menjaju uporedo sa razvojem matematike. Matematika uvek napreduje u
dva smera: naviSe — traZe¢i nove informacije (ili nove ,,istine”) i nanize —
traZeci svoje korene.

Vecina matematicko-filozofskih pravaca pocela je da se razvija u prvoj polo-
vini dvadesetog veka u vreme reforme i novog utemeljivanja matematike. U to
vreme, razli¢itosti u matemati¢ko-filozofskim gledanjima bile su ¢esto veoma
ostre, dok se danas vecina matematic¢kih pravaca smatra jednako legitimnim.
U istoriji zasnivanja matematike istaknuta mesta imaju Hilbertov program i
Gedelove teoreme.

B.1 Hilbertov program i Gedelove teoreme

Hilbertov rad na polju zasnivanja matematike zapoceo je, poc¢etkom devedese-
tih godina devetnaestog veka, njegovim istrazivanjima geometrije koja su 1899.
godine krunisana znamenitom knjigom Grundlagen der Geometrie (,,Osnove
geometrije”) [27]. Hilbert je verovao da je jedini ispravan nacin za izgradnju
bilo koje nauc¢ne discipline njeno rigorozno aksiomatsko zasnivanje. Teorija
treba da bude razvijena bez potrebe za intuicijom i treba da omogu¢i usposta-
vljanje strogih odnosa izmedu osnovnih pojmova, aksioma i teorema. Za aksi-
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omatski pristup, po Hilbertovom misljenju, od klju¢ne vaZnosti su pitanje neza-
visnosti aksioma i, jos viSe, pitanje konzistentnosti (neprotivre¢nosti) aksioma.
Za geometriju, na primer, konzistentnost moZe biti dokazana interpretacijom
¢iji je domen struktura realnih brojeva i time je konzistentnost geometrije sve-
dena na konzistentnost teorije polja realnih brojeva. Konzistentnost teorije
polja realnih brojeva, medutim, takode zahteva aksiomatizaciju i dokaz konzi-
stentnosti. Hilbert je 1900. godine ponudio jednu takvu aksiomatizaciju, ali je
ubrzo postalo jasno da pitanje konzistentnosti i dalje nailazi na mnoge teskoce.
Hilbert je dosao do zakljucka da je za konzistentnost teorije realnih brojeva
potreban direktan dokaz konzistentnosti aritmetike (ne dokaz koji problem
svodi na neku drugu teoriju). Problem konstruisanja takvog dokaza Hilbert
je izneo kao drugi od dvadeset tri matematicka problema kojim se obratio
Medunarodnom kongresu matemati¢ara 1900. godine.

Na tragu dugogodisnjeg rada na problemima zasnivanja matematike, Hil-
bert je 1921. godine izneo nov predlog za zasnivanje klasi¢ne matematike, koji
¢e kasnije postati poznat kao Hilbertov program. Osnovni zahtevi programa
su:

e izgraditi formalnu teoriju 7 koja pokriva ¢itavu matematiku (tj. formali-
zovati sve matematicke discipline u aksiomatski oblik);

o koriste¢i Peanovu aritmetiku, dokazati konzistentnost teorije 7.

Dokaz konzistentnosti trebalo je izvesti koriste¢i samo , finitisticke (kona-
¢ne) metode”, $to bi trebalo da pruZi potreban oslonac i potvrdu klasi¢ne mate-
matike, uzdrmane Raselovim i drugim paradoksima'. Jedan od klju¢nih prob-
lema za finitisticku logiku je kvantifikovanje, koje moZe da uvede beskonac-
nost. Vremenom je ponudeno nekoliko pristupa za finitarnu analizu kvan-
tifikatora. Hilbert svoje shvatanje dozvoljenih, finitistickih (kona¢nih) metoda
nije precizno opisao, a danas se smatra da tom njegovom shvatanju najbolje
odgovaraju metode primitivno rekurzivne aritmetike. Hilbert je govorio da u
matematici postoji privilegovan deo, elementarna teorija brojeva, koja pociva
samo na intuitivnim osnovama konkretnih simbola. Ovi simboli za Hilberta
su numerali (videti potpoglavlje B.1.1), koji nemaju znacenja, ne reprezentuju
apstraktne objekte, ali se oni mogu dopisivati i porediti. Znanje o njihovim
svojstvima je potpuno intuitivno. Evo Hilbertovih reci o tome:

,,Kao preduslov za koris¢enje logickih izvodenja i izvodenja logickih
operacija, neSto mora biti ve¢ dato nasim sredstvima izraZavanja,
odredeni vanlogicki konkretni objekti koji su intuitivno prisutni

1Znameniti paradoks Rasel je otkrio 1901. godine rade¢i na svojoj knjizi Principles of Mathemat-
ics (,, Principi matematike”). Neka je M skup svih skupova koji ne sadrZe sebe same ili, preciznije,
skup A je element skupa M ako i samo ako A nije element skupa A. Paradoks je sledeéi: ako
skup M pripada samom sebi, to zna¢i da on ne pripada samom sebi, a ako ne pripada samom
sebi, to znaci da on mora da pripada samom sebi. Raselov paradoks pokazao je da su Fregeova i
Kantorova naivne teorije skupova kontradiktorne i uzdrmao ¢itavu tadasnju matematiku. Vecina
pristupa razre$avanju Raselovog paradoksa usmerena je ka ograni¢avanju nacina na koji mogu
biti definisani skupovi.
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kao neposredno iskustvo koje prethodi promisljanju. Ako logitko
izvodenje treba da je pouzdano, onda mora biti moguée imati pre-
gled tih objekata u svim njihovim delovima a Cinjenice da se oni
pojavljuju, da su medusobno razli¢iti, da prethode jedan drugom
ili su dopisani, su neposredno intuitivne, kao i ti objekti sdmi, kao
nesto $to ja smatram neophodnim sredstvom matematike i, opstije,
svakog nau¢nog misljenja, razumevanja i komuniciranja.”

Hilbertov program vrsio je godinama snaZan uticaj na razvoj teorije dokaza,
logike, ali i Citave matematike. On je uticao i na Gedela, Cije teoreme nepot-
punosti su pokazale da je Hilbertov program nemoguce sprovesti. I pored
toga, Hilbertov program je i dalje uticao na razvoj matematike, a takozvani re-
lativizovani Hilbertovi programi postali su centralni problemi u teoriji dokaza.
U relativizovanom programu traZi se svodenje teorija slabijih od ¢itave klasi¢ne
matematike na teorije jace nego Sto je finitisticka matematika.

Prva Gedelova teorema tvrdi da ne postoji konzistentna aksiomatska teorija
koja pokriva sve istine intuitivne aritmetike (tj. sva ta¢na tvrdenja o prirodnim
brojevima), a druga da se konzistentnost formalnog sistema koji sadrZi aritme-
tiku ne moZe dokazati sredstvima samog tog sistema i predikatske logike.

Gedelove teoreme odnose se, u principu, na ,sisteme koji sadrze Peanovu
aritmetiku”, ali je zapravo dovoljan uslov da sistem sadrZi ,,dovoljno aritmeti-
ke” da moze da izrazi konstrukciju kodiranja koja se koristi u dokazu, dakle
— sustinski — samo osnovna svojstva sabiranja i mnoZenja. Gedelove teo-
reme mogu se odnositi na teorije sa beskona¢nim skupom aksioma (kao $to je
to slucaj sa Peanovom aritmetikom), ali on mora biti rekurzivan. Na primer,
teorija Cije su aksiome sve recenice koje su ta¢ne u svakom standardnom mo-
delu aritmetike je potpuna, ali se Gedelova teorema ne mozZe primeniti na nju
jer njen skup aksioma nije rekurzivan.

Svoje teoreme nepotpunosti Gedel je prikazao prvi put na nau¢nom skupu
Druga konferencija o epistemologiji egzakinih nauka u Kenigsbergu, 7. sep-
tembra 1930. (a publikovao sledece godine [23]). Na istom skupu, dan kasnije,
Hilbert je odrzao svoje znamenito predavanje (i istovremeno poslednje svoje
javno izlaganje) Logika i razumevanje prirode, posveceno ocekivanjima od de-
duktivisti¢kog pristupa, koje je zavrsio re¢ima , Wir muessen wissen. Wir wer-
den wissen” (,,Mi moramo znati. Mi éemo znati”). Medutim, dan ranije, za
ta ista ocekivanja Gedel je ve¢ nagovestio da su neosnovana. U ta dva dana,
dakle, dve epohe u razvoju matematike zamenile su jedna drugu. Uprkos nji-
hovim posledicama, Hilbert je prihvatao Gedelove teoreme i ¢ak ih unapredio
i uopstio u godinama koje su sledile. Nakon $to su Gedelovi rezultati pokazali
da ne moze biti apsolutnog dokaza konzistentnosti ¢itave matematike, paZnja
teorije dokaza usmerena je ka relativnim rezultatima — relativnim i u odnosu
na sistem u kojem se daje dokaz konzistentnosti i u odnosu na metode dokazi-
vanja koje se koriste. Tako je, na primer, nekoliko godina nakon Gedelovih
rezultata, Gencen dokazao (1936) konzistentnost i potpunost aritmetike ko-
risteéi transfinitnu indukciju (ni ovaj pristup, medutim, ne omogucava dokazi-
vanje konzistentnosti ¢itave matematike).
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B.1.1 Peanova aritmetika

Peanova aritmetika (u daljem tekstu oznacavacemo je sa PA) je teorija prvog
reda sa signaturom £ koja sadrzi:

e funkcijski simbol 0 (arnosti 0);

e funkcijski simbol + (arnosti 2), koji zapisujemo u infiksnom obliku;
e funkcijski simbol - (arnosti 2), koji zapisujemo u infiksnom obliku;

o funkcijski simbol s (arnosti 1), koji zapisujemo u prefiksnom obliku;
o predikatski simbol = (arnosti 2), koji zapisujemo u infiksnom obliku.

Aksiome Peanove aritmetike su:

Predikatski simboli < i < arnosti dva definisu se na sledeéi naéin:

u<v = Fz(u+ts(z)=v)

u<v = u<vVu=v

Numerali su kra¢e oznake za termove s(s(s(...(0)...))) i definidu se na
sledeci nacin:

wl do|
w
—~
»
—
o
=
=

Numerali reprezentuju prirodne brojeve i u standardnom modelu Peanove
aritmetike (u kojem je domen skup N), term 7 dobija znacenje prirodnog broja
n.
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U okviru Peanove aritmetike moZe se dokazati da za numerale vaZe oceki-
vana svojstva (tj. svojstva koja vaZe za prirodne brojeve). Na primer, vazi

n+m=m+n.

U daljem tekstu pod formalnom aritmetikom podrazumevaéemo Peanovu
aritmetiku u okviru Hilbertovog deduktivnog sistema za logiku prvog reda.

B.1.2 Gedelovo kodiranje

Kao sto je re¢eno, Gedelove teoreme odnose se na svaku (aksiomatibilnu) teori-
ju koja sadrzi ,,dovoljno aritmetike” da moZe da izrazi koncept kodiranja, a za
to su, sustinski, potrebna samo osnovna svojstva sabiranja i mnoZenja. Neka
je teorija 7 (nad signaturom L) teorija koja ispunjava taj uslov. Neka je [ |
(Gedelovo) kodiranje uvedeno kao u poglavlju 4.1 (ili na neki drugi analogan
nacin), s tim $to ono kodira termove i formule ne prirodnim brojevima, nego
(odgovaraju¢im) numeralima. Teorija 7 je dovoljno izraZajna da za numerale
i uvedeno kodiranje vaZze svojstva koja vaZe za prirodne brojeve i kodiranje
prirodnim brojevima. Mogu se definisati slede¢i predikatski simboli (sa datim
pridruZenim znacenjem):

Term(z) akoje x kod nekog terma nad signaturom £

For(x) ako je  kod neke formule nad signaturom £
Ded(z,y) akoje x kod dokaza formule &iji je kod y
Pr(x) ako je = kod neke teoreme aritmetike, tj. Pr(z) = JyDed(y, x))

Con(PA)  ako ne postoji broj koji je kod dokaza kontradikcije,
tj. Con(PA) = =Pr([0 =s(0)])

Pr([®]) se moze interpretirati kao , formula ® je dokaziva u 7.

Con(PA) se moZe interpretirati kao , teorija PA je konzistentna”.

Pretpostavlja se da teorija 7 zadovoljava sledece uslove? za zatvorene for-
mule A i B (u daljem tekstu, umesto -7 krace pisSemo F):

H1: ako F A, onda - Pr([A));
H2: I Pr([A]) = Pr([Pr([A]]);
H3: I- Pr([A = B]) = (Pr([A]) = Pr([B])).

Takode se pretpostavlja da je u teoriji 7 raspoloZivo pravilo modus ponens
i da se u njoj za bilo koje zatvorene formule .4 i B moZe dokazati:

DI: -1 =4

D2: - A = Bakoisamo akot+ =B = -AiF A = —B ako i samo ako
FB= -4

2Navedeni uslovi su jedna varijanta Hilbert-Bernajs-Lebovih ,,uslova izvodivosti”.
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D3: iz A= BirFB=Csledi+ A= C;
D4 F-A= (A= L);

D5: iz A= (A= B)sledi- A= B.

Svaka formula teorije 7 gedelizacijom dobija svoj jedinstveni broj, kod (na
osnovu kojeg ta formula moZe jednoznacno da se odredi). Kako je teorija 7
dovoljno izraZajna da pokriva svojstva prirodnih brojeva (odnosno svojstva
numerala), onda je u njoj moguce rezonovatii o (njenim) formulama.

B.1.3 Prva Gedelova teorema o nepotpunosti

Prva Gedelova teorema tvrdi da ne postoji konzistentna aksiomatska teorija
koja pokriva sve istine intuitivne aritmetike (. sva ta¢na tvrdenja o prirod-
nim brojevima). Naime, za svaki efektivno zadat konzistentan aksiomatski si-
stem koji sadrzi aritmetiku postoji neodluciva zatvorena formula (tj. zatvorena
formula ® takva da ni ® ni =® nisu dokazive u tom sistemu). Stavige, po-
stoji neodluciva zatvorena formula koja je ta¢na u strukturi prirodnih bro-
jeva. Dakle, svaka aksiomatska teorija koja uklju¢uje aritmetiku je ili nekonzi-
stentna ili nepotpuna. Ova teorema predstavlja odgovor na Hilbertovo pitanje
da li je aritmetika potpuna, u smislu da je svako tvrdenje o prirodnim broje-
vima moguce ili dokazati ili opovrgnuti. Jedna neformalna interpretacija prve
Gedelove teoreme je da nije moguce izgraditi aksiomatski sistem sposoban
da dokaZe sve matematicke (ili samo aritmeticke) istine (i nijednu neistinu).
Ovaj rezultat bio je porazan za formaliste, ali je ipak ostavljao jednu nadu:
mozda je moguce konstruisati algoritam koji za datu formulu odreduje da
li je ona odluciva ili ne (tj. da li je moguce dokazati nju ili njenu negaciju).
Time bi sve neodlucive formule bile zaobidene. Medutim, nekoliko godina ka-
snije pokazano je da ni to nije moguce tj. da ne postoji takav algoritam (videti
potpoglavlje B.1.5).

Pojednostavljeno govoreéi, osnovna ideja dokaza® Gedelove prve teoreme o
nepotpunosti je konstruisanje, u okviru formalne aritmetike, re¢enice ®=,Ova
recenica ne moZe biti dokazana”. Takva recenica je, zapravo, moderna vari-
janta paradoksa lazova*. U Gedelovom dokazu pokazuje se da iz konzistent-
nosti aksiomatskog sistema sledi da ni formula ® ni formula —® nisu dokazive.
Dakle, formula @ je ta¢na (jer ¢ tvrdi da nije dokaziva i to je tatno), a nije
dokaziva. Ni dodavanje recenice ¢ u skup aksioma ne bi resilo problem: po-
stojala bi druga, analogna Gedelova recenica za tu, prosirenu teoriju. Dakle,
svaka teorija koja sadrZzi aritmetiku je ne samo nepotpuna, nego i esencijalno
nepotpuna (nijedno njeno konzistentno prosirenje nije potpuna teorija).

3 Data skica dokaza Gedelovih teorema zasnovana jemna [50, 51].
4Paradoks lazova: Neka je A re€enica ,,Ova recenica je netatna”. Vazi A ako i samo ako , Ova
refenica je netacna” ako i samo ako ,,.4 je netatna” ako i samo ako nije .4, $to je kontradikcija.
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Lema B.1 (Lema o dijagonalizaciji) Neka formula ¥(z) ima kao slobodnu sa-
mo promenljivu x. Tada postoji re¢enica ® takva da u teoriji T vazit+ (o &<

v([@1)).

Dokaz: Uvedimo najpre takozvanu funkciju supstitucije sub(x,y). Vrednost
sub(x,y) definiSemo na sledeéi nadin: ako je z Gedelov kdéd neke formule
A(u,v,w,...), onda zamenjujemo sve slobodne promenljive u toj formuli
termom y (i dobijamo formulu A(y,y, v, .. .)), izra¢unavamo kéd 7 dobi-
jene formule i sub(z,y) dobija vrednost . Ako x nije Gedelov k6d neke
formule, onda je sub(x,y) = 0. Za funkciju sub, za svaku formulu A i za
svaki numeral 7@ vaZi:

sub([A(z)],m) = [A(m)] .

Neka je A(z) formula U(sub(z,x)), nekaje @ = [A(x)] i neka je formula
® jednaka formuli A(7). Onda u teoriji 7 vazi:

odakle sledi  (® < U([®])) (. F (& = T([®]))iF (¥([®]) = ®)). O

Navedena lema ponekad se naziva lema o samoukazivanju ili lema o fiks-
noj tacki.
Teorema B.1 (Prva Gedelova teorema o nepotpunosti) Nekaje7 formalna te-
orija prvog reda koja sadrzi Peanovu aritmetiku i neka je recenica ® takva da
vazit (® = —-Pr([®])) i+ (=Pr([®]) = ®). Ako je teorija T konzistentna,
onda vaZi:

@) 7
(ii) b —®.

Dokaz: Na osnovu leme B.1 postoji takva re¢enica ® (za ¥(z) = ~Pr(z)).

(i) Pretpostavimo suprotno — pretpostavimo da vazi - ®. Na osnovu
osobine H1, iz - @ sledi - Pr([®]). Na osnovu svojstva formule
® (svojstvo = (& = —Pr([®]))), iz F ® sledi - = Pr([®]). Kako je
teorija 7 konzistentna, nemoguce je davaziit Pr([®])iF —~Pr([®]),
pasledi da je polazna pretpostavka pogresna, tj. vazil/ ®.
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(ii) Pretpostavimo suprotno — pretpostavimo da vaZi - —®. Na osnovu
osobine H1, vazi F Pr([-®]), §. - Pr([® = 1]), §j. - Pr([® =
0 = s(0)]). Na osnovu osobine H3 vazi F Pr([® = 0 = s(0)]) =
(Pr([®]) = Pr([0 = s(0)])), paodatleiiz - Pr([® = 0 = s(0)]),
na osnovu pravila MP, sledi - Pr([®]) = Pr([0 = s(0)]). Na
osnovu pretpostavke, teorija 7 je konzistentna pa je £ Pr([0 =
s(0)]) & L, 4. F Pr(J0 = s(0)]) & 0 = s(0), odakle sledi +
Pr([®]) = 0 = s(0) (. - Pr([®]) = 1)1i, dalje, - =Pr([®]). Na
osnovu svojstva formule ® (svojstvo - (—Pr([®]) = @) i osobine
D2 vazi - —=® = Pr([®])), paiz - =® sledi - Pr([®]). Medutim,
kako je teorija 7 konzistentna, nemoguce je da vaziit —Pr([®])
ik Pr([®]), pa sledi da je polazna pretpostavka pogresna, tj. vazi

-®.

O

Na osnovu prve Gedelove teoreme sledi da za svaku aksiomatibilnu teoriju
7 koja sadrzi Peanovu aritmetiku (ili ,,dovoljno aritmetike”) postoji re¢enica
¢ takva da ni ona ni njena negacija nisu dokazive (a pri tome je ¢ ta¢na). U
dokazu je ta re¢enica ¢ formula koja tvrdi svoju nedokazivost (a i zaista je ne-
dokaziva). Tvrdenje formule ® je, u izvesnom smislu, metatvrdenje. Pokazano
je, medutim, da postoje i drugacija neodluciva aritmeticka tvrdenja (tvrdenja
bliza uobi¢ajenom objektnom nivou). Na primer, Kirbi, Paris i Harington su
dokazali 1977. godine da je jedno tvrdenje iz kombinatorike (verzija Remzi-
jeve teoreme) neodlucivo u Peanovoj aritmetici, ali se moZe dokazati u Sirem
sistemu teorije skupova. Kruskalova teorema o stablima je takode neodluciva
u Peanovoj aritmetici, ali se moZe dokazati u teoriji skupova. Goldstajnova
teorema je jedno relativno jednostavno tvrdenje o prirodnim brojevima koje je
neodlucivo u Peanovoj aritmetici.

Prva Gedelova teorema sledi i iz ¢injenice da je skup teorema bilo koje
formalne teorije rekurzivno nabrojiv, dok skup aritmetickih istina (skup svih
ta¢nih tvrdenja o prirodnim brojevima) nije rekurzivno nabrojiv. Dakle, ni u
jednoj formalnoj teoriji ne mogu se dokazati sve aritmeticke istine.

Neki matematicari shvataju Gedelove teoreme kao dokaz da postoji razlika
izmedu onoga Sto je mehanicki dokazivo i onoga sto ¢ovek moZe da utvrdi da
je ta¢no, kao i da ljudska inteligencija ne moZe biti mehanizovana. Sdm Gedel,
kao platonista, verovao je da ¢ovek ima i intuitivan (ne samo izra¢unljiv) na¢in
dolaZenja do istine, pa time njegove teoreme ne postavljaju granicu ljudskog
znanja.

B.1.4 Druga Gedelova teorema o nepotpunosti

Pitanje konzistentnosti (neprotivre¢nosti) formalne aritmetike bilo je za Hil-
berta fundamentalno, jer se mnoge matematicke teorije oslanjaju na aritmetiku.
Pri tome, Hilbert je o¢ekivao finitisticki dokaz konzistentnosti aritmetike. Dru-
ga Gedelova teorema tvrdi da se konzistentnost formalnog sistema koji sadrzi
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Peanovu aritmetiku ne moze dokazati sredstvima samog tog sistema. Naime,
reCenica takvog sistema koja reprezentuje tvrdenje da je taj sistem konzistentan
nije dokaziva u njemu samom.

Teorema B.2 (Druga Gedelova teorema o nepotpunosti) Neka je 7 neka for-
malna teorija prvog reda koja sadrzi Peanovu aritmetiku. Ako je teorija T kon-
zistentna, onda vaZit/ Con(T).

Dokaz: Neka je re¢enica ¢ odabrana kao u dokazu teoreme B.1. Dokaza¢emo
da vazi
F ® ako i samo ako F Con(7)

U teoriji 7 moZe se izvesti sledeci dokaz:

1. 0=s5(0)=2 (D1)
Pr([0=s(0) = @) (1,H1)
3. Pr([0=s(0)= @])

= (Pr([0=s(0)]) = Pr([®])) (H3)

N

4. Pr(]0=s5(0)]) = Pr([®]) (2,3,MP)
5. —Pr([®]) = -Pr([0=3s(0)]) (4D2)
6. &= -Pr([®]) (svojstvo formule @)
7. @ = -Pr([0 = s(0)]) (6,5,D3)
8. &= Con(T) (7)
Dakle, iz - ® sledi - Con(T).
Vazii:
1. Pr([o]) = Pr([Pr([@])]) (H2)
2. &= -Pr([?])) (svojstvo formule ®)
3. Pr(ffﬂ) =P (2,D2)
4. Pr([Pr([®]) = —-®]) (3,H1)
5. Pr([Pr([?]) = -®]) =
( r([Pr([®])]) = Pr([-®])) (H3)
6. Pr([Pr([®])]) = Pr([=®]) (4,5MP)
7. Pr([®]) = Pr([—®]) (1,6,D3)
8. —®=(®=(0=-s(0))) (D4)
9. Pr([-®= (2= (0=1s(0))])) (8,H1)
10. Pr([-® = (@ = (0=15(0))])) =
(Pr([—~®]) = Pr([® = (0=15(0))]))  (H3)
11.  Pr([-®]) = Pr([® = (0=35(0))]) (9,10,MP)
12.  Pr([®]) = Pr([® = (0 =s(0))]) (7,11,D3)
13. Pr([® = (0 =15(0))]) =
(Pr([@]) = Pr([0 = s(0)])) (H3)
14. Pr([®]) = (Pr([®]) = Pr([0=s(0)]) (12,13,D3)
15.  Pr([®]) = Pr(]0 = s(0)]) (14,D5)
16. —Pr([0=s(0)]) = —Pr([®]) (15D2)
17. Con(T) = —Pr([®]) (16)
18. —Pr([®]) =@ (svojstvo formule ®)
19. Con(T) = ® (17,18,D3)
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Dakle, iz Con(T) sledi - ®.

1z prethodne dve implikacije sledi da je formula Con(7") dokaziva u teoriji
7T ako i samo ako je dokaziva rec¢enica ®. Medutim, na osnovu dokaza
teoreme B.1, reenica ® nije dokaziva, pane vazi- Con(T), $tojei trebalo
dokazati. |

Jedna neformalna interpretacija druge Gedelove teoreme je: ukoliko je mo-
guce dokazati konzistentnost aksiomatskog sistema u okviru njega samog, on-
da je on nekonzistentan. Dakle, da bi se dokazala konzistentnost sistema 7,
potrebno je izgraditi i upotrebiti neki sistem S za dokazivanje konzistentnosti
sistema 7. Medutim, i takav dokaz nije poptuno prihvatljiv ako konzistentnost
sistema S nije ve¢ dokazana (bez koris¢enja konzistentnosti sistema 7). Kon-
zistentnost Peanove aritmetike ne moZe biti dokazana u samom tom sistemu,
ali mozZe, na primer, biti dokazana u teoriji skupova.

B.1.5 Problem odlucivanja

Problem odlucivanja (nem. Entscheidungsproblem) je problem postojanja ili
konstruisanja algoritma (pri ¢emu se misli na formalno definisan koncept algo-
ritma, kao u poglavlju 4.1) koji za proizvoljnu formulu logike prvog reda utvr-
duje da li je ona teorema zadate teorije ili nije. Navedeni problem, u odredenom
smislu seZe u pro$lost sve do Lajbnica, koji je razmisljao o mehani¢koj napravi
sposobnoj da izra¢unava istinitosnu vrednost logickih iskaza. U modernom
obliku, ovaj problem formulisan je eksplicitno (kao Entscheidungsproblem)
u Hilbertovoj i Akermanovoj znacajnoj knjizi Grundzuge der Theoretischen
Logik (,,Osnove teorijske logike”). Hilbert je bio duboko verovao da takav
opsti algoritam postoji, tj. da je predikatska logika odluciva.

Gedelova teorema o potpunosti (dokazana 1929. i objavljena 1930. godine)
tvrdi da je neka formula teorema predikatskog ra¢una ako i samo ako je ta¢na u
svakoj interpretaciji [22]. To zna¢i da se problem odluc¢ivanja moZe formulisati
u sintaksno-deduktivnoj (ispitivanje da li je formula teorema) ili semantickoj
formi (ispitivanje da li je formula valjana).

Cer¢ i Tjuring nezavisno jedan od drugoga dali su 1936. godine negati-
van odgovor na problem odlu¢ivanja. Ceréov negativan odgovor zasnivao se
na ¢injenici da nije odluc¢ivo da li su dva izraza lambda rac¢una ekvivalentna
ili ne. Tjuringov dokaz zasnivao se na svodenju na halting problem®: pret-
postavimo da postoji procedura odlucivanja za logiku prvog reda; pitanje da li
se zadata Tjuringova masina zaustavlja mozZe se formulisati kao formula logike
prvog redaina njega se moZze odgovoriti raspoloZivom procedurom; medutim,
halting problem je neodludiv, $to znaci da je i predikatska logika neodluciva.

SHalting problem (,,problem zaustavljanja“) je problem odredivanja da li se za ulaznu vrednost
y zaustavlja program sa rednim brojem x (u nekom formalizmu, npr. za UR masine ili Tjuringove
masine). Za neke konkretne vrednosti = i y ovaj problem moZe biti reSen, ali je u opstem slucaju
neodluciv. Neodludivost halting problema dokazao je Tjuring [68].
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Rad oba autora je bio pod snaZnim uticajem Gedelovih teorema nepotpunosti
i posebno pod uticajem ideje kodiranja (,,gedelizacije”).

Iako ne postoji opsta procedura odlucivanja za predikatsku logiku i za teo-
rije prvog reda, treba naglasiti da postoje procedure odlucivanja za neke teorije
prvog reda (nad specificnom signaturom i sa specifi¢nim aksiomama). Neke od
odlucivih teorija nabrojane su u poglavlju 4.2. Sa druge strane, mnoge teorije
prvog reda, uklju¢ujuci Peanovu aritmetiku su neodlucive ($to takode sledi iz
Tjuringovog dokaza).

B.2 Matematicko-filozofski pravci

Po klju¢nim pitanjima, pitanjima matematicke istinitosti i matematicke stvar-
nosti, dominantni matematic¢ki pogledi od dvadesetog veka su platonizam,
formalizam i intuicionizam. Njima treba dodati i logicizam, koji je bio ak-
tuelan pocetkom dvadesetog veka. Logicizam tvrdi da se ¢itava matematika
moZe svesti na logiku i da sve matematicke discipline proizilaze iz logike.
Sve matematicke teoreme su istovremeno logicke istine. Jedan od prvih zago-
vornika ovog pravca bio je Frege, koji je kasnije promenio svoje stavove, suocen
sa Raselovim paradoksom. Ideju logicizma nastavili su da razvijaju Rasel i
Vajthed.

B.2.1 Matematicki realizam ili platonizam

Platonisticka istinitost vezana je za semantiku i znacenje formula. Znacenje
matematickih formula zasniva se na matematickim strukturama za koje se ve-
ruje da objektivno postoje, nezavisno od ljudskog uma i od stupnja ljudskog
znanja. Platonisti smatraju da ¢ovek ne izmislja matematiku, vec je samo otkri-
va. Termin ,,platonizam” koristi se jer je ovo shvatanje slicno Platonovom shva-
tanju ,sveta ideja”. U definisanju relevantnih matematickih struktura (preko
kojih se onda defini$e znacenje formula) prihvata se a priori (bar) postojanje
strukture prirodnih brojeva (sa svim njenim relevantnim svojstvima). Svako
tvrdenje o bilo kojoj (kona¢noj ili beskona¢noj) matemati¢koj strukturi je ta¢no
ili neta¢no, ima nedvosmisleno odredenu objektivnu istinitosnu vrednost, iako
mozda ¢ovek ne moZe da je utvrdi. Za platonisti¢ki pristup matematici od
temeljnog znacaja je teorija modela.

Skup-teoretski platonizam je danas dominantna varijanta platonizma. U
skladu sa ovom filozofijom, beskona¢ni skupovi postoje u nematerijalnom,
Cisto matematickom svetu. Primena teorije beskonaénih skupova na konacan
svet rada mnoga pitanja i njihovo razumevanje trebalo bi da vodi dubljem sh-
vatanju problema do kojih dovode Gedelove teoreme o nepotpunosti. Naj-
znacajniji predstavnik ove varijante platonizma je sim Gedel. Gedel, plato-
nista, svojim teoremama o nepotpunosti rasprsio je hilbertovske formalisticke
nade dokazavsi da ¢ak ni o prirodnim brojevima nije moguce sve istine opisati
formalnim sistemom. Platonisti prihvataju Gedelove dokaze kao argument da
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je matematicko misljenje sustinski kreativno i da je osnovni smisao matema-
tickih formula u njihovom znacenju, u njihovoj istinitosti.

Mnogi matematicari ne prihvataju za ovaj pravac ime ,platonizam”, jer
to ime implicira sasvim specifi¢nu ontologiju koja nije neophodna u svakod-
nevnoj matematickoj praksi.

B.2.2 Formalizam

Formalisti¢ki pojam istinitosti vezan je za dokazivost — tacno je ono sto je
dokazivo u okviru nekog deduktivnog sistema i nista viSe. Formalisti mogu
da prihvate kao istinito neko svojstvo brojeva jedino ako je ono dokazano u
okviru nekog strogog aksiomatskog sistema (kao Sto je Peanova aritmetika).
Za formalistic¢ki pristup matematici od temeljnog znacaja je teorija dokaza.

Formalizam zagovara odvajanje zna¢enja od matematike. Dok platonisti,
makar nacelno, pokusavaju da matematickim tvrdenjima opisu matematicku
stvarnost, formalisti nisu zainteresovani za tako nesto. Za njih se ne postavlja
pitanje ,,objektivnosti” deduktivnog sistema koji grade ili koriste, ve¢ samo pi-
tanje njegove konzistentnosti. Njihovi sistemi su ¢isto sintaksno-kombinatorne
prirode i nemaju nikakve veze sa bilo kakvom semantikom (,,formule ne go-
vore ni o ¢emu, one su samo nizovi simbola”). Zato se ¢esto kaZe kako forma-
listi shvataju matematiku kao igru, igru kombinovanja simbola. U ekstremni-
jem obliku (ne Siroko prihva¢enom) jedini matematicki objekti i jedini predmet
istrazivanja za formaliste su simboli sdmi. Formalisti su ¢esto optuZivani da
zamenjuju sadrZinu matematike igrom formulama bez znacenja i da ne Zele da
obezbede istinu, ve¢ samo konzistentnost svojih analiza.

Formalisti odbacuju platonisticko vezivanje za odredene matematicke struk-
ture kao ,misticizam” jer ne postoji nacin da se precizno (formalno) utvrde
svojstva takvih struktura. S druge strane, platonisti tvrde da sli¢na primedba
moZe da se stavi i formalistickom pristupu jer svako pitanje konzistentnosti de-
duktivnog sistema koji se koristi zahteva razmatranje sli¢nog sistema na visem
nivou i time, beskona¢nu regresiju.

Osnovni problem postavki formalizma je u tome $to je mnostvo stvarnih
matematickih ideja i problema daleko od puke manipulacije nizovima simbola.
Mada dokazi iz uobi¢ejene matematicke prakse mogu (ako su korektni), u prin-
cipu, biti formulisani u terminima formalnog izvodenja, pravila tog izvodenja
nisu sustinska sadrzina tih dokaza. Formalizam ne daje okvir za razumevanje
ljudskog bavljenja matematikom niti okvir za razmatranje primena matema-
tike.

Deduktivizam je rasprostranjen vid formalizma i on zagovara bavljenje re-
lativhom istinom, pre nego apsolutnom. Naime, deduktivizam dozvoljava pri-
druZivanje znacenja odredenim nizovima simbola; ako su aksiomama pridru-
Zena ta¢na tvrdenja i ako pravila izvodenja ¢uvaju ta¢nost, onda su u toj iza-
branoj interpretaciji sve teoreme tac¢ne. Dakle, formalizam ne mora nuZzno da
bude potpuno lisen matematickog znacenja. Obi¢no je poZeljno da postoji in-
terpretacija u kojoj ,pravila igre” vaZe i u kojoj su formalne teoreme tacne,
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tj. da je aksiomatski sistem sugerisan od strane neke druge nauke, neke druge
matematicke grane ili od fizicke stvarnosti.

Formalizam je bio u posebnom zamahu krajem devetnaestog i pocetkom
dvadesetog veka kada su Hilbertov program i aksiomatski trend davali nago-
vestaje i nadu u potpunost i odluéivost svih bitnih matematickih teorija. Novi
impuls filozofija formalizma dobila je sa razvojem rac¢unarstva i algoritmike,
¢ime je logika u bitnoj meri ,,mehanizovana”. Najznacajniji predstavnici for-
malisticke (deduktivisticke) Skole su Hilbert i Tarski.

B.2.3 Intuicionizam i konstruktivizam

Za konstruktivizam (intuicionizam, kao i za ostale varijante konstruktivizma)
jedino prihvatljivo matemati¢ko znanje je ono koje se moze dobiti kao rezul-
tat efektivnih, eksplicitnih mentalnih konstrukcija. Ne moze se tvrditi posto-
janje nekog objekta ako ga nije moguce efektivno konstruisati. Jedino takvo
znanje i jedino takvi matematicki objekti su dozvoljeni u matematickoj praksi.
Matematicki objekti postoje samo u okviru uma matematicara, te je matema-
ticko znanje apsolutno pouzdano. Konstruktivisti ne prihvataju aksiomu iz-
bora niti zakon isklju¢enja treceg kao legitimnu aksiomu (jer vodi zaklju¢cima
tipa ,,da ili ne” pri ¢emu se ne zna koji od ta dva odgovora moze biti konstru-
isan), pa ne prihvataju ni dokaz svodenjem na protivre¢nost (Sto je jedno od
najjacih oruzja u svakodnevnoj matematickoj praksi). Brauer, jedan od najzna-
menitijih intuicionista, verovao je da se matematika izvodi intuitivno, te da je
nezavisna od logike i jezika. Verovao je da se logika zasniva na matematici, a
ne matematika na logici. Za intuicionistu, dakle, logicizam nije prihvatljiv.

Smatra se da su prirodni brojevi dati i intuitivni, a da sve ostalo treba da
se eksplicitno i kona¢nim sredstvima konstruiSe od strane ¢oveka. lako po-
stoji rezerva po pitanju da li su prirodni brojevi zaista intuitivni, najozbiljnija
zamerka intuicionizmu je ipak da on zahteva stroZiju logiku od one koja se
koristi u matematickoj praksi. Intuicionisti su, u cilju odbrane od ovih kri-
tika, demonstrirali da se veliki broj matematickih tvrdenja moZe dokazati i
intuicionistickim sredstvima. Na primer, mnostvo tvrdenja realne analize i
drugih matematickih disciplina moZe se dokazati u intuicionisti¢kom sistemu,
na efektivan nacin, mada je vecina tih dokaza izuzetno komplikovana. I sdm
Brauer je priznavao da je intuicionisticka matematika (kao preteska) besko-
risna za prakti¢ne primene i svakodnevnu upotrebu.

U intuicionizmu, pojam ,eksplicitna konstrukcija” nije uvek bio sasvim
jasno definisan i to je bio razlog za kritike. Za resavanje ovog problema korisée-
ni su pojmovi Tjuringove masine ili rekurzivne funkcije, vodeéi do ideje da su
smislena jedino pitanja vezana za kona¢ne algoritme i da jedino ta matematicka
pitanja treba da budu razmatrana.

Konstruktivisti¢ka logika je meSavina intuicionistickog pogleda na mate-
matiku i formalizma, koja proizvodi (samo) efektivne metode za konstruk-
ciju potrebnih objekata. U konstruktivistickoj logici, dokaz za 3z P(x) mora
da pruzi naéin za konstruisanje objekta c i pokazivanje da vazi P(c). Takode,
dokaz za pV ¢ mora da pruzi dokaz za p ili dokaz za ¢ (4. nije dovoljno dokazati
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=(=p A ¢)). Jedna od najznacajnijih modernih konstruktivisti¢kih logika (po-
sebno za rac¢unarstvo) je konstruktivisticka teorija tipova Martina Lefa.

B.3 Zasnivanje racunarstva

Matematicka logika ima klju¢nu ulogu u zasnivanju rac¢unarstva. Jaki temelji
racunarstva postavljeni su i pre nego 5to je napravljen prvi ra¢unar. Tu se ne
misli samo na intuitivan pojam algoritma i mnoge efektivne algoritme koji su
definisani vekovima, ve¢ pre svega na formalni pojam izrac¢unljivosti. For-
malna izra¢unljivost (koja je, na osnovu Ceréove teze, ekvivalentna intuitivnoj
izracunljivosti) ima svoja ogranicenja koja su otkrivena, medu prvima, od stra-
ne Tjuringa. Naime, halting problem je neodluciv (videti potpoglavlje B.1.5) i
to znacdi da ni za jedan rac¢unar (izgraden na principima danasnjih ra¢unara) ne
postoji i ne moze da postoji program koji ispituje da li se proizvoljan program
zaustavlja. Nemogucénost odgovaranja na tako fundamentalno pitanje govo-
ri o granicama efektivne izracunljivosti, pa time i o granicama svih ra¢unara.
Teorija izracunljivosti ne ukazuje samo na nemogucénosti resavanja nekih prob-
lema, ve¢ i na pojedina reSenja, kao i na klasifikacije resivih problema u za-
visnosti od njihove sloZenosti. Teorija sloZenosti izratunavanja, koja se oslanja
ina teoriju brojeva i na logiku i na ra¢unarstvo, uvodi klase problema i vodi
do pitanja da li vazi P=NP — najznacajnijeg otvorenog matematickog pitanja
danasnjice. Eventualni odgovor na ovo pitanje, bilo potvrdan bilo odrecan,
bitno bi uticao na savremeno gledanje na mnoge teorijske i prakti¢ne prob-
leme. Na primer, sigurnost gotovo svih savremenih kriptografskih sistema za-
snovana je, sustinski, na teZini problema faktorizacije prirodnih brojeva i ako
bi se pokazalo da vaZi P=NP, to bi znacilo da je za razbijanje vecine Sifara do-
voljno polinomijalno vreme (koje bi, zbog veli¢ine ulaza, i dalje bilo veoma
dugo).

Koncepti matematicke logike nisu vazni samo u pitanjima moguénosti ne-
kog izra¢unavanja, ve¢ i u razumevanju i opisivanju svakog mogudceg izracu-
navanja. Horova logika je jedan od formalnih sistema za opisivanje program-
skih jezika i njihove semantike [25], kao i dokazivanje korektnosti programa.
U Horovoj logici, u okvirima logike prvog reda i za zadatu signaturu, definise
se jednostavan programski jezik na sledeci na¢in:

e promenljive programskog jezika su iste kao i promenljive jezika logike;
izrazi u programskom jeziku su termovi nad datom signaturom;

e postoji naredba dodele (:=);
e postoji prazna naredba (;);

e dozvoljeno je nadovezivanje naredbii raspoloZive su kontrolne strukture
whileiif —then — else.

U ovom sistemu, u terminima preuslova i posleuslova, moguce je formalno
dokazavati korektnost algoritama napisanih na konstruisanom programskom
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jeziku. Ovaj, kao i drugi sli¢ni pristupi, predstavlja korak ka automatizovanom
dokazivanju korektnosti algoritama. Do danas je od strane automatskih doka-
zivaca teorema formalno verifikovano mnogo softverskih i hardverskih sis-
tema. StaviSe, automatski dokazivati teorema veé su uspeli da ree i vaZna
otvorena matematicka pitanja. Na primer, jedan automatski dokazivac teo-
rema (autora Larija Vosa i njegovih saradnika) dokazao je, 1997. godine, Sezde-
set godina otvorenu, Robinsovu hipotezu. Tako rac¢unarstvo i automatsko re-
zonovanje danas vracaju svoj dug matematici i logici.

Sto se tite logitkog pravca, ratunarstvo je, prirodno, najblize konstruk-
tivistickoj logici. U racunarstvu nije dovoljno dokazati da postoji program
koji reSava neki problem, ve¢ je potrebno efektivno konstruisati takav pro-
gram (i dokazati njegovu korektnost). Veoma vaZna za racunarsvo je kon-
struktivisticka teorija tipova Martina Lefa, izgradena tokom sedamdesetih go-
dina dvadesetog veka [46, 47]. Ta logika unifikuje matematiku i ra¢unarstvo
slede¢im nacelima: teorema je isto to i skup, a skup je isto Sto i specifikacija,
dokaz teoreme je isto Sto i element skupa, a element skupa je isto $to i program
koji zadovoljava specifikaciju. Teorija Martina Lefa omoguéava i pogodno
dokazivanje korektnosti algoritama, ali i njihovo direktno konstruisanje na os-
novu specifikacije. Ovom teorijom brisu se (ako uopste i postoje) razli¢itosti
izmedu matematike i ra¢unarstva, a dokazivanje teorema postaje isto sto i kon-
strukcija programa.

B.4 Sazetak

Pocetkom dvadesetih godina dvadesetog veka Hilbert je izneo program koji
poziva na formalisticko, aksiomatsko zasnivanje ¢itave matematike, kao i na
dokazivanje konzistentnosti takvog sistema. Desetak godina kasnije Gedel je
pokazao da Hilbertov program nije moguce u potpunosti ostvariti. I Hilbertov
program i Gedelovi rezultati fundamentalno su uticali na razvoj matematicke
logike i matematike uopste.

Tokom dvadesetog veka matematikom dominiraju tri matematicko-filozof-
ske doktrine: platonizam (pre svega skup-teoretski platonizam), formalizam
(pre svega deduktivizam) i konstruktivizam. Nijedna od njih ne zadovoljava
u potpunosti sva relevantna filozofska pitanja i potrebe matematicke prakse.
Kao rezultat toga, danas se ti pravci smatraju podjednako legitimnim, a krajem
dvadesetog i pocetkom dvadeset i prvog veka ve¢ina matematicara je pseudo-
formalisti¢ke orijentacije koja se obi¢no opisuje kao , platonista preko nedelje,
formalista vikendom”. Naime, oni u svojoj svakodnevnoj matematickoj praksi
prihvataju objektivno postojanje matematickih objekata i beskonac¢nosti, ali
kada je re¢ o filozofskim razmatranjima, onda zauzimaju formalisti¢ki stav.
Uostalom, teorema o potpunosti predikatskog ra¢una (formula je teorema pre-
dikatskog racuna ako i samo ako je ta¢na u svakoj interpretaciji) i teorema
o postojanju modela (teorija prvog reda je konzistentna ako i samo ako ima
model sa kona¢nim ili prebrojivim domenom) smanjuju jaz koji je nekad po-
stojao izmedu formalista i anti-formalista. Matematika se obi¢no i poducava
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u pseudo-formalistickom maniru. Nema mnogo izgleda da ¢e se pojaviti obje-
dinjeno matematic¢ko gledanje koje potpuno pokriva i smisao matematickog
znanja i njegovu primenu u realnom svetu.



Dodatak C

Biografske beleske

Abel Niels Henrik Abel (1802-1829), norveski matematicar. Nakon studija u
Norveskoj, nekoliko godina proveo je u razli¢itim gradovima Evrope. Tokom
kratke matematicke karijere, bavio se uglavnom algebrom.

Aristotel Aristotel (384. p.n.e-322. p.n.e.), starogrcki filozof, utemeljivac logi-
ke. Dok je Aristotel bio dete, njegov otac Ziveo je u gradu Pela, gde je radio kao
lekar Amintasa III, kralja Makedonije. Tamo se Aristotel sprijateljio sa Filipom,
sinom kralja Amintasa. Godine 367. p.n.e. Aristotel je postao ¢lan Platonove
Akademije u Atini, gde je onda ostao narednih dvadeset godina, najpre kao
ucenik, a zatim kao nastavnik retorike i dijalektike. U to vreme Akademija je
imala jak uticaj, ne samo u nau¢nom i filozofskom, nego i politickom Zivotu.
Aristotel je napustio Akademiju u vreme Platonove smrti (347. p.n.e) i sa gru-
pom nauc¢nika bavio se problemima biologije i zoologije na ostrvima Asos i
Lezbos. Godine 343. p.n.e. otiSao je na dvor Filipa II (na makedonskom prestolu
od 359. p.n.e). Tamo je proveo narednih sedam godina i veruje se da je u
tom periodu poducavao Filipovog sina, buduceg Aleksandra Velikog. Filipova
podrska Aristotelu da preuzme vodstvo nad atinskom Akademijom (motivisana
Zeljom da se uti¢e na politiku Atine) nije dala rezultate. Godine 335. p.n.e, kao
vladar Makedonije i Atine, Aleksandar je omogucio nastavak rada Akademije,
ali je u isto vreme poslao u Atinu Aristotela da tamo osnuje drugu skolu —
Licej. Za razliku od Akademije, na Liceju se izucavao Sirok spektar oblasti:
logika, fizika, astronomija, meteorologija, zoologija, metafizika, teologija, psi-
hologija, politika, ekonomija, etika, retorika, poetika. Za vecinu ovih oblasti
(od kojih mnoge nisu pre toga bile konstituisane kao nauc¢ne oblasti) paZljivo su
sastavljani udZbenici i sistematizovane nauc¢ne discipline. Nakon smrti Alek-
sandra Velikog (323. p.n.e), anti-makedonsko raspoloZenje nateralo je Aris-
totela da napusti Atinu i vrati se na poluostrvo Halkidiki gde je bio roden.
Tamo je umro godinu dana kasnije. U Aristotelova dela spadaju knjige koje su
objavljene tokom njegovog Zivota (i kasnije izgubljene) i radovi od preko 2000
strana, sakupljeni u 30 knjiga i objavljivani nakon njegove smrti. Ve¢inu tih ma-
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terijala Aristotel nije bio imao nameru da objavi, ve¢ su oni sluZili kao materijali
za predavace na Liceju. Ovi materijali sadrZe mnoge znamenite Aristotelove
radove u raznim oblastima, pre svega u filozofiji i logici. Aristotel je verovao da
je logika posebna vrsta nauke, koja treba da se proucava pre upustanja u bilo
koju drugu oblast. Za logiku je Aristotel koristio termin ,,analitika” (termin
,Jlogika” prvi je uveo Ksenokrat sa atinske Akademije). Aristotel je verovao
da logika moZe da se primeni na sve nauke i da za svaku nauku postoji jedin-
stven, pogodan aksiomatski sistem. Pridavao je veliki zna¢aj matematici, kao
jednoj od tri teorijske nauke (pored, u danasnjim terminima, filozofije i teori-
jske fizike). lako nije napravio nijedno matematicko otkrice, Aristotelov do-
prinos razvoju matematike je veliki, pre svega u sistematizovanju deduktivne
logike i konstituisanju nau¢ne metodologije koju je onda preneo i na druge
oblasti. Smatra se jednim od najve¢ih filozofa i jednim od Cetiri najveca logi¢ara
svih vremena (pored Fregea, Gedela i Tarskog). Neprocenjiv je njegov uticaj na
razvoj nauke i savremenog drustva.

Bet Evert Willem Beth (1908-1964), holandski filozof, logi¢ar i matematicar.

Bul George Boole (1815-1864), engleski matematicar. Nije stekao akademska
zvanja i bio je prakti¢no samouk. Od 1849. predavao je matematiku na Kvins
koledZu u Korku (Irska) i imao reputaciju izvanrednog nastavnika. Pristupao
je logici na nov nacin, svodedi je na jednostavne algebre. To je bio pocetak
rada na algebri koju danas zovemo Bulova algebra i koja se smatra jednim
od klju¢nih koraka u razvoju ra¢unarstva. Znacajne rezultate Bul je imao i u
oblasti diferencijalnih jednacina.

Brauer Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), holandski matematicar.
Predavao je teoriju skupova i teoriju funkcija na univerzitetu u Amsterdamu.
Smatra se jednim od osnivaca topologije. Jos od svoje doktorske teze (1907)
suprotstavljao se Hilbertovom formalizmu i Raselovom logicizmu. Propagi-
rao je intuicionisticku matematiku i smatra se jednim od njenih najznacajnijih
predstavnika. Izmedu 1918. i 1923. objavio je teoriju skupova, teoriju mere
i teoriju funkcija, razvijene bez koriS¢enja pravila iskljucenja tre¢eg. Uprkos
svojim znacajnim rezultatima u topologiji, nikada nije drzao predavanja iz
topologije, smatrajuéi da njegovi stari rezultati nisu prihvatljivi sa stanovista
intuicionizma. Bio je ¢udna osoba, na svojim predavanjima nije dozvoljavao
pitanja, uvek je gledao ka tabli i nikad ka studentima.

Cer¢ Alonzo Church (1903-1995), ameri¢ki logicar. Bio je profesor matema-
tike na univerzitetu Prinston od 1929. do 1967. kada je postao profesor mate-
matike i filozofije na univerzitetu u Kaliforniji. Njegov rad imao je izuzetan
uticaj na razvoj matematicke logike, teorije rekurzije i teorijskog racunarstva.
Pocetkom devedesetih, smatran je najve¢im Zivim svetskim logi¢arem. Nje-
gova najznaéajnija dela su Cer¢ova teorema (1936), koja tvrdi da je aritmetika
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neodluciva i Ceréova teza, koja tvrdi daje efektivna izratunljivost ekvivalentna
pojmu rekurzivnih funkcija.

DeMorgan Augustus De Morgan (1806-1871), britanski matematicar. Studije
je zavrsio na KembridZu i nakon toga je radio kao profesor u Londonu. Godine
1830. objavio je knjigu Elementi aritmetike koja je imala mnogo izdanja. Go-
dine 1833. uveo je termin , matemati¢ka indukcija” i precizno definisao prin-
cip indukcije. U jednom radu iz 1849. prvi je dao geometrijsku interpretaciju
kompleksnih brojeva. Shvatao je da je priroda algebre simbolicka. Uveo je
De Morganove zakone i znacajno reformisao dotadasnju matematicku logiku.
Medu prvima je shvatio nedostatke i ograni¢enja u izraZajnosti aristotelovskih
silogizama. Bio je prvi predsednik Londonskog matemati¢kog drustva.

Dejvis Martin Davis (1928-), americki matematicar i logicar. Studirao je pod
rukovodstvom Posta i saradivao sa njim. Doktorirao je na univerzitetu Prin-
ston, pod rukovodstvom Alonza Cer¢a. Doprineo je resenju desetog Hilberto-
vog problema. Njegova knjiga ,,Computability and Unsolvability” (1958) sma-
tra se ,,jednim od nekoliko stvarnih klasika ra¢unarstva”. Smatra se jednim od
od najznacajnijih imena u razvoju automatskog rezonovanja. Od 1965. godine
radi na univerzitetu u Njujorku, gde je sada pocasni profesor na odseku za
raCunarstvo.

Dzevons William Stanley Javons (1835-1882), engleski matematicar, profe-
sor na univerzitetu u Mancesteru. Godine 1870. konstruisao je mehani¢ku
napravu, ,logicki klavir” koji je koristio kao pomo¢ na svojim predavanjima
iz logike i koja je baratala bulovskim identitetima.

Erbran Jacques Herbrand (1908-1931), francuski matematic¢ar. Doktorirao je
u Parizu godine 1929, a 1931. poceo da radi u Nemackoj, sa Fon Nojmanom
(John von Neumann) i Emi Neter (Emmy Noether). Njegovi najznacajniji ra-
dovi su iz matemati¢ke logike, a bavio se i algebrom i teorijom prstenova.
Tragi¢no je izgubio Zivot tokom planinarenja u francuskim Alpima.

Frege Gottlob Frege (1848-1925), nemacki matematicar, logicar i filozof. Naj-
veli deo svoje naucne karijere proveo je na univerzitetu u Jeni. Bavio se zasni-
vanjem matematicke logike i 1879. godine konstruisao prvu varijantu predikat-
skog ra¢una, veoma sli¢nu sistemima koji se koriste i danas. Da bi utemeljio
svoje poglede na veze matematike i logike, Frege je razvio specifi¢nu filozofiju
jezika, koju mnogi filozofi i dalje smatraju inspirativhom. Nije uspeo da ostvari
svoj Zivotni cilj, da pokaZe da je ¢itava matematika svodiva na logiku. Smatra
se jednim od Cetiri najveca logi¢ara svih vremena (pored Aristotela, Gedela i
Tarskog).
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Furije Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), francuski matemati¢ar. To-
kom francuske revolucije, aktivno je uestovao u politickom Zivotu i revolu-
cionarnim telima, a 1794. umalo je izbegao giljotinu. Godine 1798. ulestovao
u Napoleonovoj invaziji na Egipat kao nau¢ni savetnik, a u godinama koje
su sledile bio sa Napoleonom i u veoma dobrim i u veoma lo$im odnosima.
Clan francuske Akademije nauka postao je 1817. Najznacajniji radovi su mu u
oblasti algebre, mehanike, teorije funkcija i trigonometrijskih redova.

Gedel Kurt Godel (1906-1978), austrijski matemati¢ar. Roden je u Austro-
Ugarskoj monarhiji, na teritoriji danasnje Ceske republike. Studirao je, dok-
torirao i dugo radio na univerzitetu u Be¢u. Najznacajniji rezultat su mu teo-
reme o nepotpunosti, koje je objavio 1930. godine. Ove teoreme pokazuju da
za svaki aksiomatski sistem koji sadrZi aritmetiku postoje ta¢na tvrdenja koja
u okviru njega ne mogu biti ni dokazana ni pobijena. Dodatno, konzistent-
nost takvog sistema aksioma ne moZze biti dokazana u okviru njega samog.
Ovim rezultatom, koji je verovatno najveéi matematicki rezultat dvadesetog
veka, okon¢an je dug niz pokusaja da se ¢itava matematika zasnuje na ak-
siomama. Ove teoreme nisu unistile osnovnu ideju Hilbertovog formalizma,
ali su pokazale njegova ograni¢enja. Dodatno, one su pokazale da ratunar
nikada nece moc¢i da odgovori na proizvoljno matematicko pitanje. Nakon
dolaska Hitlera na vlast i ubistva jednog Gedelovog kolege od strane pripad-
nika nacional-socialisticke partije, Gedel je doZiveonervni slom i ve¢ 1934. otiSao
je u Ameriku (na univerzitet Prinston), gde je ostao do kraja Zivota (uz jedan
prekid tokom 1938. 1 1939. kada je boravio u Be¢u). Znacajni rezultati su mu i
u domenu aksiome izbora i uopstene hipoteze kontinuuma. Krajem Zivota bio
je ubeden da pokusavaju da ga otruju, te je, uporno odbijajuci hranu, umro od
gladi. Dok je ¢ekao na to da postane drzavljanin Sjedinjenih Americ¢kih DrZzava
otkrio je nekoliko nekonzistentnosti u ustavu ove zemlje. Smatra se jednim od
Cetiri najveca logicara svih vremena (pored Aristotela, Fregea i Tarskog).

Gencen Gerhard Gentzen (1909-1945), nemacki matematicar. Radio je kao
Hilbertov asistent u Getingenu 1934. godine. Najznacajniji rezultati su mu
u logici i zasnivanju matematike. U svom znamenitom radu objavljenom u
¢asopisu Mathematische Zeitschrift 1935, Gencen je uveo sistem prirodne de-
dukcije i ra¢un sekvenata, koji su logiku pribliZili matematickom rezonovanju
viSe nego $to je to bio slucaj sa sistemima Fregea i Hilberta. Sredinom tridesetih
godina dvadesetog veka dao je prvi dokaz konzistentnosti formalne aritmetike
(zasnovan na koriséenju transfinitnu indukciju). Tokom 1939. i 1941. bio je u
vojnoj sluzbi, a od 1942. predavao je na nemackom univerzitetu u Pragu. Kra-
jem rata biva zarobljen od strane lokalnog stanovnistva, a zatim od strane sov-
jetske armije. Umro je od neuhranjenosti tri meseca kasnije. Prijatelj koji je bio u
zatoCeniStvu s njim, svedocio je kako je Gencen prvih nedelja bio sasvim spoko-
jan, kona¢no imajuci dovoljno vremena da razmislja o dokazu konzistentnosti
za analizu, o vestackom jeziku i drugim temama koje su ga zanimale.
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Gilmor Paul Gilmore, americki matematicar i logi¢ar. Godine 1960. napravio
je prvi dokazivac teorema zasnovan na Erbranovoj teoremi. Sada Zivi u Kanadi,
gde je pocasni profesor na univerzitetu Briti§ Kolumbija (na kojem je i diplomi-
rao, 1949. godine).

Grasman Hermann Grassmann (1809-1877), nemacki matematicar. Ziveo je
u Sée¢inu (danagnja Poljska) i predavao matematiku u tamognjoj gimnaziji.
Razvio je prvi precizan geometrijski (vektorski) racun slédeéi Lajbnicove ideje.
Njegovi matematicki radovi nisu bili prihvatani sa paznjom, ukljuc¢ujudi i dok-
torsku tezu koja je odbijena bez paZljivijeg prou¢avanja. Razocaran prijemom
svojih matematickih ideja, posvetio se lingvistici, pre svega nemackoj gramatici
i re¢niku sanskrta, koji se i danas koristi.

Hilbert David Hilbert (1862-1943), nemacki matematic¢ar. Jedan je od naj-
ve¢ih matematicara devetnaestog i dvadesetog veka. Njegovi najznacajniji re-
zultati su u zasnivanju matematike, geometriji, teoriji brojeva i integralnom
ratunu. Neki od dvadeset i tri problema koje je pocetkom dvadesetog veka
predstavio na svetskom kongresu matematicara i danas predstavljaju veliki
izazov. Godine 1921. zasnovao je program (koji se oslanjao na rezultate i razmi-
Sljanja od kraja devetnaestog veka) za zasnivanje klasi¢ne matematike (koji ¢e
kasnije biti nazvan Hilbertov program). Taj program zahteva formalizovanje
Citave matematike u aksiomatskoj formi, zajedno sa dokazom da je takva aksi-
omatizacija konzistentna. Nemoguénost ostvarivanja Hilbertovog programa
dokazale su Gedelove teoreme. Uprkos tome, Hilbertov program je nastavio
da snazno uti¢e na razvoj matematike i teorije dokaza (izmedu ostalog, u vidu,
takozvanog relativizovanog Hilbertovog programa).

Hintika Kaarlo Jaakko Juhani Hintikka (1929-), finski matematicar. Najzna-
¢ajniji rezultati su mu u polju distributivnih normalnih formi, semantike mogu-
¢ih svetova, metoda stabala, beskona¢no dubokih logika i induktivnih genera-
lizacija. Sada radi na odseku za filozofiju, univerziteta u Bostonu.

Hor Charles Antony Richard Hoare (Tony Hoare), britanski informaticar. Ro-
den je u Kolombu (Sri Lanka), a diplomirao na univerzitetu u Oksfordu 1956.
godine. Radio je u Oksfordu, zatim na DrZzavnom univerzitetu u Moskvi,
na univerzitetu u Belfastu, od 1977. ponovo na univerzitetu u Oksfordu, sve
do 1999. kada je presao u Majkrosoftov centar u KembridZzu. Konstruisao je,
1960. godine, algoritam za sortiranje quicksort, jedan od najkoriscenijih algo-
ritama uopste. Razvio je tzv. Horovu logiku i formalni jezik CSP za speci-
fikovanje konkurentnih procesa. Godine 1980. dobio je Tjuringovu nagradu
za ,;svoje fundamentalne doprinose definiciji i dizajnu programskih jezika®.
Poznate su sledece njegove reci: ,Postoje dva puta za konstruisanje dizajna
softvera: jedan je napraviti ga tako jednostavnim da o¢igledno nema nedo-
stataka i drugi — napraviti ga tako komplikovanim tako da nema o¢iglednih
nedostataka.”
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Hobs Thomas Hobbes (1588-1679), engleski filozof. Najznacajnije delo mu
je Leviathan (1651), pisano tokom engleskog gradanskog rata. Ova knjiga je
jedna od najznacajnijih u istoriji politicke filozofije. Verovao je da bez jake kon-
trole ljudi nuzno idu ka ratu i destrukciji.

Horn Alfred Horn (1918-2001), americki algebrista i logicar. Doktorirao je
1947. na univerzitetu u Kaliforniji, gde je proveo &itavu karijeruiradio do 1988.
Vecina njegovih radova odnosi se na univerzalne algebre. Godine 1951. ob-
javio je rad u kojem se uvode Hornove klauze koje ¢e kasnije postati osnova za
logicko programiranje.

Kalmar Ldaszl6 Kalmar (1905-1976), madarski matematicar. Studirao je mate-
matiku na univerzitetu u Budimpesti, a najveéi deo karijere proveo je na uni-
verzitetu u Segedinu. Najznacajnije rezultate ostvario je u domenu problema
odlu¢ivanja za neke klase formula prvog reda, programskih jezika, automat-
skog ispravljanja gresaka i veza ra¢unarstva i matematicke logike. Bio je ¢lan
madarske Akademije nauka od 1949. godine.

Kenig Denes Konig (1884-1944), madarski matematicar. Dokazao je tzv. Ke-
nigovu lemu 1924. godine.

Kovalski Robert Kowalski (1941-), americki logicar poljskog porekla. Dok-
torirao je na univerzitetu u Edinburgu, a sada je po¢asni profesor na odseku za
racunarstvo na Imperijal koledzu (London).

Krispius Krispius (280. p.n.e—207. p.n.e), starogrcki filozof.

Kuk Stephen Cook, americki matemati¢ar. Doktorirao je na univerzitetu Har-
vard 1966. godine. Od 1970. radi na univerzitetu u Torontu, sada kao pocasni
profesor. Bavi se sloZeno$¢u izra¢unavanja i vezama izmedu logike i teorije
slozenosti. Uveo je pojam NP-kompletnosti 1971. godine. Dobitnik je Tjuringo-
ve nagrade za 1982. godinu. Clan je ameri¢ke akademije nauka.

Lajbnic Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716), nemacki diplomata, filozof,
pisac i matemati¢ar. Pre svoje dvadesete godine poznavao je dobro tadasnje
udzbenike matematike, filozofije, teologije i prava. Radio je kao diplomata i
u Hanoverskoj biblioteci. Najznacajniji matematicki radovi su mu u oblasti
diferencijalnog ra¢una i mehanike, kao i ideje vezane za matematicku logiku.

Lef Martin Lof (1940- ), Svedski logi¢ar. Sedamdesetih godina dvadesetog
veka utemeljio je novu varijantu konstruktivisticke logike, sada poznatu pod
nazivom konstruktivisti¢ka teorija tipova Martina Lefa. U ovoj znamenitoj
teoriji, koja pokusava da objedini matematiku i ra¢unarstvo i njihove potrebe,
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teorema ima isti status kao skup, a njeni dokazi kao elementi skupa. I spefi-
cifikacija programa ima isti status kao teorema, a program koji zadovoljava tu
specifikaciju ima status dokaza teoreme.

Logman George Logemann, americki matematic¢ar. Doktorirao je na univer-
zitetu u Njujorku 1965. godine. Zajedno sa Dejvisom i Lovelandom imple-
mentirao je pocetkom Sezdesetih godina dvadesetog veka jedan od prvih au-
tomatskih dokazivaca teorema.

Loveland Donald W. Loveland, americki informatic¢ar. Doktorirao je na uni-
verzitetu u Njujorku 1964. godine. Zajedno sa Dejvisom i Logmanom imple-
mentirao je pocetkom Sezdesetih godina dvadesetog veka jedan od prvih au-
tomatskih dokazivaca teorema. Sada je pocasni profesor rac¢unarstva na uni-
verzitetu Djuk.

Lovenhajm Leopold Lovenheim (1878-1957), nemacki matemati¢ar. Tokom
Prvog svetskog rata, Lovenhajm je bio na ratnoj sluzbi u Francuskoj, Madarskoj
iSrbiji, ali je i u tom periodu objavio nekoliko znac¢ajnih radova iz matematicke
logike, pre svega unapredujuéi rezultate Pirsa, Sredera i Vajtheda. Znamenita
je Skolem-Lovenhajmova teorema koji tvrdi postojanje tzv. nestandardnih mo-
dela, na primer prebrojivog modela za teoriju realnih brojeva. Po$to jednom
¢etvrtinom nije bio Arijevac, prinuden je da napusti posao 1934. godine. Tokom
bombdardovanja Berlina 1943. godine izgubio je sve svoje matematicke ruko-
pise i oko hiljadu crteZa i modela. Nakon rata ponovo je predavao matematiku.

Lukasijevi¢ Jan Lukasiewicz (1878-1956), poljski matemati¢ar. Roden je u
poljskoj porodici u Lavovu (danasnja Ukrajina), koji je tada bio pod kontrolom
Austrije. Nakon povlacenja ruskih trupa iz Poljske, obnovljen je univerzitet u
Var$avi (kao Poljski univerzitet) i Lukasijevi¢ je presao tamo iz Lavova. Ute-
meljio je varsavsku skolu logike. Godine 1939. pred naletom nemackih trupa,
Lukasijevi¢ je napustio Poljsku i, nakon boravaka u nekoliko zemalja, godine
1946. otisao u Dablin (Irska) i po¢eo da radi na tamosnjem univerzitetu. Uveo
je trovrednosnu logiku i radio na drugim viSevrednosnim logikama. Uveo
je i tzv. poljsku notaciju koja omogucava jednoznacno zapisivanje izraza bez
zagrada.

Lul Raymond Lull (ili Ramon Lullus) (1235-1316), roden je na Majorki, gde
je mladost proveo kao trubadur. U svojoj trideset i sedmoj godini doZiveo je re-
ligijsko prosvetljenje i nakon toga potpuno se posvetio pisanju knjiga i nau¢nim
istrazivanjima. Nije imao formalno obrazovanje, ali je poznavao ucenje Span-
skih kabalista. Njegove ideje o apstraktnim, dinamic¢kim ,,algebrama” odgo-
varaju sistematskom menjanju odredenog broja promenljivih. Bez formula
za permutacije i kombinacije, Lul je konstruisao mehani¢ki uredaj za njihovo
generisanje, uredaj zasnovan na rotiraju¢im krugovima sa simbolima slova
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na obodima. Radio je i na opStijem sistemu, zvanom Ars Magna. Godine
1316. otisao je u severnu Afriku kako bi svojim ves$tinama privoleo Arape da
predu u hris¢anstvo, a ubrzo nakon je bio kamenovan do smrti od strane lokal-
nog stanovnistva.

Mockin Theodore Samuel Motzkin (1908-1970), poreklom ruski Jevrejin, ro-
den je i zavrSio osnovne i doktorske studije matematike u Nemackoj. Go-
dine 1935. oti$ao je u Jerusalim i tamo ostao i tokom rata, rade¢i za britansku
vladu na kriptografskim zadacima. Preselio se u Sjedinjene Americke Drzave
1948. godine. Bavio se linearnim programiranjem, teorijom grafova i geometri-
jom.

Nelson Greg Nelson, americki informatic¢ar. Doktorirao je na univerzitetu
Stanford 1980. godine. Sada radi u kompaniji Compag.

Fon Nojman John (Johann) Louis von Neumann (1903-1957), madarski mate-
maticar i informati¢ar. Roden je u Budimpesti. Studirao je hemiju i matema-
tiku na univerzitetima u Budimpesti, Berlinu i Cirihu. Doktorirao je matema-
tiku 1926. godine na univerzitetu u Budimpesti. Predavao je na univerzitetu
u Berlinu do 1930. godine, a od tada na univerzitetu Prinston. Medu prvima
je uvideo znacaj i posledice Gedelovih teorema nepotpunosti. Tokom Drugog
svetskog rata, radio je na nekoliko vojnih projekata zbog svog poznavanja ma-
tematike, hemije, hidrodinamike, balistike, meteorologije, teorije igara i stati-
stike. U to vreme susreo se sa prvim racunarima. Godine 1945. uveo je po-
jam pohranjenih programa (temelj ,,Fon Nojmanove arhitekture”) i time ih iz-
jednacio sa podacima (do tada su ra¢unari morali da budu rekonfigurisani za
izvrsavanje svakog novog zadatka). Pored doprinosa arhitekturi ra¢unara i
teoriji izracunljivosti, znacajni su i njegovi doprinosi primenama ra¢unara u
fizici i ekonomiji.

Open Derek C. Oppen, ameri¢ki informati¢ar. Doktorirao je na univerzitetu
u Torontu 1974. godine, pod rukovodstvom Stivena Kuka.

Patnam Hilary Putnam (1926-), americki matematicar i logic¢ar. Sada je po-
¢asni profesor na odseku za filozofiju na univerzitetu Harvard.

Post Emil Leon Post (1897-1954), americki logicar jevrejskog porekla. Roden
je u delu (danasnje) Poljske koji je tada bio pod ruskom kontrolom, u poro-
dici poljskih Jevreja, koja se 1904. preselila u Njujork. Tamo je kasnije studi-
rao astronomiju i matematiku. U svojoj doktorskoj disertaciji iz matematicke
logike (na univerzitetu Kolumbija) dokazao je potpunost i konzistentnost iskaz-
nog rac¢una. Najznacajniji rezultati su mu u teoriji grupa, rekurzivno nabro-
jivih skupova i stepenima nereSivosti. Godine 1920. Post je dosao do rezultata
sli¢nih rezultatima Gedela, Cer¢a i Tjuringa, ali ih nije objavio, smatraju¢i da
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nisu upotpunjeni. O Gedelovoj teoremi o nepotpunosti napisao je: ,,Zaklju¢ak
je neizbeZan: matemati¢ko misljenje je, i mora ostati, sustinski kreativno... Ovaj
zaklju¢ak mora neizbeZno rezultovati makar delimi¢nim povlacenjem €itavog
aksiomatickog trenda sa kraja devetnaestog i pocetka dvadesetog veka, sa pov-
ratkom znacenja i istinitosti kao sustine matematike... Nakon Gedelovih zna-
menitih dostignuca tekuéi pogledi na prirodu matematike su izmenjeni samo
utoliko $to se uvida potreba za vise formalnih sistema umesto samo jednog,
univerzalnog.”. Godine 1936. definisao je tzv. Postovu masinu. Smatra se jed-
nim od osnivaca teorije rekurzije. Bio je veoma neobi¢an, ali i izuzetno popu-
laran predavac. Patio je od mani¢nih depresija, koje su ga drasti¢no ometale u
radu.

Rasel Bertrand Arthur William Russell, 3rd Earl Russell (1872-1970), britan-
ski filozof i matematicar. Njegove logic¢ke analize imale su veliki uticaj na tok
razvoja filozofije i matematike dvadesetog veka. Jedno od najznacajnijih dela
mu je The Principles of Mathematics (1902), knjiga u kojoj je pokusao da ma-
tematiku pomeri iz apstraktnih filozofskih koncepata i dé joj precizan nau¢ni
okvir. Sa britanskim filozofom i matemati¢arom Vajthedom radio je osam godi-
na na monumentalnom delu Principia Mathematica (3 toma, 1910-1913). Ova
knjiga, koja se smatra jednim od remek-dela racionalne misli, pokazala je da
matematika moZe biti razmatrana u terminima opste logike. U svojoj knjizi
The Problems of Philosophy (1912), Rasel se, kao realista i logicki pozitivista,
suprotstavio idealizmu, dominantnoj filozofskoj skoli tog vremena. Tokom Pr-
vog svetskog rata, Rasel je osudivao obe strane u ratu, i zbog toga je kaznjavan,
zatvaran i udaljen sa svog predavackog mesta u Kembridzu. Nakon rata, pose-
tio je Sovjetski Savez i bio razocaran tamosnjim socijalizmom. Tokom 1921. i
1922. predavao je na univerzitetu u Pekingu, a u godinama koje su sledile, u
privatnoj skoli u Engleskoj koju je osnovao i, kasnije, na razli¢itim mestima u
Sjedinjenim Ameri¢kim Drzavama. Nakon rata aktivno se borio protiv nukle-
arnog naoruzavanja. Godine 1950. dobio je Nobelovu nagradu za knjiZevnost
i pominjan kao ,,$ampion humanizma i slobode misli”. U svojoj osamdeset de-
vetoj godini ponovo je bio u zatvoru, zbog uces¢a u anti-nuklearnim demon-
stracijama.

Robinson Alan Robinson, ameri¢ki matematicar, logic¢ar i informati¢ar. Dok-
torirao je na univerzitetu Prinston 1956. godine, i nakon toga radio na vise
univerziteta i istrazivackih institucija. Objavio je veliki broj nau¢nih radova,
uklju¢ujudi znameniti rad o rezoluciji 1965. Smatra se jednim od istraZzivaca
koji su dali najvedi doprinos razvoju automatskog dokazivanja teorema. Sada
je pocasni profesor logike i racunarstva na univerzitetu Sirakuza.

Skolem Thoralf Albert Skolem (1887-1963), norveski matematicar. Najveci
deo naucne karijere proveo je na univerzitetu u Oslu. Objavio je oko 190 radova,
od kojih oko treé¢inu ¢ine radovi iz matematicke logike, a ostatak radovi iz alge-
bre i teorije grupa, teorije skupova i teorije brojeva. Prosirio je Lovenhajmovu
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teoremu do tzv. Skolem-Lovenhajmove teoreme koja kaZe da ako teorija ima
model, onda ima prebrojiv model.

Smaljan Raymond Smullyan (1919-), americki logi¢ar i matematic¢ar. Napi-
sao je nekoliko veoma popularnih knjiga o matematickoj logici, $ahu i zanim-
ljivim matemati¢kim problemima.

Sefer H. M. Sheffer (1883-1964), americki filozof. Godine 1913. definisao
je logi¢ki veznik koji danas zovemo Seferov simbol (eng. Sheffer’s stroke) i
koji ¢ini potpuni sistem veznika za iskaznu logiku. Cesto se otkri¢e da po-
stoji jedno¢lan potpuni skup veznika pogresno pripisuje Seferu; ta ¢injenica,
medutim, kao i jedan takav veznik (dualan Seferovom) bili su poznati i pre
Seferovog otrkica.

Tarski Alfred Tarski (1902-1983), poljski matematicar. Roden je u porodi-
ci poljskih Jevreja Tajtelbaum (Teitelbaum), u VarSavi, koja je tada bila deo
Ruske imperije. U toku Prvog svetskog rata, nakon sto su 1915. Centralne
sile (Nemacka i Austro-Ugarska) potisnule ruske snage iz Poljske, pocelo je
obnavljanje poljskih institucija, uklju¢uju¢i Poljski univerzitet u Varsavi. Za
kratko vreme ovaj univerzitet okupio je mnoge istaknute poljske matematicare
tog doba i postao jedan od vodecih svetskih univerziteta. Na tom univerzitetu,
Alfred Tajtelbaum godinu dana je studirao biologiju, a onda pre$ao na studije
matematike. U jeku obnavljanja drZave i poljskih nacionalnih osecanja, Al-
fred Tajtelbaum promenio je, 1923. godine, svoje prezime u Tarski i umesto
judaizma prihvatio katolicku veru. Doktorirao je 1924. i ve¢ te godine dos$ao
do izuzetno znacajnih rezultata u teoriji skupova. Nekoliko godina radio je i
saradivao sa Lukasijevicem. Godine 1933. objavio je svoj koncept istinitosti u
radu koji mnogi smatraju jednim od najznacajnijih radova u razvoju matema-
ticke logike (Pojam istinitosti u formalizovnim jezicima, originalno objavljen
na poljskom jeziku), a godine 1936. koncept logicke posledice (u radu O pojmu
logicke posledice). Napad nemackih snaga zatekao ga je u poseti univerzitetu
Harvard. Od 1942. najveci deo karijere proveo je na univerzitetu Kalifornije
u Berkliju, pri ¢emu je nekoliko godina proveo kao gostujuci profesor u Lon-
donu, Parizu, Los Andelesu i Cileu. Smatra se jednim od &etiri najveéa logicara
svih vremena (pored Aristotela, Fregea i Gedela). Njegovo delo ¢ini oko 2500
strana iz mnogih oblasti matematike: teorije skupova, teorije mere, topologije,
geometrije, algebre i, naravno, matematicke logike. Najznacajniji njegovi do-
prinosi matematickoj logici su koncept semantike i semanti¢ki metodi koji su
doveli do nastanka i razvoja teorije modela, kao i rezultati u polju odlucivosti i
neodlucivosti. Dokazao je da su teorija realnih zatvorenih polja i elementarna
geometrija odlucive, a da su teorija grupa i projektivna geometrija neodlucive.
U okviru jednog predavanja na Harvardu 1940. godine, rekao je ,problem
odlu¢ivanja u opstem obliku nema reSenje... mnogi matematicari osetili su
istinsko olak$anje kada su saznali za ovaj rezultat. MoZda su tokom besanih



Biografske beleske 223

noéi sa uzasom razmisljali o trenutku kada ¢e neki uvrnuti metamatematicar
nadi reSenje za problem odlucivanja i napraviti masinu koja moZe da automat-
ski resi bilo koji matemati¢ki problem... Opasnost je sada okon¢ana. .. i mate-
maticari... mogu da spavaju spokojno”. Bio je ekstrovertna li¢nost, snazne
volje i energije i ostrog jezika. Bio je harizmatski predavac, poznat po svom
briljantnom stilu izlaganja.

Tjuring Alan Mathison Turing (1912-1954), engleski matematicar i logicar.
Studirao je i najveci deo karijere proveo na KembridZzu. Najpre se bavio vero-
vatno¢om, a kasnije uglavnom matematickom logikom. Godine 1936. defini-
sao je apstraktnu masinu, danas poznatu kao Tjuringova masina. Nezavisno
od Cer¢a dokazao je 1936. godine neodluéivost aritmetike. Nakon toga, proveo
je dve godine u Americi radeéi zajedno sa Ceréom. Tokom rata radio je za bri-
tansku vladu u Bletchley Park, na razbijanju nemackih ratnih ifara. Posle rata
njegovi planovi za konstrukciju ra¢unara bili su odbijeni kao preambiciozni.
Pored rada na problemu re¢i u teoriji grupa, bavio se i pisanjem programa za
apstraktne racunare, neurologijom i kvantnom teorijom, ali i kriptografskim
problema (za britansku tajnu sluzbu). Godine 1950. objavio je znameniti rad
Computing machinery and intelligence in Mind u kojem je vizionarski otvo-
rio mnoga pitanja koja ¢e postati aktuelna sa razvojem racunara. U tom tekstu
predloZio je test, koji se danas naziva Tjuringov test i dalje koristi kao mera
inteligentnog ponasSanja racunara. Bio je hapSen i kaznjavan zbog homoseksu-
alizma i pod jakim pritiscima britanske tajne sluzbe. Preminuo je od trovanja
cijanidom, pod nedovoljno razjasnjenim okolnostima.

Vajthed Alfred North Whitehead (1861-1947), britanski matematicar i filo-
zof. Predavao je na KembridZu, na Imperijal koledZu (London) i na univerzite-
tu u Harvardu. Roden je u anglikanskoj porodici, tokom svojih tridesetih godi-
na poceo je da se pribliZzava katoli¢koj crkvi, da bi sredinom devedestih godina
devetnaestog veka, pod uticajem razvoja nauke, postao agnostik. Bavio se al-
gebrom, zasnivanjem projektivne i nacrtne geometrije i filozofijom nauke. Sa
Raselom je napisao monumentalno delo Principia Mathematica. Najznacajnije
samostalno delo mu je knjiga Process and Reality (1929), u kojoj je izloZio svoje
metafizicke teorije.

Vos Larry Wos, ameri¢ki matematicar i informatic¢ar. Od 1957. godine radi u
Argon nacionalnoj laboratoriji (SAD). Uveo je novi naziv za oblast automatskog
dokazivanja teorema — automatsko rezonovanje, oznac¢avajuéi time da je oblast
sazrela dovoljno da pokriva mnogo vise od pronalaZzenja dokaza. Uveo je kon-
cept strategije u automatsko rezonovanje, propagirao eksperimentalni pristup
i razvio sisteme za automatsko rezonovanje koji su dali odgovore na nekoliko
do tada otvorenih matematickih pitanja. Godine 1997. sistem razvijen u nje-
govom timu automatski je dokazao tzv. Robinsovu hipotezu, tvrdenje koje je
Sezdeset godina do tada bilo nedokazano. Smatra se jednim od najznacajnijih
istrazivaca u istoriji automatskog rezonovanja.
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Dodatak D

ReSenja zadataka

1. Pretpostavimo suprotno — pretpostavimo da formula (D A A) = —B nije
tautologija, tj. pretpostavimo da postoji valuacija v takva da je I,((D A A) =
-B)=0.1zI,(DANA) = -B) =0sledi I,(DAA) =1i1,(—~B) =0, a odatle
I,(D)=1,1I,(A) =1il,(B) = 1. Formula (AAC) = —D je tautologija, pa vazi
I,((AANC) = =D) = 1. Kakoje I,(-D) = 0, mora da vazi I, (AAC) = 0, odakle
sledi da je I,(C) = 0 (jer je I,(A) = 1). S druge strane, formula A = (B = C)
je tautologija, pa vazi I,(A = (B = (C)) = 1. Kako je I,(A) = 1, mora da
vazi I,(B = C) = 1. Vazi I,(B) = 1, pa mora da vazii I,(C) = 1, §to je
u kontradikciji sa I,(C) = 0. Dakle, polazna pretpostavka je bila pogresna,
odakle sledi da je formula (D A A) = —B tautologija.

10. DokaZimo najpre, metodom istinitosnih tablica, da je formula

(A= (B=0C)= (((ANC)= -D)= ((DANA)=-B))

tautologija:
A = (B = 0 == (A A O == - D = (D A A = = B)Y
0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1
0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1
0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1
1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0
1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0
1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0
1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0
1 0 1 0 0 1 e 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1

Formula (A = (B = C)) = (((AAC) = —=D) = ((D AN A) = —-B)) je, dakle,
tautologija i, na osnovu pretpostavke, formula A = (B = C) je tautologija, pa,
na osnovu teoreme 2.2, sledi da jeiformula ((AAC) = —-D) = ((DAA) = —B)
tautologija. Formula ((A A C) = —D) = ((D A A) = —B) je tautologija i, na
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osnovu pretpostavke, formula (A A C') = =D je tautologija, pa na osnovu
teoreme 2.2, sledi da je i formula (D A A) = —B tautologija.

11. Akoje v(p) = 0iv(q) = 0,ondaje I,(AAq) =0iI,((AAq) = —p) =L
Sli¢no, ako je v(p) = 1iv(g) = 1, ondaje I,(A A q) = I,(A) i I,(—p) =0, paje
I,((AANg) = —p) = 1—I,(A). Analogno odredujemo istinitosnu vrednost date
formule za svaku kombinaciju vrednosti v(p) i v(g). Te vrednosti prikazane su
u narednoj tablici:

(A A q) = - p = (» = - 9 = A)
0 0 T T 0 LA 0 1 1 0 I.,(A4
I,(4) 1 1 1 0 IL(A) 0 1 0 1 IL(A
0 0 1 0 1 IL(A 1 1 1 0 LA
L4 1 1-I,(4 0 1 1 1 0 0 1 1

Dakle, da bi data formula bila tautologija mora da vaZi I,,(A) = 1 u sluca-
jevima v(p) = v(q) = 0, v(p) = 0,v(q) = 1, v(p) = 1,v(g) = 0, dok u slucaju
v(p) = v(¢) = 1, formula A moZe da ima proizvoljnu vrednost. Dakle, formula
A za koju u svakoj valuaciji vazi I, (A) = 1ispunjava uslov zadatka, pa A moZe
biti formula T.

18. Neka p oznacava tvrdenje ,, R uvek govoriistinu” i neka ¢ oznacava tvrdenje
,,Levi put vodi u glavni grad”. MeStaninu R treba postaviti pitanje ,,Da li je
tacno P?” (gde je P iskaz izraZen u funkciji p i ¢). Ozna¢imo sa R(A) odgovor
mestanina na pitanje ,,Da li je ta¢no A?” — 0 ako je njegov odgovor nei 1 ako
je njegov odgovor da. Postavljeno pitanje treba da bude takvo da je R(P) u
svakom slucaju jednak vrednosti iskaza q. Odredimo tvrdenje P.

Ako je u nekoj valuaciji 7,(p) = 0 (fj. R uvek govori laz) i ako je R(A)
jednako 0, onda u toj valuaciji mora da vazi I,,(A) = 1. Ako je u nekoj valuaciji
I,(p) = 0 (4. R uvek govori laz) i ako je R(A) jednako 1, onda u toj valuaciji
mora da vazi I,(A) = 0. Ako je u nekoj valuaciji I,(p) = 1 (j. R uvek govori
istinu) i ako je R(A) jednako 0, onda u toj valuaciji mora da vazi I, (4) = 0. Ako
je u nekoj valuaciji I,(p) = 1 (. R uvek govori istinu) i ako je R(A) jednako
1, onda u toj valuaciji mora da vazi I,(A) = 1. Dobijeni zaklju¢ci mogu biti
prikazani u vidu sledece istinitosne tablice:

—_ O O

Iskaz P moZze daima formu R(B) i onda je potrebno da je u svakoj valuaciji
vrednost R(R(B)) jednaka ¢. Odredimo tvrdenje B. Vrednosti za iskaze R(B)
i B dobijaju se na osnovu prethodne istinitosne tablice. Te vrednosti prikazane
su u sledecoj istinitosnoj tablici:
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—__ O o3
— o~ ol

Ocigledno, u svakoj valuaciji je I,(B) = I,,(q), pa zaklju¢ujemo da traZeno
pitanje moZe da bude ,,Da li je tatno R(q)?” ili ,,Da li je tatno da bi mi ti odgo-
vorio potvrdno ako bih te pitao da li levi put vodi u glavni grad?”.

25.
()

(b)

Formula A nije kontradikcija, pa postoji valuacija v, takva daje I,, (A) =
1. Formula B nije tautologija, pa postoji valuacija v, takva daje I, (B) =
0. Pretpostavimo da formule A i B nemaju zajednic¢ko nijedno iskazno
slovo. Tada moZemo da definiSemo valuaciju v na slede¢i nacin:

(p) = v1(p), ako se ppojavljuje u A
U= 0, (p), inace

Tada vazi I,(A) = I,,(A) =11 I,(B) = I,,(B) = 0, pa A = B nije tau-
tologija, to je suprotno zadatim uslovima. Dakle, polazna pretpostavka
je pogresna, pa zaklju¢ujemo da formule A i B moraju da imaju bar jedno
zajednicko iskazno slovo.

Neka je kanonska disjunktivna normalna forma formule A jednaka A; Vv
Az V...V A, ineka je kanonska konjunktivna normalna forma formule
B jednaka By A Ba A ... A B,. Formula A = B je tautologija, pa na
osnovu logictke ekvivalencije (PV Q) = R = (P = R)AN(Q = R)i
jednostavnog induktivnog argumenta zaklju¢ujemo da je svaka od for-
mula A; = B (i = 1,2,...,m) tautologija. Analogno, kako je formula
A; = B (i = 1,2,...,m) tautologija, na osnovu logicke ekvivalencije
P = (QAR)=(P= Q) A (P = R)ijednostavnog induktivnog argu-
menta zaklju¢ujemo da je svaka od formula 4; = B; (i = 1,2,...,m,
j =1,2,...,n) tautologija. To je moguée samo ako za svaki par A4;, B;
postoji literal /;; koji se u A; pojavljuje kao konjunkt, a u B; kao disjunkt.
Neka je formula C' jednaka

n

/\ b

i=1j=1

<z

Kako je skup literala A"_, l;; podskup skupa literala formule A; sledi
daje A; = Aj_, li; tautologija (jer je formula P A Q = P tautologija).
Dodatno, koriséenjem tautologije (P = Q) A (R = S)) = (PV R =
Q Vv S) moze se matematickom indukcijom dokazati da je formula

Al\/AQ\/\/Am:>\7/n\lU

i=1j=1
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tautologija, tj. da je formula A = C tautologija.

Kako je literal {;; (¢ = 1,2,...,m, j = 1,2,...,n) disjunkt formule B;,
sledi da je l;; = Bj; tautologija (jer je formula P = P V ( tautologija).
Dodatno, koriséenjem tautologije (P = Q)A(R=5)) = (PAR= QA
S) moze se matemati¢kom indukcijom dokazati da je formula A7_, l;; =
BiABaA. ..\ By, tautologija. Kako to vazi zasvakoi (i = 1,2,...,m),na
osnovu logi¢ke ekvivalencije (P = R) A (Q = R) = (P V. Q) = R sledi
dajei
\/ /\l” = BiANBsA...ANB,

i=1j=1

tautologija, tj. da je formula C' = B tautologija.

40.
-A [A]
7_‘E
L efq
AV B B [B]2
VE, 1,2
B
41.
[A]* [A= B’
-E
—A p=
ﬁB:>ﬁA:>Ll:>I3
(A= B) = (=B = =4) ’
42.
[BAC) [BAC)
[A]? [A]? 5 \E
avg ¥ avet aveY  ave V!
[AV(BAO)Y (AVB)A(AVC) (AVB)A(AVO) VE 9.3
(AVB)A(AVC) 1 o
(AV(BAQC)) = ((AVB)A(AV () ’
43
[A]> (B!
4. o N
[-(A A B)] ANB
J_ -
T AP
AV A -AV-B -AV-B VE.2.3
~AV B =14 o

“(AAB) = (WAV -B)
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44.

AF A BB
Faa f g-pr
A= B, -BFr-4 L
=R

A= BF (-B = -A4)
F(A= B)= (—-B = -4)

47. Nekaje £ = (X,11,ar), gdeje X = {f}, I = {p}iar(f) =liar(p) = 1.
Odredimo L-strukturu ® = (D, I*) takvu da je ona model date formule, pri
Eemuje IL(f) = f] i Iﬂ(p) =pr.

Nekaje D = N, fi(n) = n+ 2 (gdejen € N)ip;(n) = 1 ako i samo ako
je n paran broj. Dokazimo da je ® = (D, I*) model formule A = (Vz)(p(x) =
p(f()).

Dokazimo da je I,(A) = 1 za svaku valuaciju v. Pretpostavimo suprotno
— pretpostavimo da postoji valuacija v takva da je I,(A) = 0. Na osnovu
definicije 3.10, iz I,(A) = 0 sledi da postoji valuacija w takva daje v ~, w i
I,(p(xz) = p(f(x))) = 0. Na osnovu iste definicije, odatle sledi da je I.,(p(z)) =
1i I,(p(f(z))) = 0. Neka je w(xz) = n, gde je n element skupa N. Tada je
1= I,(p(x)) = pr(n)i0 = I,(p(f(x))) = pr(fr(n)) = pr(n + 2), odakle sledi
da je n paran broj, a n + 2 neparan, 5to je neta¢no za svaki prirodan broj n.
Dakle, I,(A) = 1 za svaku valuaciju v, tj. L-struktura ® = (N, I¥) je model
date formule A.

=R

48. Neka je v proizvoljna valuacija. £-struktura © je model date formule ako
je I, (Vz)(p(z, f(x)) = p(f(x),z)) = 1, tj. ako za svaku valuaciju w takvu da je
v ~e wvazi Ly (p(z, f(x) = p(f(2),2)) = 1.

Dovoljno je razmatrati moguénosti w(z) = a, w(x) = biw(z) = ¢. Vrednosti
I,(p(z, f(z)) = p(f(x),x)) = 1 mogu tada biti prikazane i u vidu tablice:

w(z) | ff(u;(w)) | pr(w(z), fr(w(x))) | pr(fr(w@)), w()) || Lw(p(z, f(z)) = p(f(z),z))
a 1 1
b a 1 1 1
c a 0 0 ‘ 1

Dakle, za proizvoljnu valuaciju v je I, (Vz)(p(z, f(x)) = p(f(z),x)) = 1, pa
je © model formule (Vz)(p(z, f(z)) = p(f(z),x)).

49. Neka je £ = (X,1II,ar), ¥ = {} Il = {p}iar(p) =2, D = {a,b} inekaje
I*(p) = pr. Dabi® = (D, I*) bio model formule A treba da za proizvoljnu
valuaciju v vazi I, ((V:v)(Ely)( (m y) = —p(y,z))) = 1, {j. za svaku valuaciju
w takvu da je v ~, w vazi I,((Jy)(p(z,y) = —p(y,z))) = 1. Postoje dve
moguénosti: w(z) = aiw(z) = biza obe treba da vazi L,((3y)(p(z,y) =
-p(y,x))) = 1. Vazi I,((3y)(p(z,y) = —p(y,x))) = 1 ako postoji valuacija w’
takva daje w ~, w'i L, (p(x,y) = —p(y, x)) = 1. Za svaku valuaciju w postoje
dve takve valuacije w” — jedna, za koju vazi w'(y) = a i druga, za koju vazi
w'(y) = b (pritome vaziiw'(z) = w(x)). Vazi L, (p(z,y) = —p(y,x)) = Lakoje
Ly (p(z,y)) = 0ili L (—p(y, ) = 1, §j. ako je Ly (p(x,y)) = 0ili I, (p(y, x)) =
0. Dakle, vazi:
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(w(z) = aily((Fy)(p(z,y) = —p(y,2))) = Di(w(r) =bil,((3y)(p(z,y) =
—p(y,z))) = 1)
odakle sledi

(w(x) = ai((W'(y) = ailw(plr,y) = -ply,z) = 1)ili (W'(y) = b
i Ly (p(x,y) = —ply,x) = 1) i (w(x) = bl (W'(y) = alf (pley) =
—p(y,x)) = 1) ili (w'(y) = bi Ly (p(z,y) = —p(y,x)) = 1)))
odakle sledi

(w@) = aiw'(y) = aily(p(r,y) = —ply,r) = 1)ili (w(z) = ai
w'(y) = bilw (p(z,y) = -p(y,2)) =1))i(w(z) =biw'(y) =ailvp(z,y) =
—p(y,x)) = 1) ili (w(z) =biw'(y) =bi Ly (p(z,y) = —ply,z)) = 1))
odakle sledi

(W'(z) = aiw'(y) = aily(plr,y) = —ply,z)) = 1ili (w'(z) =ai
wl(y):bilw’( ):>ﬁ ( LL‘)) 1)1((’[1}( ):blwl( ):ailw’(p(x7y):>
—p(y,z)) = 1)ili (w( )=biw'(y) =bi Ly (p(x,y) = —p(y,z)) = 1))

odakle sledi

('(2) = aiw'(y) = ai (L (ple,y) = 0ili L(ply. 2)) = 0) i (w'(2) = a
iw'(y) = bi(lw(p(x,y) = 0ili Ly (p(y, ) = 0) i ((w'(z) =biw'(y) =ai
(Lw (p(z,y)) = 0ili L (p(y, z)) = 0)) ili (w'(z) = biw'(y) = bi(lw (p(z,y)) =
ili L (p(y, ) = 0)))
odakle sledi

((pr(a,a)) = 0ilips(a,a)) = 0)ili (ps(a, ) = Olllpl(b a) =0))i((ps(b,a)) =
0ili pr(a,b) = 0) ili (p; (b, b) = 0ili p; (b, b) =
odakle sledi

(pr(a,a)) = 01ili pr(a,b) = 0ili pr(b,a) = 0)i(pr(b,a)) = 0ilips(a,b) = 0ili
pr(b,b) = 0)

Da bi £-struktura D bila model za datu formulu mora da vazi (p;(a,a)) = 0
ili pr(a,b) = 01ili py(b,a) = 0) i (pr(b,a)) = 0ili pr(a,b) = 0ili p;(b,b) = 0).
Neposredno se moZze proveriti da ima 13 (od ukupno 16) funkcija p; : D? —
{0, 1} koje zadovoljavaju taj uslov. Svakoj od tih funkcija odgovara po jedan
trazeni model (do na izomorfizam).

\-/S
1/\

50. Nekaje £ = (X,1I, ar), priemuje X = { f,a}, Il = {p}, ar(f) = 2,ar(a) =0
iar(p) =2.

Nekaje D = Z, I*(f) = f1, [*(a) = ar i I*(p) = p;, priéemuje f1(z1,22) =
z1+ 22 (21,22 € Z), a5 = 01pr(z1, 22) = 1 akoisamo akoje z1 = 22 (21,22 € Z).
Dokazimo da je ® = (D, I*) model date formule. Dokazimo da za proizvoljnu
valuaciju v vazi I,(Vz)(3y)p(f (2, y),a)) = 1. Pretpostavimo suprotno — pret-
postavimo da postoji valuacija v za koju vazi L,((Vz) 3y)p(f(x,y),a)) = 0.
Tada, na osnovu definicije 3.10, sledi da postoji valuacija w takva da je w ~, v
i Ly(Fy)p(f(z,y),a)) = 0 (neka je u toj valuaciji w(z) = 2, z € Z). To dalje
znati da za svaku valuaciju v’ takvu da je w’ ~, w (dakle, vazi w'(z) = z2)
ivazi I, (p(f(z,y),a)) = 0. Medutim, u valuaciji u kojoj je w'(y) = —z vazi
Ly (p(f(z,y),a)) = pr(fi(z,—2),0) = pi(z + (=2),0) = p1(0,0) = 1, Sto je
u kontradikciji sa 1.,y (p(f(x,y),a)) = 0. Dakle, polazna pretpostavka je bila
pogresna, te sledi da za proizvoljnu valuaciju v vazi I, ((Vz) (3y)p(f(z, y),a)) =
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1, §j. L-struktura © je model date formule.

Nekaje D = N, I*(f) = fr, I*(a) = ariI*(p) = pr, pri¢emuje f1(n1,nz2) =
ni + N2 (nl,ng S N), ar = in;(nl,ng) = 1 ako i samo akoje ny = ng (nl,ng S
N). Dokazimo da je ® = (D, I*) kontramodel date formule. DokaZimo da
postoji valuacija v za koju vazi I,,((Vz)(3y)p(f(z,y),a)) = 0. Pretpostavimo
suprotno — da za proizvoljnu valuaciju v vazi L,((Vz)(3y)p(f(z,y),a)) = 1.
Tada, na osnovu definicije 3.10, sledi da za svaku valuaciju w takvu da je
w ~y vvazi L,((3y)p(f(z,y),a)) = 1. Neka je w proizvoljna valuacija i neka je
w(z) =n,gdejen € Nin > 0.1z I,((Jy)p(f(z,y),a)) = 1 sledi da postoji va-
luacija w’ takva da je w’ ~, w (dakle, vazi w'(z) = n)ivazi L, (p(f(z,y),a)) =
1. Pretpostavimo da je w'(y) = m, m € N. Tada vazi L, (p(f(z,y),a)) =
pr(fr(n,m),0) = pr(n+ m,0). Medutim, p;(n + m, 0) je jednako 1 samo ako je
n+m = 0, $to nije tacno ni za koju vrednost m, m € N (jer je n > 0). Dakle, po-
lazna pretpostavka je bila pogresna, te sledi da postoji valuacija v za koju vazi
L, ((Vz)(3y)p(f(z,y),a)) = 0, tj. L-struktura D je kontramodel date formule.

51. Nekaje £ = (£,IL,ar), pri ¢emuje ¥ = {f}, IL = {p}, ar(f) = 1, ar(p) = 2.

(@) Neka je ® = (N, I%) i I*(f) = f1, I*(p) = pr, pri Cemu je fr(n) =
n+ 11ipr(n1,n2) = 1 ako i samo ako je n1 < ng. DokaZimo da je £L-
struktura © model date formule A, tj. dokaZimo da za svaku valuaciju
v vazi I,(A) = 1. Pretpostavimo suprotno — pretpostavimo da postoji
valuacija v takva da je I,(A) = 0. Na osnovu definicije 3.10, sledi da
L, ((V2)(p(x, f(2)) A =p(x,x))) = 0ili L((V2)(vy)(Vz)(p(z, y) A p(y, 2) =
p(z,2))) = 0.

- Pretpostavimo da je I, (Vz)(p(z, f(x)) A —p(x, x)) = 0. Odatle sledi
da postoji valuacija w takva daje w ~, v takva daje L,((p(z, f(x)) A
—-p(z,z))) = 0. Pretpostavimo da je u toj valuaciji w(z) = n, gde je
n € N. 1z I, ((p(z, f(x)) A =p(x,x))) = 0sledi daje I, (p(x, f(z))) =
0ili I, (—p(z, z)) = 0, §.daje pr(w(z), fr(w(z))) = 0ili pr(w(z), w(x))
=1,t. danijen < n+ 1ili daje n < n, Sto nije ispunjeno ni za jedan
brojn, n € N.

— Pretpostavimo daje I,,((Vx) (Vy) (Vz) (p(z, y) Aply, z) = p(z, 2))) = 0.
Odatle sledi da postoji valuacija w takva da je w ~, v takva da je
L,(Vy)(V2)(p(z,y) A p(y, 2) = p(z,2))) = 0. Neka je w(z) = ny. Iz
L,(Vy)(Vz)(p(z,y) A ply,z) = p(z,2))) = 0sledi da postoji valua-
cija w' takva daje w’ ~, w (dakle, vazi w’'(x) = w(x) = n;) takva da
je Lw (V2)(p(z,y) A p(y,2) = p(x,2))) = 0. Neka je w'(y) = na.
Iz L, ((V2)(p(xyy) A ply,z) = p(z,z))) = 0 sledi da postoji va-
luacija w” takva da je w” ~, w' (dakle, vazi w"(z) = w'(z) =
w(z) =m iw’(y) = w'(y) = ne) takva daje I, ((p(z,y) A p(y, 2) =
p(x,z))) = 0. Neka je w”(z) = ns. Iz Ly ((p(z,y) A p(y,z) =
p(z,2))) = 0sledi daje L, (p(z,y) Ap(y,2)) = 11 Ly (p(x,2)) =
01, dalje, I, (p(z,y)) = 1, Ly (p(y, 2)) = 11 Ly (p(z,2)) = 0,
§. pr(w” (), w"(y)) = 1, pr(w”(y),w”(2)) = Lipr(w"(z),w"(2)) =
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(b)

(©)

0. Odatle sledi pI(nl, ng) = 1, p](ng, n3) =1 ipl(nl, ng) =0 i, dalje,
sledi da je ta¢no ny < ng, ng < ng ida nije ta¢no ny < nz. Medutim,
to nije ispunjeno ni za koja tri prirodna broja n1, ng, ns.

Dakle, pretpostavka je bila pogresna, te sledi da za svaku valuaciju v vazi
I,(A) =1, §j. L-struktura D je model formule A.

Neka je ® = ({a},I7) i I*(f) = f1, I*(p) = pr, pri Cemu je fi(a) = a
i pr(a,a) = 1. Dokazimo da je ® kontramodel za formulu A. Pret-
postavimo suprotno — pretpostavimo da za proizvoljnu valuaciju v vazi
daje I,(A) = 1. Tada je, na osnovu definicije 3.10, I,((Vz)(p(z, f(x)) A
w(x,2))) = 11 L((Vz)(Vy)(V2)(p(z,y) A ply,2) = p(2,2)) = 1. Iz
I,((Vz)(p(z, f(x)) A —p(z,x))) = 1 sledi da za proizvoljnu valuaciju w
takvu da je w ~, v vazi I,((p(z, f(z)) A =p(z,z))) = 1. Mora da je
w(z) = a (jerje D = {a}), paje I,(p(z, f(z))) = 11 I,(=p(z,z)) = 1. 1z
I,(—p(z,z)) = 1sledi I,(p(z,z)) =0, §j. pr(w(z), w(z)) =0, §. pr(a,a) =
0, §to je netatno, pa sledi da je pretpostavka bila pogresna, odakle dalje
sledi da postoji valuacija v takva da je I,,(A) = 0, §j. sledi da je ® kon-
tramodel za datu formulu A.

Pretpostavimo da je L-struktura ® = (D, I*) model date formule A i
pretpostavimo da je skup D konacan, tj. pretpostavimo da je D = {d1, da,
vy dm b

Neka je I*(f) = friI*(p) = p;. Neka je d’ odreden na sledeci nacin:

- neka je dj, proizvoljan element skupa D;
- nekajed;, , = fi(d})zai> 0.

Skup D je konatan, paunizud,,i=0,1,2,..., mora da postoji bar jedan

element koji se ponavlja, tj. postoje vrednosti j i k (j < k) takve da je
d; = d,.

Na osnovu pretpostavke, © je model za formulu A, pa za proizvoljnu
valuaciju v vazi I, (A) = 1. Odatle, na osnovu definicije 3.10, sledi da vazi
I, ((Vz)(p(x, f(2)) A —pz,2))) = 11 L,((V2)(Vy)(V2)(p(z,y) A ply, 2) =
p(z, 2))) = 1.

Iz I,((Vx)(p(z, f(x)) A —p(z,z))) = 1 sledi da za proizvoljnu valuaciju w
takvu da je w ~, v vazi I, (p(x, f(z)) A —p(z,z)) = 1. Odatle dalje sledi
pr(w(z), fr(w(z))) = 1ipr(w(z), w(z)) = 0. Valuacija w je proizvoljna,
pa je moZemo odabrati tako da vazi w(z) = dj. Tada vazi p;(d}, fr(d})) =
Lipr(d,dj) = 0, tj. zasvako i (i = 0,1,2,...) vazi pr(dj,dj,,) = 11i
pr(d;,d}) =0.

S druge strane, iz I, ((Vz) (Yy)(Vz) (p(z, y) Ap(y, 2) = p(x,2))) = 1sledida
za proizvoljnu valuaciju w takvu da je w ~, v vazi I, (Vy) (Vz) (p(z, y) A
p(y,z) = p(z,z))) = 1. Kako je w proizvoljna valuacija, moZemo je
odabrati takoda vaziw(z) = d'. 1z L, (Yy) (V2) (p(x, y) Ap(y, z) = p(z, 2)))
= 1sledi da za proizvoljnu valuaciju v’ takvu da je v’ ~, w (dakle, vazi
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w'(z) = w(z) = d')vazi L, (V2)(p(x, y) Ap(y, 2) = p(z, 2))) = 1. Kako je
w' proizvoljna valuacija za koju vazi w’ ~, w, mozemo je odabrati tako
da vaziw'(y) = d". 1z I, ((V2)(p(z,y) A p(y,z) = p(x,2))) = 1sledi da
za proizvoljnu valuaciju w” takvu da je w” ~, w’ (dakle, vazi w"(z) =
w'(z) = w(x) = d"iw"(y) = w'(y) = d") vazi Ly (p(z,y) Np(y,2) =
p(z,2)) = 1. Kako je w” proizvoljna valuacija za koju vazi w” ~, w/,
moZemo je odabrati tako da vazi w”(z) = d". 1z L, (p(z,y) A ply, z) =
p(z,2)) = 1sledi daje I, (p(x,y) Ap(y, 2)) = 0ili L, (p(x, 2)) =1, §j. da
vazi Ly (p(z,y)) = 0ili Ly (p(y,2)) = 0ili I, (p(z,2)) = 1, tj. da vazi
pr(w” (@), 0" (y)) = 0 ili py(w”(y),w"(2)) = 0 li ps(w" (&), w () = 1.
Dakle, za svaka tri elementa d’, d”, d"” skupa D vazi p;(d’,d”") = 0 ili
pr(d”,d") = 0ili p;(d’,d") = 1. Veé¢ smo dokazali da za svako i (i =
0,1,2,...) vazi p;(dj,d; ;) = 1, odakle sledi da za d' = dj, d" = di1,
d" = d; 42 (za proizvoljno i, ¢ = 0,1,2,...) mora da vazi p;(d’,d") = 1,
tj. pr(dj,d;,,) = 1. Analogno, jednostavno se pokazuje matematiékom
indukcijom da vazi p;(dj,d;,;) = 1 za proizvoljno i, i = 0,1,2,... i
proizvoljno [, I = 1,2,.... Dakle, vazi¢eip;(d}, d}) = 1, tj. pr(d}, d;;) =
(jer je d; = d}). Medutim, ve¢ smo pokazali da za svako i (i = 0,1,2,.. .)
vazi p;(d;, d;) = 0, 8to je u kontradikciji sa pr(dj,d;) = 1. Dakle, po-
lazna pretpostavka je bila pogresna, odakle sledi da za datu formulu A
ne postoji model koji ima konac¢an domen.

52. Neka je ® proizvoljna L-struktura, pri ¢emu za signaturu £ = (3,11, ar)
vazip € Il'iar(p) = 11ineka je V proizvoljan skup promenljivih takav da je
z,y,z € V. Neka je I*(p) = ps (gde je p; funkcija iz D u skup {0,1}) i neka
je v proizvoljna valuacija. Dokazimo da vazi I,((Vz)(Yy)(3z)(p(z) A p(y) <
p(z))) = 1. Pretpostavimo suprotno — da vazi I, ((Vx)(Vy)(3z) (p(z) A p(y) <
p(2))) = 0. To znadi da postoji valuacija v, takva da je v, ~, v (neka je
vp(2) = dy) i L, (YY) (32)(p(z) Ap(y) < p(z))) = 0. To znaci da postoji va-
1uac1]a vy takva da je vy ~y vy (Vazivy(z) = vy(x) = dy; nekaje vy(y) = dy) i

I,,((32)(p(x) Ap(y) < p(2))) = 0. To znaci da za svaku valuaciju v, takvu da
]e v, ~; vy vazi I, (p(x) A p(y) < p(z)) = 0. Odaberimo valuaciju v, takvu da
je vy~ vy (VaZivy(z) = vy(x) = dpiv.(y) = vy(y) = dy) na slededi naéin:

(a) akoje pr(dy) = 1,nekaje v,(z) = dy;
(b) akoje pr(dy) =0, nekaje v,(z) = d,.

U sluaju (a), vazi L. (p(y)) = 1, paje Lo. (p(z) A p(y)) = Lo. (p(z)) = L. (p(2)),
odakle sledi I, (p(z) A p(y) < p(2)) = 1, 5to je u suprotnosti sa I, (p(x) A
p(y) < p(2)) = 0. Usluéaju (b), vazi I, (p(y)) = 01 I, (p(z)) = 0, odakle sledi
I, (p(x) Ap(y) = 0il, (p(x) Ap(y) < p(2)) = 1, $to je nemoguce. Dakle, u
svakom slucaju dolazimo do kontradikcije, §to znadi da polazna pretpostavka
nije bila ispravna. Dakle, mora da vazi I, ((Vz)(Yy)(32)(p(z) Ap(y) < p(2))) =
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1. Kako je I,, proizvoljna valuacija, sledi da je data formula valjana.

57. Na primer, ~(3z)A < (Va)-A.

58. Vazi (3z)(A = B) = (Fz)(—~AVB) = (Fz)(-A)V (3z)B = =(Vx) AV (Fz)B =
(Vz)A = (3x)B. Iz (3z)(A = B) = (Vz)A = (Jx)B, na osnovu teoreme 3.13
sledi da je data formula valjana.

69. Tvrdenje je moguce dokazati indukcijom po sloZenosti izraza ili na slede¢i
nadin: pretpostavimo da za date izraze e; i e; postoje dva najopstija unifikatora
o1 i 09. Tada postoje supstitucije A1 i A2 takve da vazi o1 = gade 109 = o1\
odakle sledi oo = (02A2) A1 102 = 02(A2A1). Dakle, A2 je trivijalna supstitucija
[ ], pa, na osnovu definicije kompozicije supstitucija sledi da A1 i A2 mogu da
sadrZze samo zamene oblika v' — v" (gde su v’ i v" simboli promenljivih), pa
su unifikatori o i 03 jednaki do na preimenovanje promenljivih.

76. Dati uslovi mogu se reprezentovati na sledec¢i na¢in:

C1: vlasnikpsa(Janko)

C2: Vz(viasnikpsa(x) = volizivotinje(x))

C3: Vz(volizivotinge(x) = (Vy(zivotinja(y) = —udario(x,y))))

C4: udario(Janko, Tuna) V udario(Marko, Tuna)

C5: macka(Tuna)

Cé6: Vz(macka(z) = zivotinja(z))

Metodom rezolucije moZe se dokazati da iz navedenih formula sledi for-
mula udario(Marko, Tuna).

95. Pretpostavimo da je teorija 7 potpuna.

Pretpostavimo da je teorija 7 aksiomatibilna. Kako je skup aksioma teorije
7T rekurzivan, rekurzivan je i skup svih dokaza teorije 7. Za svaki od njih
moZe se neposredno proveriti da li je dokaz neke formule. Kako je teorija 7
potpuna, za proizvoljnu re¢enicu A vazi 7 + Aili 7 + - A. Skup svih dokaza
je rekurzivan i idudi redom kroz njega, naici ¢e se (u kona¢no mnogo koraka)
ili na dokaz za A ili na dokaz za —.A. U prvom slucaju znase davazi7 + A, a
u drugom slucaju zna se da vaZzi 7 I/ A. Opisani postupak, predstavlja, dakle,
proceduru odlucivanja za teoriju 7, pa je ona odluciva.

Pretpostavimo da je teorija 7 odluciva. Tada je skup njenih teorema rekurzi-
van, pa on moZe da ima ulogu skupa aksioma. Taj skup aksioma je rekurzivan,
pa je teorija 7 aksiomatibilna.
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