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Predgovor

Ova knjiga nastala je na osnovu beleski koje prate predavanja za predmet Vestacka inteligencija (na trecoj
godini smera Informatika na MatematiCkom fakultetu Univerziteta u Beogradu) koje smo drzali akademskih
godina od 2007/08 do 2018/19 (prvi autor) i 2019/20, kao i vezbe od 2007/08 do 2011/12 (drugi autor). Dugi
niz godina traZili smo, zajedno sa svojim studentima, najbolje na¢ine da predstavimo kljuéna polja vestacke
inteligencije. Nadamo da izbor sadrZzaja i naéin prezentovanja mogu da budu zanimljivi ne samo studentima,
veé i svima drugima koje interesuje ova oblast ra¢unarstva.

Zahvaljujemo recenzentima, Vesni Marinkovi¢ i Predragu Tadi¢u na detaljnim komentarima i mno§tvu su-
gestija koji su znacajno doprineli kvalitetu knjige. Zahvaljujemo i drugim kolegama koji su nam dali dragocene
komentare i savete, pre svega Filipu Mari¢u, Miroslavu Mariéu i Dusku Vitasu. Zahvaljujemo na veoma pazljivom
Citanju, ispravkama i komentarima i studentima koji su slusali predmet Vestacka inteligencija, pre svega Nema-
nji Mi¢oviéu, Mladenu Canoviéu, Jani Proti¢, Vojislavu Stankovi¢u, Nikoli Preméevskom, Nikoli Ajzenhameru,
Neveni Markovi¢, Uni Stankovié¢, Jeleni Simovi¢, Nikoli Dimitrijevi¢u, Aleksandru Mladenovi¢u, Vladimiru Simo-
novskom, Petru Vukmiroviéu, Danielu Dozi, Ivanu Balevi¢u, Milanu Kovacevi¢u, Nebojsi Loznjakovié¢u, Milosu
Samardziji, Vojislavu Gruji¢u, Nemanji Anti¢u, Denisu Ali¢i¢u, Miodragu Radojevi¢u, Dalmi Beara, Mateji
Marjanovic¢u, Pordu Nemetu, Ognjenu Milinkovié¢u, MiloSu Petrickoviéu, Maji Gavrilovi¢ i Lazaru Peri§i¢u.
Zahvaljujemo i kolegi Petru Velickoviéu na ¢ijim slikama su zasnovane dve slike u delu o maginskom uéenju.
Preostale ilustracije napravili smo mi (koristeéi program GCLC), izuzev onih slika koje ilustruju konkrente
primene i za koje su navedeni izvori.

Zahvaljujemo Aleksandri Jovani¢ koja je napravila dizajn korica i u njega ve§tom ljudskom rukom uklopila
sliku kreiranu primenom tehnika ve§tacke inteligencije. Osnovni motivi na toj slici su ,,0ko” ratunara HAL iz
¢uvenog filma ,;Odiseja u svemiru 2001“ (koji je Cesta personifikacija sistema vestacke inteligencije) i bik sa zidova
peéine Altamire (jedan od najstarijih sa¢uvanih ljudskih artefakata), ¢iji je vizuelni stil preuzet algoritmom
neuronskog prenosa stila.

U pripremi predavanja i ove knjige koristili smo nekoliko znamenitih knjiga o vestackoj inteligenciji, ali, jos
mnogo vise, mnostvo drugih izvora koje bi bilo tesko pobrojati — ¢esto su to bili materijali ili samo pojedinaéni
komentari sa interneta o specifiénim osobinama algoritama opisanih u knjizi, a ¢esto i nasa li¢na iskustva
proistekla iz prakti¢ne primene algoritama. Zbog toga, spisak literature naveden na kraju knjige treba shvatiti
uslovno — tu su pobrajani samo najcesée koriséeni izvori.

Ova knjiga dostupna je (besplatno) u elektronskom obliku preko nagih internet strana, $to predstavlja nag
doprinos korpusu besplatnih i otvorenih sadrzaja.

Bi¢emo zahvalni ¢itaocima na svim ispravkama, sugestijama i komentarima koje nam posalju.

Predrag Janici¢ i Mladen Nikoli¢

Beograd, mart 2021.
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Predgovor drugom izdanju

U drugom izdanju otklonjene su otkrivene greske i dodato je nekoliko objasnjenja, primera i ilustracija. Na
novom pazljivom ¢itanju i mnostvu novih komentara i sugestija zahvaljujemo koleginici Vesni Marinkovié. Na
komentarima zahvaljujemo i asistentu Denisu Ali¢i¢u, kao i studentima Lazaru Peri§i¢u, Milosu Petri¢kovic¢u i
Martinu Zupéicu.

Bi¢emo i dalje zahvalni ¢itaocima na svim ispravkama, sugestijama i komentarima koje nam posalju.

Predrag Janic¢ié¢ i Mladen Nikoli¢

Beograd, februar 2022.

Predgovor tre¢em izdanju

U trecem izdanju otklonjene su otkrivene, uglavnom sitne, greske i dodato je nekoliko objasnjenja. Na
komentarima zahvaljujemo studentima Dug§anu Mir¢iéu i Vukasinu Markoviéu. Biéemo i dalje zahvalni ¢itaocima
na svim ispravkama, sugestijama i komentarima koje nam posalju.

I ovo izdanje knjiga dostupno je (besplatno) u elektronskom obliku preko nasih internet strana.

Predrag Janici¢ i Mladen Nikoli¢

Beograd, februar 2023.

Predgovor cetvrtom izdanju

U Cetvrtom izdanju otklonjene su otkrivene, uglavnom sitne, greske i dodato je nekoliko objasnjenja i primera.
Bi¢emo i dalje zahvalni ¢itaocima na svim ispravkama, sugestijama i komentarima koje nam posalju.
I ovo izdanje knjiga dostupno je (besplatno) u elektronskom obliku preko nasih internet strana.

Predrag Janic¢ié i Mladen Nikolié

Beograd, februar 2024.

Predgovor petom izdanju

U petom izdanju otklonjene su otkrivene, uglavnom sitne, greske i dodato je nekoliko objasnjenja. Na ko-
mentarima zahvaljujemo studentu Marku Lazareviéu. Bi¢emo i dalje zahvalni ¢itaocima na svim ispravkama,
sugestijama i komentarima koje nam posalju.

I ovo izdanje knjiga dostupno je (besplatno) u elektronskom obliku preko nagih internet strana.

Predrag Janici¢ i Mladen Nikoli¢

Beograd, februar 2025.



Glava 1

Uvod

Vestactka inteligencija jedna je od retkih oblasti nauke o kojoj skoro svi — i eksperti i oni koji to nisu —
imaju neki stav. Neko smatra da ona donosi velike koristi, neko smatra da od nje prete opasnosti, a neko veruje
i u jedno i u drugo. Neobictno je onda da, s druge strane, ne postoji opsta saglasnost o tome §ta je uopste
vestacka inteligencija i ¢ime se ona bavi. Pod inteligencijom se obi¢no podrazumeva sposobnost usvajanja,
pamdéenja i obrade odredenih znanja. Iako postoji i shvatanje po kojem je centralni cilj vestacke inteligencije
oponasanje ljudske inteligencije, veé¢ina podoblasti vestacke inteligencije ima drugaciji cilj. Obi¢no je to reSavanje
problema u kojima se javlja kombinatorna eksplozija, tj. u kojima je broj moguénosti toliko veliki da se ne
moze sistematic¢no ispitati u razumnom vremenu. Najveéi deo zadataka vestacke inteligencije moze se opisati
u terminima algoritmike, pretrage, deduktivnog i induktivnog zakljucivanja, i drugih preciznih matematickih
pojmova. Tek mali deo istrazivaca bavi se metodama koje pretenduju da dostignu opste rasudivanje u stilu
¢oveka.

Vestactka inteligencija sastoji se od viSe podoblasti, naizgled slabo povezanih svojim sadrzajem. Pitanje je
onda §ta je to zajednicko za njih, sem to §to se uglavnom sve bave problemima u kojima se javlja mnostvo mo-
guénosti koje se ne mogu ispitati sistemati¢nom pretragom. Postoji vise pristupa koji objedinjuju sve podoblasti
vestacke inteligencije u jedan, jedinstveni okvir. Jedan takav je pristup zasnovan na agentima kao, na primer,
u uticajnoj knjizi ,Vestacka inteligencija: moderni pristup” Rasela (Stuart Russell) i Norviga (Peter Norvig). U
tom pristupu, sve komponente problema koji se reSava objagnjavaju se u terminima agenata koji imaju neke
akcije na raspolaganju. Drugi pristup, koriséen i u ovoj knjizi, centralno mesto daje procesu resavanja proble-
ma. Pri tome, kada se govori o ,problemu”, obi¢no se misli na ¢itavu klasu srodnih zadataka — na primer, na
odredivanje najkraceg puta izmedu dva ¢vora grafa, ili na ispitivanje zadovoljivosti iskazne formule, ili na pre-
poznavanje lica na fotografiji. Pojedinaéne zadatke koji pripadaju ovakvim klasama zovemo instance problema
(ili primerci problema) (na primer, odredivanje najkrac¢eg puta izmedu konkretna dva ¢vora konkretnog grafa
ili ispitivanje zadovoljivosti konkretne formule). Za skoro sve metode vestacke inteligencije zajednicka je opsta
struktura procesa reSavanja problema. Faze reSavanja obi¢no su: modelovanje, tj. opisivanje zadatog problema
u strogim, matematickim terminima; reSavanje problema opisanog u matematickim terminima; interpretiranje
i analiza reSenja. Dublja priroda ovih faza razlikuje se izmedu razli¢itih podoblasti ve§tacke inteligencije.

1.1 Kratka istorija vestacke inteligencije

Vestacka inteligencija kao samostalna informaticka disciplina prvi put je promovisana na znamenitoj kon-
ferenciji The Dartmouth Summer Research Conference on Artificial Intelligence organizovanoj u Dartmutu
(Sjedinjene Americke Drzave), 1956. godine. Tom prilikom predloZeno je, od strane DZona Makartija, i sdmo
ime discipline, ne sasvim sre¢no sro¢eno, jer ba§ je ono Cesto izazivalo nedoumice i podozrenje. Konferencija je
trajala mesec dana i bila je pre svega usmerena ka profilisanju nove oblasti. Konferenciju su organizovali DZon
Makarti (John McCarthy), Marvin Minski (Marvin Minsky), Natanijel RoGester (Nathaniel Rochester) i Klod
Senon (Claude Shannon). U potetnim godinama, pa i decenijama, nizali su se uspesi nove oblasti, a o¢ekivanja
su rasla jos i brze — ranih Sezdesetih, na primer, ,mislilo se da je nesto poput ra¢unarskog vida (prepoznavanja
oblika na slikama) pogodno za letnji projekat studenta master studija“. Minski je 1967. godine izjavio da ¢e
problem kreiranja vestacke inteligencije (u stilu ljudske inteligencije) biti re§en u okviru jedne generacije. Ta
velika oCekivanja ovekovecena su veé Sezdesetih i sedamdesetih godina u nau¢no-fantasti¢nim filmovima i knji-
gama u kojima ra¢unar nadmasuje €oveka u svim intelektualnim aktivnostima. Vestacka inteligencija postala je
i polje preko kojeg se stremilo nadmodi u tadagnjem hladnom ratu izmedu Zapada i Istoka. Osamdesetih godina
pocelo je da dominira shvatanje da su ocekivanja od vestacke inteligencije bila previsoka. Fondovi za istrazivanja
poceli su da se smanjuju i nastupila je takozvana ,zima vestacke inteligencije. Oblast je, pomalo usporeno, ipak
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prezivela krizu da bi krajem devedesetih godina dvadesetog veka ponovo privukla paznju ¢itavog sveta: raGunari
su pobedili svetskog prvaka u Sahu i dokazali teoreme koje ¢ovek nije ranije uspevao da dokaze.

Pocetkom dvadeset prvog veka javio se talas izuzetno uspesnih sistema zasnovanih na ,dubokom uéenju“.
Pomo¢u njega napadnuti su neki problemi koji su ranije bili zabran ¢oveka, a neki dugo otvoreni problemi su u
potpunosti reSeni. Najce§ée oblasti primene su u ra¢unarskom vidu, obradi prirodnih i programskih jezika, auto-
nomnoj voznji, igranju igara, bioinformatici i §ire. Duboko ucenje omogucéava razumevanje saobracaja od strane
autonomnih automobila na osnovu kamera i drugih senzora. Primera radi, sa slike je moguée odrediti pozicije
pesaka, automobila, semafora i saobrac¢ajnih znakova. Nobelova nagrada za hemiju 2024. godine dodeljena je za
reSavanje dugo otvorenog problema savijanja proteina — problem odredivanja strukture u trodimenzionalnom
prostoru kada je poznat niz aminokiselina koje ¢ine taj protein. Veliki jezi¢ki modeli poput sistema ChatGPT u
stanju su da proizvode visoko kvalitetne prevode izmedu razli¢itih jezika (onih za koje su dostupne velike koli¢ine
tekstova), da poprave kvalitet napisanog teksta, kao i da odgovaraju na pitanja i pruzaju korisne informacije.
Alati kao sto je Copilot, zasnovani na velikim jezickim modelima, u stanju su da piSu delove programskog koda
u skladu sa zahtevom programera i da tako ubrzaju proces programiranja. OpenAl ol, veliki jezicki model
opSte namene, rangiran je 2024. godine u prvih 12% na problemima takmiéarskog programiranja platforme
Codeforces. Njegov naslednik, sistem OpenAl 03 dostigao je 2025. godine nivo zlatne medalje na Medunarodnoj
informatic¢koj olimpijadi i rangira se u prvih 0.2% takmi¢ara na platformi Codforces. Jedan sli¢an sistem spe-
cijalizovan za matematicke probleme, na zadacima sa Medunarodne matematicke olimpijade iz 2024. godine
dostigao je nivo srebrne medalje.

U igranju strateskih igara kao §to su Sah, go i drugi, neuronske mreZe su odavno daleko nadmasile najbolje
ljudske igrace. Vestacka inteligencija danas je skoro sveprisutna, a opste je uverenje da ¢e se ta sveprisutnost u
buduénosti dalje pro§irivati i produbljivati.

1.2 Znanje i zakljucivanje

Za pojam inteligencije sustinske su dve komponente: znanje i zaklju¢ivanje. Komponenta zaklju¢ivanja pred-
stavlja takode neku vrstu znanja — to je znanje (koje se naziva i meta-znanjem) o procesu izvodenja novog znanja
iz raspolozivog znanja. Pod znanjem podrazumevamo i istinite, potvrdene ¢injenice, ali i hipoteze, nepotpune
informacije i informacije date sa odredenim verovatno¢ama. Zaklju¢ivanje moze biti deduktivno — zasnovano na
rigoroznim opstim pravilima ¢ijom primenom se dobijaju nove konkretne ¢injenice. Zakljucivanje moze biti i
induktivno — u njemu se na osnovu mno§tva ¢injenica pokusava izvodenje opstih pravila. Postoje i druge forme
i drugi okviri zakljuéivanja.

1.3 Simbolicki i statisticki zasnovana vestacka inteligencija

Mnoge metode veStacke inteligencije zasnovane su na simboli¢koj reprezentaciji: i problem i algoritam
reSavanja opisani su eksplicitno, a osobine algoritma mogu se analizirati rigorozno, matematicki. I opis pro-
blema i algoritam su vrlo specifi¢ni, prilagodeni jednom konkretnom zadatku i obi¢no se tesko uopstavaju. Ti
eksplicitni opisi obi¢no se daju u terminima teorije grafova ili matematicke logike. Za ove metode Cesto se kaze
da su GOFALI (od engleskog ,Good Old-Fashioned Artificial Intelligence* — ,dobra stara vestacka inteligencija‘“)
i ¢ine takozvani ,prvi talas“ vestacke inteligencije. One se najéesée oslanjaju na deduktivno zaklju¢ivanje i u
tom slucaju garantovano ne prave greske u zakljucivanju.

Od 2010-ih godina, novi mo¢ni ratunari omoguéili su povratak neuronskih mreza (koje su razvijane jo§ 1950-
ih), kroz duboko ucenje i ostvarili fantasti¢ne rezultate u mnogim poljima, kao §to je ra¢unarski vid, automatsko
prevodenje, automatsko upravljanje vozilima, igranje strateskih igara, itd. Ovi rezultati zasnovani su na statistici
i maginskom uéenju, tj. na induktivnom zaklju¢ivanju. U njima nema eksplicitnog opisivanja procesa reSavanja
konkretnih primeraka problema, veé se koriste meta-algoritmi kojima se, koriste¢i raspolozive podatke, kreiraju
algoritmi za reSavanje konkretnih problema. U primenama je glavna uloga ¢oveka u fazi modelovanja problema i
pripremi podataka za obuéavanje. O ovim algoritmima i njihovim osobinama znatno je teZe formalno rasudivati
nego o algoritmima koji se zasnivaju na eksplicitnom opisu problema, ali je moguée izvesti statisticke ocene
njihovog kvaliteta. Samim tim $to se radi o algoritmima koji induktivno zakljuCuju, jasno je da oni mogu
izvoditi i pogresne zakljucke. Sistemi zasnovani na statistici i masinskom ucenju ¢ine takozvani ,drugi talas®
vestacke inteligencije.

Sistemi zasnovani na logici zbog svoje deduktivne prirode ¢esto omoguéavaju lako generisanje objasnjenja
za svoje zakljucke. Sistemi zasnovani na maginskom ucenju esto nisu u stanju da ponude takva objasnjenja.
To moze biti njihova mana u mnogim primenama. Primera radi, u medicinskim primenama lekari moraju dobro
razumeti na osnovu ¢ega donose odluke o lecenju pacijenta i ne mogu se bez razumevanja drzati preporuka koje
daju sistemi vestacke inteligencije. Zbog ovakvih problema, od velikog je znacaja pojam objasnjive vestacke
inteligencije (eng. explainable artificial intelligence), koja se pre svega fokusira na pomenute problema sistema
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zasnovanih na masinskom uéenju. Prvi veliki prodor u ovoj oblasti doSao je sa pojavom velikih jezi¢kih modela
koji su u stanju da daju detaljne lance rasudivanja kojim potkrepljuju svoje zakljucke (poput OpenAl ol, §to
je jedan od naslednika sistema ChatGPT), uz napomenu da su u njima, kao u slu¢aju svih primena masinskog
ucenja moguce i greske.

Rasprostranjeno je uverenje da ée u buduénosti dosadasnja dva pristupa morati da se integrisu, vodeéi do
takozvanog ,treceg talasa“ vestacke inteligencije. Oc¢ekuje se da ¢e u trecem talasu sistemi vestacke inteligencije
samostalno kreirati modele koji ¢e moé¢i da objasne kako stvari funkcionisu.

U ovoj knjizi, simboli¢ki zasnovana vestacka inteligencija obraduje se u prva dva dela, a statistic¢ki zasnovana
vestacka inteligencija u tre¢em delu.

1.4 Uska i opsta vestacka inteligencija

Do sada dominantan pravac razvoja vestacke inteligencije je razvoj sistema specijalizovanih za konkretne
zadatke. To je pravac koji se naziva ,uska vestacka inteligencija“. Alternativa je ,yveStacka opsta inteligencija‘“
(eng. artificial general intelligence, AGI). Njen cilj je razvoj jedinstvenog sistema koji moze da uéi, rasuduje
i reSava sve probleme koje moze i ¢ovek. Taj cilj neki istrazivaci pokuSavaju da postignu matematickim mo-
delovanjem ljudskog mozga, iako mnogi smatraju da je to tesko dostizno ili nemoguée. Istrazivaé i futurista
Rej Kercvajl (Raymond Kurzweil, trenutno radi u kompaniji Google), u svojoj uticajnoj knjizi ,,Singularnost je
blizu” iz 2005. godine, tvrdi da nije daleko trenutak kada ¢e racunari prevaziéi ¢oveka u svim intelektualnim
aktivnostima i procenjuje da ée racunari veé¢ 2029. godine moéi da produ Tjuringov test (videti poglavlje 1.5),
§to ¢e, dalje, oko 2045. godine dovesti do ,sveopsteg preokreta u ljudskim moguénostima“. Sa ubrzanim razvojem
vestacke inteligencije od pojave sistema kao §to je ChatGPT, stice se utisak da bi se ova predvidanja mogla
ispuniti i ranije.

1.5 Filozofski i eticki aspekti vestacke inteligencije

Jedno od kljuénih pitanja vezanih za vestatku inteligenciju je da li ona ima za cilj oponasanje prirodne (ljud-
ske ili Zivotinjske) inteligencije. Pitanje koje prethodi ovom pitanju je §ta je uopste inteligencija. MoZemo sma-
trati da inteligencija podrazumeva sledece sposobnosti: sposobnost pamcenja, skladistenja znanja i mogucénost
njegove obrade, sposobnost ucenja — usvajanja novih znanja, sposobnost komunikacije sa drugim inteligentnim
bi¢ima ili maginama, itd. MozZe se smatrati, dakle, da biée ili magina imaju atribute inteligentnog, ako imaju
navedena svojstva. Alen Tjuring (Alan Turing) formulisao je sledeéi znameniti test: ako su u odvojene dve
prostorije smestene jedna ljudska osoba i neki uredaj i ako na identi¢na pitanja pruzaju odgovore na osnovu
kojih se ne moze pogoditi u kojoj sobi je ¢ovek, a u kojoj uredaj, onda mozemo smatrati da taj uredaj ima atri-
bute vestacke inteligencije. Tjuring je 1947. godine, govoreéi o rac¢unarima koji simuliraju ¢ovekovo rasudivanje,
predlozio i kreiranje magina ,programiranih da uce i kojima je dopusteno da &ine greske” jer, kako kaze, ,,ako se
od magine o¢ekuje da bude nepogresiva, onda ona ne moze biti inteligentna“. Ovakav pristup, koji dozvoljava
greske, karakteristi¢an je za maginsko ucenje.

Mnogi problemi vestacke inteligencije mogu se opisati u matematic¢kim terminima. Pitanje je za koje klase
problema postoje opsti nadini reSavanja (koje mogu da primene ljudi ili masine). Rezultati Gedela i Tjuringa
iz prve polovine dvadesetog veka pokazali su da postoje matematicke teorije (ukljuc¢ujuéi i jednostavne teorije
kakva je aritmetika) koje su nepotpune i neodlu¢ive. Na primer, postoje tvrdenja o prirodnim brojevima koja
su ta¢na, ali se ne mogu dokazati iz aksioma aritmetike. Stavise, skup aksioma aritmetike nije moguce progiriti
tako da se to promeni. Ovi rezultati govore da za neke probleme ne mogu da postoje magine koje mogu da rese
svaku njihovu instancu, te da preostaje da se njima bave kao i ljudi: da koriste svojstva i zapazanja specifi¢na
za konkretne date instance. Drugim re¢ima, za instance ovakvih problema traganje za reSenjem nece uvek biti
isto i ne¢e garantovati uspeh.

Pored filozofskih pitanja o tome gde su granice ljudske i vestacke inteligencije, vazna su i eti¢ka pitanja koja
se odnose na masine koje mogu da samostalno donose nekakve odluke. Jo§ od ranih dana vestacke inteligencije
postoji strah od ,masina koje misle, a sa njihovim razvojem ta pitanja sve su ¢ei¢a a i ti strahovi jactaju: neki
smatraju da ona donosi velike koristi, neki smatraju da od nje prete opasnosti, a neki veruje i u jedno i u drugo.
Neke od naj¢eséih etickih dilema odnose se na pitanja bezbednosti, cenzure, diskriminacije i privatnosti.

Jednostavn primer pitanja koje se tite bezbednosti je vezan za autonomnu voznju. Pitanje je kako treba
definisati ponaSanje vozila u slu¢aju da mora da ugrozi jednog od dva ucesnika u saobracéaju. Jo§ pre toga,
pitanje je da li takve odluke prepustiti samom autonomnom sistemu, bez eksplicitne odluke ugradene unapred.
Ukoliko dode do ugroZavanja bezbednosti uéesnika u saobracaju, povreda, ili Stete, postavljaju se i mnoga
dodatna, pravna pitanja, na primer — da li za Stetu odgovara proizvoda¢ autonomnog automobila ili ¢ovek koji
je u njemu sedeo. Mnoga ovakva pitanja ¢e vrlo uskoro biti od prakti¢nog znacaja, a odgovori na njih tek treba
da se formuli§u. Pored autonomne voznje tu su i brojna pitanja vezana za vojne primene vestacke inteligencije.
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Sistemi za preporudivanje sadrzaja veé¢ godinama vrse izbor i filtriranje informacija na internetu i drustvenim
mrezama koje stizu do korisnika. Imajuéi u vidu da druStvene mreze predstavljaju jedan od bitnih kanala
informisanja i upoznavanja misljenja drugih ljudi, ovakve primene bude podozrivost vezanu za moguénosti
cenzure od strane kompanija koje poseduju te drustvene mreze i drzava koje na njih imaju uticaj. Sistemi za
preporuéivanje politi¢kih ili dru§tveno relevantnih sadrzaja, ¢ak i bez ikakve cenzure ili planskog usmeravanja
od strane ¢oveka, mogu voditi korisnike do jednostranih ili polarizovanih stavova.

Brojni eksperimenti pokazali su da sistemi vestacke inteligencije mogu vrsiti diskriminaciju pojedinaca na
osnovu njihovog pola, boje koze, etnicke pripadnosti i drugih faktora. Naime, sistemi zasnovani na ucenju iz
podataka, izmedu ostalog uce i mnostvo ljudskih predrasuda i diskriminativnog ponasanja koje se oslikava u tim
podacima. Poznat je primer sistema COMPAS ¢ija je uloga da sudijama u Sjedinjenim Ameri¢kim Drzavama
pruza procene verovatoée da ¢e optuzeni ponoviti kriviéno delo ukoliko se bude branio sa slobode. Ustanovljeno
je da ovaj sistem precenjuje te verovatnoée u slucaju pripadnika crnacke zajednice.

Tehnike vestacke inteligencije mogu se koristiti i na na¢ine koji mogu ugrozavati privatnost: na primer, za
prepoznavanje i oznaCavanje fotografija sa interneta.
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Resavanje problema koris¢enjem pretrage

Vestacka inteligencija bavi se, prevashodno, problemima u kojima se javlja kombinatorna eksplozija, tj. ogro-
man broj mogucnosti koje treba ispitati na neki nacin. ReSavanje takvih problema obi¢no se svodi na neku
vrstu pretrage skupa moguénosti radi pronalaZenja niza koraka ili akcija kojima se ostvaruje cilj. ReSenje pro-
blema pretrage tada je niz koraka (akcija) koji vodi od polaznog stanja do ciljnog stanja ili nekog od stanja
koja zadovoljavaju zadate uslove. U nekim problemima refenjem se smatra dostignuto stanje, a nije bitan put
kojim se do njega stiglo. Neke od vaznih realnih primena algoritama pretrage su pronalazenje najkraéih puteva
i planiranje putovanja, navigacija robota, rutiranje u ra¢unarskim mrezama, igranje strateskih igara, automat-
sko nalaZenje redosleda sklapanja delova u industriji, dizajniranje ¢ipova, dizajniranje proteina sa traZenim
svojstvima, re§avanje logisti¢kih problema i sli¢no.

U mnogim problemima nemogude je razmotriti sve moguénosti u razumnom vremenu, te je pretragu potrebno
usmeravati (tj. navoditi) kako bi se ranije razmotrile moguénosti za koje je izglednije da vode reSenju problema.
Za uspesno navodenje potrebne su informacije o kvalitetu pojedinacnih stanja, specificne za dati problem.
Probleme pretrage za koje su raspolozive takve informacije zovemo problemi informisane pretrage, a one druge
— problemi neinformisane pretrage.

Primer 2.1. Lojdova slagalica (ili ,slagalica 15%) sastoji se od 15 kvadrata rasporedenih na tabli velicine
4 x 4 polja. Kvadrati su numerisani brojevima od 1 do 15. Slagalicu je potrebno urediti tako da su polja
poredana redom od prvog reda i da je poslednje polje u cetvrtom redu prazno. Taj, ciljni raspored polja moZe
se kompaktno zapisati kao [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, ] i prikazan je na narednoj slici.

10 i 12|
14 15

Kada je dat proizvoljan raspored polja na tabli, u svakom koraku moZe se pomeriti jedno od dva ili jedno
od tri ili jedno od cetiri polja. Dakle, za svaki raspored broj mogucih akcija je izmedu dva i éetiri.

Slagalicu je mogude sloZiti tako $to se razmatraju svi moguci koraci u polaznom stanju, a zatim svi moguéi
koraci u dobijenim stanjima i tako dalje, sve dok se ne naide na traZeni, ciljni raspored. Razmatranje svih
mogucéih koraka za podetni raspored [ ,2,3,4,6,5,10,12,9,1,8,15,13, 14, 7, 11] ilustrovano je na narednoj
slics.
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Ocigledno, ovaj pristup sigurno dovodi do reSenja za bilo koju poziciju koja je dobijena od sloZene pozici-
je regularnim potezima (ako se slagalica rasklopi i poljima 14 i 15 se zamene mesta, onda viSe nije moguce
sloziti slagalicu). Ocigledno je i da je ovaj pristup potpuno nepraktican i zahteva ispitivanje ogromnog broja
mogucénosti. Zaista, za proizvoljnu poziciju koja je dobijena od sloZene pozicije reqularnim potezima, slaga-
licu je mogucée sloZiti u najvise 80 koraka a to je najmanje gornje ogranicenje — postoje pozicije za koje
postoji reSenje u 80 koraka, ali ne i uw manje od 80 koraka. To znaci da je za garantovano pronalaZenje
redenja potrebno ispitati vise od 28° mogucnosti, 3to je, naravno, prakticno neizvodivo. Zbog toga, prak-
ticno sprovodivo reSenje zahteva neku dodatnu ideju i usmeravanje pretrage kako me bi bile ispitivane sve
mogucnosti. Takvo usmeravangje c¢esto nije jednostavno. Na primer, ako se u slaganju slagalice razmatraju
samo koraci koji vode do pozicija koje su bliZe resenju, pri ¢emu se za odredivanje ,rastojanja pozicije od
ciljne pozicije“ moZe uzeti zbir rastojanja svakog polja od njegove ciljne pozicije, time se ne dolazi uwvek do
reSenja. Naime, u nekim pozicijama nema koraka koji vodi ka boljoj poziciji (videti primer 4.2).

Primer 2.2. U skupu gradova od kojih su neki medusobno povezani putevima, zadatak je od jednog grada
sti¢i do nekog drugog zadatog grada. Ovaj problem moZe se resavati kao problem pretrage: pretraga moze da
kreée od pocetnog grada, da se zatim razmatraju svi gradovi do kojih se moZe docéi neposredno, i tako dalje,
sve dok se ne dode do ciljnog grada. Primer ovakvog problema ilustrovan je na narednoj slici i konkretan
zadatak moZe biti, na primer, nalaZenje puta od Zagreba do Bukuresta.
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230
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Od navedenog problema bitno je razli¢it problem u kojem se ne trazi bilo koji, nego najkraci put izmedu
dva grada. I taj problem ima vise varijanti — sve duZine izmedu povezanih gradova mogu biti unapred poznate
ili me, vazdusna rastojanja izmedu svih gradova mogu biti poznata ili ne, itd.

Primer 2.3. Knjiga ,,Propositiones ad Acuendos Juvenes“ (,Problemi za britkost mladih) iz devetog veka
n.e., verovatno autora Alkoina iz Jorka (Alcuin of York), jedna je od prvih knjiga popularne matematike.
Knjiga sadrzi pedesetak zanimljivih problema od kojih su mmnogi u opticaju i dan-danas. Jedan od najpo-
znatijih je problem o vuku, kozi i kupusu: ,Jedan covek kupio je vuka, kozu i kupus. Na putu kuéi, covek je
dosao na obalu reke i iznajmio ¢amac. U ¢amcu je pored njega mogao da bude jos samo vuk, samo koza ili
samo kupus. Ako bi koza i kupus bili na istoj obali i bez prisustva coveka, koza bi pojela kupus. Ako bi vuk
1 koza bili na istoj obali ¢ bez prisustva coveka, vuk bi pojeo kozu. Kako da covek prede reku ¢ sacuva sve
Sto je kupio?“

I ovaj problem moZe se resavati kao problem pretrage: pretraga moZe da kreée od pocetnog rasporeda
(svi su na prvoj obali), zatim se sistematiéno razmatraju svi moguci koraci (svi moguéi prelasci reke), sve
dok se ne dobije trazeni, ciljni raspored (svi su na drugoj obali).

Primeri primena algoritama pretrage. Algoritmi za usmerenu pretragu koriste se u mnogim oblastima.
Algoritmi za usmereno trazenje puta izmedu dva ¢vora grafa koriste se u planiranju putovanja, rutiranju, video
igrama, pa ¢ak i u pomalo neocekivanim oblastima kao §to je parsiranje za verovatnosne konteksno-slobodne
gramatike, koje imaju primene u obradi prirodnog jezika.

Igranje strateskih igara jedno je od klasi¢nih polja vestacke inteligencije u kojem su postignuti i neki od
najznacajnijih rezultata. Godine 1997. specijalizovani ra¢unar Deep Blue kompanije IBM pobedio je tadasnjeg
svetskog Sampiona u Sahu Garija Kasparova koristeéi efikasne algoritme pretrage zasnovane na alfa-beta od-
secanju. Jedan od trenutno najboljih Sahovskih programa je Stockfish, takode zasnovan na alfa-beta pristupu.
Tokom prethodnih nekoliko godina pojavili su se i neki veoma uspesni alternativni pristupi, zasnovani na Monte
Karlo pretrazi i na neuronskim mreZzama, kao $to su Komodo MCTS i AlphaZero. Program za igru go, AlphaGo,
zasnovan na neuronskim mrezama 2016. godine pobedio je osamnaestostrukog prvaka sveta Li Sedola.

Genetski algoritmi, koji se mogu smatrati metaheuristickim algoritmom pretrage, imaju primene u §irokom
spektru optimizacionih problema. Genetski algoritmi koriste se, na primer, za izbor najboljeg plana upita u
objektno-relacionim sistemima za upravljanje bazama podataka kao $to je PostgreSQL. NASA je poetkom ovog
veka dizajnirala antene za satelite i svemirske letelice koris¢enjem genetskih algoritama koji su se izvrsavali na
tridesetak umrezenih ra¢unara. Dizajnirane antene bile su jeftinije, a davale su bolje performanse od drugih.
Jedna od konkretnih primena genetskih algoritama je i optimizacija profita berzanskih portfolija.

Faze reSavanja problema koriSéenjem pretrage. Tok reSavanja problema kori§éenjem pretrage obi¢no
obuhvata sledeée osnovne faze:

e modelovanje problema;
e resavanje problema opisanog u matemati¢kim terminima;

e interpretiranje i analiza reSenja.

2.1 Modelovanje problema

Modelovanje problema predstavlja formulisanje problema precizno, u matematickim terminima, kori§éenjem
pogodnih matematickih struktura. Problem pretrage ¢esto se opisuje u terminima sistema koji je sacinjen od
izvesnih stanja i moguéih prelaza izmedu njih i koji ima sledece elemente:

Skup moguéih stanja: U toku procesa pretrage razmatraju se razli¢ita stanja. U nekim algoritmima, za
odluc¢ivanje u nekom trenutku potrebno je poznavanje samo stanja koja su neposredno dostupna, dok je
u nekim algoritmima potrebno poznavanje svih stanja unapred.

Polazno stanje: ReSavanje problema kreée od jednog odredenog stanja, koje nazivamo polaznim stanjem.

Test cilja: Problem je resen ako se dode do ciljnog stanja. Potrebno je da postoji raspoloziv efektivan test koji
proverava da li se do§lo do ciljnog stanja tj. do zavrSetka procesa pretrage.
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Skup moguéih akcija: U svakom koraku pretrage moze se preduzeti neki korak, neka akcija. Niz akcija pre-
duzetih u odgovarajuéim trenucima treba da dovede do reSenja problema. Skup moguéih akcija moze biti
isti u svakom stanju ili moze da se razlikuje od stanja do stanja, §to zavisi od problema koji se resava.

Funkcija prelaska: Ova funkcija preslikava par stanje-akcija u novo stanje, dobijeno izborom neke akcije u
nekom stanju.! Stanja koja su neposredno dostupna iz nekog stanja zovemo i susednim stanjima.

Funkcija cene: Ova funkcija preslikava par stanje-akcija u numeri¢ku vrednost — cenu preduzimanja date
akcije u datom stanju.

Kod nekih problema nabrojani elementi se lako i prirodno uocavaju, dok je kod drugih najpre potrebno
problem preformulisati na neki pogodan nacin.

Primer 2.4. Elementi problema iz primera 2.1 mogu biti definisani na sledeéi nacin:
e Skup stanja: skup svih permutacija [$1S2 ... s16] skupa { ,1,2,...,15}.
e Polazno stanje: bilo koje stanje slagalice (za neke od njih ciljni raspored nije mogucée dobiti).
e Test cilja: provera da li je stanje jednako [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, |.

e Skup moguéih akcija: za neka stanja moZe biti {levo, desno, gore, dole}, gde se date akcije odnose
na pomeranje praznog polja levo, desno, gore i dole. lako je naizgled prirodnije kao akcije razmatrati
pomerange kvadrata susednih praznom polju na prazno polje, ovakva formulacija je jednostavnija zbog
uniformnosti. Za neka stanja (kada je prazno polje na rubu slagalice) moguée su samo neke dve ili
neke tri od navedenih akcija.

e Funkcija prelaska: preslikava par stanje-akcija u stanja koja nastaju pomeranjem praznog polja na
neku od cetirt moguce strane.

e Funkcija cene: moZe biti konstantna za svaku akciju (na primer, 1), posto se sva pomeranja mogu
smatrati jednako skupim. Cena reSenja je u tom slucaju jednaka ukupnom broju pomeranja potrebnih
za slagange slagalice.

Primer 2.5. Elementi problema stizanja iz jednog grada w drugi (primer 2.2) su:
e Skup stanja: skup gradova.

e Polazno stanje: grad iz kojeg se kreée.

Test cilja: provera da li je tekuéi grad jednak ciljnom gradu.

Skup mogucih akcija: kretanje ka neposredno dostupnim gradovima (skup moguéih akcija u ovom
problemu se razlikuje od stanja do stanja, jer su za razlidite gradove razli¢iti © skupovi neposredno
dostupnih gradova).

Funkcija prelaska: odredena je vezama izmedu gradova.

Funkcija cene: na primer, cena za jednu akciju jednaoka je duZini puta ili ceni goriva potrebnog za
prevoz izmedu susednih gradova.

Problemi pretrage ¢esto se pogodno opisuju u terminima grafova (i mogu se vizualizovati na odgovarajuci
nac¢in). Graf prostora stanja onda opisuje skup mogucih stanja i mogucih akcija i svakom ¢voru grafa pridruzeno
je jedno stanje, a svakoj grani jedna akcija. Takav graf moze da bude usmeren ili neusmeren. Neusmeren je ako
za svako stanje A iz kojeg se moZe nekom akcijom doé¢i do stanja B, postoji odgovarajucéa akcija iste cene kojom
se iz stanja B moze do¢i do stanja A. U primeru slagalice, graf prostora stanja je neusmeren, svakom ¢voru
grafa pridruzen je jedan raspored, a granama odgovaraju pojedinacni koraci. I u primeru gradova, graf prostora
stanja je neusmeren, a svakom ¢voru pridruZen je jedan grad. Za igru $ah, medutim, graf bi bio usmeren (jer
postoje pozicije A i B takve da se iz A moZe jednim potezom doéi do B, ali ne i obratno). Graf prostora stanja
moze da bude veoma veliki, ali je obi¢no konacan.

LUkoliko ova funkcija nije poznata, nije poznato u koje ¢e se stanje dospeti posle preduzimanja odredene akcije i proces
odlucivanja postaje kompleksniji. Funkcija prelaska nije poznata, na primer, u slu¢aju nepoznate ili promenljive okoline.
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Primer 2.6. Modelujmo problem opisan u primeru 2.3:

e Skup stanja je skup mogucih rasporeda na dve obale reke (taj raspored zapravo je odreden rasporedom
na jednoj obali). Ako je covek na prvoj obali, oznacavaéemo to jedinicom, a ako nije — oznacavacemo to
nulom. Analogno za vuka, kozu i kupus, u tom poretku. Dakle, svako stanje moZemo da reprezentujemo
nizom od éetiri binarne cifre.

e Polazno stanje je stanje 1111.
e Test cilja je provera da li je stanje jednako 0000.

e U svakom stanju, moguée akcije su prelazak ¢oveka ¢amcem sa jedne na drugu obalu, pri cemu prevozi
vuka, kozu ili kupus, na dozvoljeni nacin.

e Iz jednog stanja u drugo, nekom akcijom moguée je doéi ako su ispunjeni uslovi: (i) vrednost prve
cifre se menja (Govek uvek prelazi sa obale na obalu); (ii) ako je prva cifra prvog stanja jedinica, onda
od preostalih jedinica najvise jedna moZe da postane nula; (iii) ako je prva cifra prvog stanja nula,
onda od preostalih nula najvise jedna moZe da postane jedinica (jer covek camcemn moZe da preveze
samo vuka, samo kozu ili samo kupus). U stanja 1100, 1001, 1000, 0111, 0110, 0011 se ne moZe doéi
(da ne bi vuk pojeo kozu ili koza kupus) i iz njih nema moguéih akcija. Ako zapis stanja tretiramo
kao binarni broj, moZemo ga krace oznaciti 1 dekadnim brojem.

Na osnovu mogucih akcija, funkcija prelaska odreduje sledeée veze izmedu stanja:

15 — 5 7 =

14 - 4,2 6 =

18 — 5,4, 1 5 — 15,138

12 - 4 — 14,138

11 — 2,1 3 =

00 — 2,0 2 — 14,11, 10
9 = 1 — 13, 11

8 = 0 — 10

e Funkcija cene nije relevantna ako se u zadatku trazi bilo kakvo reSenje, ali to se mozZe poostriti za-
htevom za najkracéim resenjem, tj. reSenjem w kojem ima najmange prelaZenja reke i tada za svaki
prelazak moZemo smatrati da ima cenu 1.

Opisani problem moZe se elegantno opisati u terminima grafova. Graf prostora stanja &ine cvorovi
0,1,...,15. Grane su odredene navedenom tabelom (dobijeni graf je bipartitni graf). Ako se moze doéi iz
jednog stanja u drugo, onda se i iz tog drugog moze doéi u prvo. Dakle, graf je neusmeren. Dobijeni graf
prikazan je na narednoj slici:

15 o7
14 °6
13 5
120 4
11 o3
10 2
00~ N\,
8o 0

Zadatak u ovako formulisanom problemu postaje: u dobijenom grafu pronaéi (nagkraéi) put od évora 15
do ¢vora 0. Na slici je podebljanim linijama prikazan traZeni put.
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2.2 Resavanje problema

U fazi reSavanja Gesto je u grafu prostora stanja potrebno pronadi ¢vor sa nekim svojstvom ili najkraéi put
do nekog ¢vora. Pretrazivanjem grafa nastaje stablo pretraZivanja ili stablo pretrage. To stablo ne mora nuzno
da se kreira eksplicitno, kao struktura u memoriji rac¢unara, ve¢ moze da se kreira samo implicitno, procesom
obilaska ¢vorova. U stablu pretrage svakom ¢voru pridruzeno je jedno stanje, ali jedno stanje moze da bude
poseceno viSe puta tokom obilaska, te moze da se nalazi u viSe ¢vorova stabla pretrage. Zato stablo pretrage
moze da bude beskonac¢no i onda kada je prostor stanja konacan. Kada se kaze ,,évor”, obi¢no je iz konteksta
jasno da li se misli na ¢vor grafa prostora stanja ili na évor u stablu pretrage, a ¢esto se isto oznacavaju ¢vor i
stanje koje mu je pridruzeno.

Primer 2.7. Problem reprezentovan kao u primeru 2.6, moZe se resiti sistematicnim pretraZivanjem gra-
fa: pocetni cvor je 15, ciljni 0. Ako se Zeli reSenje sa najmangim brojem prelazaka reke, treba primeniti
sistematicni obilazak grafa u Sirinu. Tako se moZe dobiti sledeée resenje: 15—5—13 -4 —14—2—10—0.

U mnogim problemima, ciljni ¢vor u grafu nije moguée pronaé¢i u realnom vremenu sistemati¢nim pre-
trazivanjem, te je radi brZeg pronalazenja cilja pretragu potrebno usmeravati dodatnim informacijama o kva-
litetu pojedina¢nih stanja, specificnim za dati problem (ukoliko su one raspoloZive). Kao $to je veé receno,
probleme pretrage za koje su raspolozive takve informacije zovemo problemi informisane pretrage, a one druge —
problemi neinformisane pretrage. Granica izmedu ove dve grupe nije ostra, jer moZe postojati viSe nivoa raspo-
lozivih informacija za isti problem. Algoritmi pretrage dele se, prema tome kojoj grupi problema su prilagodeni,
na algoritme informisane (tj. usmerene) pretrage i na algoritme neinformisane pretrage.

Primer 2.8. U problemu iz primera 2.2, ako su raspoloZive samo informacije o neposredno povezanim
gradovima (pa i cene prelaska u njih), u pitanju je problem neinformisane pretrage i za reSavange se koriste
(neinformisani) algoritmi kao Sto su algoritmi za sistematiénu pretragu u $irinu ili u dubinu ili Dajkstrin
algoritam. Ukoliko su, na primer, poznata vazdusna rastojanja izmedu gradova, te informacije mogu se
iskoristiti za navodenje pretrage, pa problem pripada grupi problema informisane pretrage, a za njegovo
re§avanje moze se koristiti algoritam kao Sto je A*.

2.3 Interpretiranje i analiza resenja

Dobijeno resenje matematicki formulisanog problema potrebno je formulisati u terminima pocéetnog problema
i potrebno je razumeti njegova svojstva.

Primer 2.9. U okviru primera 2.7, kao resenje je dat sledeéi put w grafu: 15—5—13—4—14—2—10—0. Ako
se oznake cvorova grafa prikazu kao binarni brojevi koji oznacavaju stanja, dobijeni put je: 1111 — 0101 —
1101 — 0100 — 1110 — 0010 — 1010 — 0000. Lako se moze rekonstruisati prvi korak algoritma — 1111 — 0101:
na prvoj obali su bili covek, vuk, koza i kupus, a onda samo vuk i kupus. Dakle, u prvom koraku covek
na drugu obalu odvozi kozu. Sliéno se moZe rekonstruisati ¢itavo reSenje u terminima polaznog problema:
covek prevozi kozu—covek se vraéa sam—covek prevozi kupus—céovek prevozi kozu—éovek prevozi vuka—covek
se vradéa sam—covek prevozi kozu.

Algoritmi koji se koriste u refavanju problema pretrage Cesto (mada ne uvek) su egzaktni i reSenja koja
vracaju sigurno ispunjavaju neke zadate uslove. U takvim situacijama nema potrebe sprovoditi evaluiranje
dobijenih resenja. Neki algoritmi pretrage ne vrse sistemati¢nu pretragu i tada je potrebno znati da li garantovano
vracaju isti (obitno brze pronaden) rezultat kao da je primenjena sistemati¢na pretraga. Pored toga, potrebno
je znati da li koriS¢eni algoritam pretrage uvek vraca resenje koje je najbolje moguce (u nekom smislu), a ako
to nije ispunjeno, pozeljno je znati koliko dobijeno resenje moze da odstupa od optimalnog resenja (na primer,
ako je pronaden put do neke lokacije u gradu, pitanje je koliko on odstupa od najboljeg puta). Dodatno, iako
su algoritmi koji se koriste za pretragu jasno definisani, neki njihovi parametri mogu biti predmet podesavanja.

Najvaznija opsta svojstva koje algoritmi pretrage mogu da imaju su sledeca:

Potpunost je svojstvo koje garantuje da ¢e algoritam naéi neko refenje problema ako reSenja uopste postoje.
Ovo svojstvo je ofito pozeljno, ali se u nekim sluc¢ajevima ne zahteva. Naime, u slu¢aju vrlo teskih problema
Cesto je moguce formulisati heuristike koje ne garantuju pronalaZenje reSenja, ali u visokom procentu
sluéajeva nalaze dobra refenja mnogo brze nego potpuni algoritmi.
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Optimalnost je svojstvo koje garantuje nalaZenje reSenja sa najmanjom cenom (pri ¢emu se cenom resenja
moZe smatrati zbir cena akcija koje se preduzimaju).? Optimalno reienje je reSenje sa najmanjom cenom
i ono ne mora biti jedinstveno. Mogucée je da algoritam koji nema svojstvo optimalnosti ¢esto pronalazi
reSenja bliska optimalnim, ali u znacajno kraéem vremenu.

Vremenska i prostorna sloZenost govore, kao i za druge vrste algoritama, o tome koliko je vremena i me-
morijskog prostora potrebno za sprovodenje procesa pretrage. Obi¢no se razmatra slozenost najgoreg i
prose¢nog slucaja.

28vojstvo optimalnost algoritma moZe da ima i drugatije znacenje: da je (vremenska ili prostorna) slozenost algoritma najbolja
medu svim algoritmima koji reSavaju taj problem.






Glava 3

Neinformisana pretraga

U svim problemima pretrage, podrazumeva se da je moguce opaziti tekuce stanje, preduzimati akcije i
prepoznati ciljno stanje. Specifi¢no za neinformisanu pretragu (eng. uninformed search) je to §to nema dodatnih
informacija koje mogu pomodéi u navodenju koje ubrzava pronalaZenje ciljnog stanja. U primeru pronalaZenja
najkraceg puta od nekog grada do ciljnog grada, scenario neinformisane pretrage odgovara, na primer, situaciji
u kojoj se u svakom gradu zna koji je to grad, moguce je izabrati jedan od puteva ka drugim gradovima (do
kojih su poznata rastojanja), moguce je pamtiti poseéene gradove i prepoznati odredisni, ali nema informacija
o rastojanju od pojedina¢nih gradova do odredista (koje bi mogle da usmeravaju pretragu). Tipi¢an primer
problema neinformisane pretrage je i problem lavirinta koji je opisan u nastavku.

Primer 3.1. Lavirint u ravni sastoji se od skupa povezanih hodnika kojima je mogucée kretati se. Svaki
hodnik ima jedno ili vise polja i dva kraja. Jedno polje je ulaz, a jedno izlaz iz lavirinta. Ulaz, izlaz, krajeve
hodnika, kao i polja koja su zajednicka za dva hodnika zovemo ¢vorovima lavirinta. Cilj je pronaéi put od
ulaza do izlaza preko ¢vorova lavirinta. Elementi ovog problema su slededi:

e Skup stanja: skup Evorova lavirinta.

e Polazno stanje: ulaz u lavirint.

Test cilja: provera da li je tekuéi cvor izlaz iz lavirinta.

Skup moguéih akcija: izbor puta (tj. sledeéeg évora lavirinta) u svakom koraku.
e Funkcija prelaska: odredena je vezama izmedu évorova lavirinta.

e Funkcija cene: cena za prelazak iz jednog ¢vora u susedni je, na primer, 1.

Naredna slika ilustruje lavirint (levo) i graf prostora stanja koji mu odgovara (desno).

Elementi problema pretrage (skup stanja i funkcija prelaska), pa i problema neinformisane pretrage, najéesée
se prirodno izrazavaju u terminima grafova. U slucaju lavirinta, radi se o grafu ¢iji su ¢vorovi ¢vorovi lavirinta,
a grane su putevi izmedu tih ¢vorova lavirinta (primer 3.1). I algoritmi pretrage najcesce su formulisani u vidu
algoritama obilaska grafova.
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3.1 Obilazak grafa u dubinu i Sirinu

Obilazak grafa u dubinu (eng. depth-first search — DFS) i u §irinu (eng. breadth-first search — BFS) su
metode neinformisane pretrage koje ispituju ¢vorove u grafu trazeéi reSenje, $to je obi¢no neki specifican ¢vor.
Ove metode sistematski pretrazuju ceo graf bez ikakvog navodenja i staju sa pretragom kada pronadu trazeni
¢vor ili kada obidu ¢itav graf ne pronaSavsi trazeni ¢vor.

3.1.1 Pretraga u dubinu

Pretraga u dubinu je pretraga koja krece od polaznog ¢vora i zatim napreduje ka sve daljim évorovima.
Ukoliko u nekom ¢voru nema suseda koji jos uvek nisu ispitani, pretraga se vraca unazad do ¢vora €iji svi susedi
nisu ispitani i nastavlja dalje. U nerekurzivnoj verziji, ¢vorovi na tekuéem putu od polaznog ¢vora obi¢no se
¢uvaju na steku, tj. u LIFO listi. Da ne bi do$lo do beskonaéne petlje, potrebno je ¢uvati informaciju o ¢vorovima
koji su ve¢ poseéeni. Ovaj postupak opisan je algoritmom DFS na slici 3.1, a slika 3.2 ilustruje obilazak jednog
grafa. Prikazani algoritam, ukoliko pronade ciljni ¢vor, u tom trenutku na steku put sadrzi redom ¢vorove koji
Cine traZeni put.

[ Algoritam: DFS (pretraga u dubinu)

Ulaz: Graf G, polazni cvor i ciljni ¢vor

Izlaz: Put od polaznog do ciljnog €vora u grafu G (ako postoji takav put)

—_

na stek put i u skup posecenih €vorova stavi samo polazni cvor;

. dok god stek put nije prazan radi
uzmi ¢vor n sa vrha steka put;
ako je n ciljni ¢vor onda
izvesti o uspehu i vrati put konstruisan na osnovu sadrzaja steka put;
ako n nema susednih Cvorova koji nisu poseceni onda
izbaci n sa steka put;
inace
izaberi prvi neposeceni cvor m susedan cvoru n i dodaj ga na vrh steka put i u skup posecenih
cvorova;

PeFNE DLW

10: izvesti da trazeni put ne postoji.

Slika 3.1: DFS — algoritam pretrage u dubinu.

Slika 3.2: Primer obilaska grafa primenom algoritma DFS (oznake ¢vorova ukazuju na poredak obilaska ¢vorova).

Primer 3.2. Jedan nacin pronalaZenja izlaza iz lavirinta (videti primer 3.1) je drZati se desne strane
hodnika i pratiti zidove dok se ne naide na izlaz. Ovaj nacin traZenja izlaza odgovara obilasku odgovarajuéeg
grafa u dubinu (sve dok se me naide na traZeni cvor grafa). Dakle, algoritam DFS moZe se upotrebiti za
pronalaZenje izlaza iz lavirinta koji je opisan grafom (pri cemu algoritam vraca ceo put od ulaza do izlaza).

Naredna slika ilustruje stablo koje odgovara obilasku grafa lavirinta w dubinu (pri éemu se uvek prvo
bira desni put). Ukoliko se traZi izlaz iz lavirinta, oblilazak prikazanog stabla staje nakon dolaska u évor 18.
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Primer 3.3. Ukoliko se, posavsi od Zagreba trazi put do Bukuresta primenom algoritma DFS i ukoliko
se prilikom izbora sledeceg grada prednost daje juznijem, bio bi pronaden put Zagreb-Sarajevo-Podgorica-
Skoplje-Sofija- Bukurest. Ovaj put je po duzini vrlo los izbor, Sto je i bilo oéekivano posto algoritam ne uzima
u obzir duZine puteva izmedu gradova. Kako se moZe naci najkraéi put, biée prikazano kasnije.

Budimpesta

1
Zagreba

Beograd

_Bukurest
6

Sarajevo

g " Sofija
Podgorica fi

Skoplje

Bektreking (eng. backtracking) je modifikovana varijanta pretrage u dubinu. Modifikacija se sastoji u tome
da se napredovanje u dubinu prekida ¢im se (na neki natin) ustanovi da se ciljni ¢vor ne nalazi medu potomcima

tekucéeg ¢vora i tada nastupa vraéanje na prethodni ¢vor. Ilustrativan primer za bektreking je re§avanje problema
osam dama.
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Primer 3.4. Problem osam dama formulisan je 1848. godine i od tada je bio predmet mnogih matematickih
1 informatickih istraZivanja. Cilj je rasporediti osam dama na Sahovskoj tabli tako da se nikoje dve dame ne
napadaju. Skup polja koja jedna dama napada definisan je u skladu sa opstim pravilima Saha i ilustrovan
je na narednoj slici (levo). Na narednoj slici (desno) prikazano je i jedno resenje ovog problema.

abcdefg

Prostor stanja koji se analizira ¢ine svi rasporedi od 0 do 8 dama (ukljuéujuéi i one u kojima se neke
dame medusobno napadaju). Postoji grana od jednog stanja (rasporeda) ka drugom ukoliko se drugi moZe
dobiti od prvog dodavanjem jedne dame na slobodno polje na tabli. Neki raspored mogude je dobiti razlicitim
redosledima dodavanja dama polazeéi od prazne table, ali se dodavanjem dama ne moZe dobiti tabla sa
manjim brojem dama. Dakle, radi se o usmerenom aciklicnom grafu. Polazno stanje je prazna tabla, a
ciljno stanje je bilo koje stanje koje zadovoljava uslove problema (za osam dama postoji 92 resenja).

U bilo kom resenju, ocigledno, u jednoj koloni mora biti tacno jedna dama, pa se pretraga moZe vrsiti na
sledeéi nacin: dame se dodaju redom po kolonama, po jedna u svaku kolonu. U stablu pretrage, na svakom
putu od prazne table do rasporeda sa osam dama od kojih se barem neke napadaju, postoji prvi raspored
za koji vazi to isto. Kako se duZ puteva kroz stablo pretrage dame samo dodaju, nakon tog rasporeda i svi
drugi rasporedi na putu imaju dame koje se napadaju. Dakle, postupak pretrage ne treba nastavljati kada se
naide na prvi raspored sa dve dame koje se napadaju. Na narednoj slici prikazan je jedan raspored koji ne
treba ispitivati dalje.

H N W s OO N ®
s

Na narednoj slici prikazan je deo stabla pretrage koja koristi opisani bektreking postupak za problem
éetiri dame (za problem osam dama stablo pretrage preveliko je za ilustraciju). Crvenom bojom podvucéena
su stanja za koja nema potrebe nastaviti ispitivanje (te se dalja pretraga w tim cvorovima prekida), kao i
zavrsna stanja koja nisu ciljna.
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Problem n dama je uopstenje problema osam dama: treba rasporediti n dama na tabli dimenzija n X n
tako da se nikoje dve ne napadaju. Ovaj problem moZe se reSavati kao Sto je opisano za slucaj n = 8.

Na prethodnom primeru mogu se uociti neke tipicne osobine bektrekinga. Bektreking se zasniva na prosirivanju
tekuéeg parcijalnog re§enja. Polazno parcijalno re§enje je prazno reSenje. U prethodnom primeru, to je prazna
Sahovska tabla, a progirivanje parcijalnog reenja se vrsi dodavanjem dame na tablu. Pro§irivanje parcijalnog
reSenja u nekim sluéajevima nije isplativo ili nije moguée i tada se pretraga vraca unazad, odakle dolazi i ime
tehnike. U problemu dama, nije isplativo nastaviti pretragu ukoliko je dostignut raspored u kojem se dve dame
napadaju. Prilikom izbora naredne grane u pretrazi, prati se neki poredak izbora, u slu¢aju problema dama, na
primer — sledece prazno polje u skladu sa nekom numeracijom polja.

3.1.2 Pretraga u Sirinu

Pretraga u Sirinu razmatra ¢vorove koji su susedni nekom ¢voru, onda redom sve njihove susede, pa redom sve
njihove susede, i tako dalje. U traganju za ¢vorom koji zadovoljava neki uslov, biée pronaden onaj na najmanjem
rastojanju (pri ¢emu se pod rastojanjem misli na broj grana) od polaznog ¢vora. Cvorovi koji se razmatraju
obi¢no se ¢uvaju u redu, tj. u FIFO listi. Da ne bi do§lo do beskonac¢ne petlje, potrebno je ¢uvati informaciju
o ¢vorovima koji su veé poseceni. Ta informacija ne mora da se ¢uva eksplicitno, veé¢ kroz informaciju o ¢voru

roditelju. Opisani algoritam BFS prikazan je na slici 3.3. Slika 3.4 ilustruje obilazak grafa primenom algoritma
BFS.

Primer 3.5. U slucéaju traZenja puta od Zagreba do Bukuresta primenom algoritma BFS, na podetku je
tekuéi grad Zagreb. Iz Zagreba, pronalaze se Sarajevo, Beograd i Budimpesta (pretpostavimo da su tim
redom, u smeru suprotnom od smera kazaljke na satu, poredani kao susedi ¢vora Zagreb). Oni ¢ine novi
red S i za njih se pamti da je prethodni grad Zagreb, koji se uklanja iz reda. Iz Sarajeva se pronalazi put
do Podgorice koja se dodaje na kraj reda S, a Sarajevo se iz njega uklanja. Iz Beograda se pronalazi put
do Skoplja i Bukuresta, koji se dodaju na kraj reda S, a Beograd se iz njega uklanja. Iz Budimpeste se ne
pronalazi put ni do jednog grada koji veé nije obraden. Budimpesta se uklanja iz reda. Iz Podgorice se ne
pronalazi put ni do jednog grada koji veé nije obraden. Podgorica se uklanja iz reda. Iz Skoplja se pronalazi
put do Sofije koja se dodaje ma kraj reda S, a Skoplje se iz njega uklanja. Kada Bukurest postane grad
koji se analizira, konstatuje se da je to ciljni grad, konstruise se traZeni put (Zagreb-Beograd-Bukurest) i
algoritam se zaustavlja.

Na narednoj slici ilustrovano je opisano traZenje puta od Zagreba do BukureSta. Gore je prikazan graf
prostora stanja, a dole je prikazano stablo pretrage.
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[ Algoritam: BFS (pretraga u Sirinu)

Ulaz: Graf G, polazni €vor i ciljni ¢vor

Izlaz: Put od polaznog do ciljnog €vora u grafu G (ako postoji takav put)

1: za svaki évor zapamti da mu je roditelj nedefinisan;

2: stavi (samo) polazni cvor u red S;

3: dok god red S nije prazan radi

4: uzmi Cvor n sa pocetka reda S i obrisi ga iz reda;

5: ako je n ciljni cvor onda

6: izvesti o uspehu i vrati put od polaznog do ciljnog ¢vora (iduéi unazad od ciljnog ¢vora, pratedi
roditeljske cvorove);

T za svaki od susednih ¢vorova m €vora n za koji nije definisan roditelj i koji nije polazni ¢vor radi

8 zapamti n kao roditelja i dodaj m na kraj reda S;

9: izvesti da trazeni put ne postoji.

Slika 3.3: BFS — algoritam pretrage u §irinu.

Slika 3.4: Primer obilaska grafa primenom algoritma BFS (oznake ¢vorova ukazuju na poredak obilaska ¢vorova).

4 Budimpesta

1
Zagreb

Beograd

Bukurest
7

Sarajevo

Sofija
Podgorica 5 fi

Skoplje

Zagreb

Sarajevo
Budimpesta

Podgorica Bukurest

Sofija

DFS pretraga pogodnija je od BFS pretrage za usmeravanje koje bira ¢vorove koji vise obec¢avaju. Vremenska
slozenost oba algoritma je reda zbira broja ¢vorova i broja grana grafa koji se pretrazuje (O(|V| + |E|)), a
prostorna je reda broja &vorova (O(|V])).
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3.2 Dajkstrin algoritam

Dajkstrin algoritam je algoritam za pretragu grafa koji nalazi najkrace puteve u grafu sa nenegativnim cenama
koje su pridruZene granama. Razvio ga je holandski informatic¢ar Edzger Dajkstra (Edsger Dijkstra) 1959. godine.
Algoritam se mozZe koristiti za odredivanje najkraceg puta od datog ¢vora do datog ciljnog ¢vora, ali i za
odredivanje najkrac¢ih puteva od datog ¢vora do svih drugih ¢vorova grafa. Ideja Dajkstrinog algoritma moze se
ilustrovati na sledeéi nacin. Pretpostavimo da je svakom ¢voru grafa pridruZena jedna kugla a da su dve takve
kugle povezane nitima ako i samo ako postoji grana izmedu odgovarajuéih ¢vorova u grafu. Neka su duzine tih
niti proporcionalne cenama odgovarajuéih grana. Neka je ¢itava konfiguracija skupljena na jednoj tacki na tlu.
Uzmimo kuglu koja odgovara polaznom ¢voru i podizimo je od tla, zajedno sa ¢itavom konfiguracijom, tako da
se nikoje dve niti ne upletu i tako da se sve kugle koje su podignute kreé¢u duz iste vertikalne linije. Postepeno se
kugle, jedna po jedna, odvajaju od tla, a najmanje rastojanje izmedu polazne kugle i bilo koje podignute kugle
jednako je neposrednom rastojanju (vazdu$nom linijom) izmedu njih. Op§ta ideja algoritma je sli¢na: postoje
¢vorovi koji su veé ,podignuti sa tla“ i oni koji su jo§ uvek ,na tlu“. Za one koji su podignuti sa tla ve¢ znamo
najkrace puteve od polaznog ¢vora. U svakom koraku jo§ jedan ¢vor ,podizemo sa tla“ i izracunavamo njegovo
najmanje rastojanje od polaznog ¢vora (razmatrajuéi samo one ¢vorove koji su mu susedni i koji su ve¢ iznad
tla). Ukoliko na kraju ovog postupka ,na tlu“ ostanu jo§ neki &vorovi, to znadi da do njih ne postoji put od
polaznog ¢&vora.

[ Algoritam: Dajkstrin algoritam }

Ulaz: Graf G, polazni €vor i ciljni ¢vor

Izlaz: Najkraci put od polaznog do ciljnog €vora u grafu G (ako postoji takav put)

1: stavi sve Cvorove grafa u skup Q;

2: za svaki Cvor iz Q upamti trenutno najmanje rastojanje od polaznog Cvora: za polazni Cvor to rastojanje je
0, a za sve ostale cvorove je oo;

3: dok god skup @ nije prazan radi

4: izaberi iz ) ¢vor n sa najmanjim ustanovljenim rastojanjem od polaznog Cvora i obrisi ga iz Q;

5: ako je n ciljni ¢vor onda

6: konstruisi put od polaznog do ciljnog €vora (iduci unazad od ciljnog €vora, prateci roditeljske Evorove)
i izvesti o uspehu;

7: za svaki cvor m iz @ koji je direktno dostupan iz n radi

8: ako je rastojanje od polaznog cvora do m preko ¢vora m manje od tekucéeg rastojanja od polaznog
cvora do m onda

9: promeni informaciju o roditelju ¢vora m na ¢vor n i upamti novo rastojanje;

10: izvesti da trazeni put ne postoji.

Slika 3.5: Dajkstrin algoritam.

Dajkstrin algoritam prikazan je na slici 3.5. U svakoj iteraciji, bira se ¢vor n iz skupa ¢vorova @ (svi ti Evorovi
jos uvek su ,na tlu“) takav da je vrednost tekuéeg najmanjeg rastojanja od polaznog ¢vora do njega najmanja.
Taj ¢vor se tada brise iz skupa Q. Ukoliko je to ciljni ¢vor, onda se konstruiSe trazeni put od polaznog ¢vora
(koristeci informaciju o roditeljskim &vorovima). Inace, za svaki ¢vor m iz @ koji je susedan &voru n proverava se
da li se (preko n) moze popraviti tekué¢e najmanje rastojanje od polaznog ¢vora i, ako moze, ¢vor n se postavlja
za roditelja ¢vora m. Invarijanta petlje je da se za ¢évorove koji nisu u @ zna najkraée rastojanje od polaznog
¢vora. Dodatno, ako takvih ¢vorova ima k, onda upravo ti ¢vorovi ¢ine k najblizih ¢vorova polaznom &voru.

U najjednostavnijoj implementaciji Dajkstrinog algoritma, skup @ se implementira kao obi¢na povezana lista
ili niz. SloZenost algoritma sa takvom implementacijom skupa Q je O(|V|?> + |E|) = O(|V|?), gde je V skup
¢vorova, a E skup grana grafa. Za retke grafove (koji imaju mnogo manje grana od |V|?), Dajkstrin algoritam
moze se implementirati efikasnije. Na primer, varijanta koja koristi min-hip za odredivanje tekucéeg najblizeg
¢vora ima slozenost O((|E| + |V|)log|V]) (min-hip je struktura u formi balansiranog binarnog stabla za koju
vaZi da je element u svakom Evoru manji od ili jednak elementima u svim njegovim potomcima).

Primer 3.6. Dajkstrin algoritam potrebno je primeniti na naredni graf, za pronalaZenje najkraéeg puta od
¢vora A do ¢vora F (taj traZeni put prikazan je podebljanom linijom):
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Naredna tabela prikazuje efekat primene algoritma:
’korakHB\C\D\E‘\
1

F \ évor n (roditelj) ‘
0 A

00 C (A)

00 B (A)
8
7
6

o0 | 00
2

w| w| Y

w| wl | &

E (C)
D (E)
F (D)

(911 N=r] Kep] Hep)

| Gy I | Wo| o

U ovom primeru, évor A je polazni, a évor F ciljni évor. Polje tabele za neki ¢vor prikazuje vrednost
nagkraceg do tada nadenog rastojanja od polaznog do tog ¢vora.

Primer 3.7. Dajkstrin algoritam potrebno je primeniti za nalaZenje puta od Bukuresta do Podgorice (na
narednoj slici podebljanom linijom prikazan je nagkraéi put — Bukurest-Sofija-Skoplje-Podgorica):

5 Budimpesta

Zagreb o

_Bukurest
1
Samjevo
230
Podgorica \
Skoplje
Naredna tabela ilustruje izvrsavanje algoritma:
’ korak H By \ So \ Bud \ Sk \ Pg \ Sa \ Zq \ évor n (roditelj) ‘

1 00 00 00 00 00 00 00 Bukurest
2 590 | 360 | 840 | oo 00 oo | oo Sofija (Bukurest)
3 590 840 | 600 | oo 0o | oo Beograd (Bukurest)
4 840 | 600 | 1040 | 880 | 980 Skoplje (Sofija)
5 840 950 | 880 | 980 | Budimpesta (Bukurest)
6 950 | 880 | 980 Sarajevo (Beograd)
7 950 980 Podgorica (Skoplje)




Glava 4

Informisana pretraga

Informisana (ili heuristicka) pretraga (eng. informed search) koristi ne samo informaciju o moguéim akcijama
(koracima) u svakom stanju, veé i dodatno znanje o konkretnom problemu koje moze da usmerava pretragu
ka stanjima koja viSe obecavaju, za koje postoji nekakvo ocekivanje da brze vode ciljnom stanju, tj. reSenju
problema. To dodatno znanje treba da bude nekakva ocena, mera kvaliteta stanja. Ta mera kvaliteta ¢esto nije
egzaktna, nego predstavlja nekakvu procenu, heuristicku meru.!

Funkciju koja ocenjuje kvalitet stanja zovemo funkcija evaluacije. Ukoliko je funkcija evaluacije oznacena sa
f, onda f(n) oznaava ocenu stanja n. Podrazumevaée se da su cene akcija (ili cene grana grafa) nenegativne.
Veé je re¢eno da se problemi pretrage Cesto mogu pogodno zadati u terminima grafova koji opisuju prostor
stanja, pa ¢e se umesto ,stanja“ i ,ocena stanja“ govoriti i ,,évor” i ,jocena ¢vora“. U nastavku ce Cesto biti reci
o rastojangima i duZini puta izmedu ¢vorova i sli¢no, ali se veéina razmatranja moze odnositi i na cene puteva
koje su zasnovane, na primer, na potrebnom vremenu, ukupnoj putarini, i sli¢no.

Prilikom resavanja problema pretragom, generiSe se stablo pretrage (obi¢no samo implicitno) ¢&ijim su
¢vorovima pridruzena stanja. PoSto kroz jedno isto stanje moze da se prode vise puta tokom pretrage, moze
da bude viSe ¢vorova stabla pretrage sa istim tim stanjem. PoSto ocena stanja moze da zavisi od trenutnog
konteksta procesa pretrage, obi¢no je preciznije reéi ,ocena Evora (stabla pretrage)“ nego ,ocena stanja“.

4.1 Pohlepna pretraga

Pohlepnim algoritmom naziva se algoritam koji tezi neposrednom poveéanju vrednosti neke ciljne funkcije.
Ovakav algoritam ne procenjuje dugoro¢ni kvalitet izabranih akcija, tj. koliko one doprinose ostvarenju kona¢nog
cilja, veé¢ bira akciju koja se na osnovu znanja dostupnog u trenutku izbora procenjuje kao najbolja medu
raspolozivim akcijama. Postoji viSe varijanti pohlepnih algoritama, a jedna varijanta pohlepne pretrage u grafu
prikazana je na slici 4.1, gde je sa f oznacena funkcija evaluacije, tj. funkcija koja procenjuje kvalitet ¢vorova.

Primer 4.1. U primeru pronalaZenja nagkraéih puteva izmedu gradova (primer 2.2), ukoliko su, na osnovu
mape, poznata sva vazdusna rastojanja izmedu gradova, ona mogu da se koriste za (prilicno naivnu) funkciju
evaluacije. Pohlepna pretraga tada moZze da za sledeéi grad uvek bira onaj koji je vazdusnim putem najblizi
ciljnom gradu. Razmotrimo gradove prikazane na narednoj slici (podebljanim ciframa ispisana su kopnena,
obiénim ciframa vazdusna rastojanja izmedu dva grada).

Heuristike su tehnike za usmeravanje i su?avanje pretrage u problemima u kojima se javlja kombinatorna eksplozija. Ret
wheuristika® poti¢e od gréke reci heurisko* koja znafi ,traziti“ ili ,otkrivati“. Srodna grcka ret ,heureka® ili ,eureka“ znati ,naSao
sam® ili ,,otkrio sam“ i obi¢no se vezuje za Arhimeda i njegov uzvik kada je dosao do jednog znamenitog otkric¢a. Aristotel je koristio
termin ,heuristika“ za otkrivanje novog znanja (ili demonstriranje postoje¢eg) kroz komunikaciju i interakciju izmedu izlagaca i
slugalaca. Perl (1984) pod heuristikama smatra ,kriterijume, metode ili principe za izbor izmedu nekoliko moguéih akcija one akcije
koja obecava da ¢e biti najkorisnija za postizanje nekog cilja”.

29
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[ Algoritam: Pohlepna pretraga u grafu }

Ulaz: Graf G, polazni ¢vor i ciljni cvor
Izlaz: Niz koraka od polaznog do ciljnog cvora ili neuspeh (i niz koraka do najboljeg pronadenog cvora)
1: tekudi Cvor postavi na polazni cvor;

2: ponavljaj

3; ako je tekuci ¢vor ciljni ¢vor onda

4: izvesti o uspehu i vrati resenje konstruisué¢i put od polaznog do ciljnog cvora (iduci unazad — od
ciljnog cvora);

5: ako nema nijednog cvora m koji je direktno dostupan iz tekuceg cvora i ima bolju ocenu f(m) od ocene

tekuceg cvora onda

6: izvesti o neuspehu i vrati tekuéi cvor kao najbolji pronadeni (i konstruisi put od polaznog do tog
cvora);

7: inace

od cvorova koji su direktno dostupni iz tekuceg Cvora izaberi ¢vor m koji ima najbolju ocenu f(m),
zapamti tekuci ¢vor kao njegovog roditelja i postavi m da bude novi tekuéi cvor.

Slika 4.1: Algoritam pohlepne pretrage.

Budimpesta

_Bukurest

Neka se trazi put od Budimpeste do Sofije. Na slici su isprekidanim linijama sa Sofijom povezani gradovi
do kojih ne postoji direktna kopnena veza. Ocena za Budimpestu i njoj direktno dostupne gradove — Zagreb,
Beograd, Bukurest su 631, 681, 328 i 300. Bukurest ima najbolju ocenu i ona je bolja od ocene za Budimpestu,
te se bira Bukurest (i Budimpesta se navodi kao roditelj). Iz Bukuresta su direktno dostupni Budimpesta,
Beograd i Sofija i njihove ocene su 631, 328 i 0, te se bira Sofija (i Bukurest se navodi kao roditelj).
Onda se konstatuje da je Sofija ciljni ¢vor i vrada se put Budimpesta-Bukurest-Sofija. Primetimo da ovo
nije najkraéi moguci put — njegova duzina je 1200, dok je duZina puta Budimpesta-Beograd-Skoplje-Sofija
jednaka 1050,

Pretpostavimo sada da je Skoplje polazni cvor, da je ciljni ¢vor (ponovo) Sofija, ali i da ne postoji
direktan put izmedu ova dva grada. Ocena Skoplja je 170 i ona je veéa nego ocene za direktno dostupne
gradove — Beograd (328) i Podgoricu (334), te pohlepna pretraga ne moZe da napravi nijedan korak.

Navedeni primer ilustruje opsti problem pohlepne pretrage: pohlepni algoritmi ne garantuju optimalnost, pa
ni potpunost procesa reSavanja. Naime, moguce je da pohlepni algoritam vrati reSenje koje nije najbolje ili da ne
nade put do ciljnog ¢vora i ako on postoji. Dobra strana algoritama zasnovanih na pohlepnoj pretrazi je to §to
su veoma jednostavni, ¢esto veoma efikasni i mogu da daju dovoljno dobre rezultate. Pohlepna pretraga obi¢no
se ponasa dobro u sluéaju problema kod kojih kvalitet odluke u nekom stanju pretrage ne zavisi od buduéih
odluka. Pohlepni algoritmi nikad se ne vracaju u stanje u kojem su veé bili. To svojstvo, u sluc¢aju konacnih
grafova, obezbeduje zaustavljanje algoritma.

Primer 4.2. U sluc¢aju Lojdove slagalice, kao ocena rastojanja od tekuéeg do ciljnog stanja moZe se koristiti
zbir Menhetn rastojanja svakog od 15 polja slagalice do njegovog ciljnog mesta. Menhetn rastojanje izmedu
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dva polja A i B definise se kao najmanji broj polja koji je potrebno preéi kako bi se doslo od A do B, krecudi
se iskljucivo horizontalno ili vertikalno (ovo rastojanje zove se Menhetn, jer podseéa na kretanje ulicamna
Menhetna koje su medusobno normalne ili paralelne: od jednog do drugog bloka mogudée je kretati se ulicama,
ali nije mogudée prolaziti blokove dijagonalno). U sluéaju stanja slagalice u korenu levog stabla na narednoj
slici, Menhetn rastojanje polja 1 do njegovog pravog mesta je 3, zato Sto je na tom putu potrebno preci preko
dva polja krecuéi se navise, a potom jedno polje krecuéi se ulevo. Moguéi su i drugi putevi, ali njihova duZina
nije mangja. Ukupna ocena tog stanja slagalice je 0+0+0+1+1+2+1+0+38+2+2+0+0+2+2=16. Algoritam
pohlepne pretrage prikazan na slici 4.1. traZi potez kojim ocena stanja moZe da se popravi.

B:0
Gyl 5 [10[12
9 1 8
13%1 7 FBI

3 2 B 4 H 3P
5 (1012 Gl 51012

9 1 8 )8 9 1 8 [k

[13f%1 7 [ [13f%1 7 [

Ukoliko je polazna konfiguracija stanje slagalice prikazane u korenu levog stabla na slici, pohlepna pretraga
ne moze se da nastavi. Naime, dato stanje predstavija tacku lokalnog minimuma, jer se bilo kojim potezom
ta ocena uveéava za 1.

Ukoliko je polazna konfiguracija stanje slagalice prikazane u korenu desnog stabla na slici, ocena stanja
se smangjuje pomeranjem polja 4 navise a zatim i pomeranjem navise polja 8 i 11. No, nakon toga se dolazi
do stanja u kojem se dostize lokalni minimum i pretraga se zaustavlja.

Navedeni primeri pokazuju da predloZenom jednostavnom pohlepnom pretragom nije mogudce resiti Loj-
dovu slagalicu.

4.1.1 Penjanje uzbrdo

Sli¢ni po duhu pohlepnoj pretrazi su algoritmi penjanja uzbrdo. Oni imaju svojih specifi¢nosti, a ponekad se
smatraju vrstom pohlepne pretrage.

Algoritmi penjanja uzbrdo pripadaju grupi algoritama lokalne pretrage za matematicku optimizaciju. Za-
datak je pronaé¢i argument x koji daje maksimalnu vrednost neke funkcije cilja f(x). Moguce vrednosti tog
argumenta ¢ine skup dopustivih reSenja, a trazena vrednost argumenta naziva se tackom optimuma ili optimal-
nim reSenjem problema optimizacije. Algoritam treba da kao rezultat uvek vrati neko dopustivo resenje (iako
ne moZe da tvrdi da je to reenje zaista maksimalno, tj. optimalno). Inicijalno reSenje obi¢no se bira slucajno.
Nastavak postupka sprovodi se u iteracijama i to samo dok se popravlja kvalitet tekuceg reSenja. U svakoj
iteraciji novo tekuce reSenje bira se iz specifi¢ne okoline tekucéeg resenja, tj. iz nekog skupa suseda. Onaj od tih
suseda za koji je najvec¢a vrednost funkcije f bice kandidat za novo tekuce resenje. Ukoliko vrednost funkcije
f za to reSenje nije veca od vrednosti za tekuce reSenje, postupak se obustavlja i kao rezultat se vraca tekuce
refenje. Funkcija f(x) ne mora biti neprekidna, ve¢ moZe biti i diskretna i tada se penjanje uzbrdo ponasa kao
opisana pohlepna pretraga u grafu.

Algoritmi penjanja uzbrdo obi¢no su veoma jednostavni i ¢esto dovoljno uspesni, ali imaju i slabosti. Pe-
njanje uzbrdo ne garantuje pronalazenje optimalnog refenja. Na primer, algoritam moze doé¢i do tacke lokalnog
maksimuma (kada je u svakom susedu vrednost funkcije cilja manja od tekuée), tada zavrSava rad i vracéa tekucu
vrednost x, bez ikakve garancije da ne postoji bolji lokalni maksimum ili drugadiji globalni maksimum. Sli¢no,
algoritam moze da se nade na platou (kada je u svakom susedu vrednost funkcije cilja jednaka tekucoj), tada
zavrSava rad jer ne moze da odredi sledecu iteraciju i vraca tekuéu vrednost x.

Postoje razne varijacije osnovnog penjanja uzbrdo koje pokuSavaju da se izbore sa navedenim problemima.
Takvo je, na primer, stohasticko penjanje uzbrdo u kojem je dozvoljeno u nekim iteracijama birati i reSenje koje
nije susedno i nije nuzno bolje od tekuéeg, a kako bi se povecale Sanse da se prede u deo prostora pretrage u
kojem se nalazi traZena tacka maksimuma ciljne funkcije.

Potpuno analogni algoritmima koji na opisani na¢in traze tatku maksimuma ciljne funkcije su algoritmi koji
traZze tacku minimuma ciljne funkcije.
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4.1.2 Metode gradijentnog uspona i spusta

Metode pretrage i matematicke optimizacije ¢esto pokusavaju da iskoriste neku zakonitost u strukturi pro-
stora pretrage, odnosno prostora dopustivih reSenja. U slucaju diferencijabilne ciljne funkcije, ¢esto se koristi
metod koji je slican opstem metodu penjanja uzbrdo, a koristi gradijent ciljne funkcije.

Definicija 4.1 (Gradijent). Ukoliko je data diferencijabilna funkcija f : R™ — R, gradijent je vektor

parcijalnih izvoda te funkcije:
(2

Ox1 Oxy’ " Oxy,

Gradijent izratunat u odredenoj tacki a € R™ predstavlja vektor u prostoru R™ u ¢ijem smeru funkcija f najbrze
raste u okolini tafke a. Stoga se pravljenjem koraka u ovom smeru moze pribliziti tacki lokalnog maksimuma, a
kretanjem u suprotnom smeru — tacki lokalnog minimuma. S obzirom na to da se ne radi o diskretnom prostoru,
u praksi se obi¢no ne otekuje pronalazenje same tacke lokalnog maksimuma, te se opisani postupak zaustavlja
kada, recimo, razlika u vrednosti funkcije f u odnosu na njenu prethodnu vrednost postane dovoljno mala. Ako
se primeni kretanje u smeru najbrzeg rasta, moze se desiti da se ,ode predaleko” i da je vrednost funkcije f u
novoj iteraciji losija od vrednosti u tekucoj iteraciji, te metode zasnovane na gradijentu nisu, u strogom smislu,
vrsta penjanja uzbrdo. Na slici 4.2 prikazan je opsti algoritam Gradijentni uspon (ili najstrmiji uspon), koji je
zasnovan na opisanoj ideji i najjednostavniji medu metodama lokalne optimizacije za diferencijabilne funkcije.

[ Algoritam: Gradijentni uspon }

Ulaz: Diferencijabilna funkcija f(x), polazna tacka ag i preciznost &

Izlaz: Aproksimacija tacke maksimuma funkcije f

1: postavi n na 0;

2: ponavljaj

3 izraunaj vrednost V f(an);

4: izvrSi kretanje u smeru gradijenta do sledece tacke ay11;
5 uveéaj n za 1;

6: dok nije ispunjen uslov |f(a,) — f(an-1)| < é&|f(an-1)|:

7: vrati a, kao resenje.

Slika 4.2: Algoritam Gradijentni uspon.

Navedeni opsti algoritam potrebno je precizirati. Poznavanje gradijenta i proizvoljno kretanje u njegovom
smeru ne garantuje nalaZenje tacke maksimuma, jer je u zavisnosti od duzine koraka moguée preéi preko te
tacke, nastaviti dalje i do¢i do reSenja goreg od tekudeg. Stoga je u svakom koraku potrebno imati pogodnu
vrednost o, koja se koristi u izboru nove tacke (tj. koja odreduje koliko daleko ¢e se vrsiti kretanje u smeru
gradijenta):

ant+1 = an + @, Vf(an)

Vrednosti «,, mogu se definisati na razli¢ite natine. Dovoljan uslov za konvergenciju dat je Robins-Monroovim
uslovima koji kazu da se za vrednosti «,, mogu uzeti bilo koji brojevi koji zadovoljavaju sledece uslove:

o0 o0
E Op = 00 E a2 < oo
n=0 n=0

Intuitivno, prvi uslov garantuje da su koraci pretrage dovoljno veliki da pretraga ne uspori prerano i da stoga
uopste ne stigne do tacke maksimuma, dok drugi garantuje da su koraci dovoljno mali da optimizacioni proces
ne divergira. Jedan izbor koji zadovoljava ove uslove je o, = n%_l

Prikazani algoritam ne garantuje pronalazenje tacke globalnog maksimuma. Naime, reSenje koje algoritam
daje moZe da zavisi od izabrane polazne tacke i moZe se desiti da u njoj funkcija dostiZe samo lokalni (a ne i
globalni) maksimum.

Algoritam Gradijentni uspon veoma je jednostavan i ¢esto dovoljno uspesan, ali ima i sledeée slabosti (sli¢no
kao i penjanje uzbrdo):
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Opasnost od lokalnih maksimuma: Algoritam Gradijentni uspon moZe doéi do tacke lokalnog maksimuma i
tada ¢e je vratiti kao rezultat. Algoritam nema nacina da utvrdi da li se radi o globalnom ili samo lokalnom
maksimumu (slika 4.3, levo).

Opasnost od platoa: Platoi predstavljaju oblasti u kojima funkcija cilja ima konstantnu vrednost. Zbog toga
je gradijent jednak nuli, te je nemoguce odrediti vrednost za sledecu iteraciju.

T LLLL ]
,,"t" g

(711
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-

Slika 4.3: Situacija u kojoj Gradijentni uspon moZe da vrati tacku lokalnog maksimuma (levo) i situacija sa
grebenom u kojoj Gradijentni uspon otezano dolazi do reSenja (desno).

Neefikasnost u slu¢aju grebena: Grebeni predstavljaju uske staze koje opadaju ili rastu duz nekog pravca
(slika 4.3, desno). U takvim situacijama, kretanje ka veéim vrednostima moZe biti usporeno. Naime,
mogucée je da se pravac najbrzeg rasta funkcije preskate (zbog neodgovarajucée duZine kretanja u smeru
gradijenta) i umesto bolje usmerenog rasta (duZ grebena) primenjuje se veliki broj cik-cak koraka.

Spora konvergencija: Konvergencija algoritma Cesto je spora. Brze alternative su ili komplikovanije ili imaju
dodatne pretpostavke o svojstvima ciljne funkcije (poput jacih varijanti konveksnosti) ili zahtevaju dodatne
informacije o ciljnoj funkciji (poput parcijalnih izvoda drugog reda).

U problemima matematicke optimizacije ¢esto se trazi i tatka minimuma date funkcije. Za ove probleme moze
se koristiti opsti algoritam Gradijentni spust (ili najstrmiji spust). Jedina razlika u odnosu na algoritam Gradijentni
uspon je u tome §to se kretanje ne vrsi u smeru gradijenta, ve¢ u suprotnom smeru, tj. nova tacka bira se na
sledeéi nadin: ap+1 = ap—«, V f(an). Delovanje ovog algoritma moZe se intuitivno ilustrovati sledeé¢im primerom:
ukoliko je povr§ina zemlje aproksimirana glatkom povr§inom, onda bi se primenom algoritma Gradijentni spust
od tacke izvora neke reke stiglo do njenog uséa.

Primer 4.3. Potrebno je izgraditi medicinsku stanicu koja bi opsluzivala cCetiri sportske lokacije ¢ije su
koordinate s; = (0,0), sz = (0,1), s3 = (2,0) i s4 = (3,3). Stanica bi trebalo da bude relativno blizu svim
lokacijama. Jedan povoljan izbor njene lokacije je tacka x = (x1,x2) takva da je zbir

4
Fo =) Ix—sill?
=1

minimalan. Zapisano drugacije, funkcija f jednaka je:
fx) = (@1—02+ (32— 02+ (21— 0> + (32— 1)> +

(1‘1 = 2)2 + (172 = 0)2 4 (1’1 = 3)2 + ($2 = 3)2
= 427 4 423 — 10z, — 829 + 23
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flz1,x2)

Gradijent funkcije f jednak je

Vf(x) = (8z; — 10,8z9 — 8)

Neka je polazna tacka ag = (1,1) i e = 107°. Vrednost gradijenta ¥V f(ag) u prvoj iteraciji je (—2,0).

Neka je vrednost parametra o, jednaka % Sledeca tabela prikazuje kako se menjaju relevantne vrednosti

+1
prilikom primene gradijentnog spusta:

Ln ] an | an [ V/(an) |
0 L) | 1] (=2,0)
1 (3,1) [ 1/2 | (14,0)
2 (=4,1) | 1/3 | (—42,0)
3 (10,1) | 1/4 | (70,0)
4| (=75,1) | 1/5 | (=70,0)
51 (65,1) | 1/6 | (42,0)
6 || (=0.5,1) | 1/7 | (=14,0)
71 15,1 | 1/8 (2,0)
8| (1.25,1) | 1/9 (0,0)
9 (1250 | - -

Primetno je da algoritam pravi nekoliko velikih koraka, Sto je posledica relativno velike vrednosti o,
1 strmosti funkcije. Medutim, kako se vrednosti a., smanjuju, a tacka an blizi resemju u ¢ijoj je okolini
funkcija mange strma, koraci postaju mangi i dolazi se do tacnog reSenja. U opstem slucaju, retko se desava
zaustavljanje sa tacénim reSenjem. U ovom konkretnom slucaju, resenje je moglo da bude pronadeno i
analiticki — resavanjem jednacina V f(x) = 0, ali to u opstem sludaju nije mogude.

4.2 Pretraga Prvo najbolji

Pristup pretrage prvo najbolji (eng. best-first search) predstavlja osnovu za razli¢ite algoritme pretrage, pri
¢emu je prostor stanja i akcija za neki problem opisan u vidu grafa. ReSenjem se smatra niz &vorova (tj. put)
od polaznog do ciljnog évora u grafu. Kao i u drugim algoritmima informisane pretrage, koristi se funkcija

evaluacije koja ocenjuje kvalitet ¢vorova i usmerava pretragu. Osnovna ideja je da se u pretrazi prednost daje
elementima sa boljom ocenom.

U toku primene algoritma, svakom ¢voru stabla pretrage pridruzuje se informacija o njegovom prethodniku
(roditelju) u moguéem reSenju, isto kao u Dajkstrinom algoritmu. Jednostavnosti radi, u nastavku ée se Cesto

isto oznacCavati ¢vor stabla pretrage i stanje koje mu je pridruzeno.

Da bi se izbegle beskonacne petlje (tj. beskona¢no obradivanje istog ¢vora), da bi se obezbedila potpunost

i da bi se omogucilo popravljanje ve¢ nadenih puteva, odrzava se spisak svih posecenih ¢vorova i to u vidu dve
liste:

e otvorena lista (ili lista otvorenih stanja) — lista ve¢ dosegnutih ¢vorova koji treba da budu obradeni;
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e zatvorena lista (ili lista zatvorenih stanja) — lista Evorova koji su ve¢ obradeni.

Na pocetku je u otvorenoj listi samo polazni ¢vor, a zatvorena lista je prazna. U svakoj iteraciji analizira se
element otvorene liste sa najboljom ocenom (implementacija otvorene liste treba da omoguéava efikasan pristup
takvom elementu) i obraduju se iz njega neposredno dostupni ¢vorovi. Ukoliko se naide na ciljni ¢vor — zadatak
je resen i algoritam zavrSava rad. Precizniji opis algoritma dat je na slici 4.4.

[ Algoritam: Prvo najbolji }

Ulaz: Graf G, polazni évor i ciljni évor

Izlaz: Niz koraka od polaznog do ciljnog cvora (ako postoji put izmedu ova dva stanja)

1: zatvorenu listu postavi na praznu listu, a u otvorenu listu stavi samo polazni cvor (sa izracunatom vrednoscu

funkcije f);
2: dok god ima elemenata u otvorenoj listi radi
3: izaberi cvor n (tekuci ¢vor) iz otvorene liste koji ima najbolju ocenu f(n);
4: ako je n ciljni cvor onda
5: izvesti o uspehu i vrati reSenje konstruiSuéi put od polaznog do ciljnog ¢vora (iduci unazad — od

ciljnog cvora);

6: za svaki cvor m koji je direktno dostupan iz n radi

7: ako m nije ni u otvorenoj ni u zatvorenoj listi onda

8 dodaj ga u otvorenu listu i oznaci n kao njegovog roditelja; izracunaj i pridruzi vrednost f(n)
cvoru n;

9: izbaci n iz otvorene liste i dodaj ga u zatvorenu listu;

10: izvesti da trazeni put ne postoji (otvorena lista je prazna i uspeh nije prijavljen).

Slika 4.4: Algoritam Prvo najbolji.

Algoritam Prvo najbolji ne daje nuZno optimalno reienje. Ako je broj &vorova i grana u grafu konacan,
algoritma se zaustavlja i ima svojstvo potpunosti, o ¢emu govori naredna teorema.

Teorema 4.1. Ako je broj stanja i akcija konacan, algoritam Prvo najbolji se zaustavlja i nalazi traZeni
put ako on postoyi.

Ako funkcija f(n) vrac¢a dubinu ¢vora n u BFS obilasku grafa pocev od polaznog &vora, onda se navedeni
algoritam ponasa kao algoritam obilaska u §irinu (za neki poredak ¢vorova). Ako funkcija f(n) vraca zbir cena
grana od polaznog ¢vora do ¢vora n, onda se navedeni algoritam ponasa kao Dajkstrin algoritam.

Opsti algoritam Prvo najbolji predstavlja bitnu modifikaciju algoritma jednostavnog pohlepnog pristupa. Iako
oba u jednom &voru koriste sli¢no navodenje i biraju (najpre) najbolji susedni &vor (tj. ¢vor n sa najboljom
vrednoséu f(n)), algoritam Prvo najbolji, za razliku od jednostavnog pohlepnog pristupa, omogucava vracanje na
&vorove koji su posecdeni a nisu ispitani (jer je neka od alternativa obeéavala vige). Ovim pristupom, zahvaljujuéi
alternativama u otvorenoj listi, omoguéava se uspeSan nastavak pretrage i u slucajevima kada bi pohlepna
pretraga naisla na plato ili na tacku lokalnog optimuma (tj. kada ne moze jednim korakom da se popravi ocena
tekuceg stanja).

Primer 4.4. Razmotrimo ponovo primer 4.1 i zadatak nalaZenja puta od Budimpeste do Sofije. Neka se
ponovo kao funkcija evaluacije f koristi vazdusno rastojanje do ciljnog grada. U otvorenoj listi je najpre
samo Budimpesta. To nije ciljni ¢vor i u otvorenu listu dodaju se direktno dostupni gradovi — Zagreb,
Beograd, Bukurest. Budimpesta prelazi u zatvorenu listu. Najbolje ocenjeni cvor iz otvorene liste je sada
Bukurest. U otvorenu listu dodaje se Sofija a Bukurest prelazi u zatvorenu listu. Najbolje ocenjeni évor iz
otvorene liste je sada Sofija, to je ciljni ¢vor i vracéa se put Budimpesta-Bukurest-Sofija, u ovom konkretnom
slucagju, to je isti put koji je vratila i pohlepna pretraga (i on nije najbolji moguéi).

Razmotrimo ponovo i drugi zadatak iz primera 4.1: pretpostavimo da je Skoplje polazni ¢vor, da je ciljni
¢vor (ponovo) Sofija, ali i da ne postoji direktan put izmedu ova dva grada. U otvorenu listu se najpre
dodage Skoplje i to je prvi tekuéi ¢vor. U otvorenu listu dodaju se njemu direktno dostupni gradovi Beograd
i Podgorica ¢ije su ocene 328 i 334 (sa Skopljem kao roditeljem). Skoplje prelazi uw zatvorenu listu. Sledeéi
tekuci cvor je Beograd (jer ima najbolju ocenu u otvorenoj listi) i u otvorenu listu ulaze Budimpesta, Zagreb,
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Sarajevo i Bukurest (sa Beogradom kao roditeljem). Beograd prelazi w zatvorenu listu. Sledeéi tekuéi évor
je Bukurest i u otvorenu listu ulazi Sofija (sa Bukurestom kao roditeljem). Sledeci tekuci cvor je Sofija
i pretraga se zavriava, vrativsi put Skoplje-Beograd-Bukurest-Sofija. Podsetimo se da je u ovoj situaciji
pohlepna pretraga bila nemoéna da pronade put od Skoplja do Sofije (videti primer 4.1). Naredna slika
ilustruje dobijeno resenje.

Budimpesta

590/450

Bukurest

360,300

Primer 4.5. U slucaju primera slagalice diskutovanog w primeru 4.2, situacija prikazana levo predstavlja
tacku lokalnog minimuma, zbog ¢ega se pohlepna pretraga zaustavlja. Algoritam Prvo najbolji ée odabrati
jedan od moguéih poteza, ali ée alternativno stanje cuvati u otvorenoj listi ¢+ moZda ga obraditi kasnije.
U situaciji prikazanoj desno, pohlepnom pretragom se prazno polje spusta do donjeg desnog ugla, ¢ime se
dolazi do tacke lokalnog optimuma i pohlepna pretraga ne mozZe da nastavi. Medutim, u slucaju algoritma
Prvo najbolji, stanja koja su bila alternative ispitanim stanjima su i dalje u otvorenoj listi i ispituju se dalje.
Stoga je algoritam Prvo najbolji u stanju da resi slagalicu, ali ne garantuje nalaZenje reSenja koje se sastoji
od najmanjeg broja poteza.

4.3 Algoritam A¥*

Algoritam A* pretraga ili, krace, algoritam A* (Cita se ,a zvezda®, eng. ,,a star*) za odredivanje puta izmedu
dva ¢vora grafa, jedan je od fundamentalnih i najpopularnijih algoritama ves§tatke inteligencije. Zasnovan je
na kori§éenju heuristika za usmeravanje pretrage, ali ipak ima, pod odredenim uslovima, svojstvo potpunosti
i optimalnosti. Prvu verziju algoritma A* razvili su Hart (Peter Hart), Nilson (Nils Nilson) i Rafael (Bertram
Raphael) 1968. godine, a u narednim godinama uvedeno je nekoliko modifikacija.

Algoritam A* je varijanta algoritma Prvo najbolji u kojoj se koristi funkcija evaluacije f koja ima sledeéu
specificnu formu:

f(n) = g(n) + h(n),

gde je g(n) cena puta od polaznog &vora do ¢vora n, a h(n) je procenjena (heuristicka) cena najjeftinijeg puta
od ¢vora n do ciljnog ¢vora. Dok se traga za najkra¢im putem, za vrednost g(n) koristi se trenutno poznata
minimalna cena od polaznog ¢vora do ¢vora n i ona se moze menjati tokom primene algoritma. S druge strane,
vrednost h(n) zasnovana je na proceni i za svaki ¢vor njena vrednost je nepromenljiva tokom primene algoritma.
Od kvaliteta heuristike u velikoj meri zavisi ponasanje i efikasnost algoritma. Izbor kvalitetne heuristike jedan
je od najvaznijih izazova u dizajniranju konkretnih implementacija algoritma A*.

Opis algoritma A* dat je na slici 4.5. Prilikom dodavanja ¢vora m u otvorenu listu, vrednost g(m) se moZe
izratunati na inkrementalan i efikasan nac¢in: vrednost g(m) jednaka je zbiru vrednosti funkcije g za roditelja
¢vora m i ceni puta od roditelja do m.

Ako algoritam naide na ¢vor m koji je veé u otvorenoj ili zatvorenoj listi, to znadi da je pronaden nowvi
put do veé poseéenog ¢vora m. Tada se proverava da li je put od polaznog ¢vora do ¢vora m preko ¢vora n
bolji od postojeéeg puta. Ako jeste, potrebno je azurirati vrednost g(m). To mozZe da se desi i za &vor m koji
pripada zatvorenoj listi: ako to jeste slucaj, potrebno je évor m vratiti u otvorenu listu (jer je moguce da se
mogu popraviti i neki putevi preko ¢vora m).

Primer 4.6. U primeru pronalaZenja najkracih puteva izmedu gradova, ako su poznata rastojanja izmedu
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[ Algoritam: A*

Ulaz: Graf G, polazni cvor i ciljni cvor, heuristicka funkcija h

Izlaz: Put od polaznog do ciljnog ¢vora ili neuspeh

1: zatvorenu listu postavi na praznu listu, u otvorenu listu stavi samo polazni ¢vor (sa izracunatom vrednoscu
funkcije f);

2: dok god ima elemenata u otvorenoj listi radi

3; izaberi tekuci ¢vor n iz otvorene liste koji ima najbolju ocenu f(n);

4: ako je n ciljni cvor onda

5: izvesti o uspehu i vrati reSenje konstruisué¢i put od polaznog do ciljnog cvora (iduci unazad — od
ciljnog cvora);

6: za svaki ¢vor m koji je direktno dostupan iz n radi

7: ako m nije ni u otvorenoj ni u zatvorenoj listi onda

8: dodaj ga u otvorenu listu i oznaci n kao njegovog roditelja; izraCunaj i pridruzi vrednosti g(m)
i f(m) cvoru m;

9: inace

10: ako je cena puta od polaznog ¢vora do ¢vora m preko ¢vora n niza od cene postojeceg puta do
m (koja je trenutno jednaka g(m)) onda

11: promeni informaciju o roditelju cvora m na cvor n i azuriraj vrednosti g(m) i f(m);

12: ako je cvor m bio u zatvorenoj listi onda

13: prebaci ga u otvorenu;

14: izbaci n iz otvorene liste i dodaj ga u zatvorenu listu;

15: izvesti da trazeni put ne postoji.

Slika 4.5: Algoritam A*.

gradova vazdusnim putem, algoritam A* moZe kao heuristicku vrednost h(n) da koristi vazdusno rastojanje
od ¢vora n do ciljnog ¢vora, kao u primeru 4.1. Naredna tabela i slika (kopnena rastojanja ispisana su po-
debljanim, a vazdusna obi¢nim ciframa) ilustruju izvrSavange algoritma A* na primeru nalaZenja nagkraceg
puta od Budimpeste do Sofije.

tekuci | stanje otvorene liste u zatvorenu
cvor | [évor(roditelj,g+h)] listu se
dodaje
Bu(-,0+631)
Bu Bg(Bu,380+328), Zg(Bu,340+681), Bk(Bu,840+300), Bu(-)

By Sk(Bg,810+170), Zg(Bu,340+681), Bk(Bu,840+300), Sa(Bg,670+423), Pg(Bg,830+334) | Bg(Bu)
Sk Z9(Bu,340+681), So(Sk, 1050+0), Bk(Bu,840+300), Sa(Bg,670+423), Pg(Bg,830+334) | Sk(Bg)
Zg So(Sk, 1050+0), Bk(Bu,840+300), Sa(Bg,670+423), Pg(Bg,830+334) Zg(Bu)
So Bk (Bu,8/0+300), Sa(Bg,670+423), Pg(Bg,830+334)

Budimpesta

X Bukurest
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Pronadeni put je Budimpesta-Beograd-Skoplje-Sofija i on je kracéi od puta Budimpesta-Bukurest-Sofija koji
pronalazi pohlepna pretraga i pretraga Prvo najbolji (stavide, ovaj pronadeni put je najkraci moguci).

Primer 4.7. U sluc¢aju Lojdove slagalice, kao u primeru 4.2, za heuristiku se koristi zbir Menhetn rastojanja
svakog od 15 polja slagalice do njegovog ciljnog mesta. Naredna slika prikazuje stanje slagalice i dva moguca
naslednika, pri ¢emu oba imaju ocenu veéu od ocene polaznog stanja. Stoga, kako se u polaznom stanju
dostize lokalni minimum, pristup ciste pohlepne pretrage sa izabranom heuristikom nemodan je veé na
pocetku.

Hs 1K

o [y 8

E Bl

Za isto polazno stanje, algoritam A* pronalazi reSenje od Sest poteza — gore, levo, gore, desno, dole, dole.
Stablo pretrage vriene algoritmom A* prikazano je na slici 4.6.

Korig¢enje algoritma A* nije uvek jednostavno. Cesto je algoritam potrebno prilagoditi specificnom problemu
a uvek je, u kontekstu aplikacija koje rade u realnom vremenu, vazno imati u vidu vremensku sloZenost, prostornu
slozenost, upravljanje memorijom i razli¢ite dodatne faktore. Neki od dodatnih, specifiénih zahteva mogu da
iziskuju dodatno matematicko znanje i izra¢unavanja i specificne implementacione tehnike i strukture. Svi ti
moduli treba da budu uklopljeni u kompaktan i efikasan sistem za nalaZenje puta.

4.3.1 Svojstva algoritma A*

Pod odredenim pretpostavkama, moze se dokazati da se algoritam A* zaustavlja, da je potpun i da je
optimalan.

Zaustavljanje: Ako su broj ¢vorova i broj grana konaéni, algoritam A* se zaustavlja, kao i svaki algoritam
tipa Prvo najbolji. Na grafovima sa beskonaénim brojem ¢vorova, sa kona¢nim stepenom i sa cenama grana
veéim od neke pozitivne konstante, A* se zaustavlja ako postoji reSenje.

Potpunost: Ako su broj évorova i broj grana kona¢ni, ako postoji put izmedu dva &vora, algoritam A* ée, kao i
svaki algoritam tipa Prvo najbolji, naci jedan takav (ukoliko je raspolozivo dovoljno vremena i memorijskog
prostora). Cak i ako je heuristicka funkcija veoma loga, ciljni &vor ¢ée biti dostignut u kona¢nom broju
koraka.

Optimalnost: Algoritam A* u op$tem slutaju nema svojstvo optimalnosti, ono vazi samo ukoliko heuristika
koja se koristi zadovoljava neke uslove.

Definicija 4.2 (Dopustiva heuristika). Heuristika h je dopustiva (eng. admissible) ako nikada ne
precenjuje stvarno rastojange izmedu tekuéeg cvora i ciljnog évora, tj. ako za svaki ¢vor vazi:

h(n) < h*(n),

gde je h*(n) cena nagkraéeg puta od évora n do ciljnog évora (tj. h* je idealna, optimalna heuristika).

Tvrdenje da dopustiva heuristika obezbeduje optimalnost navodimo bez dokaza:

Teorema 4.2. Ako se u algoritmu A* koristi dopustiva heuristika, ako je pronaden put do ciljnog
¢vora, onda je on sigurno optimalan.
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Slika 4.6: Stablo pretrage vr8ene algoritmom A*  na primeru slagalice u kojem se u polaznom stanju dostize
lokalni minimum. U prikazu stabla, medu naslednicima svakog stanja su samo stanja koja nisu ve¢ dodata u
zatvorenu listu. U zagradama su navedeni redni brojevi pod kojim stanja postaju tekuca (poredak obilaska

potomaka mogao je da bude i drugagciji).
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Ukoliko heuristika h nije dopustiva, ali ne precenjuje stvarnu cenu za viSe od d, onda je cena puta koji ée
pronaéi algoritam A* manja ili jednaka od cene najkraceg puta uvecane za d.

Definicija 4.3 (Konzistentna heuristika). Heuristika h je konzistentna (eng. consistent) ako ima
vrednost 0 za ciljni évor i za bilo koja dva susedna ¢vora n i m vaZi:

c(n,m) + h(m) > h(n)

gde je c¢(n,m) cena pridruZena (moguce usmerenoj) grani (n,m).

Ako je funkcija h konzistentna, onda je ona i dopustiva (kao §to tvrdi naredna teorema). Obratno ne vazi
nuzno: funkcija h moze da bude dopustiva, a da ne bude konzistentna.

Teorema 4.3. Ako je h konzistentna heuristika, onda je ona i dopustiva.

Dokaz: Neka je h*(n) jednako najkra¢em rastojanju od ¢vora n do ciljnog ¢vora s (tj. neka je h* optimalna
heuristika). Dokazimo da, ako je h konzistentna heuristika, onda za svaki ¢vor n vazi h(n) < h*(n).
Dokaz izvedimo matemati¢kom indukcijom po broju ¢vorova na najkra¢em putu izmedu n i ciljnog
¢vora s.

Ako izmedu n i s na najkra¢em putu nema ¢vorova, onda iz uslova konzistentnosti vazi c(n, s)+h(s) >
h(n), pa kako je h*(n) = c¢(n,s) i h(s) =0, vazi h*(n) > h(n).

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svaki ¢vor za koji je broj ¢vorova do ciljnog ¢vora na najkraéem
putu manji od k, za k > 0. Ako izmedu n i s na najkracem putu ima k ¢vorova, gde je k > 0, neka
je m prvi &vor na koji se naide posle ¢vora n na najkra¢em putu do s. Od &vora m do ¢vora s na
najkra¢em putu ima k — 1 &vorova, pa na osnovu induktivne hipoteze (h*(m) > h(m)) i na osnovu
svojstva konzistentnosti vazi

B (n) = c(n, m) + h*(m) > c(n,m) + h(m) > h(n),

§to je i trebalo dokazati. O

Na osnovu teorema 4.2 i 4.3, sledi da algoritam A* ima svojstvo optimalnosti ako se koristi konzistentna
heuristika k. Stavise, u tom slu¢aju algoritam A* moze da se pojednostavi: nije potrebno proveravati da
li je put preko tekuéeg ¢vora do jednom zatvorenog ¢vora bolji od postojeceg (jer sigurno nije). Dokaz
ovog tvrdenja, kao i dokaz optimalnosti algoritma u slu¢aju korigéenja konzistentne heuristike (koji se ne
oslanja na teoremu 4.2), dati su u nastavku.

Lema 4.1. Ako je h konzistentna heuristika, onda su, u svakom trenutku primene algoritma, vrednosti
f(n) duz puta od polaznog do tekuéeg cvora neopadajuce.

Dokaz: Ako je u nekom trenutku primene algoritma ¢vor m tekuéi i ako je njegov roditelj &vor n, onda
vaZi:
f(m) =g(m) + h(m) = g(n) + c(n,m) + h(m) = g(n) + h(n) = f(n)

Tvrdenje leme onda sledi na osnovu jednostavnog induktivnog argumenta. g

Lema 4.2. Ako je h konzistentna heuristika, za niz ¢vorova m redom proglasenih za tekuce, niz
vrednosti f(n) éini neopadajuéi niz.
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Dokaz: U svakoj iteraciji, algoritam bira za tekuéi &vor ¢évor iz otvorene liste sa najmanjom vredno§éu
f(n) (te svi preostali ¢vorovi u skupu otvorenih &vorova imaju veée ili jednake vrednosti f). Svi
buduéi tekuéi ¢vorovi su preostali ¢vorovi iz otvorene liste, ili njihovi potomci. Na osnovu prethodne
leme, onda sledi da svi tekuéi évorovi nakon tekuéeg ¢vora n imaju vrednosti f vece ili jednake f(n).
Kako ovo vazi za svaki tekuéi évor n, sledi tvrdenje leme, tj. algoritam proglagava ¢vorove tekuéim u
neopadajuéem poretku po f(n). O

Lema 4.3. Ako je h konzistentna heuristika, kada neki ¢vor n postane tekuéi po prvi put, do njega
je veé pronaden optimalan put.

Dokaz: Kada algoritam proglasi neki ¢vor n tekuc¢im po prvi put, on ima neke vrednosti g(n) = go i
f(n) = fo. Pretpostavimo da g(n) nije optimalna cena puta od polaznog ¢vora i pretpostavimo da
je optimalan put do istog ¢vora moguce dosti¢i u nekoj kasnijoj iteraciji, kada ¢e mu biti pridruzene
vrednosti g; 1 f1. Kako je g1 cena optimalnog puta do n, vazi g > g1, paigo + h(n) > g1 + h(n),
tj. fo > fi. S druge strane, na osnovu prethodne leme, vazi fy < f1, §to daje kontradikciju. O

Teorema 4.4. Ako se u algoritmu A* koristi konzistentna heuristika h, onda:

e ako je pronaden put do ciljnog ¢vora, onda je on sigurno optimalan;

e za cvorove dostupne iz tekuéeq cvora koji su veé zatvoreni, ne treba da se proverava da li njihova
vrednost g moZe da se aZurira.

Dokaz: Algoritam vraéa nadeni put ¢im ciljni évor po prvi put postane tekuéi. Na osnovu leme 4.3, ako
je h konzistentna heuristika, kad ciljni évor postane tekuéi, do njega je veé¢ pronaden optimalan put,
§to daje prvi deo teoreme. Iz leme 4.3 neposredno sledi i drugi deo teoreme. O

Navedena teorema u sluc¢aju konzistentne heuristike obezbeduje jednostavniju i efikasniju, a pritom opti-
malnu verziju algoritma A*.

SloZenost: Slozenost algoritma A* (i vremenska i prostorna) bitno zavisi od heuristike. Ako je heuristika

jednaka nuli, i broj otvorenih évorova, i prostorna i vremenska slozenost algoritma A* jednake su kao za
Dajkstrin algoritam. Cesto je vazno i razmatranje sloZenosti algoritma A* u zavisnosti od duZine najkraceg
puta. Ukoliko svaki ¢vor ima b susednih ¢vorova, a najkraéi put od nekog ¢vora do ciljnog je duzine d,
onda je slozenost u najgorem sluc¢aju jednaka O(b%), tj. broj obradenih évorova eksponencijalno zavisi od
d. Moze se dokazati da broj obradenih ¢vorova polinomski zavisi od d ako heuristika h zadovoljava slede¢i
uslov:

|h(n) = h*(n)| < O(log h*(n))
gde je h* idealna heuristika, tj. funkcija koja vrac¢a cenu najkrac¢eg puta od ¢vora n do ciljnog ¢évora.

Ukoliko je ¢ najkraée rastojanje od polaznog ¢vora n do ciljnog ¢vora i ukoliko se koristi dopustiva heuri-
stika, moZe se dokazati da ¢e algoritam A* posetiti sve Evorove za koje vazi f(m) < ¢, kao i neke Evorove
m za koje vazi f(m) = c.

Za algoritam A* se kaze i da je optimalno efektivan, jer je dokazano da ne postoji algoritam koji je potpun,
a uvek poseéuje manje od ili jednako ¢vorova kao algoritam A*.

Primer 4.8. Zadatak je naéi najkraéi put od cvora A do évora E u sledeéem grafu (pored évorova grafa
zapisane su procenjene duZine puta do évora E, tj. vrednosti funkcije h).
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Naredna tabela ilustruje primenu algoritma A* (odgovarajuée stablo pretrage prikazano je na slici 4.7).

tekuéi | stanje otvorene liste w zatvorenu
évor | [évor(roditelj,g+h)] listu se
dodaje
A(-, 0+6)
A(6) | D(A,6+5), G(A,5+6) A(-)
D(11) | G(A,5+6), F(D,9+3), H(D,9+4), C(D,10+6) | D(4)
G(11) | F(D,9+3), H(D,9+4), C(D,10+6) G(A)
F(12) | B(F,12+1), H(D,9+4), C(D,10+6) F(D)
B(13) | H(D,9+4), B(B,14+0), C(D,10+6) B(F)
H(13) | B(H,11+1), E(B,14+0), C(D,10+6) H(D)
B(12) | E(B,13+0), C(D,10+6) B(H)
E(18) | C(D,10+6)

Na kraju primene algoritma, kada je ¢vor E postao tekuéi ¢vor, konstruise se traZeni put — koristeéi
informacije o roditeljima za ¢vorove iz zatvorene liste: A—D— H — B—FE. Kori§éena heuristika je dopustiva,
pa je pronadeni put optimalan.

Za neke heuristike (kao Sto je, na primer, euklidsko rastojanje) postoji jednostavan, opsti argument
da je dopustiva i konzistentna, a u nekim situacijama, kao Sto je i graf w ovom primeru, dopustivost i
konzistentnost mogu da se ispitaju samo neposrednim proveravanjem za sve ¢vorove. Upotrebljena heuristika
h nije konzistentna jer vazi c(H,B) + h(B) =2+ 1 < 4 = h(H) (primetimo da vrednosti f za cvorove koji
postaju tekuci nisu neopadajuée). Zato je nuino i za zatvorene cvorove proveravati da li se put do njih moZe
popraviti. To i jeste bio slucaj za cvor B: u koraku u kojem se H brise iz zatvorene liste, u nju se dodaje
cvor B jer je do mjega pronaden bolji put (preko H) od ranije postojeceg. Ukoliko to ne bi bilo radeno,
algoritam bi se ponaSao na sledeéi nacin:

tekuéi | stanje otvorene liste u zatvorenu
évor | [Evor(roditelj,g+h)] listu se
dodaje
A(-, 0+6)
A(6) | D(A,6+5), G(A,5+6) A(-)
D(11) | G(A,5+6), F(D,9+3), H(D,9+4), C(D,10+6) | D(A)
G(11) | F(D,9+3), H(D,9+/4), C(D,10+6) G(A)
F(12) | B(F,12+1), H(D,9+4), C(D,10+6) F(D)
B(13) | H(D,9+/4), E(B,14+0), C(D,10+6) B(F)
H(13) | E(B,14+0), C(D,10+6) H(D)
E(14) | C(D,10+6)

Na kraju primene algoritma, kada je ¢vor E postao tekuéi cvor, konstruise se put: A—D—F—B—FE. Ovo
jeste put od ¢vora A do cvora E, ali nije najkraéi moguéi. Qvo ponaSanje posledica je &injenice da funkcija
h nije konzistentna: kada heuristika nije konzistentna, neophodno je proveravati i zatvorene cvorove.

Ukoliko se za isti problem koristi konzistentna heuristika, rezultat ée biti optimalan put od A do E, a nedée
biti potrebno proveravati jednom zatvorene ¢vorove. U narednom primeru koristi se konzistentna heuristika
h ¢ija se vrednost razlikuje u odnosu na prethodnu samo za évor H i daje optimalni put A—D—H—B—E.
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tekuci | stanje otvorene liste u zatvorenu
cvor | [évor(roditelj,g+h)] listu se
dodaje
A(-, 0+6)
A(6) | D(A,6+5), G(A,5+6) A(-)
D(11) | G(A,5+6), H(D,9+3), F(D,9+3), C(D,10+6) | D(A)
G(11) | H(D,9+3), F(D,9+3), C(D,10+6) G(A)
H(12) | B(H,11+1), F(D,9+3), C(D,10+6) H(D)
B(12) | F(D,9+3), E(B,18+0), C(D,10+6) B(H)
F(12) | E(B,13+0), C(D,10+6) F(D)
E(18) | C(D,10+6)

4.3.2 Odnos algoritma A* sa drugim algoritmima pretrage grafova

Obilasci grafa u dubinu i $irinu mogu se realizovati kao specijalni slu¢ajevi algoritma A*. Algoritam A* je
specijalan slutaj metoda Prvo najbolji (ako se u algoritmu Prvo najbolji vr§i aZuriranje puteva za tvorove i iz
otvorene i iz zatvorene liste).

Dajkstrin algoritam je specijalni slu¢aj algoritma A* u kojem je h(n) = 0 za svaki ¢vor n. Ovakva funkcija h
je konzistentna i garantuje nalazenje optimalnog puta. Skup otvorenih ¢vorova tada se §iri ravnomerno, sli¢no
koncentri¢nim krugovima oko polaznog ¢vora, ba§ kao kod Dajkstrinog algoritma. Sa boljom heuristikom, skup
otvorenih évorova ¢e se brze §iriti ka ciljnom &voru i biée posedeno manje ¢vorova nego primenom Dajkstrinog
algoritma. Klju¢na razlika izmedu dva algoritma je upravo u koriS¢enju heuristike: Dajkstrin algoritam (kao
algoritam neinformisane pretrage) uzima u obzir samo cenu od polaznog do tekuéeg ¢vora — vrednost g(n), a
A* (kao algoritam informisane pretrage) koristi vrednost funkcije evaluacije f(n) = g(n) + h(n).

Za g(n) = 0, algoritam A* predstavlja specijalnu varijantu pristupa Prvo najbolji, koja najpre obraduje
¢vorove sa najboljom heuristickom vredno§éu. Ova varijanta algoritma nije nuzno optimalna.

4.3.3 Dizajniranje dopustivih heuristika

Svojstva algoritma A* govore da on najbolje performanse (najmanji broj obradenih ¢vorova) daje kada
je funkcija heuristike bliska idealnoj funkciji heuristike. S druge strane, optimalnost je garantovana samo ako
funkcija heuristike nikada ne precenjuje stvarnu cenu puta. Zajedno, to govori da dobra funkcija heuristike mora
da bude veoma pazljivo konstruisana — treba da bude §to bliza idealnoj funkciji, ali da je nikada ne premasuje.

Ne postoji opsti pristup koji obezbeduje kvalitetnu heuristiku. Ipak, postoje neke smernice koje mogu pomoci
u dizajniranju heuristike. Ukoliko je raspolozivo nekoliko dopustivih heuristika hi, hq, ..., hy, onda je prepo-
rutljivo koristiti heuristiku h koja je za svaki ¢vor n definisana na sledeci nacin: h(n) = max{hi(n), ha(n), ..., hx(n)}
i koja je otigledno takode dopustiva.

Dopustiva heuristika moZe biti zasnovana i na ceni optimalnog re§enja nekog potproblema problema koji se
reSava. U slu¢aju Lojdove slagalice, to, na primer, moZe biti problem postavljanja (samo) dva ili tri polja na
svoje pozicije. Optimalno reSenje takvog potproblema sigurno ne precenjuje cenu refavanja Citavog problema,
pa cena tog optimalnog resenja moze da posluzi kao dopustiva heuristika. Slican pristup je da se kao heuristika
koristi tacna cena neke relaksirane verzije problema. Relaksirana verzija problema je neki novi problem koji
se od polaznog dobija zanemarivanjem nekih ograni¢enja. Primera radi, u slu¢aju Lojdove slagalice, ako se
zanemari ograni¢enje da na svakom polju moZe u jednom trenutku biti samo jedan deo slagalice, mogude je
tafno izracunati cenu optimalnog reSenja (takve) slagalice, a to je zbir Menhetn rastojanja svih delova do
njihovih porzicija u zavrsnom stanju slagalice. Takva cena ne moze premasiti cenu slaganja slagalice pri svim
ogranicenjima, te se moze koristiti kao dopustiva heuristika. Ukoliko se ukloni i ogranicenje da se delovi slagalice
moraju premestati samo na susedna polja, cena reSavanja takvog problema jednaka je broju delova slagalice koji
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Slika 4.7: Stablo pretrage tokom primene algoritma A* na problem iz primera 4.8 (prva varijanta). Levo od
¢vora zapisana je njegova f vrednost, a desno redni broj u nizu tekuéih ¢évorova, crvenom bojom oznaceni su
¢vorovi koji se nalaze u zatvorenoj listi.
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nisu na svojim mestima. Ovakva ocena, medutim, losija je od prethodne jer se zanemaruje previ§e ogranicenja
izvornog problema i stoga nije dobar izbor za heuristiku. Dodatno, moZe se kreirati vi§e heuristika u ovom stilu,
pa se njihovim kombinovanjem, kao $to je veé objasnjeno, moze dobiti jos kvalitetnija heuristika.

Dopustive heuristike ponekad se dobijaju i koriséenjem tehnika masinskog ucenja — resava se mnostvo instanci
problema i, na osnovu dobijenih informacija, kreira se heuristi¢ka funkcija.

4.3.4 Primena algoritma A* na uniformnoj mrezi

Opsti algoritam A* Eesto se primenjuje za pronalaZenje puta na uniformnoj, kvadratnoj mrezi ¢vorova (koja
odgovara, na primer, diskretizovanoj ili rasterizovanoj mapi). Tada on dobija specifiénu formu. Pretpostavimo
da je mreza pravilna (sacinjena od kvadrata) i da ima pravougaonu formu. Dodatno, pretpostavljamo da neki
¢vorovi (tj. neki kvadrati, neka polja mreze) nisu dostupni i da oni predstavljaju prepreke. Svako polje povezano
je sa svakim susednim poljem osim sa preprekama, te ima najvise Cetiri susedna polja. Svakom horizontalnom
ili vertikalnom kretanju izmedu dva susedna polja obi¢no se pridruzuje cena 1. Funkcija heuristike A~ moze se
zadati na razli¢ite nacine. Kada se izrac¢unava vrednost h, obi¢no se, jednostavnosti i efikasnosti radi, ignorisu
sve prepreke jer vrednost h(n) je procenjeno a ne stvarno rastojanje, a ignorisanjem prepreka bi¢e (ne nuzno,
ali moguce) potcenjeno stvarno rastojanje. Jedna moguénost za heuristiku h je euklidsko rastojanje izmedu dva
polja:

d((w1,91); (22, 92)) = V(w2 = 21)? + (g2 — 1)

Ova funkcija je konzistentna i dopustiva te obezbeduje optimalnost, ali je zahtevna Sto se tie vremena iz-
ratunavanja (8to moze biti kriti¢no za mape sa milionima ¢vorova). Drugi primer funkcije heuristike je Menhetn
rastojanje u kojem se broji ukupan broj polja predenih horizontalno ili vertikalno da bi se doslo od jednog do
drugog polja:

d((z1,91), (¥2,y2)) = |w2 — 21| + [y2 = 11,

Ova heuristika je konzistentna (i dopustiva), te garantuje pronalaZenje optimalnog puta. Ukoliko su na mreZi
dozvoljena i dijagonalna kretanja, onda se svakom horizontalnom ili vertikalnom koraku obi¢no pridruzuje cena
1, a svakom dijagonalnom potezu cena /2 ~ 1.414 (ovakva cena odgovara euklidskom rastojanju izmedu sredista
polja; ove vrednosti Cesto se mnoze nekom konstantom, na primer 10 i zaokruzuju na ceo broj). U ovom slucaju,
Menhetn rastojanje moze da precenjuje rastojanje do ciljnog ¢vora, te nije dopustiva heuristika i ne garantuje
pronalazenje najkracéeg puta. No, ovo rastojanje u praksi ¢esto daje dobre rezultate i pronadeni putevi su obi¢no
dovoljno dobri, ¢ak i ako nisu najkraéi. U slu¢aju da su dozvoljena i dijagonalna kretanja, kao heuristika koja
je konzistentna (i dopustiva) moze se koristiti Cebisevljevo rastojanje:

d((@1,11), (2, y2)) = mazx(|ze — 1|, [y2 — v1])-

I kada heuristika nije konzistentna, mogu da se ne azuriraju (i otvaraju ponovo) zatvoreni ¢vorovi. I ovakav
pristup ¢esto daje dovoljno dobra i efikasna reSenja, iako ne nuzno optimalna.

Primer 4.9. Primenom algoritma A* potrebno je pronaci put od polaznog do ciljnog ¢vora na uniformnoj
mreZi prikazanoj na narednoj slici. Polazni évor oznacen je zelenom, a ciljni crvenom bojom. Dozvoljeni
su horizontalni, vertikalni i dijagonalni potezi. Nije mogucée dijagonalno kretanje ka polju gore-desno ako je
desno polje prepreka, ni u drugim analognim situacijama. Ovakvo ogranicenje zavisi od prirode konkretne
primene (na primer, ovakvo ogranicenje moZe da opisuje moguce kretanje vozila).

Vrednosti funkcija f, g i h zapisane su u poljima uniformne mreZe: vrednost funkcije f zapisana je gore-
levo, vrednost funkcije g dole-levo, a vrednost funkcije h dole-desno. Vrednost funkcije f za svako polje je,
kao i uvek, zbir vrednosti funkcija g i h. Za rastojanje izmedu dva polja susedna horizontalno ili vertikalno
uzima se vrednost 10, a za rastojanje izmedu dva polja susedna dijagonalno uzima se vrednost 14. Kao
heuristika h koristi se Menhetn rastojanje do ciljnog polja pomnoZeno sa 10 (prepreka se zanemaruje). Ova
heuristika nije dopustiva jer su dozvoljeni i dijagonalni potezi.

Otvorena polja oznacena su dodatnim tankim (zelenim) kvadratima w okviru polja, zatvorena polja
oznacéena su dodatnim unutrasnjim (crvenim) kvadratima srednje debljine, a polja koja cine pronadeni
put oznadena su dodatnim unutrasnjim debljim (plavim) kvadratima. Strelice ukazuju na tekuceg roditelja
polja.

Pretraga krece od polaznog polja jer je na pocetku samo ono u otvorenoj listi. Polazno polje brise se iz
otvorene liste i dodaje u zatvorenu listu. U otvorenoj listi je onda njegovih osam susednih polja. Od svih
ngih, bira se ono sa najmanjom vrednodéu funkcije f (40), to je polje neposredno desno od polaznog polja i
ono e biti sledece tekuée polje. Za to, novo tekuce polje proveravaju se njegova susedna polja (nakon éega
e to tekuée polje biti izbaceno iz otvorene liste i dodato u zatvorenu listu). Njegova éetiri susedna polja
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veé su u otvorenoj listi a jedno je u zatvorenoj listi, pa je potrebno proveriti da li put preko tekucéeg c¢vora
popravlja njihove trenutne ocene. Razmotrimo, na primer, polje neposredno iznad tekuceg polja: vrednost
funkcije g za njega je 14. Ukoliko bi se do njega dolazilo preko tekucéeg polja, vrednost funkcije g bila bi 20
(10 je cena od polaznog do tekuéeg ¢vora i 10 je cena prelaska od tekuéeg polja). Dakle, na ovaj nacin se
ne moze popraviti vrednost funkcije g u polju iznad i ona ostaje nepromenjena. Pretraga se i u nastavku
sprovodi kao kod opsteg algoritma. Kada ciljno polje postane tekuce, trazeni put od polaznog cvora konstruise
se jednostavno: krece se od ciljnog ¢vora i prelazi na roditeljski sve dok se ne dode do polaznog ¢vora. Ovako
odreden niz polja u suprotnom poretku daje traZeni put.
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74 6 4 74 6 4
14 10 14 14 10 14
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Primetimo kako vrednost funkcije f za neko polje moze da se promeni tokom primene algoritma. Nakon
nekoliko iteracija, vrednosti funkcija g i f, kao i@ roditeljsko polje, promenili su se za polje koje se nalazi
dva polja ispod polaznog polja. Ranije je ovo polje imalo vrednost funkcije g jednaku 28 (i vrednost funkcije
f jednaku 88) i roditeljsko polje je bilo gore-desno. Kasnije, ovo isto polje ima vrednost funkcije g jednaku
20 (i vrednost funkcije f jednaku 80), a roditeljsko polje je gore. Ova izmena dogodila se u nekoj iteraciji
u meduvremeni.

Ponovimo da Menhetn rastojanje koje je koriséeno ne daje dopustivu heuristiku. Na primer, za drugo
polje ispod prepreke, ocena heuristike je 50 i ona je veéa od stvarnog rastojanja do ciljnog évora koje je
jednako 38. Kako su dozvoljeni dijagonalni potezi, a za heuristiku je koriséeno Menhetn rastojanje, ne moZe
se garantovati da ée uvek biti dobijen optimalni put. Optimalnost puta bila bi garantovana da je koriséeno
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Cebisevljevo rastojanje. Uprkos ovome, i u ovakvim situacijama moze da se koristi Menhetn rastojanje jer
moZe brze da vodi cilju (iako moZda ne dajuéi optimalan put).

Rad algoritma A* na istom grafu, ali za heuristike zasnovane na Cebisevljevom rastojanju i na euklid-
skom rastojanju ilustrovan je narednoj slici, levo ¢ desno redom:
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U ova dva sluéaja, kako su ove heuristike konzistentne, duZ pronadenog puta niz vrednosti f od pocetnog
ka ciljnog évoru je neopadajuéi niz. To ne vazi kada se za heuristiku koristi rastojanje Menhetn (jer ona
nije konzistentna kada su dozvoljeni i dijagonalni potezi).

4.3.5 Implementaciona pitanja

Algoritam A* obi¢no se primenjuje u aplikacijama koje rade u realnom vremenu, te je neophodno da je
efikasno implementiran. Otvorena lista Cesto se implementira kao binarni min-hip (kako bi se brzo dolazilo do
elementa sa najmanjom vrednoéu funkcije f), a zatvorena lista kao he§ tabela. Kori§éenjem ovih struktura,
operacije za dodavanje i brisanje elemenata iz otvorene liste zahtevaju, u najgorem slu¢aju, vreme O(log |V|),
gde je V skup Evorova grafa, a operacije proveravanja da li je element u zatvorenoj listi, dodavanja u zatvorenu
listu, kao i brisanja iz zatvorene liste zahtevaju prose¢no vreme O(1).

Zahtevi za memorijskim prostorom su za algoritam A* Cesto jo§ veéi problem nego vremenska slozenost.
Ipak, ukoliko broj ¢vorova grafa nije preveliki, moze da bude isplativo i stati¢ko alociranje potrebnog prostora
(ili dinamicko alociranje veéih blokova) koji onda moZe da se koristi u savezu sa min-hip strukturom, kako bi se
izbegle ¢este i skupe operacije dinamic¢kog alociranja (i dealociranja) za pojedina¢ne ¢vorove.

Najgori slutaj za algoritam A* je kada ne postoji put izmedu polaznog i ciljnog ¢vora. U tu svrhu moze se,
za neusmerene grafove, implementirati brza provera da li uopste postoji put izmedu dva ¢vora: dva ¢vora su
povezana ako i samo ako pripadaju povezanim delovima grafa. Ako se za svaki ¢vor moze lako proveriti kom
delu grafa pripada, onda je i navedena provera jednostavna (posebno ako mapa moZe biti obradena unapred i
podeljena na povezane delove).

Kada se algoritam A* koristi za pronalaZenje puta na uniformnoj mrezi, dobijeni putevi ne izgledaju uvek
prirodno (posebno ako treba da ih prati neko vozilo). Takve puteve potrebno je zameniti slicnim putevima koji
su glatkiji i izgledaju prirodnije.

4.3.6 Primer resavanja problema koris¢enjem algoritma A*

Razmotrimo sledeéi realan problem: potrebno je za neki grad napraviti aplikaciju koja predlaze najbolji put
od jednog do drugog stajalista javnog prevoza (Beograd, na primer, ima oko 160 linija javnog prevoza i oko 2400
stajalista, slika 4.8). Cena puta mozZe biti njegova duZzina ili (na primer, prosetno) vreme potrebno za njegovo
prelaZenje (u ovom drugom slucaju, bolji rezultati ée se dobijati ako su raspoloZive informacije za razli¢ita doba
dana, za svaki dan u nedelji i sli¢no).

Opisani zadatak moZe se efikasno resiti primenom algoritma A*, sa skupom stajalista koji ¢ini skup &vorova
grafa. Ukoliko je cena puta definisana kao njegova duzina, pogodna heuristika moze biti zasnovana na euklidskom
rastojanju i ona je o¢igledno dopustiva. Ukoliko je cena puta definisana kao potrebno vreme, onda kao dopustiva
heuristika moze da se koristi euklidsko rastojanje podeljeno maksimalnom brzinom vozila.

U najjednostavnijoj varijanti, skup ¢vorova (usmerenog) grafa jednak je skupu stajalista. Grana izmedu dva
&vora postoji ako i samo ako neka linija povezuje ta dva stajalista direktno (bez stajalista izmedu). To stvara
sledeéi problem: algoritam ne moze da razlikuje kvalitet putanje sa presedanjima i bez presedanja.

Alternativa je da svako stajaliste daje onoliko ¢vorova grafa koliko linija staje na tom stajaliStu. Na primer,
ako na stajalistu 10 staju linije 22 i 29, postojade ¢vorovi 10-22 i 10-29. Granama ée biti spojena sva susedna
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stajali§ta neke linije. Dodatno, granama ¢e biti spojeni ¢évorovi koji odgovaraju istom stajaliStu a razli¢itim
linijima. Cena ovakvih grana moZe da se bira slobodno i ona kontrolise koliko su presedanja prihvatljiva. Kao i
cene puteva u grafu, i funkcije f, g i h ¢e odgovarati ili duzini puta ili utroSenom vremenu.

\

Slika 4.8: Mapa linija javnog prevoza Beograda.

U Beogradu, na jednom stajalistu staje prosetno po 5 razli¢itih linija, pa bi ukupan broj ¢vorova grafa bio
oko 12000. Za ovakav graf, kvalitetna implementacija tro§i¢e za jedan upit samo deli¢ sekunde.

Opisani pristup ne razmatra (realnu) opciju da putnik pesa¢i izmedu dva (relativno bliska) stajalista. Da
bi i to bilo omoguéeno, grafu treba dodati i ,pesacke ¢vorove” za svako stajaliste, grane koje povezuju svaki
postojedéi ¢vor stajalista sa tim novim ¢vorom, kao i grane koje povezuju ,pesacke ¢vorove” bliskih stajalista
(na primer, na rastojanju manjem od 300m). Cena takvih grana mozZe biti grubo procenjena na bazi euklidskog
rastojanja. Ukoliko je cena puta bazirana na vremenu, onda se za cenu ovakve grane moze uzeti euklidsko
rastojanje podeljeno prose¢nom brzinom hodanja. Mogucée su i mnoge druge modifikacije osnovnog reSenja koje
mogu dati kvalitetnije i upotrebljivije rezultate.
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lgranje strateskih igara

Automatsko igranje strateskih igara kao $to je §ah davnagnji je izazov. Jo§ poc¢etkom dvadesetog veka Spanski
pronalazat Tores Kevedo (Torres y Quevedo) konstruisao je (i prikazao na svetskoj izlozbi u Parizu 1914. go-
dine) elektro-mehanicki uredaj El Ajedrecista (,,gahista“) koji je, kao beli, igrao Sahovsku zavrsnicu ,kralj i top
protiv kralja“ i iz svake pozicije nepogresivo pobedivao (iako ne u najmanjem moguéem broju poteza). Razvoj
teorije igara zapoCeo je Dzon fon Nojman (John von Neumann) postavljanjem opsteg problema (1928. godine):
Igraci Sy, Ss,...,Sy igraju datu igru T'. Kako treba da igra igracé S, da bi ostvario najbolji moguéi rezultat? Vec
od polovine dvadesetog veka, problemi ove vrste bili su vazan i ¢esto pokretacki, motivi§uéi izazov za oblast u
nastajanju — vestacku inteligenciju. Neki od najveéih (ili makar najsire poznatih) uspeha vestacke inteligencije
ostvareni su upravo na polju strateskih igara: rac¢unari su veé¢ odavno pobedili svetske Sampione u igrama bekge-
mon, dame i Sah (tada vaZeéi svetski Sampion Gari Kasparov partiju Saha izgubio je od ra¢unara 1997. godine),
a 2016. godine i u igri go. Iako su ovi programi veoma uspe$ni, njihovi principi odluéivanja kvalitativno su (po
pitanjima apstrahovanja, analogija, pravljenja planova i sl.) veoma razli¢iti od ljudskih. Veéina najzna¢ajnijih
pristupa za igranje strateskih igara zasnovana je na namenskim algoritmima pretrage, a odnedavno i na kombi-
nacijama takvih algoritama sa tehnikama masinskog ucenja (videti poglavlje 13.4.1). Pretraga koja se koristi u
igrama je specifi¢cna vrsta pretrage — suparnicka pretraga (eng. adversarial search), u kojoj postoji i ,suparnicka
strana“ koja takode menja stanje pretrage, obi¢no suprotno Zeljama strane koja vrsi pretragu (primeri u kojima
je primenljiva ovakva pretraga su, pored igara, modeli ratovanja, trgovanja i sli¢no).

U nastavku nece biti upustanja u analize pojedinacnih igara, ve¢ ¢e biti opisani opsti pojmovi i algoritmi
koji mogu da se koriste za Sirok spektar strateskih igara. Bi¢e razmatrani algoritmi za takozvane igre nulte sume
bez nepoznatih informacija za dva igraca. To su igre kod kojih igraci, grubo receno, imaju analogne, simetri¢ne
mogucénosti — ono §to je dobro za jednog igraca loSe je za drugog i svaki igra¢ zna koje poteze na raspolaganju
ima protivnik. U ovu kategoriju spadaju, na primer, igre Sah, dame, go, reversi, iks-oks, ¢etiri u nizu, mankala,
a ne spadaju, na primer, igre u kojima igra¢ ne zna karte koje ima protivnik, nepoznati broj koji treba pogoditi
itd.

5.1 Opste strategije za igranje igara

Moderna istorija programiranja strateskih igara pocinje ¢lankom Programming a digital computer for playing
Chess Kloda Senona iz 1950. godine. U tom tekstu, Senon je opisao dve opste strategije za izbor poteza:

A:  Minimaks“ procedurom vrsi se pretrazivanje stabla igre sa odredenom funkcijom evaluacije i ocenjivanje
legalnih poteza; bira se potez sa najboljom ocenom (videti poglavlje 5.4.2).

B: Potez se bira na osnovu trenutne pozicije/situacije u igri i na osnovu odgovarajuée, unapred pripremljene
tabele.

Pristup zasnovan na Senonovoj strategiji A naziva se ,sistematskim“ ili ,dubinskim pretrazivanjem* a i
pristupom ,,gruba sila plus jednostavna vrednosna funkcija“. Ako bi se pretrazivanje stabla igre vrsilo do zavrsnih
stanja, efektivno bi bili ispitivani svi moguéi tokovi nastavka partije i mogao bi da bude izabran zaista najbolji
potez (zavrsna stanja bila bi ocenjivana jednostavnom ,trovrednosnom funkcijom*: moguéi ishodi su pobeda
prvog igraca, pobega drugog igraca i nereseno). Medutim, taj pristup za netrivijalne igre nije prakti¢no ostvariv.
Zbog toga, efikasna primena Senonove strategije A svodi se na pretrazivanje stabla igre do relativno male dubine
algoritmima koji su usmereni heuristikama i uz dobro osmisljenu, ali jednostavnu funkciju evaluacije za ocenu
nezavr$nih pozicija. Ovakvim pristupom ne dobija se nuzno zaista najbolji potez, a obim pretrage ostaje,
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najcesce, i dalje veoma veliki. Precizniji opisi pojmova stabla igre, funkcije evaluacije i algoritama minimaks
tipa dati su u poglavlju 5.4.

Senonova strategija B zasniva se na jednostavnoj, unapred pripremljenoj tabeli koja zamenjuje izra¢unavanje
u toku izvrSavanja. U ovom pristupu, znanje o igri ne nalazi se u programu koji igra, veé u programu koji je tabelu
generisao. Tabela ima dve kolone: u jednoj su mogude pozicije/stanja igre, a u drugoj preporuceni (ponekad
optimalni) potezi. Jedan od ,klasi¢nih* primera ovog pristupa je program za igranje Sahovske zavrsnice kralj i
kraljica protiv kralja i topa koji je 1977. godine kreirao Kenet Tompson (Kenneth Thompson, tvorac operativnog
sistema UNIX). Tabela koju je koristio program sadrzavala je sve moguée pozicije i optimalne poteze za sve te
pozicije (pri ¢emu se pod optimalnim potezom za igrac¢a koji ima kralja i kraljicu smatra potez koji vodi pobedi
u najmanjem broju poteza, a za slabijeg — potez koji maksimalno odlazZe poraz). Tabela je imala oko tri miliona
vrsta i program koji se na njoj zasnivao bio je, naravno, nepogresiv. Tabela je kreirana koriséenjem retrogradne
analize koja se za igrata koji ima kraljicu (pretpostavimo da je to beli) sprovodi na sledeéi nac¢in. Obraduju
se samo pozicije u kojima je na potezu beli i svakoj se, inicijalno, pridruzuje vrednost oo; dalje, prepoznaje se
svaka pozicija u kojoj crni moze neposredno biti matiran (mat u jednom potezu belog), pridruzuje joj se taj
matni potez i vrednost 1; dalje, prepoznaje se svaka pozicija i u tabelu se upisuje potez nakon kojeg, ma $ta da
odigra crni dolazi se u poziciju oznafenu brojem 1 (za takve pozicije vaZi da postoji mat u dva poteza belog)
i toj poziciji pridruzuje se vrednost 2; dalje, prepoznaje se svaka pozicija i u tabelu se upisuje potez nakon
kojeg, ma §ta da odigra crni dolazi se u poziciju oznac¢enu brojem < 2 (za takve pozicije vazi da postoji mat u
najvise tri poteza belog) i toj poziciji pridruzuje se vrednost 3; ... dalje, prepoznaje se svaka pozicija i u tabelu
se upisuje potez nakon kojeg, ma $ta da odigra crni dolazi se u poziciju oznacenu brojem < d (za takve pozicije
vaZi da postoji mat u najvise d + 1 poteza belog) i toj poziciji pridruzuje se vrednost d + 1; ... Ovaj postupak
nastavlja se dok god postoji neka pozicija oznagena sa co. Tabela za optimalnu igru crnog (koji ima topa) kreira
se kori§éenjem tabele za belog: neka u nekoj poziciji p crni ima na raspolaganju n poteza i neka u tabeli za belog
pozicijama u koje vode ovi potezi odgovaraju vrednosti vy, va, ..., v, (to su maksimalni brojevi poteza do mata
ako beli igra optimalno). U tabelu za crnog, za poziciju p kao optimalan potez upisuje se potez koji vodi ka
najvecoj vrednosti (¢ime crni maksimalno odlaze neminovni poraz). Kori§éenjem istog pristupa, na moskovskom
univerzitetu su 2012. godine kreirane tabele Lomonosov optimalnih poteza za sve §ahovske zavr§nice sa najvise
sedam figura na tabli. Tabela sadrZi vise od 500 triliona pozicija (pri ¢emu se u tabeli ne Euvaju pozicije koje
se mogu dobiti od drugih pozicija simetrijama i rotacijama).

Senonova strategija A za izbor poteza zahteva malo memorije i mnogo izratunavanja, a strategija B malo
izracunavanja i mnogo memorije. Na toj skali odnosa koli¢ine podataka i obima izracunavanja, ¢ovekov nacin
zakljuCivanja je izmedu ovih krajnosti i bitno se od njih razlikuje po svojoj prirodi.

U dvadeset prvom veku, na popularnosti dobija i tre¢a op§ta strategija za igranje strateskih igara zasnovana
na Monte Karlo pretrazi i velikom broju simulacija kojima se, u sadejstvu sa maginskim uenjem, ocenjuju
moguéi potezi.

5.2 Legalni potezi i stablo igre

Pravila konkretne igre definisu legalna stanja (tj. legalne pozicije) i legalne poteze za svaku legalnu poziciju.
Za svaku legalnu poziciju mozZe se efektivno odrediti skup legalnih poteza. Neke legalne pozicije mogu biti
pocetne pozicije, a neke zavrsne. U nekim igrama, legalni potez moze biti i dalje, u situaciji kada igrac¢ koji je na
redu nema na raspolaganju legalnih poteza i preskace svoj red (takve situacije ne postoje u Sahu, ali postoje,
na primer, u igri reversi).

Prostor stanja igre mozZe se opisati grafom ¢&iji su ¢vorovi legalne pozicije, a grane legalni potezi. Taj graf,
graf prostora stanja, je usmeren jer nije nuzno da postoje potezi u oba smera koji povezuju dva stanja (na
primer, u igri §ah, peSak moze da se krec¢e samo napred, ne i nazad). Stablo igre je stablo u ¢ijim su ¢vorovima
legalne porzicije i za svaki ¢vor njegova deca su sve pozicije do kojih se iz tog ¢vora moze doéi po jednim legalnim
potezom. Od korena do bilo kog lista naizmeni¢no se, dakle, smenjuju grane koje odgovaraju potezima prvog i
drugog igrata (nije nuzno da je u korenu stabla pocetna pozicija niti da su u svim listovima zavr$ne pozicije).
Potpuno stablo igre je stablo igre u ¢ijem je korenu pocetna pozicija igre, a svi listovi su zavr$ne pozicije igre i
svakom listu pridruzen je ishod — pobeda prvog igraca, nereseno ili pobeda drugog igraca. Potpuno stablo igre
ima onoliko listova koliko data igra ima razli¢itih mogucéih tokova. Taj broj je kod veéine igara (¢ak i kod veoma
jednostavnih) ogroman i onemogucava kompletno pretrazivanje u cilju izbora poteza. Na slici 5.1 ilustrovan je
deo potpunog stabla igre za igru iks-oks.

INekad se ono §to odigra jedan igra& naziva polupotez (eng. ply), a par takvih uzastopnih polupoteza naziva se potez (eng. move).
U ovom tekstu ¢e se smatrati da je potez ono Sto odigra jedan igrag.
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Slika 5.1: Deo potpunog stabla igre za igru iks-oks.

5.3 Otvaranje

U strateskim igrama, umesto da se na samom pocetku igre program upusti u proces pretrage, obi¢no se
koriste knjige otvaranja (eng. opening book) koje su zasnovane na ljudskom iskustvu i koje sadrze informacije o
poznatim i kvalitetnim potezima koji se esto javljaju u otvaranju.? Knjiga otvaranja koristi se, ne zahtevajuéi
mnogo vremena za izvrsavanje, dok god je to moguce (u Sahu, na primer, obi¢no za prvih desetak poteza) sa
ocekivanjem da se dode do bolje porzicije nego da je program koristio druga znanja. Kada viSe nije moguce
koristiti knjigu otvaranja, prelazi se na druge strategije izbora poteza.

Ukoliko protivnik odigra neki neuobic¢ajen potez koji ne postoji u knjizi otvaranja, program je primoran da
promeni pristup i da pocne da vrsi pretragu nastavka stabla igre. Takav neuobicajeni potez moze, medutim,
da bude rizi¢niji za igraca koji ga je odigrao nego za program koji u daljem toku moze da kompenzuje rano
napustanje knjige otvaranja i iskoristi slabosti protivnika.

Ukoliko za neku porziciju postoji u knjizi otvaranja vise mogucih poteza, izbor moze da se nacini po ve-
rovatno¢ama koje oslikavaju kvalitet tih poteza. Pomenuti pristup moze da se realizuje, na primer, na sledeéi
nacin: neka je, na osnovu knjige otvaranja, u nekom trenutku na raspolaganju n poteza. Svakom od njih neka
je pridruzena neka empirijska nenegativna ocena kvaliteta m;, 1 < ¢ < n (na primer, na osnovu ishoda partija
u knjizi koje ukljuc¢uju taj potez). Sto je neki potez bolji, to je njegova ocena veca. Tada se, u toj poziciji, i-ti
potez (1 < i < n) bira sa verovatnocom

" Z?ﬂ mj

Na taj nacin izbegava se deterministicko ponaSanje programa u otvaranju: bolji potezi (u smislu neke procene)
biraju se Cesce, ali ne uvek. Ocene m; mogu se tokom vremena i korigovati.

Knjiga otvaranja moZe biti staticka (sadrzati odreden, konacan broj varijanti u svakom potezu i informacije
o potezima samo do odredene dubine) ili se modifikovati tokom samog izvrSavanja programa.

5.4 Sredisnjica

Savremeni programi za strateske igre u sredidnjici najtesée koriste Senonovu strategiju A — koriste pre-
trazivanje stabla igre do neke dubine i pogodnu funkciju evaluacije. Funkcija evaluacije izrac¢unava se samo za
¢vorove na nekoj izabranoj dubini, a évorovima na manjim dubinama ocena se odreduje na osnovu ocena njihovih
potomaka. Otekuje se da su potezi dobijeni na ovaj nac¢in dovoljno dobri (ali ne nuzno i zaista najbolji mogudi,
sem ako se ne vrsi pretrazivanje potpunog stabla igre). Pored kvalitetne funkcije evaluacije, od klju¢ne vaznosti
su algoritmi koji se koriste za pretrazivanje stabla igre vodeni raznovrsnim heuristikama. Pretrazivanjem stabla
igre nastaje stablo pretrage. Za konkretnu poziciju, stablo pretrage obi¢no ¢ini samo mali deo potpunog stabla
igre, tj. algoritam posec¢uje samo mali deo skupa pozicija u stablu igre. Algoritam je efikasniji $to je taj deo

2U evropskoj istoriji §aha, otvaranja se sistemati¢no proutavaju veé vise od &etiristo godina.
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manji. Kao i u drugim vrstama pretrage, u procesu trazenja poteza, stablo pretrage ne kreira se eksplicitno, kao
struktura u memoriji rac¢unara, veé samo implicitno, kroz proces izvr§avanja algoritma.

5.4.1 Funkcija evaluacije i staticka ocena pozicije

Funkcija evaluacije (eng. evaluation function) dodeljuje pozicijama, tj. Evorovima stabla igre, neke ocene
na osnovu kojih one mogu da se porede po kvalitetu. Ocena pozicije formira se u skladu sa specificnostima
konkretne igre, pri ¢emu se ne ispituju ni pozicije iz kojih se doglo u tu poziciju niti moguéi nastavci, te se
zato za ovu ocenu kaze da je staticka ocena pozicije. Gotovo sve znanje o igri koje se koristi u sredisnjici partije
sadrzano je u funkciji evaluacije i u velikoj meri od nje zavisi kvalitet igre programa. Potrebno je da ona koristi
§to viSe relevantnih informacija ali, s druge strane, kako se izra¢unava mnogo puta, potrebno je da se izvrsava
§to brze. Funkcija evaluacije obi¢no preslikava skup svih moguéih pozicija u simetri¢an segment [—M, M]. Tada
se vrednost M dodeljuje samo zavr$nim stanjima igre u kojima je pobednik prvi igra¢, a —M samo zavrsnim
stanjima igre u kojima je pobednik drugi igra¢. U igrama nulte sume, smisao funkcije evaluacije za protivnike u
igri za dva igraca je suprotan — ono §to je najbolje stanje za jednog igraca najlosije je za drugog i obratno. Dakle,
funkcija evaluacije za simetri¢ne pozicije (za zamenjene uloge igra¢a) treba da daje vrednosti koje se razlikuju
samo po znaku. Najjednostavnija je trovrednosna funkcija evaluacije: ona se primenjuje samo na zavrsne pozicije
igre 1 ima samo tri razli¢ite vrednosti — za pobedu prvog, za pobedu drugog igraca i za neresen ishod (na primer,
10, -10 i 0). Trovrednosna funkcija zahteva pretraZivanje stabla igre do zavr$nih ¢vorova, pa je, zbog velike
dubine pretrazivanja, ova funkcija za veéinu igara prakti¢no neupotrebljiva.

Funkcija evaluacije u $ahu obi¢no uklju¢uje vrednost ,materijala® (beloj kraljici, moZe da bude pridruZena
vrednost 100, belom topu 50, belom lovcu i konju 30, a belom peSaku 10; crnim figurama onda se pridruzuju
iste vrednosti, ali suprotnog znaka), pokretljivost figura, pesacku strukturu, rokade i sli¢no.

| \

Slika 5.2: Tlustracija primene algoritma Minimaks.

5.4.2 Algoritam Minimaks

Algoritam Minimaks kljué¢ni je element Senonove strategije A i on je u osnovi skoro svih algoritama za izbor
poteza sistemati¢nim pretrazivanjem stabla igre. Ovaj algoritam prvi je opisao Fon Nojman jo§ 1928. godine.

Algoritam Minimaks pretrazivanjem stabla igre za igraca koji je na potezu odreduje najbolji moguéi potez
u datoj poziciji. Naglasimo da je obi¢no ekstremno tesko ili nemogude znati $ta je zaista najbolji potez u
nekoj poziciji. Zato se u ovom kontekstu (u kontekstu primene algoritma Minimaks) pod ,najboljim potezom*
podrazumeva najbolji potez za zadati ¢vor, za zadatu maksimalnu dubinu pretraZivanja i za izabranu funkciju
evaluacije. Pretpostavimo da funkcija evaluacije za igrata koji je na potezu ima pozitivan smisao, tj. bolji je potez
ako obezbeduje veéu vrednost funkcije. Ocene se funkcijom evaluacije dodeljuju ¢vorovima na zadatoj, fiksnoj
dubini (ti évorovi ne moraju da predstavljaju zavrsna stanja igre) ili na manjoj, samo ako je tada dostignuto
zavrsno stanje igre. Dalji postupak je rekurzivan: kao ocena ¢voru dodeljuje se minimum ocena njegove dece
ako je u tom ¢voru na potezu protivnik, a maksimum ocena njegove dece, u suprotnom (slika 5.2). Koris¢enje
minimuma ocena kada je na potezu protivnik oslikava pretpostavku da i protivnik igra koristeéi istu logiku
(tj- igra koristedi isti stil pretrage i funkciju evaluacije). Ocena pocetnog ¢vora je maksimum ocena njegove
dece i bira se potez kojem odgovara taj maksimum. Dakle, algoritam karakteri§e minimizovanje ocene kada je
na potezu protivnik i maksimizovanje ocene kada je na potezu sam igrac, pa otuda i ime algoritma. Postupak
naizmeni¢nog minimizovanja i maksimizovanja zovemo i minimaksimizacija. Algoritam Minimaks dat je na slici
5.3. Primetimo da glavna funkcija algoritma ne vraéa ocenu ¢&vora, veé najbolji pronadeni potez. To znaci da
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[ Algoritam: Minimaks }

Ulaz: Funkcija evaluacije f, pozicija, dozvoljena dubina pretrazivanja d
Izlaz: Potez
1. r:= Max(f, pozicija, d);

2: vrati potez kojem odgovara vrednost 7.

[ Algoritam: Max }

Ulaz: Funkcija evaluacije f, pozicija, dozvoljena dubina pretrazivanja d
Izlaz: Vrednost pozicije

1: ako je pozicija zavrsna ili je d jednako 0 onda

2: vrati f(pozicija);

3 a:=—0o0;

za svaku poziciju s do koje se moze doci u jednom potezu radi
m = Min(f,s,d—1);
ako m > a onda
a:=m,

N e 9 2

8: vrati a.

[ Algoritam: Min }

Ulaz: Funkcija evaluacije f, pozicija, dozvoljena dubina pretrazivanja d

Izlaz: Vrednost pozicije

1: ako je pozicija zavrsna ili je d jednako 0 onda
vrati f(pozicija);

by

3: b:= +o0;

4: za svaku poziciju s do koje se moze doci u jednom potezu radi
5: m = Max(f,s,d—1);

6 ako m < b onda

7 b:=m;

8: vrati b.

Slika 5.3: Algoritam Minimaks.

je potrebno osigurati da funkcija Max na najvi§em nivou takode vrac¢a potez koji vodi najboljoj oceni, ali to
svojstvo smatramo implementacionim detaljem te ono nije pokriveno prikazanim algoritmom.

Primer 5.1. Na narednoj slici prikazan je primer primene algoritma Minimaks na pojednostavljenu verziju
Saha na tabli 4 x 4. Koristi se funkcija evaluacije koja topu daje vrednost 50, a pobedi vrednost 1000. Kao
najbolji potez za koreni ¢vor bira se prvi potez naveden u sledeé¢em redu — potez koji vodi u mat u dva poteza.
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Algoritam Minimaks (kao i ostali algoritmi zasnovani na minimaksimizaciji) vr§i izbor poteza samo na osnovu
vrednosti koje su pridruzene ¢vorovima na maksimalnoj dubini pretrazivanja. To znaci da se ne ispituju potezi
koji dalje slede (a to ispitivanje Cesto bi promenilo odluku o izabranom potezu). Dakle, pri pretrazivanju stabla
igre razmatraju se (,vide se) &vorovi do neke fiksne dubine, ali ne i oni posle njih. Za ovakvo ponaSanje ¢esto
se kaze da ima efekat horizonta (eng. horizon effect). Dodatno, kada je neki potez izabran na osnovu dubljih
¢vorova i odigran, informacija o tome ne koristi se ubuduce u procesu izbora narednog poteza (na primer, ako
je neki potez izabran na osnovu poteza p koji obeéava i koji je na dubini tri, u sledeéem potezu istog igraca
pretrazivanje krece iznova i ¢esto neée biti izabran potez koji vodi potezu p).

5.4.3 Algoritam Alfa-beta

Algoritam Alfa-beta (ili «— ) otkriven je sredinom dvadesetog veka nezavisno od strane nekoliko istrazivaca.
Semjuel (Arthur Samuel) sa jedne i Edvards (Daniel Edwards), Hart (Timothy Hart) i Levin (Michael Levin)
sa druge strane, formulisali su nezavisno ranu verziju algoritma sredinom pedesetih godina. Makarti je sli¢ne
ideje predstavio 1956. godine, tokom znamenite konferencije u Darmutu. Brudno (Alexander Brudno) je, takode
nezavisno, otkrio algoritam Alfa-beta i objavio ga 1963. godine.

Slika 5.4: Ilustracija primene algoritma Alfa-beta.

Algoritam Alfa-beta zasnovan je na algoritmu Minimaks i heuristikama alfa i beta koje ubrzavaju pretragu
odsecanjem delova stabla igre. Osnovni postupak ocenjivanja ¢vorova je minimaks tipa: funkcijom evaluacije
ocenjuju se samo ¢vorovi na nekoj odabranoj dubini, a zatim se rekurzivnim postupkom (minimaksimizacijom)
ocenjuju ¢vorovi prethodnici. Postupak ,alfa odsecanja“ bié¢e opisan pretpostavljajuéi da funkcija evaluacije za
igrata A koji je na potezu ima pozitivan smisao (bolje su vece ocene). Neka je ocenjeno n — 1 njegovih legalnih
poteza, neka su dobijene ocene a1, as,...,a,—1 i neka je ax najvec¢a od njih. Razmatramo n-ti legalni potez, neka
je v ¢vor u koji taj potez vodi i neka je a,, njegova ocena koja tek treba da bude odredena kao minimum ocena
dece ¢vora v (slika 5.4). Nakon tog poteza, protivnik (igra¢ B) ima viSe mogucénosti i traZi se ona sa najmanjom
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ocenom. Za ocenu b; bilo kog deteta ¢vora v vazi da je ona veéa od ili jednaka zajedni¢ckom minimumu a,,
tj. vazi a, < b;. Ako se u pretrazivanju ¢vora v dode do ¢vora sa ocenom b; za koju vazi b; < ay, sigurno je
da je i ocena a,, ¢vora v manja od ili jednaka oceni ay, jer vazi a, < b; < ai. Kako se u po¢etnom ¢voru trazi
maksimum ocena mogucih poteza, vrednost a,,, dakle, ne moze da uti¢e na ocenu pocetnog ¢vora. Zato se dalje
pretraZzivanje poteza protivnika u évoru v moze prekinuti bez uticaja na rezultat pretrazivanja — moze da se
izvrdi jalfa odsecanje stabla“ (slika 5.4). ,Beta odsecanje“ potpuno je analogno i primenjuje se na ¢vorove u
kojima je na potezu protivnik. Naravno, s obzirom na smisao funkcije evaluacije, maksimumi pominjani u ,alfa
odsecanju* zamenjuju se minimumima i obratno (slika 5.4).

Algoritam Alfa-beta prikazan je na slici 5.5. Svaka instanca funkcije Max analizira po jedan ¢vor stabla igre
i ima po jednu promenljivu a. Promenljiva a sluzi za odredivanje maksimuma u ¢voru i ona u svakom trenutku
sadrzi tekuéu najvecu pronadenu vrednost (tj. trenutno donje ogranicenje za trazeni maksimum). Vrednost « je
trenutno najveéa od vrednosti a za sve aktivne instance funkcije Max i ona se koristi za odsecanje u pozivima
funkcije Min (u okviru naredbe ,,ako b < « onda vrati b;*). Vrednost « koja se koristi za odsecanje u nekom pozivu
funkcije Min ne mora biti pronadena u funkciji Max koja je neposredno poziva, ve¢ i u nekom od poziva predaka.
Naime, opravdano je odsecanje na osnovu tekucée vrednosti a u bilo kojem ¢voru-pretku. Zato se vrednost «
prosleduje, rekurzivnim pozivima, dubljim ¢vorovima, gde ¢e mozda biti dodatno uvec¢ana (8to bi omoguéilo jos
vige odsecanja). Vrednost 8 u funkciji Max ima ulogu analognu ulozi vrednosti « u funkciji Min: ako je tekuéa
ocena a vecéa od ili jednaka 3, onda se vr§i odsecanje, tj. prekida se izvr§avanje funkcije.

Primer 5.2. Na narednoj slici prikazan je primer primene algoritma Alfa-beta na Sah (pojednostavijenu
verziju na tabli 4 x 4; funkcija evaluacije topu daje vrednost 50, a pobedi vrednost 1000). Oznaceni su delovi
stabla igre kod kojih je doslo do odsecanja.

Primetimo da je u ovom primeru moglo da se primeni i sledeée jednostavno odsecange: ako neki cvor dobije
maksimalnu moguéu ocenu (1000 uw ovom slucaju), onda nije potrebno ispitivati preostalu decu mjegovog
roditelja.

Kako je stablo igre obi¢no ogromno, ubrzavanje Minimaks algoritma heuristikama, ,alfa-odsecanje i ,beta-
odsecanje* ima izuzetan znalaj. Pri tome, i algoritam Alfa-beta nalazi najbolji potez za zadati &vor (najbolji
za zadatu maksimalnu dubinu pretraZivanja i za izabranu funkciju evaluacije), $to zna¢i da heuristike koje se
primenjuju ne narusavaju tu osobinu algoritma Minimaks.

Ukoliko se u svakom &voru potezi ispituju od najlosijeg ka najboljem (u kontekstu tekuceg ¢vora)®, tada
nema nijednog alfa ili beta odsecanja, pa se algoritam Alfa-beta svodi na algoritam Minimaks. S druge strane,
najvige alfa i beta odsecanja ima (i ispituje se najmanji broj ¢vorova stabla) kada se najpre ispituje potez
najbolji u kontekstu tekuéeg ¢vora (za koriéenu funkciju evaluacije i za zadatu dubinu). Pri tome, poredak
preostalih poteza nije bitan. Naravno, nije moguée unapred znati koji je potez najbolji u datom &voru, ali se
i dobrim procenama (izborom jednog od boljih poteza) postizu dobri efekti. Upravo na toj ideji zasnivaju se i
neke varijacije algoritma Alfa-beta.

3Da li je neki potez dobar zavisi od igraga iz &ije se perspektive potez razmatra: ono &to je dobro za jednog igraca nije za drugog
i obratno. Kada se kaze ,potez je dobar u kontekstu tekuceg ¢vora®, to znaci da je dobar iz perspektive igraca koji je na potezu u
tom ¢&voru.
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[ Algoritam: Alfa-beta }

Ulaz: Funkcija evaluacije f, pozicija, dozvoljena dubina pretrazivanja d
Izlaz: Potez

1. r:= Max(f,pozicija, —o0, +00,d);
2: vrati potez kojem odgovara vrednost 7.

[ Algoritam: Max }

Ulaz: Funkcija evaluacije f, pozicija, tekuce donje ogranicenje o, tekuce gornje ogranicenje 3, dozvoljena dubina
pretraZivanja d

Izlaz: Vrednost pozicije

1: ako je pozicija zavrsna ili je d jednako 0 onda
2 vrati f(pozicija);
3 a:= —0o0;
4: za svaku poziciju s do koje se moze doci u jednom potezu radi
5: m := Min(f,s,a,8,d —1);
6 ako m > a onda
7 a:=m,
8 ako ¢ > [ onda
9: vrati a;
10: ako a > « onda
11 o= a;
12: vrati a.
[ Algoritam: Min }

Ulaz: Funkcija evaluacije f, pozicija, tekuce donje ogranicenje «, tekuce gornje ogranicenje 3, dozvoljena dubina
pretraZivanja d

Izlaz: Vrednost pozicije

1: ako je pozicija zavrsna ili je d jednako 0 onda
2: vrati f(pozicija);

3: b= +o0;

4: za svaku poziciju s do koje se moze doci u jednom potezu radi
5: m:= Mazx(f,s,a,B,d—1);

6: ako m < b onda

7 b:=m;

8: ako b < o onda

9: vrati b;

10: ako b < § onda

11: B :=1b;

12: vrati b.

Slika 5.5: Algoritam Alfa-beta.

5.4.4 Heuristika kiler

Tokom pretrazivanja stabla igre, u svakom ¢évoru raspolozivi legalni potezi mogu se ispitivati u bilo kom
poretku. Medutim, neki poredak moze biti bolji od drugog, u smislu da omogucava veci broj alfa i beta odsecanja
i time efikasniju pretragu. Heuristika kiler (eng. killer) ima za cilj da se u mnogim ¢vorovima razmatra najpre
najbolji (ili makar veoma dobar) potez za taj ¢vor, kako bi bilo §to vige alfa i beta odsecanja. I ova heuristika
je opsta i ne koristi specifi¢na znanja o igri.

Neka se tokom pretrazivanja stabla igre algoritmom Alfa-beta ocenjuje neki ¢vor, prvi na dubini d i neka je
p pronadeni najbolji potez za taj ¢vor. Taj potez postaje kiler potez za dubinu d. Kada se sledeé¢i put naide na
neki évor dubine d, ispitivanje poteza pocinje od kiler poteza za tu dubinu.* Ukoliko se kasnije pokaze da je za
taj nivo bolji neki drugi potez, onda on postaje kiler potez za dubinu d. Opisana heuristika primenjuje se za
sve dubine do maksimalne dubine pretrazivanja, tj. za svaku dubinu aZurira se po jedan kiler potez.

4Ukoliko u nekom &voru tekudi kiler potez nije legalan, ispitivanje poteza po€inje od prvog sledeceg legalnog poteza (u postojeéem
uredenju poteza).
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Kiler heuristika zasniva se na sledeéem rasudivanju: ukoliko je u jednoj grani stabla na dubini d najbolji
potez p, ima izgleda da je on najbolji ili veoma dobar (ako je legalan) i u drugim Evorovima na istoj dubini.
Tlustrujmo to na primeru Saha: neka igracu koji je na redu preti jedan te isti matni potez u sledeéem potezu i
neka nijedan njegov potez ne moze da spreci taj matni potez protivnika. Pretrazivanjem stabla u ¢voru u kojem
je na potezu protivnik, otkriva se pomenuti matni potez i on postaje kiler potez (za dubinu 1). Pri daljem
pretrazivanju stabla, na dubini 1 najpre se ispituje taj potez i kako on vodi pobedi protivnika, alfa odsecanje
¢ini nepotrebnim dalje ispitivanje poteza u tom ¢voru. Time se broj ¢vorova stabla koje u ovakvoj situaciji treba
ispitati drasti¢no smanjuje.

Primer 5.3. Razmotrimo primer ilustrovan na narednoj slici — gornje stablo prikazuje pretraZivanje al-
goritmom Alfa-beta bez kiler heuristike (nije bilo alfa i beta odsecanja), a donje stablo sa primenom kiler
heuristike.

pp p
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Tokom ocenjivanja prvog ¢vora na dubini 1, ocenjivana su njegova deca i kao najbolji pronaden je potez p
(kojem odgovara ocena —1). Taj potez postaje kiler potez za dubinu 1. U naredna dva cvora na dubini 1,
ispitivanje poteza pocinje od tog istog poteza (a preostali legalni potezi uredeni su postojeéim uredenjem,).
U oba slucéaja dolazi do znacajnog broja odsecanja. U éetvrtom cvoru na dubini 1 tekuéi kiler potez p nije
legalan, te ispitivanje poteza pocinge od prvog sledeéeg legalnog poteza (u nekom postojeéem uredenju,).

Algoritam Alfa-beta prosiren kiler heuristikom zovemo Alfa-beta/kiler. Primenom kiler heuristike ne menja
se rezultat algoritma Alfa-beta (za istu funkciju evaluacije i istu dubinu pretraZzivanja) u smislu da se dobija
potez sa istom ocenom (ne nuzno i isti potez) kao primenom algoritama Alfa-beta ili Minimaks. Pri tome, takav
potez dobija se najéesée sa bitno manjim brojem ispitanih ¢vorova stabla.

5.4.5 Iterativni Alfa-beta/kiler algoritam

U osnovnoj verziji kiler heuristike, kiler potez ne postoji na po¢etnom nivou stabla igre, a upravo taj nivo bi
mogao da omogudéi najveéi broj odsecanja. Jedno reSenje za ovaj i jo§ nekoliko drugih problema nudi iterativni
Alfa-beta/kiler algoritam.

Za zadatu maksimalnu dubinu pretrazivanja d,.., iterativni Alfa-beta/kiler algoritam realizuje se na sledeé¢i
nac¢in: algoritam Alfa-beta/kiler primenjuje se za zadati ¢vor u iteracijama: za maksimalnu dubinu pretraZivanja
1, pa za maksimalnu dubinu pretrazivanja 2, i tako dalje, sve do zadate maksimalne dubine d,,.,. Kad god
se zavr$i jedna iteracija, najbolji pronadeni potez postaje kiler potez za potetni ¢vor (za nivo 0) i u sledecéoj
iteraciji ispitivanje svih legalnih poteza kreée od njega. Kiler potezi za dubine veée od 1 biraju se kao i obi¢no
(poglavlje 5.4.4). Finalno, kao najbolji potez za zadati ¢vor bira se onaj dobijen zavrinom primenom algoritma
Alfa-beta/kiler — primenom za dubinu d,qz-



5.4. SrediSnjica 58

Primer 5.4. Ako bi iterativni Alfa-beta/kiler algoritam bio primenjen na stablo iz primera 5.3, u prvoj
iteracigi b se wvrsilo pretraZivanje do dubine 1 ¢ pozicije dostupne neposredno iz tekuce pozicije bile bi
ocenjene staticki. Potez koji vodi najboljoj oceni bio bi odabran za kiler potez za drugu iteraciju. Ponovimo
da ocena dobijena pretraZivanjem do dubine 1 moZda nije jednaka oceni 0 (kao kada se vrsi pretraZivanje
do dubine 2) i, takode, izabrani potez moZda nije onaj koji vodi oceni 0 iz primera 5.8 (gde je vrseno
pretraZivanje do dubine 2).

Efekti ovog algoritma su, u svakoj iteraciji, sli¢ni efektima Alfa-beta/kiler algoritma, s tim §to u iterativnom
algoritmu postoji i kiler potez za pocetni ¢vor. Ima izgleda da je u svakoj iteraciji taj kiler potez bolje odabran i
da daje sve bolje i bolje rezultate (veéi broj alfa i beta odsecanja). Druga dobra osobina iterativnog algoritma je
to §to u sluéaju prekida pretrazivanja, praktiéno u svakom trenutku, ima smisleni rezultat kao najbolji pronadeni
potez za neku kompletno zavrSenu iteraciju (videti poglavlje 5.4.7).

Ono §to izgleda kao mana algoritma — visestruko pretrazivanje nekih ¢vorova — ne uti¢e bitno na performanse
algoritma. Naime, u odnosu na vreme utroSeno za zavr§nu iteraciju, vreme utro$eno na sve prethodne iteracije
obitno je zanemarljivo. StaviSe, ukoliko je odabran dobar kiler potez za pocetni ¢vor, zavrina iteracija ce
zahtevati ispitivanje znatno manjeg broja ¢vorova od obi¢nog algoritma Alfa-beta/kiler za istu dubinu.

Primenom iterativnog Alfa-beta/kiler algoritma dobija se potez sa najboljom ocenom za datu funkciju evalu-
acije 1 datu dubinu pretrazivanja, isto kao i primenom algoritama Minimaks, Alfa-beta i Alfa-beta/kiler (mozda
ne isti potez, ali potez sa istom minimaks ocenom).

5.4.6 Stabilno pretrazivanje

Nedostatak pristupa u kojem se pretrazivanje stabla igre vrsi do fiksne dubine je u tome §to funkcija evalu-
acije, koja se primenjuje na ¢vorove na najveéoj dubini, ne razmatra moguce nastavke za pozicije na najvecoj
dubini. Te ocene, ma koliko funkcija evaluacije bila dobra, mogu da budu varljive i da vode lo§em izboru poteza
(u Sahu se, na primer, moze izabrati potez zbog nekog, naizgled dobrog, zavrsnog ¢vora u kojem se zarobljava
protivnikov top, ali se ne zna da nakon toga moZe da bude izgubljena kraljica ili da sledi mat). Zbog toga
se primenjuje ,stabilno pretraZivanje (eng. quiscence searching): vr§i se pretraZivanje do neke fiksne dubine,
ali se pretrazivanje nastavlja i dalje ukoliko je, po nekom kriterijumu, zavrsni ¢vor ,nestabilan“. Maksimalna
dubina dodatnog pretrazivanja takode treba da bude ograniena. Stabilno pretrazivanje moze se primenjivati u
kombinaciji sa svakom od ranije opisanih tehnika.

Kriterijumi stabilnosti poteza odreduju se u skladu sa specificnostima konkretne igre. U §ahu, na primer,
pozicija se moze smatrati stabilnom ako igrac¢ koji je na potezu nije pod Sahom, ako ne postoji nijedna napadnuta
a nebranjena figura i ako ne preti neposredno izvodenje nekog protivnikovog peSaka. Savremeni programi za
Sah Cesto pretrazuju stablo igre do dubine desetak poteza, a sa dodatnim, stabilnim pretrazivanjem do dubine
dvadesetak poteza.

5.4.7 Prekidi i vremenska ogranicenja

Vremenska ograniéenja su vazna u programiranju strateskih igara: potrebno je da program izabere smislen
potez i ukoliko se pretrazivanje stabla igre prekine pre nego sto se izvrsi kompletan algoritam. Prekidi mogu
biti izazvani akcijom korisnika ili ograni¢enjima vremena raspolozivog za jedan potez ili za celu partiju®. Kod
do sada opisanih algoritama, ako algoritam nije kompletno izvrsen (i, na primer, ispitani su samo neki, povoljni
odgovori protivnika), odabrani potez moZe biti veoma lo§. Izuzetak je iterativni Alfa-beta/kiler algoritam, jer
prakti¢no u svakom trenutku (trajanje prve iteracije je zanemarljivo) ima neku kompletno zavrenu iteraciju,
te ée biti izbegnuti makar najjednostavniji previdi.

5.4.8 Svojstva algoritama Minimaks i Alfa-beta

Delotvornost algoritama za pretragu stabla igre obi¢no se analizira u terminima prose¢nog i efektivnog
faktora grananja. Time se procenjuje koliko neki algoritam ispituje ¢vorova u odnosu na potpunu pretragu
stabla (do neke dubine). Pojmovi proseénog i efektivnog faktora grananja u nastavku su definisani grubo i
neformalno.

Prosecéan faktor grananja je prosecan broj dece ¢vorova u stablu igre (stablo igre obi¢no nije uniformno,
tj. njegovi ¢vorovi obi¢no imaju razli¢it broj dece). Ta vrednost jedna je od klju¢nih karakteristika svake igre.
Prosecan faktor grananja igre ekstremno je tesko izra¢unati egzaktno za bilo koju netrivijalnu igru, te se ova

5Ukoliko je ogranideno vreme raspoloZivo za celu partiju, program mora i da ga ekonomi¢no deli na procenjeni broj poteza.
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vrednost obiéno samo procenjuje na osnovu eksperimenata. Na primer, za §ahovsku sredi§njicu procenjuje se da
je prosecan faktor grananja oko 35, a za igru go oko 250.

Efektivni faktor grananja za igru G i algoritam A, u oznaci B(G, A), prose¢an je broj dece koje algoritam A
ispituje u ¢vorovima stabla igre. Kao i prosecan faktor grananja, efektivni faktor grananja je tesko izracunati, te
se ova vrednost obi¢no samo procenjuje na osnovu prose¢nog faktora grananja i svojstava datog algoritma i to
u nekim specijalnim sluéajevima. Efektivni faktor grananja moze biti upotrebljen za procenu koliko ée &vorova
stabla igre G primenom nekog algoritma A biti ispitano na nekoj dubini d: B(G, A)?. Ta vrednost moze da sluzi
kao mera efikasnosti algoritma A.

Ako je prosetan faktor grananja igre G jednak b, onda je, trivijalno, B(G, Minimaks) = b. Problem odredivanja
vrednosti B(G, Alfa-beta) znatno je tezi. Ukoliko se u svakom ¢voru stabla igre ispituju potezi od najlosijeg ka
najboljem, onda, o¢igledno, nema nikakvih odsecanja i algoritam Alfa-beta se ponaSa kao algoritam Minimaks.
S druge strane, algoritam Alfa-beta ponasa se najbolje ukoliko se u svakom &voru najpre ispituje najbolji potez
(poredak ostalih poteza nije bitan). Razmotrimo u nastavku taj slu¢aj. Tokom primene algoritma Alfa-beta,
nekim ¢vorovima izra¢unava se egzaktna minimaks ocena za zadatu dubinu, a nekim ¢vorovima ocena se ra¢una
samo onoliko koliko je neophodno za odsecanja. Na primer, na slici 5.6, za ¢vorove sa ocenom 4, ova ocena je
egzaktna (ista ocena bila bi izratunata i da se uop$te ne primenjuju odsecanja), a &voru sa ocenom > 7, ocena
7 nije nuZno egzaktna (mozda je veca), jer je primenjeno odsecanje i nisu ispitani svi njegovi potomci.

4 2 6 7 3 0 0 1 -1-4

Slika 5.6: Tlustracija izra¢unavanja egzaktne ocene ¢vora i granice ocene ¢vora.

Neka T'(d) oznatava broj listova koje treba ispitati za odredivanje egzaktne ocene ¢vora na nivou d (za zadato
stablo), pri ¢emu je u ovom konkretnom kontekstu pogodno da se nivoi broje od listova — njima odgovara nivo
0. Neka L(d) oznaava broj listova koje treba ispitati za odredivanje (samo) ogranifenja ocene ¢vora na nivou
d dovoljnog da obezbedi odsecanja u nastavku primene algoritma. Vazi T'(0) = 11 L(0) = 1. Kako se u svakom
¢voru najpre ispituje najbolji potez, onda vazi (slika 5.6):

T(d) =T(d— 1)+ (b—1)L(d — 1)

L(d)=T(d-1)
odakle sledi
Td)=Td—-1)+ (b-1)T(d—-2)
Karakteristi¢na jednacine ove rekurentne veze je t> — ¢ — (b — 1) = 0 i njena reSenja su
= UV ) h—3a
ty = LEVIEOTD o4\ h—3/d

Dakle, vazi:
T(d)=x- (12~ Vo—372) 2 (124 5 871)

i T(d) = ©(b%?), sto govori da je efektivni faktor grananja za algoritam Alfa-beta za ovaj slucaj jednak b'/2.
Kiler heuristika u iterativnoj verziji Cesto postize dobar poredak poteza u svakom évoru, pa takav efektivni
faktor grananja nije nerealno ocekivati.

Problem odredivanja efektivnog faktora grananja algoritma Alfa-beta sa slu¢ajnim poretkom grana jo$ je
slozeniji i odgovor, bez dokaza, navodimo u okviru naredne teoreme.

Teorema 5.1. Za igru G sa uniformnim stablom i faktorom grananja b, za efektivni faktor grananja vaZzi
da je

e jednak b, za algoritam Minimaks, kao i za algoritam Alfa-beta, u sluéaju da se potezi ispituju od
naglosijem ka najboljem;
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o priblizno jednak b3/*, za algoritam Alfa-beta, u slucaju da se potezi ispituju u sluéajnom poretku;

o priblizno jednak b*/2, za algoritam Alfa-beta, u slucaju da se potezi ispituju pocev od nagboljeg.

Navedeno tvrdenje govori i da je, uz idealan poredak poteza, algoritam Alfa-beta moguée primeniti, uz
priblizno isto vreme izvrSavanja, na dva puta vec¢u maksimalnu dubinu nego algoritam Minimaks. Mnoge igre
ne ispunjavaju uslov teoreme da je stablo igre uniformno, ali ako je prosecan faktor grananja b, teorema daje
dobru procenu i za te slu¢ajeve.

Vazno je i sledeée srodno tvrdenje.

Teorema 5.2. Algoritam Alfa-beta je asimptotski optimalan algoritam za pretraZivanje stabla igre.

Navedeno tvrdenje zna¢i da ne postoji algoritam za pretrazivanje stabla igre koji, u opstem slucaju, asimp-
totski ispituje manje zavrsnih Evorova nego algoritam Alfa-beta. Modifikacije algoritma Alfa-beta opisane u
prethodnom delu veoma ¢esto u praksi daju bolje rezultate nego osnovni algoritam. Ipak, efektivni faktori gra-
nanja ovih algoritama ne razlikuju se od efektivnog faktora grananja algoritma Alfa-beta i u opstem sluc¢aju oni
ne garantuju asimptotski manje ispitanih zavr§nih ¢vorova stabla nego algoritam Alfa-beta.

5.4.9 Monte Karlo pretraga stabla igre

Pored algoritama koji vrse sistemati¢nu pretragu dela stabla igre ili vrSe pretragu koja je ekvivalentna
sistemati¢noj pretrazi, postoje i algoritmi koji su zasnovani na uzorkovanju putanja kroz stablo igre. I oni se
najcesée koriste u sredisnjici.

Heuristicka pretraga Monte Karlo zasniva se na uzorkovanju prostora pretrage a primenjuje se jo§ od
Cetrdesetih godina proslog veka u mnogim oblastima. Od 2006. godine primenjuje se i u pretrazi stabala igara,
kada se naziva Monte Karlo pretraga stabla (eng. Monte Carlo tree search). U ovom kontekstu, simulacijom
odigravanja partija obilazi se samo jedan deo odgovarajuceg stabla pretrage. Time se aproksimira njegov (puni)
obilazak i donose zaklju¢ci na osnovu nepotpunih informacija.

Do najznamenitijih rezultata Monte Karlo pretrage u strateskim igrama doslo se tek u prethodnih nekoliko
godina. Programi AlphaGo i AlphaZero (kompanije DeepMind), koji koriste ovu vrstu pretrage u sadejstvu
sa neuronskim mrezama (poglavlje 11.5), pobedili su 2016. i 2017. godine vodece svetske igrace i programe u
igrama go i S8ah. Mehanizam koji je u daljem tekstu pojednostavljeno opisan, program AlphaZero koristio je
za samotreniranje, na nekoliko hiljada procesora, tokom perioda od dvadeset Cetiri sata. Ishod je superiorna
pobeda nad jednim od najboljih §ahovskih programa u tom trenutku (Stockfish 8) od 64:36 (AlphaZero imao je
28 pobeda, Stockfish nijednu, a remija je bilo 72). Igra koju je pokazao AlphaZero demonstrirala je samostalna
znanja o mnogim otvaranjima za koja su ljudima bili potrebni vekovi, kao i nova znanja i originalni stil igre.5
U buduénosti (barem bliskoj) najbolji programi za strateske igre verovatno ¢e koristiti i Monte Karlo pretragu
i neuronske mreze i algoritme tipa minimaks.

Monte Karlo pretraga koristi se u strateskim igrama bez ikakvog domenskog znanja, tj. iskustvenog znanja
o konkretnoj igri i jedino Sto je potrebno to je poznavanje pravila igre, tj. skupa legalnih poteza, zavrsnih
stanja i mogucéih ishoda igre (na primer: pobeda, remi i poraz). Nepotpuno stablo igre formira se i modifikuje
u iteracijama, postepenim popunjavanjem novim ¢vorovima. Cvorovima stabla (tj. pozicijama) pridruZene su
ocene koje treba da odrazavaju njihov kvalitet. Ocene pripadaju intervalu [0,1] i ako je (u nekom trenutku)
ocena nekog ¢vora 1 ili skoro 1, onda je ta porzicija veoma dobra za igraca koji je na potezu, a ako je ocena
0 ili skoro 0, onda je ta pozicija veoma dobra za igraca koji nije na potezu. Ocene ¢vorova azuriraju se u
iteracijama. U svakoj iteraciji dodaje se novi ¢vor iz kojeg se odigravaju partije simulacijama — do kraja partije,
slu¢ajnim odigravanjem poteza, bez ikakvog netrivijalnog rasudivanja. Na osnovu takvih simulacija i dobijenih
ocena, postepeno se profinjuju i ocene évorova koji su preci novog ¢vora. Taj postupak nastavlja se sve dok to
dozvoljavaju raspolozivi resursi (ra¢unarsko vreme i memorija). Ocene ¢vorova obi¢no su jednake w/n, gde je n
broj simulacija, a w zbir ishoda svih simulacija iz tog ¢vora. Ishodi mogu, na primer, biti vrednost 1 za pobedu
igrata koji je na potezu, 0.5 za remi i 0 za izgubljenu partiju. Ako su ocene dece nekog ¢vora jednake w;/n;
i=1,...,k onda je ocena tog &vora jednaka w/n, gde je n = Zle niw=n-— Zle w; (i ta veza se odrzava
za sve ¢vorove kada se azuriraju ocene ¢vorova tokom propagacije). Primetimo da je, za razliku od minimaks

6Program AlphaZero nikada nije bio javno dostupan a nije ni mogao da se izvrSava na kuénim ra¢unarima, veé¢ samo na
namenskim ra¢unarima u kompaniji DeepMind. Nakon nekoliko nautnih ¢lanaka i meceva protiv vodeéih programa ¢iji rezultati
su objavljeni, kompanija DeepMind obustavila je (pocetkom 2020-ih) rad na tom projektu. Ideje na kojima se zasnivao AlphaZero
primenjene su u programu otvorenog koda Leela Chess Zero (Lc0). U meduvremenu je program Stockfish obogac¢en modulima
zasnovanim na maginskom uenju, a koristi i trening podatke programa Leela. Trenutno se (2025. godina) ova dva programa
smatraju najboljim programima za Sah — oba permanentno napreduju a u medusobnim mecevima nekad pobeduje jedan, a nekad
drugi.
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ocena, smisao ocena w/n na svim dubinama stable igre isti — na svakoj dubini, za igraca koji je na potezu vece
ocene su bolje.
Svaka iteracija opisanog postupka ima sledeée faze:

e selekcija: bira se évor M koji nije zavr§no stanje igre i iz kojeg se jednim potezom mozZe dobiti pozicija m
koja jo§ uvek nije deo stabla (primetimo da M nije nuZno list tekuceg stabla);

. vanie: v Jicis . . | bridrus )
e razgranavanje: ¢vor sa pozicijom m pridodaje se stablu i pridruzuje mu se ocena 0/0;

e simulacija: pokreée se simulacija nastavka partije iz ¢vora m, nasumiénim izborom poteza i odreduje se
ocena te simulacije (na primer 1, ako je u simulaciji pobedio igra¢ koji je na potezu u ¢voru m);

e propagacija: azuriraju se ocene svih ¢vorova od m do korena novodobijenim rezultatom.

U svakoj iteraciji, dakle, dodaje se po jedan ¢vor (m) koji ée biti ocenjen kori§¢enjem simulacija. Nagine na
koje se bira ¢vor M u okviru selekcije zovemo politikama selekcije. Politika selekcije primenjuje se rekurzivno,
pocevsi od korena. Postoje mnoge politike selekcije. Najjednostavnija je da se ¢vor na tekuéem nivou bira
sluéajno. Selekcija moze da se sprovodi i tako $to se od korena ka dubljim ¢vorovima uvek bira ¢vor koji ima
najbolju ocenu, na primer, ocenu 3*. Time se obezbeduje da se bolji potezi detaljnije analiziraju. Medutim,
potrebno je ostavljati i moguénost da se dodatno analiziraju ¢évorovi sa lo§ijim ocenama kako ne bi doglo do

previda nekog veoma dobrog poteza. To rade jo§ naprednije politike selekcije koje koriste ocene poput:

w cln N
— +
n n

gde je N ukupan broj simulacija iz roditeljskog ¢vora, a ¢ pogodan parametar koji se bira empirijski (obi¢no je
jednak 2).

Simulacija iz novokreiranog ¢vora ne mora da se sprovodi do zavr$nih stanja, ve¢ i do nekih drugih predefini-
sanih stanja (u kojima se jasno procenjuje ishod partije). Dodatno, simulacije mogu da budu obogacene nekim
znanjima kako ne bi bile potpuno slu¢ajne. Umesto jedne simulacije iz novog &vora, moze da se izvrsi vie njih.
Simulacije iz viSe ¢vorova mogu da se vrSe nezavisno §to omogucava razne varijante paralelizacije Monte Karlo
pretrage. Ukupan broj simulacija moze se smanjiti koriséenjem maginskog uéenja i generalizacijom na stanja
koja uopste nisu videna.

Primer 5.5. Na slici 5.7 ilustrovana je jedna iteracija primene Monte Karlo pretrage stabla igre. U
cvorovima su ocene w/n, gde je n broj simulacija, w zbirni ishod svih simulacija iz tog c¢vora. U kora-
ku selekcije bira se évor koji ima ocenu 1/1, on se razgranava — dodaje se jedno njegovo dete i tom detetu
se pridruzuje ocena 0/0. Zatim se vrgi simulacija igre od tog deteta i dobija se da igru gubi igra¢ koji igra u
toj poziciji. Ocena deteta se aZurira na 0/1. Kako gubi igrac koji igra u poziciji u cvoru-detetu, to znaci da
dobija igrac koji igra u cvoru-roditelju, te se ocena 1/1 aZurira na 2/2 (sto znaci da su dobijene dve partije
od dve simulacije). Dobijena ocena se, zatim, analogno propagira do samog korena stabla.

Stablo koje kreira Monte Karlo metod ne razvija se nuzno simetri¢no. Time se obezbeduje njegova efikasnost
i prakti¢na upotrebljivost, ali u nekim situacijama to moze da bude i loSe, jer u ograni¢enom vremenu moze da
se desi da se metod fokusira na neku lo§u granu, previdevsi postojanje neke mnogo bolje.

Slozenost Monte Karlo pretrage proporcionalna je broju dozvoljenih simulacija. I nakon kratkog utroSenog
vremena, metod ima nekakve upotrebljive ocene za rasplozive poteze.

Nadin rada Monte Karlo pretrage stabla igre sustinski je drugadiji od natina rada algoritama Minimaks i Alfa-
beta. Na primer, algoritam Minimaks i osnovni algoritam Alfa-beta treba da se izvrse do kraja da bi dali najbolji
potez za zadatu dubinu, dok Monte Karlo pretraga moze da se prekine u bilo kom trenutku, s tim da daje bolje
poteze §to duze radi. S druge strane, postoji i snazna veza izmedu algoritma Minimaks i Monte Karlo pretrage
stabla igre. Pretpostavimo da se algoritam Minimaks primenjuje do listova stabla igre, na primer, do ishoda —1,
0, 1 i da su minimaksimizacijom ocenjeni svi ¢vorovi stabla. Neka su te ocene transformisane u ocene 0, 1/2,
1 na sledeéi nag¢in: neka se na mazx nivoima stabla ocene x preslikavaju u ocene (z + 1)/2, a na min nivoima
stabla u ocene (—z + 1)/2. MoZe se dokazati da najbolji potezi na osnovu Monte Karlo pretrage, sa opisanom
naprednom selekcijom, konvergiraju najboljim potezima na osnovu algoritma Minimaks koji je primenjen nad
transformisanim ocenama (preciznije, verovatno¢a da Monte Karlo pretraga oceni kao najbolji potez potez koji
je najbolji u smislu algoritma Minimaks tezi 1).
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selekcija :

Slika 5.7: Hustracija primene Monte Karlo pretrage stabla igre.

5.5 Zavrsnica

U mnogim igrama, poput §aha, tehnike koje se koriste u sredignjici nisu primenljive u zavrinici.” Naime,
statickom ocenom pozicije tesko je opisati vrednost pozicije u zavrsnici, izmedu ostalog i zato §to u zavrsnici
Cesto tokom dugog niza poteza nema promene ,materijala“ na tabli. Zato pristupi koji se zasnivaju na dubinskom
pretrazivanju sa statickom ocenom ne daju dobre rezultate u zavrinici. Potencijalna alternativa je sistematsko
pretraZivanje do zavr§nih &vorova igre. Medutim, za vecinu igara to je u praksi (za uobiajena vremenska
ogranicenja) nemoguce izvesti: na primer, tabele Lomonosov pokazale su da u Sahu postoje pozicije u kojima
beli dobija, ali ne nuzno u manje od (¢ak) 545 poteza. U daljem tekstu opisani su samo neki od pristupa koji se
koriste u Sahovskim zavr§nicama.

7Zavrénica u Sahu se, pojednostavljeno, moze opisati kao stanje igre u kojem je na tabli preostao samo neki mali broj figura,
na primer, manje ili jednako sedam.
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Klase ekvivalencije pozicija. U ovom pristupu za Sah (koji je opisao Max Bramer, 1975. godine), sve
legalne pozicije podrzanih zavrsnica svrstane su u klase ekvivalencija, tako da istoj klasi pripadaju sustinski
sli¢ne pozicije (na primer, sve pozicije ,kralj i peSak protiv kralja“). Svakoj od tih klasa ekvivalencije pridruzena
je jedna konkretna ocena i jedna funkcija evaluacije. U toku igre, bira se, bez ikakvog pretrazivanja u dubinu,
potez kojem odgovara najveéi zbir ocene klase i ocene konkretne pozicije u toj klasi u koju taj potez vodi. Ovaj
pristup zahteva definisanje mnogih klasa zavrnica i kreiranje pratec¢ih, vrlo specifi¢nih, funkcija evaluacije (na
primer, u nekim zavrSnicama vazno je rastojanje izmedu dva kralja, §to je parametar koji nije relevantan u
sredisnjici).

Zavrsni saveti. Jedan od pristupa koji se primenjuje u Sahovskim zavr$nicama je pristup koji ¢emo ovde
zvati zavrsni saveti ili strategije za zavrsnice (a izvorni naziv je advice texts). Svaka konkretna vrsta zavrsnice
zahteva posebnu, specijalizovanu strategiju (i prateéi algoritam). Navedimo, kao ilustraciju, jedan ,zavrsni savet*
za zavrdnicu ,kralj i top protiv kralja* (autora Ivana Bratka).

1. ,mat*: pokuSaj da matira§ protivnika u dva poteza;
2. ,stezanje“: ako to nije mogucée, pokusaj da topom smanji§ prostor na tabli dostupan protivni¢kom kralju;
3. ,priblizavanje*: ako to nije mogucée, pronadi na¢in da svog kralja priblizi§ protivni¢kom;

4. ,zadrzavanje“: ako to nije moguce, pronadi potez koji zadrZzava trenutno stanje u smislu (2) i (3) (tj. odaberi
sbotez Cekanja®);

5. ,razdvajanje“: ako to nije moguce, pronadi potez kojim se dobija pozicija u kojoj top razdvaja dva kralja,
bilo vertikalno ili horizontalno.

Nedostatak pristupa ilustrovanog navedenim primerom je u tome Sto iziskuje posebne ,zavrsne savete za
sve suStinski razli¢ite zavrsnice. Pored toga, za sve tipove zavr3nica nije jednostavno (ili nije moguce) napraviti
koncizan i efikasan ,zavr$ni savet®. Prethodnih godina za generisanje ovakvih ,zavr$nih saveta“ koriste se i
tehnike masinskog uéenja.






Glava O

Genetski algoritmi

Heuristike koje se koriste u reSavanju problema pretrage dizajnirane su za konkretan problem, imajuéi u vidu
njegove specifi¢nosti. Heuristika dizajnirana za jedan problem ¢esto je potpuno neupotrebljiva za drugi problem i
refavanje svakog novog problema koriséenjem heuristika moze da bude veoma zahtevno. S druge strane, metahe-
uristike ili metaheuristicke metode su metode koje opisuju opste strategije pretrage za reSavanje optimizacionih
problema i formulisane su nezavisno od konkretnog problema. U svom op§tem obliku, metaheuristike u procesu
reSavanja ne koriste specifi¢nosti nijednog konkretnog problema te se mogu koristiti za Siroke klase problema.
Medutim, one ipak moraju biti prilagodene i instancirane za konkretan problem koji se reSava. Metaheuristike
ne vrie sistemati¢nu pretragu skupa svih potencijalnih re§enja, veé obi¢no razmatraju samo njegov mali uzorak
i ne garantuju pronalazenje najboljeg mogucéeg resenja. Medutim, reSenja koja daju metaheuristike ¢esto mogu
biti dovoljno dobra, posebno u situacijama kada nije raspoloziva ili nije praktiéno upotrebljiva odgovarajuca
egzaktna metoda (koja garantuje pronalaZenje najboljeg moguceg resenja).

Genetski algoritmi pripadaju §iroj grupi metaheuristi¢kih algoritama, globalne optimizacije ili pretrage ko-
ji koriste tehnike inspirisane biologijom. Genetski algoritmi koriste pojmove kao §to su selekcija, ukrstanje,
nasledivanje, mutacija, itd. U prirodi, evolucija je proces u kojem jedinke koje su najbolje prilagodene okolini
prezivljavaju i ostavljaju potomstvo, koje je najcesée isto tako ili bolje prilagodeno okolini. Svaka éelija svakog
Zivog organizma sadrzi hromozome. Svaki hromozom sadrzi skup gena — blokove DNK. Svaki gen odreduje
neku osobinu organizma. Familija gena ¢esto se naziva genotip, a familija osobina fenotip. Reprodukcija organi-
zama ukljucuje kombinovanje gena roditelja i, pored toga, mali broj mutacija. Jedinka moze biti manje ili vise
prilagodena okolini. Jedinka koja je bolje prilagodena okolini u kojoj zivi ima veéu verovatnoéu prezivljavanja
i ostavljanja potomstva, a time i prenoSenja svog genetskog materijala. Genetski materijal prilagodenih jedin-
ki uglavnom opstaje, dok genetski materijal neprilagodenih jedinki uglavnom nestaje kroz generacije. Dakle,
evolucioni procesi u prirodi su, u odredenom smislu, optimizacioni procesi — procesi u kojima se kroz genera-
cije optimizuje genetski materijal (tj. osobine organizama) tako da bude §to bolje prilagoden okolini. Genetski
algoritmi koriste se za nalaZzenje ta¢nog ili pribliznog resenja nekog problema optimizacije ili pretrage.

Mada je joS pedesetih godina dvadesetog veka bilo ra¢unarskih simulacija zasnovanih na evoluciji, smatra se
da je moderne genetske algoritme uveo Dzon Holand (John Holland) sedamdesetih godina dvadesetog veka, a
postali su popularni kasnih osamdesetih godina. Tokom prethodnih tridesetak godina ostvaren je veliki napredak
u razvoju genetskih algoritama. Genetski algoritmi mogu se koristiti za resavanje Sirokog skupa problema, ¢esto
NP-kompletnih ili jo§ tezih, za koje ne postoje efikasna egzaktna resenja. Genetski algoritmi imaju uspesne
primene u ekonomiji, tehnici, bioinformatici, hemiji, fizici itd. Genetski algoritmi mogu se uspesno koristiti i u
reSavanju optimizacionih problema u kojima postoji vise lokalnih ekstremuma. Popularnost genetskih algorita-
ma potice iz njihove uspesnosti, ali i jednostavnosti. Naime, ideje na kojima su genetski algoritmi zasnovani su
jednostavne za razumevanje i implementiranje, a daju opsti sistem pretrage primenljiv na veliki broj problema.
Pored toga, i u situacijama kada ne nalaze globalne ekstremume, resenja koja daju ¢esto su dovoljno dobra.
Genetski algoritmi mogu davati odli¢ne rezultate kada se koriste u sadejstvu sa drugim optimizacionim metoda-
ma. Uporedo sa nalazenjem brojnih novih primena i unapredivanjem algoritma, razvijaju se i teorijske osnove
genetskih algoritama, ali jo§ uvek sa ogranicenim uspesima. Na primer, iako Cesto nalaze globalne ekstremume,
genetski algoritmi ne pruzaju informaciju o tome da li je u pitanju globalni ili lokalni ekstremum, niti o tome
sa kolikom greskom je odredeno resenje.

6.1 Opsti genetski algoritam

Genetski algoritmi treba da, kao svoj rezultat, vrate ta¢no ili priblizno reSenje nekog problema optimizacije
ili pretrage. Rezultat moZe biti numeri¢ka vrednost, matematitka funkcija (na primer, polinom stepena 5 koji
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najbolje aproksimira dati skup tac¢aka u ravni), put u grafu (na primer, najkra¢i put, duZine manje od 50,
izmedu dve tacke u uniformnoj mrezi), itd.

Genetski algoritmi implementiraju se kao racunarska simulacija u kojoj populacija apstraktno opisanih
jedinki koje su kandidati za reSenje problema treba da se priblizava boljim reSenjima. Reprezentacija jedinke
naziva se hromozomom ili genotipom. Cilj je naéi vrednost za koju zadata funkcija cilja dostize svoj ekstremum
ili vrednost koja je dovoljno blizu ekstremuma. Potencijalna resenja, tj. jedinke obi¢no su predstavljene nizovima
nula i jedinica, ali su mogude i druge reprezentacije za probleme u kojima binarna reprezentacija nije pogodna.
Postupak se odvija kroz generacije. Obi¢no u svakoj generaciji postoji isti broj jedinki. Pocetnu generaciju ¢esto
¢ine slucajno generisane jedinke, ali ona mozZe da sadrzi i jedinke koje su (grubi) rezultat neke druge, jeftinije
optimizacione metode.

Za svaku jedinku rac¢una se njen kvalitet (koji odgovara prilagodenosti okolini). Funkcija koja pridruzuje te
vrednosti jedinkama naziva se funkcija prilagodenosti ili funkcija kvaliteta. Ova funkcija ima klju¢nu ulogu u
algoritmu. Ona moZe ali ne mora da bude jednaka funkciji cilja.

Iz jedne generacije se, na osnovu vrednosti funkcije prilagodenosti, kroz proces selekcije biraju jedinke koje ¢e
biti iskori§¢ene za stvaranje novih jedinki (potomstva). One kvalitetnije biraju se sa ve¢om verovatnoc¢om. Nad
izabranim jedinkama primenjuju se genetski operatori ukrstanja' i tako se dobijaju nove jedinke. Ukr§tanjem
se od dve jedinke dobija nova (ili dve nove) sa genetskim materijalom koji je dobijen neposredno od roditelja,
tj. od polaznih jedinki. Operatorom rmutacije moze da se modifikuje deo jedinke (i on oponasa mutacije koje se
u prirodi javljaju pod uticajem spoljnih faktora). U svakoj generaciji, dakle, zbog rekombinacije gena mogu da
se javljaju brojne sli¢nosti i razli¢itosti izmedu jedinki te generacije i njihovih potomaka.

Politika zamene generacija odreduje kako se od postojeéih jedinki i njihovog potomstva kreira nova generaci-
ja. Tako dobijena nova generacija koristi se za sledec¢u iteraciju algoritma. Neke jedinke u novoj generaciji mogu
biti bolje, neke mogu biti i losije od jedinki iz prethodne generacije, ali se otekuje da se prose¢na prilagodenost
popravlja.

Postupak se zaustavlja kada je dostignut zadati broj generacija, kada je dostignut Zeljeni nivo kvaliteta
populacije (na primer, prilagodenost najprilagodenije jedinke) ili kada je ispunjen neki drugi uslov. Ukoliko je
dostignut zadati broj generacija, nema nikakvih garancija da tekucéa najkvalitetnija jedinka ima zadovoljavajuéu
vrednost funkcije cilja.

Opsti genetski algoritam prikazan je na slici 6.1. U konkretnim primenama, on se dodatno precizira i
prilagodava za reSavanje nekog problema tj. za reSavanje neke klase njegovih instanci. Na primer, genetski
algoritam moze da bude dizajniran tako da reSava neke sli¢ne instance problema pravljenja rasporeda casova:
za neke moguée brojeve nastavnika, odeljenja, u¢ionica, termina i sli¢no. Ulaz za algoritam ¢ini opis konkretne
instance problema na osnovu kojeg treba izabrati funkciju prilagodenosti, ali i brojna podesavanja algoritma —
izbor pogodne politike selekcije, politike zamene generacija, verovatnoce ukr§tanja, verovatnoée mutacije i drugih
parametara. Cesto je najtezi deo primene genetskih algoritama upravo pravljenje ovih izbora, dok implementira-
nje opsteg genetskog algoritma obicno ¢ini samo mali deo ukupnog potrebnog truda. Izbor pogodnih parametara
Cesto se za odredenu instancu ili klasu instanci bira empirijski, isprobavanjem raznih mogué¢ih vrednosti.

Primetimo da funkcija cilja ne figuriSe u opisu opsteg genetskog algoritma. Ipak, ona je prisutna implicitno,
kroz funkciju prilagodenosti.

[ Algoritam: Opsti genetski algoritam }

Ulaz: Podaci koji odreduju funkciju cilja i podesavanja algoritma

Izlaz: Taéno ili priblizno resenje problema odredenog zadatom funkcijom cilja
1: generisi pocetnu populaciju jedinki;
2: izraCunaj prilagodenost svake jedinke u populaciji;

ponavljaj
izaberi iz populacije skup jedinki za reprodukciju;
primenom operatora ukrstanja i mutacije kreiraj nove jedinke (i racunaj njihovu prilagodenost);
na osnovu starih i novih jedinki, kreiraj novu generaciju;

7: dok nije ispunjen uslov zaustavljanja;

8: vrati najkvalitetniju jedinku u poslednjoj populaciji.

Slika 6.1: Opsti genetski algoritam.

LOvaj termin nije sasvim u skladu sa znagenjem koje ima u biologiji.
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6.2 Komponente genetskog algoritma

Pored podataka koji odreduju funkciju cilja, da bi navedeni ops§ti algoritam bio upotrebljiv potrebno je
instancirati ga za konkretan problem — definisati reprezentaciju jedinki, funkciju prilagodenosti, politiku selekcije,
politiku zamene generacija, itd.

6.2.1 Reprezentacija jedinki

Jedinke mogu biti predstavljene raznovrsnim strukturama podataka, na primer, nizovima binarnih cifara,
stablima, matricama i slicno. Neophodno je da izabrana reprezentacija jedinki moze da opiSe moguce resenje
razmatranog problema. Ukoliko je potencijalno reSenje satinjeno od nekoliko vrednosti, onda i reprezentacija
jedinke treba to da oslikava — u takvim situacijama, svaka jedinka obi¢no je sainjena od nekoliko delova
objedinjenih u celinu, na primer, u niz binarnih cifara.

Izbor reprezentacije moZe bitno da uti¢e na performanse algoritma. Neophodno je da nad izabranom re-
prezentacijom mogu da se defini§u genetski operatori (ukrstanje i mutacija). PoZeljno je da genetski operatori
budu definisani tako da se njima dobijaju samo jedinke koje su smislene u odabranoj reprezentaciji, tj. da se ne
dobijaju jedinke koje ne predstavljaju moguca reSenja (na primer, nelegalni putevi u grafu), jer bi one narusavale
performanse algoritma. Medutim, nekada se koriste i takvi operatori, ali se onda moraju definisati mehanizmi
popravljanja neispravnih jedinki, tako da one opisuju moguéa resenja.

Najcesée koriséena reprezentacija jedinki je u vidu nizova binarnih cifara (analogno nizovima bitova u digi-
talnim rac¢unarima). Svaki deo hromozoma, tj. svaku cifru u takvoj reprezentaciji, zovemo gen. Dublja priroda
binarne reprezentacije zavisi od konkretnog problema. Na primer, ako je duzina hromozoma n binarnih cifara
(tj. bitova) i ako je prostor mogucih refenja interval realnih brojeva [a,b], onda je potrebno uspostaviti vezu
(koja, naravno, nije bijektivna) izmedu nizova n binarnih cifara i realnih brojeva iz datog intervala. Tako ¢e bi-
narna reprezentacija 000 . . .0 odgovarati broju a, a binarna reprezentacija 111 ...1 broju b. Broju x sa binarnom

—— —_—

n n
reprezentacijom izmedu 000...01 111...1 odgovara realni broj
—_——— ——

n n

a+

x
b—

1?9
S druge strane, realnom broju z iz intervala [a,b] pridruZujemo niz binarnih cifara koji predstavlja binarnu
reprezentaciju broja

r—a

2" —1)|.
=

Primer 6.1. Pretpostavimo da naftnu platformu treba postaviti na pogodnom mestu na putu izmedu tacaka
A i B, koji je duzine 5000m. Lokacija platforme je pogodnija ukoliko ma tom mestu postoje veée rezerve

nafte.
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U biranju lokacije platforme moguée je meriti postojece rezerve nafte na bilo kojoj tacki izmedu A i B.
Moguéa reSenja mogu se predstaviti nizovima bitova duZine 10, tj. brojevima od 0 do 1023. Tacki A tada
odgovara broj 0 1 reprezentacija 0000000000, a tacki B broj 1023 i reprezentacija 1111111111. Tacki C
na rastojanju 1320m od tacke A odgovara vrednost 1023 - (1320/5000) ~ 270 i reprezentacija 0100001110,
a tacki D na rastojanju 3200m od tacke A odgovara vrednost 1023 - (3200/5000) ~ 655 i reprezentacija
1010001111. Za vrednost funkcije prilagodenosti jedne tacke moZe se uzeti rezerva nafte izmerena u toj
tacki.

6.2.2 Funkcija prilagodenosti

Funkcija prilagodenosti daje ocenu kvaliteta jedinke. Sto je vrednost funkcije prilagodenosti za neku jedinku
veca, to Ce biti veca i verovatnoca da se ta jedinka koristi za generisanje sledece generacije. Oekuje se da, kroz
generacije, ukupna prilagodenost bude sve bolja i bolja. Pogodan izbor funkcije prilagodenosti od izuzetne je
vaznosti za efikasnost algoritma.

Funkcija prilagodenosti treba da je definisana za sve moguée jedinke i da se relativno brzo izracunava.
Sem ovih, ne postoje nikakvi opsti uslovi koje funkcija prilagodenosti treba da zadovoljava (na primer, da je
diferencijabilna), mada je algoritam esto efikasniji za funkcije koje zadovoljavaju neke specifi¢ne uslove. Cesto
je pogodno da funkcija prilagodenosti bude nenegativna (na primer, zbog jednostavnijeg sprovodenja procesa
selekcije, videti poglavlje 6.2.4).

Primer 6.2. Potrebno je odrediti tacku maksimuma funkcije f(x) na intervalu [a,b]. Funkcija je defini-
sana za sve elemente datog intervala, ali nije nuzno ni neprekidna, ni diferencijabilna. Genetski algoritam
prirodno je primeniti tako da se za funkciju prilagodenosti koristi upravo funkcija f, a da se za reprezen-
taciju koristi binarna reprezentacija (na nacin opisan w poglavlju 6.2.1). Ukoliko je potrebno odrediti tacku
minimuma funkcije f(x), onda bi za funkciju prilagodenosti mogla da se koristi funkcija —f.

Primer 6.3. Potrebno je napraviti raspored ¢asova za neki fakultet. Cilj je da raspored ¢asova zadovoljava
Sto vise zadatih uslova koji se odnose na studentske grupe, nastavnike, raspoloZive sale, itd. Genetski algo-
ritam moguce je primeniti tako da se za funkciju prilagodenosti koristi broj zadovoljenih uslova. Ukoliko su
neki uslovi vaznifi od drugih, u funkciji prilagodenosti oni mogu da imaju vece tezinske faktore.

Funkcija cilja i funkcija prilagodenosti ne moraju da budu iste. Na primer, funkcija prilagodenosti moze
jedinkama ¢ija vrednost funkcije cilja prelazi neku granicu pridruzivati vrednost 1, a ostalima vrednost 0. Tako
se moze pojednostaviti implementacija algoritma, ali se ovakve odluke moraju donositi oprezno kako ne bi
doslo do smanjenja raznolikosti populacije. U nekim problemima, funkcija prilagodenosti je samo jednostavno
transformisana funkcija cilja: na primer, ako se trazi ta¢ka maksimuma neke funkcije f koja ima i pozitivne i
negativne vrednosti, za funkciju prilagodenosti, kako bi bila nenegativna, mozZe se uzeti funkcija cilja uveéana za
C, gde je C konstanta dovoljno velika da je taj zbir uvek nenegativan. Ponekad je tegko ili nemoguée da funkcija
prilagodenosti bude identi¢na funkciji cilja (na primer, kada funkcija cilja ima negativne vrednosti ili nije zadata
eksplicitno). Dodatno, funkcija cilja ne mora uvek biti eksplicitno zadata nekom matematitkom reprezentacijom,
ve¢ samo implicitno ili nekakvim manje formalnim opisom (videti, na primer, funkciju cilja iz poglavlja 6.4.3 —
ona nije zadata eksplicitno, veé se njene vrednosti za konkretne instance dobijaju simulacijama).

6.2.3 Inicijalizacija

Populaciju jedinki jedne generacije, ukoliko se koristi binarna reprezentacija, ¢ini skup nizova binarnih cifara.
U toku reSavanja jednog problema, obi¢no sve generacije imaju isti broj jedinki. Taj broj, veli¢ina populacije,
je parametar algoritma i on je obi¢no nekoliko desetina, stotina ili, eventualno, nekoliko hiljada.

Proces inicijalizacije, tj. proces generisanja pocetne populacije, ¢esto je jednostavan. Najcesée se pocetna
populacija generise sluc¢ajno (tako da pokriva ¢itav prostor pretrage). Ukoliko se koristi binarna reprezentacija,
jedinke poletne generacije mogu se generisati kao slucajni brojevi u intervalu [0,2" — 1], gde je n duzina
hromozoma u izabranoj reprezentaciji. Dodatno, u poc¢etnu populaciju mogu biti dodate neke specifiéne jedinke
(na primer, iz delova prostora pretrage za koje se veruje da sadrzi optimalna resenja) ili ¢itava pocetna populacija
moze biti generisana koristeéi neki drugi optimizacioni metod. Kao §to je re¢eno u poglavlju 6.2.1, u nekim
problemima mogu da postoje ogranicenja za ispravne jedinke (na primer, jedinkama treba da odgovaraju legalni
putevi u grafu) i njih onda treba uzeti u obzir pri generisanju inicijalne populacije.
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6.2.4 Selekcija

Selekcija obezbeduje ¢uvanje i prenosenje dobrih osobina populacije (tj. dobrog genetskog materijala) na sle-
decu generaciju. U svakoj generaciji, deo jedinki se izdvaja za reprodukciju i generisanje nove generacije. Izdva-
janje jedinki koje ¢e ucestovavati u reprodukciji zasniva se na funkciji prilagodenosti i, generalno, prilagodenije
jedinke imaju veéu verovatnoéu da imaju potomstvo. U najjednostavnijim pristupima biraju se jedinke sa naj-
vec¢om vrednoscu funkcije prilagodenosti. U drugim pristupima, jedinke se biraju slu¢ajno, ali sa verovatno¢ama
koje su izvedene iz prilagodenosti, pri ¢emu je moguce da budu izabrane i neke losije prilagodene jedinke (to
moze da pomogne u odrzavanju genetske raznolikosti i, dalje, u spre¢avanju prerane konvergencije ka nekom
lokalnom optimumu). Najpopularnije strategije selekcije su ruletska i turnirska selekcija.

Ruletska selekcija U ruletskoj selekciji (eng. roulette wheel selection), ako je f(i) vrednost funkcije prilagodenosti
za jedinku ¢, a N broj jedinki u populaciji, verovatnoca da ¢e jedinka 7 biti izabrana da ucestvuje u reprodukciji
jednaka je

f(@)
N )
Zj:l f (J )
Naziv ruletske selekcije potice od analogije koja se moze napraviti sa ruletom. Ukoliko polja ruleta ima-

ju §irine proporcionalne verovatnoéama jedinki populacije, onda je proces biranja m jedinki za reprodukciju
analogan odigravanju m partija ruleta.

Di =

Primer 6.4. Pretpostavimo da populacija ima osam jedinki: a, b, ¢, d, e, f, g, h i da su njihove prilagodenosti
redom 0.10, 0.30, 0.06, 0.10, 0.40, 0.24, 0.60, 0.20. Ukupna prilogodenost generacije jednaka je 2.00. Sledeca
tabela prikazuje verovatnodée izbora jedinki u ruletskoj selekciji:

\jedinka \ a‘ b\ c\ d‘ e\ f\ g‘ h\
prilagodenost | 0.10 | 0.30 | 0.06 | 0.10 | 0.40 | 0.24 | 0.60 | 0.20
verovatnoca 0.05 | 0.15 | 0.03 | 0.05 | 0.20 | 0.12 | 0.30 | 0.10

Naredna slika ilustruje, u formi ruleta, verovat%ooge iozl())gm koje su pridruZene jedinkama.

0.30

U opisanom pristupu, pretpostavlja se da je funkcija prilagodenosti definisana tako da ima samo nenegativne
vrednosti.

U ruletskoj selekciji moguce je da jedna jedinka viSe puta bude izabrana da ucestvuje u reprodukciji. Prevelik
broj ponavljanja istih jedinki loe uti¢e na performanse algoritma.

Turnirska selekcija U turnirskoj selekciji (eng. tournament selection), jedinke ,odigravaju turnire u kojima
vece Sanse za pobedu (tj. za prelazak u narednu generaciju) imaju one sa boljom prilagodenoscu.

Za jedan turnir bira se sluc¢ajno k jedinki iz populacije, gde je k parametar procesa turnirske selekcije. Nakon
toga, u jednoj varijanti turnirske selekcije, pobednikom se smatra jedinka sa najvecom prilagodenoséu. U drugoj
varijanti, izabranih k jedinki sortira se po vrednosti funkcije prilagodenosti i i-ta jedinka u tako sortiranom nizu
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bira se sa verovatnocom? p(1 —p)i~!, gde je verovatnoéa p drugi parametar procesa turnirske selekcije. Postoje
i mnoge druge varijante turnirske selekcije.

Ukoliko se u procesu selekcije koristi ve¢a veli¢ina turnira, onda nekvalitetne jedinke imaju manje Sanse da
budu izabrane. Selekcija sa veli¢inom turnira 1 ekvivalentna je slu¢ajnoj selekciji. U deterministi¢koj turnirskoj
selekciji (p = 1) bira se najbolja jedinka od onih koje u¢estvuju u turniru.

Jedinkama koje su jednom izabrane moze se zabraniti ucestvovanje u daljim turnirima.

6.2.5 Reprodukcija

U procesu reprodukcije uéestvuju jedinke koje su izabrane u procesu selekcije: biraju se dve razliéite i
ukr§taju sa zadatom verovatnocom (obi¢no izmedu 0.6 1 0.9). Dve jedinke koje uestvuju u ukr§tanju (eng. cros-
sover) nazivaju se roditelji. Rezultat ukr$tanja je jedna nova jedinka ili dve nove jedinke koje nazivamo decom
ili neposrednim potomcima. O¢ekivano je da deca nasleduju osobine roditelja, pa otuda i nada da deca mogu
da imaju prilagodenost kao svoji roditelji ili bolju (ako su nekako objedinila razlic¢ite osobine koje daju do-
bru prilagodenost). Dobijeni potomci imaju Sansu da udu u sledeéu generaciju, u skladu sa politikom zamene
generacija.

Postoji vise jednostavnih varijanti ukr§tanja kada se koristi binarna reprezentacija. U viSepozicionom ukrstanju
potrebno je izabrati tacke ukrstanja i prekombinovati nizove binarnih cifara — jedno dete deo od jedne tacke
ukrstanja do sledece nasleduje od jednog roditelja, a naredni deo od drugog. Ukrstanje moze koristiti proizvoljan
broj tataka ukr§tanja (s tim da je manji od duZine hromozoma). Slike 6.2 i 6.3 ilustruju ukr§tanje sa jednom
(jednopoziciono ukr§tanje) i sa dve tacke ukr§tanja (dvopoziciono ukrstanje) za binarnu reprezentaciju. Tacke
ukritanja biraju se slu¢ajno iz skupa svih mogudih tac¢aka ukrstanja.

roditelj 1
roditelj 2

tacka ukrstanja

dete 1
dete 2

Slika 6.2: Jednopoziciono ukritanje.

roditelj 1
roditelj 2
dete 1
dete 2

Slika 6.3: Dvopoziciono ukr§tanje.

U wuniformnom ukrstanju svaka binarna cifra prvog roditelja se sa verovatno¢om p prenosi na prvo dete i
sa verovatnoéom 1 — p na drugo dete (a inafe dete nasleduje odgovarajuéu binarnu cifru drugog roditelja).
Verovatnoca p je obi¢no jednaka 0.5, ali moze biti i drugacija.

6.2.6 Mutacija

Mutacija se primenjuje nakon procesa ukrstanja. To je operator koji sa odredenom (obi¢no veoma malom)
verovatnocom menja jedan deo jedinke na odredeni naéin. Operator mutacije moze se realizovati na razli¢ite
nacine. Na primer, u binarnoj reprezentaciji mutacija menja jedan ili vise slu¢ajno odabranih gena. Od jedne je-
dinke dobija se jedna nova jedinka. Verovatnoca da ée neka binarna cifra neke jedinke populacije biti promenjena
je parametar algoritma i bira se eksperimentalno (a obitno je manja od 1%).

Uloga mutacija u genetskim algoritmima je da spre¢i da jedinke u populaciji postanu suvise sliéne i da
pomogne u obnavljanju izgubljenog genetskog materijala. Na primer, ukoliko u jednoj generaciji sve jedinke

27Zbir ovih verovatnocda za svaku kona¢nu vrednost k manji je od 1. Zato one treba da se skaliraju tako da im zbir bude jednak
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imaju istu vrednost jednog gena, onda taj gen samo ukr§tanjem nikada ne bi mogao da se promeni. Kontrolisano
podsticanje genetske raznolikosti mutacijom ¢esto omogucava izbegavanje lokalnih ekstremuma. Naime, ¢esto
je dovoljno je da se jedna jedinka priblizi nekom lokalnom ekstremumu, pa da za nekoliko generacija sve jedinke
budu u tom delu prostora pretrage. Mutacije omogucavaju pretrazivanje novih delova prostora pretrage u nadi
da ée se naiéi na bolji lokalni ili na globalni ekstremum.

Ukoliko je verovatnocéa mutacije velika, onda usmeravanje pretrage postaje preslabo i ona pocinje da li¢i
na sluc¢ajnu pretragu. Ukoliko je verovatnoéa mutacije jednaka nuli, onda uopste nema mutacije i algoritam ée
verovatno brzo dospeti do nekog lokalnog ekstremuma.

6.2.7 Politika zamene generacije

Politika zamene generacije opisuje kako se od tekucée generacije dobija nova. Osnovna podela po ovom
kriterijumu je na generacijske genetske algoritme (eng. generational genetic algorithm) i genetske algoritme
stabilnog stanja (eng. steady state genetic algorithm).

U slucaju generacijskih genetskih algoritama, nova generacija dobija se tako §to se selekcijom bira dovoljno
jedinki iz tekuce generacije da se napravi cela nova generacija. Izabrane jedinke se ukrstaju i mutiraju i tako
dobijena generacija zamenjuje staru.

U slucaju genetskih algoritama stabilnog stanja, ¢im se izabere par roditelja, vrse se ukr§tanje i mutacija i
umetanje potomaka u populaciju u skladu sa nekom politikom zamene. Postoje raznovrsne politike zamene a
neke od njih su:

e zamena najgorih, prema kojoj dobijeni potomci zamenjuju najmanje prilagodene jedinke u populaciji;
e nasumicna zamena, prema kojoj dobijeni potomci zamenjuju nasumicno izabrane jedinke iz populacije;

e takmicenje roditelja i potomaka, prema kojoj dobijeni potomci zamenjuju svoje roditelje ukoliko su oba
potomka bolja od oba roditelja;

e turnirska zamena, prema kojoj se jedinka koju dobijeni potomci zamenjuju bira istim mehanizmom kao
kod turnirske selekcije, s tim §to se umesto najbolje prilagodenih jedinki biraju najgore.

Pored navedenih, za genetske algoritme stabilnog stanja, postoje i druge strategije zamene.

Elitizam je (opciona) strategija u okviru zamene generacije kojom se nekoliko najboljih jedinki (moZda samo
jedna) u generaciji §tite od eliminisanja ili bilo kakvih izmena i takve prenose u slede¢u generaciju. Ovim se
eliminiSe opasnost da se neka posebno kvalitetna jedinka izgubi tokom evolucionog procesa. Elitizam moze da
se koristi i u generacijskim politikama i u politikama stabilnog stanja.

6.2.8 Zaustavljanje

Genetski algoritam se izvrSava, tj. evolucioni proces stvaranja novih generacija se ponavlja, sve dok nije
zadovoljen neki uslov zaustavljanja. Najcesée se koriste sledeéi uslovi zaustavljanja:

e pronadeno je refenje koje zadovoljava unapred zadati kriterijum;

dostignut je zadati broj generacija;

funkcija prilagodenosti izra¢unata je zadati broj puta;

vrednost prilagodenosti najbolje jedinke se tokom odredenog broja generacija nije popravila;

kombinacija nekoliko uslova.

6.3 Svojstva genetskih algoritama

Genetski algoritmi imaju Sirok domen i uspes$no se primenjuju na velikom broju optimizacionih problema,
o svojstvima genetskih algoritama, o kvalitetu reSenja koja daju, pa ¢ak ni o tome zagto su genetski algoritmi
uspesni. U daljem tekstu, biée re¢i o nekim dobrim i loSim stranama genetskih algoritama.

Ciljna funkcija. Ciljna funkcija moZe biti potpuno proizvoljna i ne mora da zadovoljava nikakve uslove (na
primer, da bude neprekidna ili diferencijabilna). U prakti¢nim primenama, ciljna funkcija Gesto nije zadata
eksplicitno veé¢ implicitno. Na primer, cilj moze biti da robot prede §to duzi put, ali se ta duzina za kon-
kretna podeSavanja robota, zbog komplikovanog okruzenja, moze dobiti samo simulacijom, ne i primenom
neke formule.
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Reprezentacija jedinki, funkcija prilagodenosti i operatori. Pogodan izbor reprezentacije jedinki, funk-
cije prilagodenosti i operatora ukr§tanja obi¢no je kljuan za performanse algoritma (za brzinu dolaZenja
do reSenja i za kvalitet reSenja). Ipak, za mnoge optimizacione probleme nije lako konstruisati pogodnu
funkciju prilagodenosti jer se obi¢no ne moze unapred oceniti da li je nesto reSenje ili nije. U prvoj fazi
reSavanja, reprezentacija jedinki, funkcija prilagodenosti i operatori se prilagodavaju problemu, a onda se
vréi i prilagodavanje parametara algoritma, kao i dodatno fino podeSavanje procesa reSavanja.

Parametri algoritma. Adekvatan izbor operatora ukrstanja i parametara genetskog algoritma (veli¢ina popu-
lacije, verovatnoca ukrstanja, verovatnoc¢a mutacije, itd) veoma je vazan za njegove performanse. S druge
strane, upravo velika sloboda u izboru parametara istovremeno je i pretnja da mogu da budu koriséeni pa-
rametri koji daju loge performanse. Optimizovanje parametara genetskog algoritma je kompleksan problem
koji se najcesée resava izvodenjem eksperimenata — probnih reSavanja. Za izbor adekvatnih parametara
nekad se koriste sdmi genetski algoritmi. Parametri genetskog algoritma ne moraju biti fiksirani, ve¢ mogu
da se menjaju i prilagodavaju tokom rada. Na primer, ukoliko su tekuce jedinke raznolike, onda se moze
povecati verovatnoca ukrstanja, a smanjiti verovatnoéa mutacije. Nasuprot tome, ukoliko su tekuée jedinke
medusobno sli¢ne, onda ée im i potomci biti sli¢ni, te se moZe smanjiti verovatnoca ukr§tanja, a povecéati
verovatnoca mutacije (kako bi se povecale Sanse za bekstvo iz lokalnog optimuma).

Domen genetskih algoritama. Genetski algoritmi primenljivi su na veoma 8irok skup problema. Ipak, za
uspesno refavanje konkretnih problema potrebno je napraviti mnogo dobrih izbora (na primer, za funkciju
prilagodenosti i za parametre).

Kvalitet resenja. Genetski algoritam ne daje garanciju da je pronadeno resenje globalno optimalno, pa ¢ak ni
da je lokalno optimalno. Medutim, i ako nadeno re$enje nije ni globalno ni lokalno optimalno, ¢esto je ono
dovoljno dobro resenje. Dodatno, kao rezultat algoritma moze se ponuditi neki skup najboljih pronadenih
jedinki, §to je nekad pogodno. Takvo ponasanje je zadovoljavajuée, posebno u problemima za koje ne
postoje tehnike koje garantuju pronalazenje optimalnog resenja.

Zahtevani resursi. Genetsgki algoritmi se jednostavno implementiraju. Ipak, za najbolje rezultate esto je
potrebno implementaciju prilagoditi konkretnom problemu. Iako su algoritmi i implementacije obi¢no
jednostavni, izvrSavanje genetskih algoritama Gesto je veoma vremenski i memorijski zahtevno. Genetski
algoritmi mogu se pogodno i efikasno paralelizovati.

6.4 Resavanje problema primenom genetskih algoritama

U ovom poglavlju bié¢e data tri konkretna, jednostavna, ali ilustrativna primera primene genetskih algoritama.

6.4.1 Resavanje problema ranca

Genetski algoritmi ¢esto se koriste za reSavanje teskih kombinatornih i optimizacionih problema. Jedan takav
problem je dobro poznati problem ranca: dat je skup predmeta, svaki sa nekom poznatom vredno$éu i poznatom
masom; treba pronaci podskup predmeta koje treba staviti u dati ranac, tako da njihova masa ne prede nosivost
ranca, a da ukupna vrednost predmeta u rancu bude maksimalna moguca. Ovde ¢emo razmatrati varijantu 0-1
problema ranca u kojoj nema viSe primeraka istog predmeta, te za svaki predmet postoje samo moguénosti da
je jedan takav u rancu ili da nijedan takav nije u rancu. Ovaj problem veoma je tezak i trenutno nije poznato
reSenje koje je polinomske sloZenosti u odnosu na duZinu ulaza (mada postoji reSenje polinomske sloZenosti
u odnosu na nosivost ranca). Sa povecanjem dimenzije problema postojeéi algoritmi brzo postaju prakti¢no
neupotrebljivi, te je ovaj problem zanimljiv za primenu genetskih algoritama.

Pretpostavlja se postojanje n predmeta, vrednosti vy, ...,v, i masa mq, ..., m,. Na raspolaganju je ranac
nosivosti M. Ako su z1,...,x, binarne promenljive koje oznacavaju da li je odgovarajuéi predmet stavljen u
ranac ili ne i x binarni vektor ¢ije su one koordinate, problem ranca mozZe se definisati kao slede¢i problem

maksimizacije:
n

n
max Zvimi , pri cemu vazi Z m;x; < M

xe{0.1pm i i=1
Za reSavanje ovog problema primenom genetskog algoritma, potrebno je definisati njegove osnovne elemente. Za
reprezentaciju refenja, odnosno hromozom, prirodno se namecée sam binarni vektor x. Za funkciju prilagodenosti
izabrali smo ukupnu vrednost izabranih predmeta ukoliko njihova ukupna masa ne premasuje nosivost ranca,
a 0 u suprotnom. Za selekciju smo izabrali turnirsku, iako su moguéi i drugadiji izbori. Za ukrstanje smo
izabrali jednopoziciono ukrstanje. Mutacija se takode vrsi na uobicajen nacin. Veli¢ina populacije jednaka je
1000, verovatnoéa ukr§tanja 0.8, a verovatno¢a mutacije 0.01. Jedinke su inicijalizovane tako §to su im svi bitovi
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Slika 6.4: Na levoj slici prikazano je vreme izvr§avanja egzaktnog algoritma (narandZasto) i genetskog algoritma
(plavo) u odnosu na broj predmeta u problemu ranca (broj predmeta prikazan je na x osi, a vreme je prikazano
na y osi, vremenska skala je logaritamska). Na desnoj slici prikazana je vrednost najboljeg resenja kroz generacije
do dostizanja optimalnog resenja za dimenziju 50 (redni broj generacije prikazan je na x osi, vrednost najboljeg
reSenja prikazana je na y osi).

nasumicno generisani sa verovatno¢om 0.5 za oba ishoda. Politika zamene populacije je generacijska. Postupak se
zaustavlja kada je dostignut zadati broj generacija. Navedeni izbor parametara i podeSavanja algoritma nacinjen
je na osnovu isprobavanja (ne veoma sistemati¢nog u ovom slucaju) raznih moguéih vrednosti.

Kako bismo demonstrirali upotrebljivost genetskog algoritma, izvrsili smo sledeéi eksperiment. Nosivost
ranca fiksirana je na 500. Razmatrano je nekoliko instanci problema ranca, koje su generisane nasumice: za svaku
dimenziju problema n, vrednosti predmeta i njihove mase izabrane su nasumice iz intervala [0, 100]. Optimalno
reSenje za svaku dimenziju pronadeno je veoma jednostavnim egzaktnim algoritmom (DFS sa bektrekingom), pri
¢emu je mereno i njegovo vreme izvrsavanja. Za genetski algoritam mereno je vreme izvrSavanja do pronalazenja
optimalnog reSenja, u ¢emu je genetski uspeo u svakom od eksperimenata. Primetimo da za razliku od egzaktnog
algoritma, genetski algoritam ne pruZa garancije da ée pronaéi optimalno reSenje, niti moZe da prepozna da
je dostigao optimalno reSenje (ako se to desi), te nema nafina da se zaustavi ta¢no u tom trenutku kao u
ovom eksperimentu (kada je optimalno resenje bilo poznato unapred). Ipak, u ovom eksperimentu mereno je
vreme do pronalaZenja optimalnog resenja, jer pruza neku informaciju o kvalitetu algoritma. Na slici 6.4 (levo),
prikazana su pomenuta vremena u zavisnosti od dimenzije problema. Ocigledno, u sluc¢aju instanci problema
veée dimenzije, genetski algoritam izvr§ava se drasti¢no brze nego pomenuti egzaktni algoritam. Konkretno, za
dimenziju 50, egzaktni algoritam izvriava se 3141 sekundu,® a genetski algoritam nalazi optimalno regenje za
svega 6 sekundi. Na istoj slici (desno) prikazan je i rast vrednosti najbolje pronadene jedinke kroz generacije
za dimenziju 50. Grafik pokazuje da je vedina vremena protekla pre pojavljivanja prve jedinke koja zadovoljava
uslov nosivosti. Od njene pojave, optimizacija napreduje vrlo brzo. Ovo ponasanje lako je razumljivo. Za problem
dimenzije 50, otekivana masa izbora koji definige jedan nasumi¢no generisani hromozom je 1250 (u proseku,
polovina svih predmeta biée stavljena u ranac, a prosek njihovih masa je 50), §to je znafajno iznad ogranicenja
od 500, tako da nije verovatno da ée u polaznoj populaciji biti jedinki koje zadovoljavaju ograni¢enje ukupne
mase. S druge strane, u slu¢aju problema dimenzije 20, o¢ekivana masa je 500, §to odgovara ogranicenju, pa je
ocekivano da ¢e biti podjednako jedinki koje imaju i manju i veéu masu. Promena inicijalizacije smanjenjem
verovatnoce generisanja jedinica ¢ini da optimizacija krene mnogo ranije i u slu¢aju problema dimenzije 50.

6.4.2 Vizuelizacija zivotnih navika i zdravstvenih stanja

Cak i uz duboku paznju, razumevanje obimnih podataka Cesto je tesko i zamorno. Zbog toga se traga za
pogodnim, saZetim nacinima prezentovanja podataka. Na primer, matrica korelacije prikazuje zavisnost izmedu
razli¢itih vrednosti: svako polje matrice sadrzi vrednost koeficijenta korelacije izmedu dve promenljive. Necemo
ulaziti u detalje ovog pojma i zadrzaéemo se samo na njegovim osnovnim osobinama: koeficijent korelacije ima
vrednosti izmedu —1 i 1. Vrednost 1 znac¢i da postoji savrSena pozitivna zavisnost, vrednost —1 da postoji
savrena negativna zavisnost, a vrednost 0 da nema zavisnosti.* Na primer, prisustvo gripa i poviSena tempera-
tura su visoko pozitivno korelisani. Pobede u medusobnim susretima dva koSarkagka tima savr§eno su negativno
korelisane (ako je jedan tim pobedio, onda drugi tim nije pobedio). Medu svim osobama rodenim 1980, visina, i

3Naravno, ova razlika bila bi znatno manja u odnosu na neki napredni egzaktni algoritam za problem ranca.
4Preciznije bi bilo govoriti o linearnoj zavisnosti.
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| Navika ili stanje [ 1] 2 | 3] 4] 5 | 6 | 7|
1 Fizicka aktivnost 1.00 | —0.59 0.52 | —0.68 | —0.83 | —0.80 | —0.28
2 Pugenje 1.00 | —0.57 0.68 0.60 0.65 0.53
3 Zdrava ishrana 1.00 | —0.65 | —0.28 | —0.35 | —0.23
4 Gojaznost 1.00 0.67 0.71 0.46
5 Dijabetes 1.00 0.87 0.48
6 Visok krvni pritisak 1.00 0.57
7 Povisen holesterol 1.00

Tabela 6.1: Tabela koreliranosti zivotnih navika i zdravstvenih stanja.

] Nepoznata H c1 \ Co \ c3 \ N \ cs \ Cg \ cr ‘
Vrednost iz intervala [0, 255] 187 61 217 78 46 38 21
Ugao 262° | 85° | 305° | 109° | 64° | 53° | 29°

Tabela 6.2: Jedinka koja predstavlja najbolju vizuelizaciju dobijenu genetskim algoritmom. Za svaku promenljivu
¢;, data je njena vrednost u hromozomu u rasponu od 0 do 255 i odgovarajuéi ugao na krugu.

mesec rodenja verovatno nisu korelisani.

Tabela 6.1 prikazuje korelisanost nekih Zivotnih navika i zdravstvenih stanja (podaci su stvarni i odnose se
na veliki uzorak stanovnika Sjedinjenih Ameri¢kih Drzava). Na primer, navika veZbanja pozitivno je korelisana
sa navikom zdrave ishrane — koeficijent korelacije jednak je 0.52.

Navedena tabela saZeto prikazuje mnostvo podataka koji se odnose na veliki broj osoba. Ali moZe se otiéi i
korak dalje i, uz izvesna pojednostavljivanja, vizuelizovati njen sadrzaj. Tako ¢e sustina tabele i njene glavne
poruke biti jo§ laksi za razumevanje. Sadrzaj matrice korelacije moze se vizuelizovati na sledeéi nacin: svakoj
promenljivoj biée dodeljena jedna tacka na krugu, tako da promenljive koje su jaée pozitivno korelisane budu
medusobno §to bliZe, a promenljive koje su jace negativno korelisane budu medusobno §to dalje. U konkretnom
sluéaju, time se ilustruje koje Zivotne navike obi¢no idu jedna sa drugom, a koje ne.

Precizirajmo sada nacin na koji to treba uraditi. Neka se razmatra n Zivotnih navika i zdravstvenih stanja
i neka su koeficijenti korelacije jednaki z;;, za 1 < i,5 < n. Neka je ¢;, za 1 < ¢ < n pozicija pridruZena
promenljivoj 7 na krugu (to su nepoznate veli¢ine koje trazimo) i neka su njene moguce vrednosti iz intervala
[0°,360°). Neka je ¢ vektor tih veli¢ina. Smatracemo da je bliskost na krugu dve promenljive jednaka kosinusu
ugla izmedu njih. Ukoliko su dve tacke na krugu jednake, onda je njihova bliskost jednaka cos0° = 1, a ukoliko
su dijametralno suprotne onda je njihova bliskost jednaka cos180° = —1. Raspon vrednosti te mere jednak
je rasponu vrednosti koeficijenta korelacije, pa je na§ cilj da promenljive budu rasporedene na krugu tako
da bliskost dve promenljive §to bolje odgovara njihovom koeficijentu korelacije. Preciznije, problem se moze
definisati kao slede¢i problem minimizacije (umesto kvadrata navedenih razlika mogle bi se koristiti njihove

apsolutne vrednosti):
n

. 2
B, S5m0
Ovaj problem moze se aproksimativno regiti primenom genetskih algoritama. U konkretnom primeru, postoji 7
promenljivih. Svaka moZe imati vrednosti iz intervala [0°,360°), ali taj interval moZemo diskretizovati i zameniti
intervalom celih brojeva [0,255] (pri ¢emu se 0° preslikava u 0, levi kraj intervala, a 360° u 255, desni kraj
intervala).> Dakle, svaku od trazenih vrednosti moZemo predstaviti pomoc¢u 8 bitova, pa ¢e hromozom imati
ukupno 7 x 8 = 56 bitova.

Genetski algoritam koristi populaciju veli¢ine 100, verovatnoca ukrstanja je 0.6, a verovatnoc¢a mutacije je
0.01. Korig¢ena je ruletska selekcija i generacijska politika zamene populacije. Algoritam se zaustavlja kada je
dostignuto 10000 generacija. Jedinke su inicijalizovane generisanjem po 7 slutajnih brojeva u intervalu [0, 255].
Izbor parametara i podeSavanja algoritma nacinjen je nakon isprobavanja vi§e moguéih vrednosti. Najbolje
reSenje, sa vredno§éu ciljne funkcije 1.23, dobijeno je u 5558. iteraciji. Najbolja jedinka data je u tabeli 6.2 i
ilustrovana je slikom 6.5. Kako bismo se intuitivno uverili da ovakva ilustracija odrazava informacije iz tabele
korelacija, uotimo da su sve pozitivno korelisane promenljive rasporedene pod uglom manjim od 90°, a negativno
korelisane pod uglom veéim od 90°, osim zdrave ishrane i povi§enog holesterola koji na slici deluju nekorelisano.
Ipak, zanimljivo je da to i jeste najslabija korelacija u tabeli. Naravno, ne tvrdi se da je svaki zadati koeficijent

5Zbog preslikavanja poluotvorenog u zatvoreni interval, moguca vrednost polazne promenljive je i 360°. Ovakvo preslikavanje
izabrano je zbog jednostavnosti, a moglo je da bude definisano i drugadije.
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Pugenje

Gojaznost Dijabetes

Visok krvni pritisak

Povigen holesterol

Zdrava ishrana

Fizi¢ka aktivnost

Slika 6.5: Vizuelizacija medusobnih zavisnosti Zivotnih navika i zdravstvenih stanja.

korelacije izmedu nekog para navika ili stanja jednak kosinusu odgovarajuéeg dobijenog ugla, ve¢ samo da su
svi koeficijenti korelacije zajedno aproksimirani izabranom reprezentacijom.

Primetimo da je u ovom problemu diskretizacijom smanjena Sansa da algoritam nade optimalno resenje. To
u ovom slucaju nije kriti¢no, jer je glavni cilj bio intuitivno razumljiva vizuelizacija datih podataka.

6.4.3 Obilazak table skakacem

Problem obilaska table skakatem je problem pronalazenja kretanja skaka¢a na Sahovskoj tabli dimenzija nxn,
takvog da skaka¢ poseti §to veéi broj razlicitih polja ali nijedno polje vige puta.’ U nastavku, pretpostaviéemo
da je tabla dimenzija 5 x 5 i da je skaka¢ na pocetku u donjem levom uglu. Na slici 6.6, prikazana je jedna
putanja od osam poteza koja se ne moze nastaviti.

Slika 6.6: Kretanje skakaca (levo) i jedna putanja skakaa od osam poteza koja se ne moZe nastaviti (desno).

Za svako od 25 polja treba odrediti ono polje na koje je najbolje da skaka¢ prede. U zavisnosti od polja
na kojem je, skaka¢ moze preéi na dva do osam drugih polja, pa se izbor narednog polja uvek moze kodirati
pomocu tri binarne cifre, tj. pomocu tri bita. Skaka¢ moze napraviti najvise 24 poteza. Stoga, za potrebe primene
genetskog algoritma, hromozom se moze sastojati iz 24 x 3 = 72 bita, pri ¢emu svaka trojka odgovara jednom
polju table i oznatava jedan od osam mogucih poteza sa tog polja. O¢igledno, za neka polja neki od poteza koje
hromozom moze predstaviti nece biti legalna, ali ih svejedno dopustamo.

Za funkciju cilja i funkciju prilagodenosti prirodno se nameée broj skokova koje skaka¢ moze da izvede u
skladu sa evaluiranim hromozomom, do skoka van table ili do skoka na veé poseéeno polje.

Koristi se generacijski genetski algoritam — u svakom koraku bira se dovoljno jedinki da se generise cela
nova populacija, a potom se vrSe ukr§tanja i mutacije. Selekcija je jednostavna ruletska, a ukrstanje sa jednom
tackom ukrstanja. Koristi se populacija od 3000 jedinki, verovatnoca ukrstanja 0.8 i verovatnoc¢a mutacije po
hromozomu 0.05. Algoritam se zaustavlja kada je dostignuto 1000 generacija. Izbor parametara i podesavanja
algoritma nacinjen je nakon isprobavanja vise moguc¢ih vrednosti.

Kako ponaganje genetskog algoritma moze znacajno zavisiti od polazne populacije koja se sluajno generise,
moze se desiti da se u razli¢itim pokretanjima dobije razlicit kvalitet reSenja. Zbog toga je, u ovom primeru,

6Strozije postavljen problem je problem pronalazenja kretanja skakata na Sahovskoj tabli kojim skaka& po jednom posecuje
svako polje table.
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reSavanje bilo vrieno 10 puta. Potom su izracunati prosefan kvalitet najboljeg reSenja i prosecna generacija u
kojoj je ono nadeno. Prose¢na duzina pronadene putanje je 19.1. Prose¢an broj iteracija koje su bile potrebne
za dostizanje najboljeg pronadenog resenja je 326.7. Na slici 6.7, prikazana je zavisnost duzine predene putanje
za najbolju jedinku u odnosu na broj iteracija u jednom izvrSavanju genetskog algoritma. Nije pronadena
putanja koja obilazi sva polja. Razlog za to je §to je taj problem previge tezak za pravolinijski pristup koji je
upotrebljen. Za njegovo puno reSavanje potrebne su dodatne, napredne tehnike. Ovaj primer ilustruje i kako
genetski algoritmi u nekim problemima ne dovode nuzno do optimalnog reenja.
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Slika 6.7: Zavisnost kvaliteta najbolje jedinke u populaciji od broja generacija genetskog algoritma (redni broj
generacije prikazan je na x osi, vrednost najboljeg reSenja prikazana je na y osi).
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Glava 7

Resavanje problema koris¢enjem automatskog
rasudivanja

Automatsko rasudivanje (ili automatsko rezonovanje), bavi se razvojem algoritama i programa koji mo-
gu da rasuduju automatski, koriste¢i metode matematicko-deduktivnog zakljuc¢ivanja u nekim konkretnim lo-
gickim okvirima. Mnoge podoblasti vestacke inteligencije oslanjaju se na matemati¢ku logiku i na automatsko
rasudivanje. Ove tehnike koristimo kada je potrebno netrivijalno rigorozno zaklju¢ivanje. Tu spadaju i proble-
mi u okviru kojih je potrebno dokazati da neko tvrdenje vazi za sve moguce objekte koji zadovoljavaju neke
preduslove, kao i problemi u okviru kojih je potrebno dokazati da postoje objekti za koje neko tvrdenje vazi.

U algoritmima za logicko zakljucivanje cesto je neki korak zaklju¢ivanja moguce sprovesti na vise razli¢itih
nacina, ali nije precizirano koji od tih nacina treba da se izabere. Naime, bez obzira na nafinjeni izbor, izvedeni
zakljuéci su uvek ispravni. Medutim, neki putevi do istog zaklju¢ka mogu da budu znatno kraéi od drugih i
tada je proces automatskog rasudivanja znatno efikasniji. Ovo pokazuje da je i u logi¢ckom rasudivanju jedan od
centralnih problema problem usmeravanja pretrage.

Logickih okvira ima mnogo i pojedina¢no su pogodni za opisivanje raznovrsnih teorija i prakti¢nih problema:
iskazna logika, logika prvog reda, logika viSeg reda, fazi logika, modalna logika, temporalna logika, deonticke
logike, itd. Zbog ogranic¢enosti prostora, mi éemo se u nastavku baviti samo iskaznom logikom i logikom prvog
reda.

Primer 7.1. Popularna igra ,sudoku® (za jednog igraéa) igra se na sledeéi nacin. Data je tabela koja se
sastoji od devet kolona ¢ devet vrsta. Polja su dodatno grupisana v 9 kvadrata od po 9 polja. Na pocetku
neka polja sadrze brojeve i zadatak je popuniti Citavu tabelu tako da vazZe sledeéi uslovi:

o Svako polje sadrzi neki broj izmedu 1 i 9;
o Svaka vrsta sadrzi sve brojeve izmedu 1 1 9;
e Svaka kolona sadrzi sve brojeve izmedu 1 i 9;

e Svaki mali kvadrat sadrZi sve brojeve izmedu 1 i 9.
Iz navedenih uslova jednostavno sledi da ni u jednoj koloni, vrsti niti malom kvadratu ne postoji broj

koji se pojavljuje dva puta. Naredna slika prikazuje jedan reseni sudoku (krupnijim ciframa prikazani su
unapred zadati brojevi, sitnijim brojevi koji ¢ine resenje).
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Kako svako polje ima jednu od vrednosti iz konacnog skupa, ovaj zadatak u principu moZe biti resen siste-
maticnim ispitivanjem svih mogucnosti. Ipak, broj svih mogucnosti toliko je veliki (maksimalno 9%'), da to
resenje nije prakticno primenljivo ni za racunar, a kamoli za coveka. Zato reSavanje zahteva neko netrivi-
jalno rasudivanje. U toku procesa reSavanja, za neka polja moZe se jednoznacéno odrediti vrednost, tj. moZe
se zakljuéiti, dokazati da nema drugih moguénosti. Sli¢no, za neka polja broj moguénosti moZe da se svede
samo na dve ili samo na tri, itd. Takvim zeklju¢ivanjem prostor pretrage znacajno se smanjuje i uspesno
resSavanje postaje moguce. Sredstva automatskog rasudivanja mogu da se koriste za donoSenje pojedinacnih
odluka u fazi reSavanja ili za resavange celokupnog problema.

Primer 7.2. Zna se da je otac neke osobe predak te osobe. Zna se i da je predak pretka neke osobe i sam
predak te osobe. Potrebno je dokazati da je otac Aninog oca Anin predak.

Primetimo da se u ovom zadatku govori o porodicnim odnosima nad skupom ljudi (koji je ogroman
ili se moZe smatrati beskonacénim), te je potrebno rasudivanje koje suStinski prevazilazi ispitivanje nekog
konaénog skupa moguénosti (iako se nekad moZe svesti na to).

Primer 7.3. Pretpostavimo da je pitanje da li moZe doéi do greske u izvrsavanju narednog koda:
int f(int y)

{
int i, x = 1;
for (int i = 0; 1 < y; i++)
X += 2%y;
return 1000 / x;
}

Jedina naredba u kojoj moZe doéi do greske u fazi izvr§avanja je naredba return, u okviru koje se racuna
vrednost izraza primenom operacije deljenja. Do greske moZe doéi ako je x jednako 0. MoZe se dokazati da
x e u kom sluc¢aju ne moZe biti jednako 0 ¢ to zahteva neko netrivijalno rasudivanje. Postoje algoritmi koji
omoguéavaju automatsko dokazivanje ovakvih tvrdenja.

Primeri primena automatskog rasudivanja. Tehnike automatskog rasudivanja koriste se u razvoju ma-
tematickih teorija, u problemima rasporedivanja, u verifikaciji softvera i hardvera i drugde.

Raspored utakmica za §pansku fudbalsku ligu, viSe godina pravljen je koriséenjem namenskih programa za
rasudivanje u iskaznoj logici. I mnogi drugi problemi rasporedivanja reSavani su na sli¢an nagcin.

Godine 1996. program Otter/EQP zasnovan na metodu rezolucije, nakon osam dana rada, automatski je
dokazao hipotezu otvorenu oko pedeset godina ranije i do tada nedokazanu: svaka Robinsova algebra je Bulova.
Tu vest preneli su tada gotovo svi svetski mediji kao vest o znacajnoj prekretnici — polje matematickih otkrica,
rezervisano do tada samo za ljude, poceli su da osvajaju i ra¢unari.

Formalne metode su oblast racunarstva koja se bavi specifikovanjem, razvojem i verifikacijom softverskih
i hardverskih sistema. U okviru ovih metoda, analize zasnovane na matematickoj logici imaju zadatak da
obezbede pouzdanost sistema koji se razvijaju. Kljuénu ulogu u formalnim metodama imaju logika i automatsko
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rasudivanje. Sistem kontrola leta u Ujedinjenom Kraljevstvu i linije pariskog metroa bez vozaca, na primer,
razvijeni su i verifikovani formalnim metodama.

Namenski programi za rasudivanje u specijalizovanim teorijama kao §to je, na primer, linearna aritmetika,
zovu se SMT reSavadi i intenzivno se koriste u verifikaciji sofvera i hardvera — testiranju i dokazivanju njegove
ispravnosti, ali i u sintezi programa. Jedan od najznacéajnijih resavaca je 73, kompanije Microsoft.

Faze reSavanja problema koriséenjem automatskog rasudivanja. Tok reSavanja problema kori§éenjem
automatskog rasudivanja ¢esto obuhvata sledeé¢e osnovne faze:

e modelovanje problema;
e resavanje problema opisanog u matemati¢kim terminima;
e interpretiranje i analiza reSenja.

U navedeni opsti okvir ulaze problemi koji se formulisu tako da ih neki pogodan resava¢/dokazivaé moze
refiti. Navedene faze treba shvatiti uslovno, jer postoje i problemi ¢ije reSavanje moze da se razlikuje. Na primer,
zadatak moze biti i razvoj samog reSavaca/dokazivaca za neku klasu logic¢kih problema i tada proces resavanja
moze da bude drugaciji.

7.1 Modelovanje problema

Modelovanje problema predstavlja formulisanje problema precizno, u matemati¢kim terminima, korigéenjem
pogodnog logickog okvira.

Potrebno je najpre utvrditi vrstu osnovnih objekata i nepoznatih veli¢ina u problemu. Na primer, to mogu
biti jednostavni iskazi (poznati i nepoznati), celi brojevi i sli¢no. Onda treba opisati uslove koji moraju da vaze
za objekte opisane u problemu.

U nekom logickom okviru ne mogu da se izraze neki uslovi, pa u fazi modelovanja biramo i pogodni logicki
okvir, na primer — iskaznu logiku (glava 8) ili logiku prvog reda (glava 9). Dalje, u okviru kao §to je logika
prvog reda, mogu se opisati teorije pogodne za opisivanje raznovrsnih struktura i njihovih svojstava. Postoje,
na primer, teorije koje opisuju realne brojeve, teorije koje opisuju cele brojeve fiksne §irine i tako dalje.

Primer 7.4. Sef protokola na jednom dvoru treba da organizuje bal za predstavnike ambasada. Kralj traZi
da na bal bude pozvan Peru ili da ne bude pozvan Katar (Qatar). Kraljica zahteva da budu pozvani Katar ili
Rumunija (ili i Katar i Rumunija). Princ zahteva da ne bude pozvan Peru ili da ne bude pozvana Rumunija
(ili da ne budu pozvani ni Peru ni Rumunija). Da li je mogudée organizovati bal tako da su zadovoljeni zahtevi
svih élanova kraljevske porodice?

Navedeni problem potrebno je najpre modelovati na neki precizan nacin. Iskaz, tvrdnju ,na bal ée doéi
ambasador Perua® oznacicemo sa p, iskaz ,,na bal ée doéi ambasador Katara® oznaciéemo sa q, a iskaz ,na
bal ée doéi ambasador Rumunije” sa r. Uslov koji postavlja kralj, onda glasi ,vaZi p ili ne vazi q“ ili krace
zapisano ,p ili ne g Uslov koji postavlja kraljica glasi ,,q it r“. Uslov koji postavlja princ glasi ,ne p ili ne
r

Sva navedena ogranicenja, svi ovi iskazi, zajedno c¢ine novi, komplikovaniji iskaz koji moZemo da za-
pisemo na sledeéi nacin:

H(p ilineq)i(qilir)i (nep ili ner)”

Ovaj sloZeni iskaz predstavlja precizan zapis problema. Potrebno je proveriti da li polazni iskazi p, q i r
mogu da imaju konkretne vrednosti tacno ili netacno takve da sloZeni iskaz ima vrednost tacno. Da bi se
taj problem resio potrebno je precizno definisati i na koji nacin se sloZenim iskazima pridruzuje vrednost
tacno ili netacno ukoliko je poznato koje vrednosti su pridruzene polaznim iskazima.

Primer 7.5. U primeru 7.1, osnovnim objektima mogu se smatrati celi brojevi koji ¢ine vrednosti polja
tabele. Na primer, promenljiva x15 moZe da oznacava vrednost polja (1,2).

Osnovni iskazi mogu da budu iskazi koji opisuju sadrzaj pojedinacénih polja. Jedan takav iskaz je ,polje
(1,2) sadrzi vrednost 5% ili, krace, ,x1o = 5 Osnovni iskazi mogu da budu i ,x12 # 3% ,1 < x12% ,x12 < 9
1 sliéno. Na ovaj nacin, moZemo uvesti veliki broj osnovnih iskaza od kojih ée u konacnom reSenju neki biti
tacni a neki netacéni.

Problem opisuju uslovi (tj. ograniéenja) koji moraju da vaZe nad osnovnim iskazima, poput ,ako vaZi
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To3 = 4, onda vazi roy # 4“ Kao polazne pretpostavke treba uvesti iskaze o zadatim poljima, na primer
»L19 = 24

Primer 7.6. Date su sledece turdnje: ,svaki covek je smrtan® ,Sokrat je c¢ovek®. Pitanje je da li se iz ovih

turdnji moZe utvrditi da je tacno i ,,Sokrat je smrtan®.

Tovrdnju da je x ¢ovek zapisimo kao ,z je covek® a tvrdnju da je x smrtan zapisimo kao ,r je smrtan®.
Turdnju ,svaki covek je smrtan® zapisimo ,za svako x vaZi: ako (v je éovek) onda (x je smrtan)“ Zadato
turdenje onda (pomalo rogobatno u odnosu na svakodnevni jezik) glasi: ,ako (za svako x vaZi: ako (x je
covek) onda (x je smrtan)) i (Sokrat je covek) onda (Sokrat je smrtan)“

Kljucna razlika v odnosu na primer 7.4 je to Sto navedeni iskazi (pa i sloZene tvrdnje) zavise od nekog
parametra x. To sugerise da cée logicki okvir potreban za reSavanje ovog problema morati da bude izraZajniji
od logickog okvira za primer 7.4.

Prethodne tvrdnje jo§ uvek nisu zapisana u preciznim logickim terminima ali to i neée biti uradeno u
o0vom primeru.

Primer 7.7. U primeru 7.2, osobe (koje nisu konkretne) moZemo oznaciti latiniénim slovima x, y, z, ...
Ana je konkretna osoba, pa éemo je oznaciti bas tako. Zadata znanja o porodi¢nim odnosima moZemo onda
da formulisemo na sledeéi nacin:

e .za proizvoljne tri osobe x, y, z vaZi: ako je x predak od y i y je predak od z, onda je x predak od z“
e _za proizvoljnu osobu x vazi: otac osobe x je predak osobe x“

dok je turdenje koje treba dokazati:
e otac oca osobe Ana je predak osobe Ana.“

Prethodna formulacija jos nije zapisana u preciznim logickim terminima i stoga modelovanje jos nije
zavrseno. Jedan formalni jezik u kojem se prethodne tvrdnje mogu zapisati je jezik logike prvog reda (koji
ée tek kasnije biti precizno wveden). Neka predak(z,y) oznacava turdnju da je osoba x predak osobe y (koja
moZe biti tacna ili netacna za konkretne osobe) i neka otac(x) oznacava oca osobe x. Ukoliko = oznacava
implikaciju, N kongunkciju, a univerzalni kvantifikator Yr oznacava da prateéa tvrdnje vazi za svako x,
onda se prethodna pravila mogu na jeziku logike prvog reda zapisati na sledeéi nacin:

o VaVyVz(predak(z,y) A predak(y, z) = predak(zx, z))
e YVu(predak(otac(u),u))

a turdenje koje treba dokazati:

e predak(otac(otac(Ana)), Ana)

Primer 7.8. U primeru 7.8, programske promenljive moZemo modelovati celim brojevima ili brojevima
fiksne Sirine, takozvanim bitvektorima.

Neka programska promenljiva x bude modelovana promenljivom x koja ima celobrojne vrednosti. Preci-
znije, kako se vrednosti programske promenljive x menjaju tokom izvrsavanja programa, njoj neée odgovarati
jedna promenljiva x, nego niz promenljivih xo, 1, T2, x3, ... Slicno, neka programskoj promenljivoj y odgo-
vara promenljiva y koja ima celobrojne vrednosti (y se ne menja tokom izvrsavanja programa, pa moZemo
da je modelujemo jednom promenljivom). VaZe sledeéi uslovi: ,xo = 17, ,x;41 = x; + 2y”, za svako i > 0.
Ukoliko za modelovange koristimo cele brojeve, a Zelimo da rad datog programa modelujemo precizno, u
navedenim uslovima trebalo bi dodati racunanje po modulu (koje odgovara izracunavanju na racunaru,).

Odsustvo greske u navedenom programu modelujemo uslovom izraz 1000 / x je u datom programu
wvek definisan®, tj. uslovom ,promenljiva x nikad nema vrednost 0“. U terminima wvedenih promenljivih
ovaj uslov glasi: ,x; = 0“ ne vaZi ni za jednu vrednost ¢ > 0.
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7.2 Resavanje problema

U fazi reSavanja, trazi se reSenje matematicki formulisanog problema, kori§éenjem pogodnih metoda za-
klju¢ivanja. Metode za automatsko rasudivanje (za logicki formulisane probleme) razvijaju se uspesno veé vise
od Sezdeset godina.

Primer 7.9. Ispitivanje da li, pod nekim uslovima, sloZeni iskaz iz primera 7.4 moZe biti tacan, moZe se
sprovesti tako Sto bi bile ispitane vrednosti sloZenog iskaza za sve mogudée vrednosti pridruZene iskazima p,
q i r. Tih iskaza ima tri, za svaki postoje dve moguénosti — tac¢no i netaéno, pa ukupno ima 23 moguénosti
koje treba ispitati.

Primer 7.10. Ako se za resavanje sudokua koriste iskazi oblika ,x;; = k* (primer 7.5), onda postoji
ukupno 81 -9 takvih iskaza i 2817 mogucnosti koje treba ispitati. Medutim, umesto takvog naivnog pristupa,
u praksi se koriste pristupi koji slicne analize sprovode daleko efikasnije. Na primer, ako smo pretpostavili
da je p tacno, onda je ¢itav uslov ,p ili ne q“ tac¢an i nema potrebe da razmatramo moguénosti za q. Sli¢no,
ako smo pretpostavili da je p netacno, onda je i ¢itav uslov ,p i q¢“ netacan, nezavisno od vrednosti q.

Primer 7.11. Ispitivanje da li je tacno turdenje iz primera 7.6 moZe se sprovesti na sledeéi nacin: posto
za svako x vaZi ,ako (v je covek) onda (v je smrtan)“, vaZi i kada je x upravo Sokrat, tj. vaZi ,ako (Sokrat
je éovek) onda (Sokrat je smrtan)® Odatle i iz ,Sokrat je covek®, primenom pravila modus ponens (iz A i
A = B sledi B) sledi ,,Sokrat je smrtan®, pa vazi dato tvrdenje.

Primer 7.12. U primeru 7.7 odredena znanja o porodi¢nim odnosima zapisana su u vidu tvrdenje logike
prvog reda, a pored njih zapisano je i turdenje koje je potrebno dokazati. Postoji mnostvo tehnika kojima se
moZe dokazati da je neko turdenje B posledica skupa turdenja {A1, ... An}. U ovom primeru ilustrovaéemo
povrsno tehniku koja ée kasnije biti detaljno objasnjena a u kojoj se koristi svodenje na kontradikciju: doka-
zuje se da je skup turdenja {A1,... A, B} kontradiktoran tj. protivrecan (odakle sledi polazno turdenje).
U konkretnom slucaju, potrebno je dokazati da je kontradiktoran sledeéi skup tvrdenja:

{VaVyVz(predak(z,y) A predak(y, z) = predak(zx, 2)) ,
Vu(predak(otac(u),w)) , —predak(otac(otac(Ana)), Ana)}

Smatrajucéi da se univerzalna kvantifikacija podrazumeva, ovaj skup moze da se zapise krace:

{predak(z,y) A predak(y, z) = predak(z, z),
predak(otac(u),w), ~predak(otac(otac(Ana)), Ana)}

Potrebno je otkriti protivrecnost medu navedenim formulama ili nekim njihovim posledicama (i to na
nadin koji se moZe automatizovati). Kako u samom skupu ne uocavamo protivreénost, potrebno je iz njega iz-
voditi posledice dok protivreénost ne bude ocigledna. Razmotrimo Sta se moZe zakljuciti iz datih turdenja, na
primer, iz predak(z,y) A predak(y, z) = predak(x, z) i predak(otac(u),u). U prvom turdenju, podtvrdenja
sa leve implikacije imaju slicnu formu kao drugo tvrdenje. Kako prvo turdenje govori o svim moguéim x
iy, onda ono vaZi i za specificne vrednosti otac(u) i u, tim redom. Ako primenimo zamene x — otac(u)
iy — u, prvo turdenje postaje predak(otac(u),u) A predak(u,z) = predak(otac(u),z) te je njegova pr-
va ,pretpostavka® (tj. prvo podtvrdenje) ujednacéena sa drugim tvrdenjem predak(otac(u),u). Zbog toga se
moZe smatrati da je prva pretpostavka prvog turdenja ispunjena ¢ da se dalje moZe razmatrati i jednostavnigi
ostatak predak(u, z) = predak(otac(u), z). Ovo rasudivanje moZe se zapisati u vidu izvodenja:

predak(otac(u),u) predak(z,y) A predak(y, z) = predak(z, z)
predak(u, z) = predak(otac(u), z)

x — otac(u),y — u

Dodatno, promenljive su i u novoizvedenom tvrdenju implicitno univerzalno kvantifikovane, pa se vrsi
njihovo preimenovanje kako ne bi doslo do sluc¢ajnih podudaranja sa starim promenljivim, a $to bi moglo
da promeni smisao skupa turdenja. Dakle, novoizvedeno tvrdenje je:

predak(u’, 2") = predak(otac(u’), 2")
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Novoizvedena turdenja mogu se koristiti u daljem zakljucivanju ravnopravno sa starim, pa se moze primeniti
1 sledece izvodenge:

predak(otac(u),u) predak(u’,z") = predak(otac(u'),z")

/ ¢ 7
predak(otac(otac(u)), ) u' — otac(u), z u

Sto, nakon preimenovanga, daje:
predak(otac(otac(u”)),u")

Konacno, izvodenje

predak(otac(otac(u”)),u”) —predak(otac(otac(Ana)), Ana)
1

u' — Ana

daje kontradikciju, ¢ime je pokazano da je pocetni skup tvrdenja protivrecan. U kasnijem tekstu, pokazace
se da su svi navedeni koraci zakljuc¢ivanja specijalni slucajevi jednog opsteg pravila — pravila rezolucije, koje
¢ini osnovu znacajnog metoda rezolucije. Kako je iz skupa formula

{predak(z,y) A predak(y, z) = predak(z, z), predak(otac(u), u),

—predak(otac(otac(Ana)), Ana)}

izvedena kontradikcija, to znaci da je pretpostavka —predak(otac(otac(Ana)), Ana) bila pogresna, te je
dokazano da tvrdenja

o VaVyVz(predak(z,y) A predak(y, z) = predak(z, z))
o Vu(predak(otac(u),w))
povlace turdenje:

e predak(otac(otac(Ana)), Ana)

Primer 7.13. U primeru 7.3, potrebno je dokazati da iz uslova ,xo = 17 i ,x;01 = x; + 2y”, za svako
1 > 0 sledi da ,,x; = 0“ ne vaZi ni za jednu vrednost i > 0. Navedeno tvrdenje moZemo dokazati za bilo koju
konkretnu vrednost i, viSestrukom primenom tvrdenja ,ako je x; neparan broj, onda je v ;11 = x; + 2y
neparan broj“. To se moZe dokazati u teoriji koja opisuje cele brojeve ili cele brojeve fiksne girine (i sabiranje
nad njima). Medutim, ukoliko Zelimo da dokaZemo da ,,x; = 0“ ne vazi ni za jednu vrednost i > 0, onda nas
logicki okvir treba da ukljucuje i princip matematicke indukcije. Postoje algoritmi za automatsko rasudivange
1 za takve logicke okuvire.

Navedeni procesi zakljuéivanja opisani su neformalno i grubo, ali sluze kao motivacija za stroga pravila
zakljuivanja u iskaznoj logici i logici prvog reda i njihovo automatizovanje.

7.3 Interpretiranje i analiza resenja

Dobijeno resenje matematicki formulisanog problema potrebno je formulisati u terminima poéetnog problema
i potrebno je razumeti svojstva dobijenog reSenja. Na primer, ako se reSavanjem primera 7.4 dobije da p mora
biti ta¢no, to znac¢i da na bal treba da dode ambasador Perua.

Zakljuéci koji se dobijaju procesom reSavanja su nesumnjivi, oni ne mogu biti pogresni (sem ako je neispravan
program koji sprovodi rasudivanje). U tom smislu nikakva analiza, niti evaluacija tacnosti dobijenih zakljutaka
nije potrebna. Medutim, ¢esto su potrebni dodatna analiza i objasnjenje dobijenog reSenja u zavisnosti od
izabranog modelovanja. Na primer, dva razli¢ita na¢ina modelovanja opisana u primeru 7.8 nisu ekvivalentna:
zaista, kod celih brojeva nema prekoracenja, a kod celih brojeva fiksne §irine — ima. Rasudivanje u domenu celih
brojeva moze da bude efikasnije, ali je rasudivanje u domenu brojeva fiksne Sirine preciznije i vernije opisuje
programske promenljive. Dakle, ukoliko smo se odludili za modelovanje koje omogucava efikasno automatsko
zaklju¢ivanje, ali ne modeluje zadati problem verno, treba znati za koje instance problema se rezultat faze
reSavanja odnosi neposredno na polazni zadatak.

Pored navedenog, nekad je potrebno tumagciti i neuspeh faze reSavanja. Ako neki sistem ne uspe da dokaze
tvrdenje S, u nekim slutajevima to moze da znati da S zaista nije tatno, a u nekim sluc¢ajevima moze da bude
posledica ¢injenice da kori§éeni sistem nije u stanju da dokaze sva mogucéa taéna tvrdenja (dakle, moguce je da
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je S tafno, ali nas sistem to ne moze da dokaZe). Nekada se ne moze razlutiti (¢ak i ako poznajemo algoritam
rasudivanja) izmedu ta dva: nekada ako sistem prijavi da nije dokazao S, to jo§ ne zna€i da S nije tacno.
Najvaznija opsta svojstva koje algoritmi za rasudivanje mogu da imaju su sledeca:

Potpunost je svojstvo koje kaze da je algoritam u stanju da dokaze svako tvrdenje iz svog domena koje je
dokazivo (pre ili kasnije, nekada je za to potrebno veoma dugo vreme).

Saglasnost je svojstvo koje kaze da ako algoritam tvrdi da je neko tvrdenje (iz njegovog domena) ta¢no, onda
ono zaiste jeste tatno.

Potpunost je svakako poZeljna osobina, a saglasnost je neophodna (kako bi zakljuéci koje donose algoritmi
bili nesumnjivi).

Moé¢ nekih algoritama logickog rasudivanja ogranifena je samom prirodom problema koji se reSavaju. Za
problem odlucivanja, tj. za problem koji zahteva odgovor ,da“ ili ,ne“; kazemo da je odluciv ako postoji algoritam
koji moze da resi svaku njegovu instancu, a algoritam sa takvim svojstvom zovemo procedura odlucivanja. Na
primer, neki problem rasporedivanja je odluciv ako postoji algoritam koji za svaku instancu tog problema moze
da utvrdi da li trazeni raspored postoji ili ne. I mnogi problemi rasudivanja su problemi odluéivanja, pa se ove
definicije odnose i na njih. Na primer, odluéiv je problem SAT (eng. satisfiability problem) — problem ispitivanja
iskazne zadovoljivosti. Mnogi vazni problemi logickog rasudivanja nisu odlucivi, tj. oni su neodlucivi. Za takve
probleme moramo biti spremni da neéemo moci da dobijemo reSenje za proizvoljnu ulaznu instancu. Mogucée
je razviti samo algoritam koji primenom nekakvih heuristika moze da resi neke instance problema. Postoje i
poluodlucivi problemi: oni nisu odluéivi ali za njih mogu da postoje algoritmi koji uspesno mogu da rese problem
za sve instance za koje je odgovor ,da’. Takav algoritam zovemo procedura poluodlucivanja. Za instance za koje
je ispravan odgovor ,ne“, procedura poluodluéivanja vraca odgovor ,ne“ ili se ne zaustavlja. Poluodludiv je, na
primer, halting problem — problem ispitivanja da li se dati program zaustavlja za datu ulaznu vrednost. I mnogi
vazni problemi logickog rasudivanja su poluodlucivi. Na primer, poluodluéiv je problem ispitivanja valjanosti u
logici prvog reda.

Pored navedenih pitanja, za algoritme rasudivanja, kao i za skoro sve druge vrste algoritama vazna su pitanja
vremenske 1 prostorne sloZenosti (najgoreg i prose¢nog slucaja).






Glava 8

Automatsko rasudivanje u iskaznoj logici

U iskaznoj logici (eng. propositional logic) kao osnovni objekti razmatraju se jednostavui, elementarni iskazi,
tvrdnje, tvrdenja (na primer ,Ana je zubar®). Iskazi mogu biti kombinovani u sloZenije iskaze logi¢kim veznicima
(na primer ,,Ana je zubar i Ana Zivi u Beogradu®). Iskazna logika ima svoju sintaksu (koja opisuje njen jezik) i
svoju semantiku (koja definiSe istinitosnu vrednost iskaza). Centralni problemi u iskaznoj logici su ispitivanje da
li je data iskazna formula valjana (tautologija) tj. da li je tatna za sve mogucée istinitosne vrednosti elementarnih
iskaza od kojih je safinjena (na primer tvrdenje ,Ana je zubar ili Ana nije zubar“ je uvek ta¢no — i ako je
tvrdenje ,Ana je zubar“ ta¢no i ako je netatno), kao i ispitivanje da li je data iskazna formula zadovoljiva, tj. da
li je tacna za neke istinitosne vrednosti elementarnih iskaza od kojih je sa¢injena (na primer tvrdenje ,Ana je
zubar i Ana Zivi u Beogradu“ moZe, mada ne mora uvek biti ta¢no). Problem ispitivanja zadovoljivosti formule
u KNF obliku poznat je kao problem SAT i on je centralni predstavnik klase NP-kompletnih problema. Postoji
viSe metoda za ispitivanje valjanosti i zadovoljivosti.

Iskazna logika dovoljno je izraZzajna za opisivanje raznovrsnih problema, uklju¢ujuéi mnoge prakti¢ne proble-
me, kao §to su, na primer, problemi rasporedivanja ili dizajniranje kombinatornih kola. Iskazna logika posebno
je pogodna za opisivanje problema nad kona¢nim domenima. Naime, svaki objekat koji moze imati konacan broj
stanja moze se opisati kona¢nim brojem iskaznih promenljivih: ako je broj moguéih stanja 2™, onda je dovoljno
koristiti n iskaznih promenljivih. Svi brojevi zapisani u ra¢unaru zapisani su bitovima, pa se i svi ti brojevi
mogu modelovati iskaznim promenljivim: koliko bitova, toliko iskaznih promenljivih. Sabiranje celih brojeva (kao
i mnoge druge operacije) onda moze da se opiSe u terminima iskazne logike. Sli¢no vazi i za mnoge druge vrste
podataka i mnoge vrste problema. Sa tako velikom izrazajnom snagom i velikim brojem raznolikih primena,
iskazna logika i reSavaci za iskaznu logiku Cesto se smatraju ,,Svajcarskim nozicem* savremenog racunarstva, a
posebno — vestacke inteligencije.

Primer 8.1. Razmotrimo, za ilustraciju reSavanja primenom logike, problem ,n dama” (opisan ukratko u
primeru 8.4 i reSavan u poglavlju 8.4.3). Cilj je rasporediti n dama na Sahovskoj tabli dimenzija n X n tako
da se nikoje dve dame ne napadaju. Na narednoj slici prikazano je kretanje dame i jedno reSenje problema
zan =8.

= N W s~ 00O N

Jednostavnosti radi, u nastavku éemo razmatrati problem dimenzije 3, za koji je jedno neispravno rasporedivanje
tri dame (rasporedivanje koje ne &ini reSenje) prikazano na narednoj slici.
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Uslovi koje ispravno rasporedivanje treba da zadovolji su:

e na nekom od polja al, a2, a3 nalazi se dama.

na nekom od polja bl, b2, b3 nalazi se dama.

na nekom od polja cl, c2, c3 nalazi se dama.

ako je neka dama na polju al, onda na polju a2 ne moze da bude dama.

ako je
ako je
ako je
ako je
ako je

ako je
ako je
ako je
ako je

neka dama na polju al,

neka dama na polju a2,

neka dama na polju a2,

neka dama na polju a3,

neka dama na polju a3,

neka dama na polju a2,

neka dama na polju b3,

neka dama na polju b1,

neka dama na polju c2,

onda
onda
onda
onda

onda

onda
onda
onda

onda

na polju a3 ne moze da bude dama.
na polju al ne mozZe da bude dama.
na polju a3 ne mozZe da bude dama.
na polju al ne mozZe da bude dama.

na polju a2 ne moze da bude dama.

na polju b3 ne moze da bude dama.
na polju a2 ne mozZe da bude dama.
na polju c2 ne moze da bude dama.

na polju bl ne moZe da bude dama.

Navedeni uslovi zavise od iskaza oblika ,na polju 7?7 nalazi se dama*. Oznacimo sa p,1 iskaz ,na polju al
nalazi se dama® sa pgo iskaz ,na polju a2 nalazi se dama® ..., sa pc3 iskaz ,na polju c3 nalazi se dama®.
Onda navedeni uslovi mogu da se zapisu krace:

® Da1 i a2 ili pa3.

o py1 ili pyo ili pp3.

Dec1 ili Dec2 ili DPc3-

ako je pq1, onda

ako je pa1, onda

ako je pu2, onda

ako je pu2, onda

ako je pq3, onda

ako je pq3, onda

ako je pu2, onda

ako je pp3, onda

ako je pp1, onda

ako je pea, onda

Nj€ Pa2-
nije Pa3-
Nj€ Pal-
nije Pa3-
nije Pqi-

’ane Pa2-

nije Pp3-
nije Pa2-
Nije Pea-

nije ppi-
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Ovim su, od jednostavnih iskaza, konstruisani sloZeniji. Svi navedeni sloZeni iskazi zajedno cine jos
slozeniji iskaz — iskaz koji sadrzi sve uslove zadatka. Sintaksa iskazne logike govori o pravilima po kojim se
od elementarnih iskaza mogu konstruisati sloZeniji, to jest, o pravilima za konstruisange ispravnih iskaznih
formula.

Svaki od jednostavnih iskaza kao Sto je p,1 moZe biti tacan ili netacan. U zavisnosti od toga, moZe se
odrediti istinitosna vrednost sloZenijih iskaza. Na primer, ako je p,1 tacno, a p.s mnetacno, onda je tacno
i ,ako je pa1, onda nije pao“. Semantika iskazne logike govori o tome kako se sloZenim iskazima (to jest,
iskaznim formulama) odreduje istinitosna vrednost na osnovu istinitosnih vrednosti elementarnih iskaza.
Posto je u fazi reSavanja problema vrednost iskaza kao Sto je p,1 nepoznata i posto on moZe biti tacan ili
netacan, p,1 ¢emo zvati i 1skazna promenljiva.

Sdmo reSavanje ovako modelovanog problema ,n dama” moZe se svesti na resavanje sledeéeg problema:
odrediti istinitosne vrednosti elementarnih iskaza pa1, Paz, - - - ,De3, takve da svi navedeni uslovi budu ispu-
njeni (to jest, da svi odgovarajuéi iskazi imaju istinitosnu vrednost taéno). MoZe se postaviti pitanje da li
takve istinitosne vrednosti uopste postoje, tj. da li pocetni problem wopste ima resenja (a ako ima — mogu se
traZiti sva resenja). Pitanje da li uopSte postoji reSenje moZe se resiti razmatranjem svih moguéih varijacija

vrednosti 26 Pa1, Pa2,- - -, Pe3. Takvih varijacija ima 2° = 512 i razmatranje svih je naporno i neprakticno.
Postoje i metode koje ne razmatraju sve mogucénosti i postojanje reSenja mogu obicno da ispitaju znatno
efikasnije.

U kontekstu navedenih ogranicenja, mogu se izvesti i neki zakljuéei. Na primer, ako vaZi p,1 onda vazZi
o2 Ui pp3. Ovakvi zakljucci mogu se dobiti razli¢itim pristupima, a mogu se koristiti za ubrzavangje traganja
za reSenjem.

8.1 Sintaksa i semantika iskazne logike

Sintaksa iskazne logike govori o njenom jeziku — o skupu njenih (ispravno formiranih) formula i ne razmatra
njihovo znacenje i njihove (moguce) istinitosne vrednosti. Semantika iskazne logike definiSe znacenje, tj. tac¢nost
iskaznih formula. Tacnost jedne iskazne formule definiSe se na osnovu ta¢nosti elementarnih iskaza od kojih je
ona safinjena.

8.1.1 Sintaksa iskazne logike

Skup iskaznih formula obi¢no se definise za fiksiran, prebrojiv skup iskaznih promenljivih (iskaznih varijabli)
ili iskaznih slova P, dve logicke konstante — T (te) i L (nete), kao i konac¢an skup osnovnih logickih (tj. bulovskih)
veznika: unarnog — negacija i binarnih — kongunkcija, disjunkcija, implikacija, ekvivalencija.

Definicija 8.1 (Skup iskaznih formula).
e Iskazne promenljive (elementi skupa P) i logicke konstante su iskazne formule;

e Ako su A i B iskazne formule, onda su iskazne formule i objekti dobijeni kombinovanjem ovih formula
logickim veznicima;

e Iskazne formule mogu biti dobijene samo na navedene nadcine.

Uobicajeno je da se formule zapisuju u vidu nizova simbola i da se negacija zapisuje kao —, konjunkcija kao
A, disjunkcija kao V, implikacija kao = i ekvivalencija kao <. U takvom zapisu, ako su A i B iskazne formule,
onda su iskazne formule i (—A), (AAB), (AVB), (A= B)i (A < B). Na primer, zapis (AAT) ¢itamo ,,A i te'.
U ovakvom zapisu, neophodno je koristiti zagrade kako bi se izbegla visesmislenost. Da bi se izbeglo koriséenje
velikog broja zagrada, obi¢no se izostavljaju spoljne zagrade i podrazumeva se sledeéi prioritet veznika (od viseg
ka nizem): -, A, V, =, &.

Elemente skupa P i logi¢ke konstante zovemo atomickim iskaznim formulama. Literal je iskazna formula
koja je ili atomicka iskazna formula ili negacija atomicke iskazne formule.

Ako su dve iskazne formule A i B identi¢ne, onda to zapisujemo A = B, a inafe pisemo A # B.

Elementi skupa P obi¢no se oznacavaju malim latini¢nim slovima (eventualno sa indeksima). Iskazne formule
obitno se oznacavaju velikim latini¢nim slovima (eventualno sa indeksima). Skupovi iskaznih formula obi¢no se
oznatavaju velikim slovima grékog alfabeta (eventualno sa indeksima).

Primer 8.2. Uslovi iz primera 8.1 mogli bi da se zapisu kao iskazne formule nad skupom iskaznih promen-
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ljivih {pa1,Pa2; - - -+ Pe3t- Na primer, uslov ,na nekom od polja al, a2, a3 nalazi se dama”, tj. uslov ,pa ili
Da2 i pa3“ moze da se zapise kao pa1 V pao V Pa3- Analogno zapisujemo i preostale uslove:

® Pb1 V Pb2 V Pb3-
® D1 VP2 V Pe3-
® Dol = TPa2-
® Pa1 = TPa3-
® Da2 = TPal-

® P2 = TPb1-

Ako iskazne formule zamisljamo u vidu stabla (ili ih predstavljamo u ra¢unarskom programu u vidu stabla),
onda svakom podstablu stabla koje odgovara nekoj iskaznoj formuli takode odgovara iskazna formula. Sve te
formule zovemo potformulama (eng. subformulae) formule koja odgovara korenu stabla. Skup potformula jedne
formule moZe se, preciznije, definisati na slede¢i nacin.

Definicija 8.2 (Skup potformula). Skup potformula formule A definisan je na sledeéi nacin:
e svaka iskazna formula A je potformula séma sebi;

e ako je A jednako —B, onda je svaka potformula formule B istovremeno i potformula formule A. Ako
je A jednako BANC, BVC, B = C ili B < C, onda je svaka potformula formule B i svaka potformula
formule C' istovremeno i potformula formule A;

e Potformule formule A su samo formule opisane prethodnim stavkama.

Primer 8.3. Skup potformula formule (p = q) vV r je {p,q,7,p = q,(p = q) Vr}.

Na razli¢ite nac¢ine moze se definisati sloZenost iskaznih formula. Na primer, slozenost moze biti definisana
kao dubina stabla koje odgovara formuli ili kao broj logi¢kih vezika koje formula sadrzi.

Cesto je potrebno jedan deo iskazne formule zameniti nekom drugom iskaznom formulom. Pojam zamene
precizno uvodi naredna definicija.

Definicija 8.3 (Zamena). Rezultat zamene (supstitucije) svih pojavljivanja iskazne formule C u iskaznoj
formuli A iskaznom formulom D oznacavamo sa A[C — D). Ta zamena definise se na sledeéi nacin:

e ako vaZi A =C, onda je A[C — D] =D;
e ako vazi A # C, onda:
— ako je A atomicka iskazna formula, onda je A[C — D] = A;

— ako za neku formulu B vaZi da je formula A jednaka (—B) , onda je A[C' — D] = —~(B[C — DJ]);

— ako za neke formule By i Bs vaZi da je formula A jednaka BiABs, B1V By, By = Bs ili By < Bo,
onda je formula A[C — D] jednaka (redom) B1[C — D]|ABs[C +— D], B1[C — D]V Bs[C +— D],

Primer 8.4. (p=q)Vr)r—p =(pP=q) Vp
(p=q)Vr)p=q—-pVg=(pVgVr
(pA(@g=r)g—r]=pA(r=r)
(p=gVr) s—p=((p=>qVr)
(v A(pVr)lp—=sl=((sVgA(sVrT))

Ako iskazne formule predstavimo u racunarskom programu u vidu stabla, onda opisanu zamenu mozemo
opisati rekurzivnom funkcijom (&iji su bazni slu€ajevi opisani prvim dvema stavkama definicije). Ta funkcija
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zamenjuje jedno podstablo formule (zapravo — sva podstabla koja odgovaraju istoj formuli) nekim drugim
zadatim stablom.

8.1.2 Semantika iskazne logike

Semantika iskazne logike govori o istinitosnim vrednostima iskaznih formula. Istinitosna vrednost iskazne
formule moze biti 0 ili 1 (intuitivho — neta¢no ili ta¢no).! Istinitosne vrednosti formula definisu se u skladu
sa uobiCajenim, svakodnevnim rasudivanjem. Zbog toga, definicija semantike iskazne logike moze da deluje i
suvisno, ali ona je potrebna da bi baratanje formulama moglo da se opiSe na precizan natin (pogodan, na primer,
za ra¢unarsku obradu).

Formula | ima istinitosnu vrednost 0, a formula T ima istinitosnu vrednost 1. Istinitosna vrednost slozenih
(neatomickih) formula zavisi samo od istinitosne vrednosti njenih potformula. Dakle, u krajnjoj instanci, istini-
tosna vrednost formule zavisi (samo) od istinitosnih vrednosti iskaznih promenljivih koje se u njoj pojavljuju.
Funkcije koje pridruzuju istinitosnu vrednost promenljivim (tj. funkcije v iz P u {0,1}) zovemo wvaluacija-
ma (eng. valuation, assignment). Interpretacija (eng. interpretation) je proSirenje valuacije: svaka valuacija v
odreduje jednu funkciju I,, koju zovemo interpretacijom za valuaciju v i koja pridruzuje (jedinstvene) istinitosne
vrednosti formulama (tj. preslikava skup iskaznih formula u skup {0,1}).

Definicija 8.4 (Interpretacija). Interpretacija I, za valuaciju v definiSe se na sledeéi nacin:
e I,(T)=1iI,(L)=0;
e I,(p) =v(p), za svaki element p skupa P;

1, ako je I,(A) =0
o I,(~4) = { 0, nace

e I,(AAB) 1, akojelI,(A)=1iI,(B)=1
0, inace
e I,(AV B) 0, ako je I,(A)=04iI,(B)=0
1, inace
0, akojel,(A)=1il,(B)=0
* L(A= B) { 1 inaé]e W w
1, ako je I,(A) =1I1,(B
0 Il & i8] { 0 inacha w w

Vrednost I,,(A) zovemo istinitosnom vredno$éu iskazne formule A w interpretacigi I, (ili u valuaciji v). Ako
za valuaciju v vazi I,(A) = 1, onda se za formulu A kaZe da je ta¢na u interpretaciji I,, a inae da je netacna
u interpretaciyi I,.

Primer 8.5. Twrdenje ,Ana je zubar i Ana Zivi u Beogradu“ moZe da se opise kao konjunkcija p A q,
gde iskazna promenljiva p odgovara elementarnom iskazu ,Ana je zubar®, a iskazna promenljiva q odgovara
elementarnom iskazu ,Ana Zivi u Beogradu®. MoZe biti da je Ana zubar i moZe biti da Ana nije zubar,
tj. istinitosna vrednost promenljive p moZe biti 0 ili 1. Ukoliko je v(p) = 0, tj. ukoliko Ana nije zubar, na
osnovu definicije semantike, za valuaciju v vazi I,(p) = 0 i, dalje, I,(p A q) = 0, tj. turdenje ,Ana je zubar
i Ana Zivi w Beogradu® nije tacno (bez obzira na istinitosnu vrednost iskaza ,Ana Zivi u Beogradu®).

Primer 8.6. U primeru 8.2 (koji je nastavak primera 8.1), ako je v(pa1) = 1 i v(pa2) = 1, onda vaZi
I,(pa1 = —Paz2) = 0. Ovo govori da ni u jednom resenju ne mogu dame da budu i na polju al i na polju a2.

Definicija 8.5 (Zadovoljivost, valjanost, kontradiktornost, porecivost). Iskazna formula A je:

1Za istinitosne vrednosti namerno se ne uzimaju L i T, ve¢ 01 1, da bi se jasno razlikovali svet sintakse i svet semantike iskaznih
formula.
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e zadovoljiva (eng. satisfiable), ako postoji valuacija v u kojoj je A tacna (i tada se kaZe da je v model
za A);

e valjana (eng. valid) ili tautologija (eng. tautology), ako je svaka valuacija v model za A i to zapisu-
jemo = A;

e nezadovoljiva (eng. unsatisfiable) ili kontradikcija (eng. contradictory), ako ne postoji valuacija u
kojoj je tacna;

e poreciva (eng. falsifiable), ako postoji valuacija u kojoj nije tacna.

Primer 8.7. Turdenje ,Ana je zubar ili Ana nije zubar® moZe da se opise kao disjunkcija p vV —p, gde
iskazna promenljiva p odgovara elementarnom iskazu ,Ana je zubar“. MoZe biti da je Ana zubar i moZe biti
da Ana nije zubar, tj. istinitosna vrednost promenljive p moZe biti 0 ili 1. To su dve moguée relevantne
valuacije za dato turdenje. Ukoliko je v(p) = 1, tj. ukoliko Ana jeste zubar, na osnovu definicije semantike
vaZi I,(pV —p) = 1, a ukoliko je v(p) = 0, tj. ukoliko Ana nije zubar, na osnovu definicije semantike vazi
I,(—p) =1 i, dalje, I,(pV —p) = 1. Dakle, formula pV —p, tj. turdenje ,Ana je zubar ili Ana nije zubar je
tautologija.

Primer 8.8. Iskazne formule p = p i pV —p su tautologije, iskazna formula p = q je zadovoljiva i poreciva,
a iskazna formula p A —p je kontradikcija.

Primer 8.9. Ako su iskazne formule A i A = B tautologije, onda je i B tautologija. Zaista, pretpostavimo
da su A i A = B tautologije i da postoji valuacija v takva da u interpretaciji I, formula B nije tacna.
Formula A je tautologija, pa je tacna i u interpretaciji I,,. Kako je u interpretaciji I, formula A tacna, a
formula B netacna, formula A = B u njoj nije tac¢na, $to protivreci pretpostavci da je A = B tautologija.
Dakle, formula B je tacna za svaku valuaciju, pa je ona tautologija.

Definicija 8.6 (Zadovoljivost i kontradiktornost skupa formula). Skup iskaznih formula T' je

e zadovoljiv, ako postoji valuacija v u kojoj je svaka formula iz I' tacna. Za takvu valuaciju v kaZe se
da je model za T'.

e nezadovoljiv ili kontradiktoran, ako ne postoji valuacija u kojoj je svaka formula iz T tacna.

Primer 8.10. Skup iskaznih formula {p = q,p,~q} je kontradiktoran (ali nijedan njegov pravi podskup
nije kontradiktoran).

Naredna teorema govori da uslov koji reSenje nekog problema mora da zadovolji moze da se razmatra ne
samo kao skup svih pojedina¢nih poduslova, veé i kao konjunkcija formula koje odgovaraju tim poduslovima.

Teorema 8.1. Valuacija v je model skupa formula {Ai,..., A,} ako i samo ako je v model formule
AN NA,.

8.2 Logicke posledice i logicki ekvivalentne formule

Cesto je veoma vazno pitanje da li je neki iskaz posledica nekih drugih iskaza. Ovo pitanje moze se opisati
u terminima pojma logicke posledice.

Definicija 8.7 (Logitka posledica i logi¢ka ekvivalencija). Ako je svaki model za skup iskaznih formula T
istovremeno i model za iskaznu formulu A, onda se kaZe da je A logicka posledica (eng. logical consequence)
skupa T i pise se T = A.

Ako je svaki model iskazne formule A model i iskazne formule B i obratno (tj. ako vaZi {A} E B i
{B} E A), onda se kaze se da su formule A i B logicki ekvivalentne (eng. logically equivalent) i pise se
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A=DB.

Primer 8.11. Twrdenje ,Boban Zivi u KruSevcu® je logicka posledica skupa tvrdenja { ,,Boban Zivi u Beo-
gradu ili Boban Zivi u KruSevcu®, ,Boban ne Zivi u Beogradu” }. Zaista, ako je valuacija v proizvoljan
model formula ,Boban Zivi u Beogradu ili Boban Zivi v KruSevcu® i ,,Boban ne Zivi u Beogradu”, na osnovu
definicije semantike, u interpretaciji I, mora da je tacan iskaz ,Boban Zivi u Beogradu® ili iskaz “Boban Zivi
u Kruseveu®. Prva moguénost otpada zbog uslova ,Boban ne Zivi u Beogradu”, pa mora da je tacan iskaz

»Boban Zivi u KruSevcu“,

Primer 8.12. Vazi {A, A = B} = B. Zaista, ako je valuacija v proizvoljan model formula A i A = B,
onda kako je I,(A) =1, iz I,(A = B) =1 sledi da ne moZe da vazi I,(B) = 0, pa mora da vazi I,(B) =1,
tj. v je model i za B, §to je i trebalo dokazati.

Ako ne vazi I' E A, onda to zapisujemo I' £ A.

Ako vazi {} = A, onda je svaka valuacija model za formulu A, tj. A je valjana formula. Vazi i obratno — ako
je A valjana formula, onda vazi {} = A. Zato umesto {} = A, piSemo krade |= A, kao §to zapisujemo valjane
formule.

Ako je skup I' kontradiktoran, onda je proizvoljna formula njegova logitka posledica (naime, ako skup I’
nema modela, onda za proizvoljnu formulu A vazi da je svaki model za I" — a takvih nema — istovremeno i model
za A). Specijalno, svaka formula je logi¢ka posledica skupa {L}.

Ako je skup I kona¢an, onda umesto {41,...,4,} | B piSemo krace Ay,..., A, = B. Koristeéi teoremu
8.1, lako se moze dokazati naredna teorema.

Teorema 8.2. VaZi A;,..., A, |E B ako i samo ako vaZi A1 N... N A, = B.

Ako vazi A = B, onda u bilo kojoj valuaciji formule A i B imaju jednake vrednosti. Tvrdenja oblika A = B
zovemo logickim ekvivalencijama. Relacija = je, o¢igledno, relacija ekvivalencije nad skupom iskaznih formula.
U razmatranju skupova uslova, bilo koji uslov oéigledno moze biti zamenjen nekim njemu logic¢ki ekvivalentnim
uslovom jer time neée biti promenjen skup modela celokupnog uslova.

Primer 8.13. Za formule p,1 = —Pa3 & Pa3 = —Pa1 12 primera 8.1, moze se pokazati da vaZi: p, =
“Pa3 = Pa3 = “Pa1- 10 govori da nije potrebno da u skupu uslova postoje obe formule, dovoljno je zadrzati
jednu od njih. Isto vazi i za druge analogne parove formula, te je dovoljno razmatrati sledeci skup formula:

Da1 V Pa2 V Da3; Pb1 V Pe2 V Db3; Pe1 V Pe2 V De3,
Pal = TPa2; Pal = Pa3; Pa2 = Pa3;
Po1 = TPb2, Pbl = TDb3; Pb2 = TPb3;,
Pe1 = 7Pc2; Pel = TPe3; Pe2 = TPe3;
Pal = 7Pb1; Pal = "Pecl; Pbl = 7Pel;,
Pa2 = 7Db2; Pa2 = “Pc2; Pb2 = TPc2;
Pa3 = 7Pb3; Pa3 = TPe3; Pb3 = TPe3;
Pa3 = 7Pb2; Pa3 = TPcls Pb2 = TPel;,
Pa2 = 7Pb1; Pb3 = TPc2,

Pal = 7Pb2; Pal = 7Pe3; Pb2 = TPc3;
Pa2 = 7Pb3; Pbl = TPc2-
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Primer 8.14. Neke od logickih ekvivalencija (ili, preciznije, neke od shema logickih ekvivalencija) su:

-—A = A zakon dvojne negacije
AV-A = T zakon iskljucenja treceg
ANA = A zakon idempotencije za N
AVA = A zakon idempotencije za V
ANB = BAA zakon komutativnosti za N
AVB = BVA zakon komutativnosti za V
A& B = Bs A zakon komutativnosti za <
AN(BAC) = (AANB)ANC zakon asocijativnosti za N\
AV (B V C) = (A V B) v C zakon asocijativnosti za V
As (B 54 C) = (A = B) s C zakon asocijativnosti za <
AN(AVvB) = A 2akon apsorpcije
AV(AANB) = A zakon apsorpcije
AN (B V C) = (A A B) V (A AN C) zakon distributivnosti A\ v odnosu na V
(B V C) NA = (B VAN A) V (C VAN A) zakon distributivnosti A\ u odnosu na V
AV (B A C) = (A \Y B) AN (A \Y C) zakon distributivnosti V u odnosu na N\
(BANC)VA = (BVA)YA(CVA) zakon distributivnosti V u odnosu na A
-(AANB) = -AV-B De Morganov zakon
—\(A V B) = —-AAN-B De Morganov zakon
ANT = A zakon konjunkcije sa tautologijom
AVvT = T zakon disjunkcije sa tautologijom
ANL = L zakon konjunkcije sa kontradikcijom
Avl = A zakon disjunkcije sa kontradikcijom

Logicke ekvivalencije navedene u primeru 8.14, pokazuju, izmedu ostalog, da su konjunkcija i disjunkcija
komutativni i asocijativni veznici. Zato mozemo smatrati da konjunkcija (i disjunkcija) mogu da povezuju vise
od dve formule, pri ¢emu ne moramo da vodimo ra¢una o njihovom poretku. Svaki ¢lan uop$tene konjunkcije
zovemo konjunkt, a svaki €lan uopstene disjunkcije zovemo disjunkt. Disjunkciju vise literala (pri ¢emu njihov
poredak nije bitan) zovemo klauza (eng. clause). Klauza je jedinicna ako sadrZi samo jedan literal.

Naglasimo da, na primer, B = A i B = A nisu formule iskazne logike, nego su to formule koje govore o iska-
znim formulama, pa ih zato zovemo meta formule (dok iskazne formule ¢ine objekine formule). Naredna teorema
povezuje meta i objektni nivo i govori o tome kako ispitivanje da li su neke dve formule logi¢ki ekvivalentne i
da li je jedna logicka posledica druge moze da se svede na objektni nivo i na problem ispitivanja da li je neka
formula tautologija.

Teorema 8.3.
Vazi A = B ako i samo ako je iskazna formula A = B tautologija.
Vazi A = B ako i samo ako je iskazna formula A < B tautologija.

Na osnovu prethodne dve teoreme sledi da vazi Aq, ..
tautologija.

., A, |E B ako i samo ako je formula A1 A...ANA, = B

Primer 8.15. Ako vaZi ,kisa pada® i “ako kiSa pada, onda ée meé biti otkazan®, onda vaZi i ,mec cée biti
otkazan® Naime, iskaz ;mec ée biti otkazan® je logicka posledica skupa iskaza { ,kisa pada® ,ako kisa pada,
onda ée meé biti otkazan® } ako i samo ako je formula

Hkisa pada“ N ,ako kisa pada, onda ée meé biti otkazan” = ,meé ée biti otkazan®

tautologija (3to jeste ispunjeno).

Ve¢ je receno da u razmatranju skupova uslova, svaki uslov moze biti zamenjen nekim njemu logicki ekviva-
lentnim uslovom (i time nece biti promenjen skup modela celokupnog uslova). Naredna teorema tvrdi i sledece:
ako se u formuli A neka njena potformula zameni njoj logi¢ki ekvivalentnom formulom, biée dobijena formula
koja je logicki ekvivalentna formuli A. Ova teorema opravdava transformisanje iskazne formule u neki oblik
pogodan za, na primer, ispitivanje zadovoljivosti.

Teorema 8.4 (Teorema o zameni). Ako je C = D, onda je A[C — D] = A.
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Primer 8.16. Kako jeq=1r=—-qVr,vazi (pA(g=71))lg=1r+— qVrl=pA(-qVr)=pA(g=r).

Primer 8.17. Kako je =(—pA—q) = pVq, vazi da su formule ~(—=pA—q)Vr i pV q\Vr logicki ekvivalentne.
Odatle dalje sledi da se u C programu red
if (*(ta && !'b) || ©)
moZe zameniti sledeéim redom:
if (a Il b |l <)
Primetimo da zagrade oko izraza a || b nisu neophodne jer je disjunkcija asocijativni veznik.

8.3 Ispitivanje zadovoljivosti i valjanosti u iskaznoj logici

U prakti¢nim primenama, onda kada je neki cilj formulisan na jeziku iskazne logike, centralni problem postaje
ispitivanje da li je neka iskazna formula tautologija, da li je zadovoljiva i sli¢no. Poéetno pitanje je da li su ti
problemi uopste odlucivi, tj. da li postoje algoritmi koji uwvek mogu da daju odgovor na njih. Na primer, pitanje
je da li postoji algoritam koji za svaku formulu koja je tautologija moZe da utvrdi da jeste tautologija, a za
svaku formulu koja nije tautologija moze da utvrdi da nije tautologija. Jednostavno se, kao §to je pokazano
u narednom poglavlju, pokazuje da takav algoritam postoji, pa je problem ispitivanja tautologi¢nosti odluciv.
Dodatno, odluéivi su i problemi ispitivanja zadovoljivosti, porecivosti i kontradiktornosti. Stavise, ovi problemi su
blisko povezani i bilo koja tri mogu se lako svesti na ¢etvrti. To znaci da je dovoljno da imamo efikasan algoritam
za jedan od ova Cetiri problema. U nastavku ¢emo se fokusirati na regavanje problema zadovoljivosti. Algoritam
za ispitivanje zadovoljivosti onda mozemo iskoristiti i za preostala tri problema: formula A je tautologija akko
—A nije zadovoljiva, A je poreciva akko je = A zadovoljiva, a A je kontradikcija akko A nije zadovoljiva.

8.3.1 Istinitosne tablice i odlucCivost problema valjanosti i zadovoljivosti

Na osnovu definicije interpretacije, moze se konstruisati istinitosna tablica za proizvoljnu iskaznu formulu.
Istinitosne tablice pogodne su za ispitivanje i valjanosti i zadovoljivosti i nezadovoljivosti i porecivosti. U isti-
nitosnoj tablici za neku formulu, svakoj vrsti odgovara jedna valuacija iskaznih slova koja se pojavljuju u toj
formuli. Svakoj koloni odgovara jedna potformula te formule. Ukoliko iskazna formula A sadrzi iskazne pro-
menljive p1, pa, ..., pn, onda istinitosna tablica treba da sadrzi sve moguée valuacije za ovaj skup promenljivih
(valuacije za druge promenljive nisu relevantne). Takvih valuacija ima 2"™. U zavisnosti od vrednosti iskaznih
promenljivih, izracunavaju se vrednosti potformula razmatrane iskazne formule, sve do sime te formule. Ako su
u koloni koja odgovara sdmoj iskaznoj formuli sve vrednosti jednake 1, onda je formula tautologija. Ako je bar
jedna vrednost jednaka 1, formula je zadovoljiva. Ako je bar jedna vrednost jednaka 0, formula je poreciva. Ako
su sve vrednosti jednake 0, formula je kontradikcija. Ovo pokazuje da su problemi ispitivanja valjanosti, zado-
voljivosti, nezadovoljivosti i porecivosti odlu¢ivi problemi, tj. postoje algoritmi koji ih mogu resiti. Medutim,
opisani algoritam, zasnovan na istinitosnim tablicama, naivan je i potpuno neupotrebljiv za realne probleme.
Za reSavanje teskih realnih problema potrebno je razviti znatno efikasnije algoritme.

Primer 8.18. Iskaznoj formuli (—q = —p) = (p = q) odgovara sledeca istinitosna tablica:

plall-a|-»p|9=-w|p=q](ng=-p)={@=>q
ool 1] 1 1 1 1
o1 o 1 1 1 1
1ol 1| o 0 0 1
111l 0] o 1 1 1

Dakle, data formula je zadovoljiva i valjana. Ona nije poreciva i nije kontradikcija.

Primer 8.19. U primeru 8.1, za tablu dimenzije 3 x 3, razmatra se skup formula nad 9 iskaznih promen-
ljivih, te bi odgovarajuéa istinitosna tablica imala 2° = 512 vrsta.

Primer 8.20. Date su tri kutije, zna se da je tacno u jednoj od njih zlato. Na njima pise:
na kutigi 1: ,zlato nije ovde”



8.3. Ispitivanje zadovoljivosti i valjanosti u iskaznoj logici 96

na kutiji 2: ,zlato nije ovde“

na kutiji 3: ,zlato je u kutiji 2%

Ako se zna da je tacno jedna tvrdnja tacna, treba pogoditi gde je zlato.

Neka iskazne promenljive by, by t by odgovaraju tvrdnjama ,zlato je u kutige 1% ,zlato je w kutiji 2 1
Lzlato je u kutiji 3“

Uslov da je taéno u jednoj od njih zlato moze se opisati sledecom formulom:

A = (by A —ba A =b3) V (=by A b A —bsg) V (—=by A —ba A b3)

Uslov da je tac¢no jedna ispisana turdnja tacna, moZe se opisati slede¢om formulom:

B = (=by A ==y A mbg) V (mmby A —bg A —ba) V (m=by A by A bg)

Potrebno je pronaéi valuaciju u kojoj su obe formule A i B tacne:

o
S
o>
N
S3
w
b

S N N T = i e P
NN OO NRNNODOD
NR RN oo oW

N O N IR NS
SR NNO

Postoji samo jedna valuacija v u kojoj su obe formule taéne. U njoj vazi I,(by) = 1, te je zlato u prvoj
kutiji.

8.3.2 Normalne forme

Napredne procedure za ispitivanje valjanosti ili zadovoljivosti se, zbog jednostavnosti i vece efikasnosti,
obi¢no definiSu samo za neke specifi¢ne vrste iskaznih formula, za formule koje su u nekoj specificnoj formi.

Definicija 8.8 (Konjunktivna normalna forma). Iskazna formula je u konjunktivnoj normalnoj formi

(KNF) ako je oblika
AT NAa N NA,

pri éemu je svaka od formula A; (1 < i< n) klauza (tj. disjunkcija literala).

Definicija 8.9 (Disjunktivna normalna forma). Iskazna formula je u disjunktivnoj normalnoj formi (DNF)

ako je oblika
A3 VA V...V A,

pri éemu je svaka od formula A; (1 < i< n) konjunkcija literala.

Ako je iskazna formula A logicki ekvivalentna iskaznoj formuli B i iskazna formula B je u konjunktivnoj
(disjunktivnoj) normalnoj formi, onda se kaze da je formula B konjunktivna (disjunktivna) normalna forma
formule A. Jedna iskazna formula moze da ima vise razli¢itih konjunktivnih (disjunktivnih) normalnih formi
(na primer, i formula (pVr)A(gVr)A(pVs)A(gVs)iformula (sVg)A(pVr)A(gVr)A(pVs)A(pV —p)su
konjunktivne normalne forme formule (p A q) V (r A s)). Sli¢no, jedna formula koja je u konjunktivnoj normalnoj
formi moze biti konjunktivna normalna forma za vise iskaznih formula.

Koriséenjem pogodnih ekvivalencija, svaka iskazna formula mozZe biti transformisana u svoju konjunktivnu
(disjunktivnu) normalnu formu. Transformisanje iskazne formule u konjunktivnu normalnu formu mozZe biti
opisano algoritmom prikazanim na slici 8.1. Kada se govori o ,primeni neke logicke ekvivalencije” misli se na
koriscenje logicke ekvivalencije na osnovu teoreme o zameni (teorema 8.4).

Zaustavljanje algoritma KNF mozZe se dokazati koriséenjem pogodno odabrane mere zaustavljanja.? Za neke
pojedinacne korake, moze se dokazati da se zaustavljaju koriséenjem jednostavnih mera — na primer, za prvi
korak algoritma, kao mera se moze koristiti broj veznika < u formuli. Izlazna formula logi¢ki je ekvivalentna
ulaznoj formuli na osnovu teoreme o zameni (teorema 8.4) i ¢injenice da se u algoritmu koriste samo logicke
ekvivalencije.

2U cilju dokazivanja zaustavljanja postupka transformisanja formule u konjunktivnu normalnu formu definige se preslikavanje
7 (mera zaustavljanja) iz skupa iskaznih formula u skup prirodnih brojeva:
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[ Algoritam: KNF }

Ulaz: Iskazna formula F
Izlaz: Konjunktivha normalna forma formule F'
1: dok god je to moguce radi

2: primeni logicku ekvivalenciju (eliminisi veznik <):
A< B= (A= B)A(B= A);

3: dok god je to moguce radi

4: primeni logicku ekvivalenciju (eliminisi veznik =):
A= B=-AV B;

5: dok god je to moguce radi

6: primeni neku od logickih ekvivalencija:
-(AANB)=-AV B,
—-(AV B)=-AA-B;

7: dok god je to moguce radi

8: primeni logicku ekvivalenciju (eliminisi visestruke veznike —):

9: dok god je to moguce radi

10: primeni neku od logickih ekvivalencija:

AV (BANC)=(AVB)A(AVO),
(BAC)VA=(BVAAN(CVA).

Slika 8.1: Algoritam KNF.

Teorema 8.5 (Korektnost algoritma KNF). Algoritam KNF se zaustavlja i ima sledece svojstvo: ako je F
ulazna formula, onda je izlazna formula F' u konjunktivnoj normalnoj formi i logicki je ekvivalentna sa F.

Transformisanje formule u disjunktivnu normalnu formu opisuje se algoritmom analognim algoritmu KNF.
Transformisanje formule u njenu konjunktivnu normalnu formu moze da da formulu ¢ija je sloZzenost ekspo-
nencijalna u odnosu na sloZenost polazne formule. Na primer, transformisanjem formule

(A1 AB1)V (A2 ABo) V...V (A, A By)

(koja ima n disjunkata) u njenu konjunktivnu normalnu formu, dobija se formula koja ima 2" konjunkta.

Zbog potencijalno ogromne izlazne formule, umesto algoritma KNF, u praksi se najce§ée koristi Cejtinovo
kodiranje — koje je linearno i u smislu vremena i u smislu prostora, ali uvodi dodatne promenljive, te zato
rezultujuca formula nije logicki ekvivalentna polaznoj veé samo slabo ekvivalentna: pocetna formula je zadovoljiva
ako i samo ako je zadovoljiva rezultujuca formula. To je za primene obi¢no dovoljno dobro i, §tavise, iz modela
za rezultujucu formulu (ukoliko oni postoje) mogu se rekonstruisati modeli za polaznu formulu. Smatrac¢emo
da su iz polazne formule, koris¢enjem adekvatnih logi¢kih ekvivalencija (poput AV T = T), eliminisane sve
konstante T i L. Cejtinova transformacija moZe se opisati na slede¢i nacin. Neka Sub(F') oznafava skup svih
potformula formule F. Za svaku formulu A iz Sub(F') uvodi se nova iskazna promenljiva p4. Ako je A iskazna
promenljiva, onda se p4 naziva osnovna promenljiva, a inate se p4 naziva definiciona promenljiva. Formula F'
se najpre transformiSe u slede¢u formulu (gde x oznatava binarni iskazni veznik iz skupa binarnih veznika koji
se pojavljuju u F):

7(A) = 2 (gde je A atomicka formula)
7(=4) = 27(4)
T(AvB) = 71(A)-7(B)
T(AANB) = 7(A)+7(B)+1

Moze se jednostavno dokazati da je vrednost 7(F2) uvek manja od 7(Fy) ako je formula F» dobijena primenom nekog koraka
algoritma na formulu Fy. Na primer, vazi da je 7(=(AV B)) = 27(AVE) = 27(4)7(B) ve¢e od 7(wAA—-B) = 7(~A) + 7(-B) + 1 =
27(A) 4 27(B) 4 1. Odatle sledi da se postupak transformisanja proizvoljne formule u konjunktivnu normalnu formu zaustavlja za

proizvoljnu ulaznu formulu F' (jer ne postoji beskonadan strogo opadajuéi niz prirodnih brojeva &iji je prvi element 7(F)).



8.3. Ispitivanje zadovoljivosti i valjanosti u iskaznoj logici 98

| vrsta formule \ rezultujuée klauze ‘

pa < (7pB) (pa VpB) A(—paV —pB)

pa<e (peApc) | (paV -pB Y —pc) A(—paVpe) A (-paVpc)

pa < (pB Vpo) (=pa VpB Vo)A (paV —ps) A(paV —pc)
(
(

pa < (pg=pc) | (paV-peVpc)A(paVps)A(@paV —pc)
pa < (pB < pC) (mpaV-pBVpc)A(—paVpsV-pc)A
(paVpBVpc)A(PaV-psV-pc)

Tabela 8.1: Pravila za Cejtinovu transformaciju.

pr A\ (ae @sxpc)) A\ (pa© -pB)

AESub(F) AESub(F)
A=B*C A=-B

Lako se moze dokazati da je navedena formula slabo ekvivalentna sa formulom F'. Na kraju, navedena formula
se trivijalno transformise u KNF oblik primenom pravila iz tabele 8.1. Svaki konjunkt se transformise u KNF
formulu sa najviSe Cetiri klauze, od kojih svaka ima najvise tri literala.

Cejtinova transformacija daje formulu ¢ija veli¢ina je linearna u odnosu na veli¢inu polazne formule. Pre-
ciznije, ako polazna formula sadrzi n logic¢kih veznika, onda ée izlazna formula sadrzati najvise 4n klauza, od
kojih svaka ima najvise tri literala. To se moze pokazati jednostavnim induktivnim argumentom.

Primer 8.21. Data je iskazna formula (pA(qAr))V ((gAr) A—p). Definicione promenljive py, ps, D6, D7, Ds
wvode se na sledeéi nacin:

Pe b7
(pA (@AT)V((@AT)A —p)
—— —— =~
Pa P4 Ps

Meduoblik za Cejtinovu formu je onda:
ps A\ (ps < (p6 V p7)) A (D6 & (P A pa))A

(pr & (PaAps)) A (pa = (gAT)) A (ps & —p))

Konaéno, izlazna KNF formula je:
ps A
(—p8 Vo6 V pr) A (ps V —ps) A (pg V —p7) A
(Pe V=0V —pa) A (—ps V p) A (—p6 V pa) A
(p7V =paV —ps) A (=p7 V pa) A (=p7 V ps) A
(PaV =gV =r)A(=paV @) A(=paVT) A
(ps vV p) A (=ps V —p)

Problem sa Cejtinovom transformacijom je u tome §to ona uvodi mnogo novih promenljivih. Postoje razno-
vrsne tehnike za smanjivanje broja promenljivih i broja klauza.

8.3.3 Problem SAT i DPLL procedura

Za svaku iskaznu formulu postoji njena konjunktivna normalna forma i veéina primena iskazne logike svodi
se na ispitivanje zadovoljivosti neke formule koja je u tom, KNF obliku.

Problem ispitivanja zadovoljivosti date iskazne formule u KNF obliku oznafava se sa SAT (od engleskog
satisfiability problem — problem zadovoljivosti). Programi koji reSavaju instance SAT problema zovu se SAT
reSavaci. SAT problem je NP-kompletan i on ima ogroman i teorijski i prakti¢ni znacaj.

Kako se joS uvek ne zna da li su klase P i NP problema jednake, jo§ uvek se ne zna ni da li postoji algoritam
za ispitivanje zadovoljivosti iskaznih formula koji je polinomske sloZenosti.> Kako je opste uverenje da su klase
problema P i NP razli¢ite, veruje se i da ne postoji algoritam polinomske sloZenosti za reSavanje SAT problema.

Problem ispitivanja zadovoljivosti formula u DNF obliku sustinski je drugaciji od ispitivanja zadovoljivosti
formula u KNF obliku. Drugi je NP-kompletan, a prvi je trivijalan (dovoljno je razmatrati zadovoljivost disjunkata

3Kada se govori o klasama slozenosti, obitno se podrazumeva da se sloZenost algoritma izrazava u terminima broja bitova
potrebnih za zapisivanje ulaza.
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pojedinacno, a to se svodi na provere da li u disjunktu postoji logicka konstanta L ili literal i njegova negacija)
i pripada klasi p. Ipak, svodenje problema SAT na problem ispitivanja zadovoljivosti DNF formule nije, u op§tem
sluéaju, razuman put za reSavanje problema SAT, zbog kompleksnosti same transformacije, na primer, formula
koje su ve¢ u KNF obliku u DNF oblik. Dodajmo da i problem ispitivanja tautologi¢nosti formule u KNF obliku
pripada klasi P (dovoljno je razmatrati tautologi¢nost konjunkata pojedina¢no, a to se svodi na provere da li u
konjunktu postoji logitka konstanta T ili literal i njegova negacija).

Dejvis-Patnam-Logman-Lavlendova ili DPLL procedura®* je procedura za ispitivanje zadovoljivosti iskaznih
formula u KNF obliku, to jest, procedura za reSavanje instanci SAT problema. Ulazna formula je konjunkcija
klauza. Pri tome (kako su konjunkcija i disjunkcija komutativne i asocijativne) nije bitan poredak tih klauza
niti je u bilo kojoj od tih klauza bitan poredak literala, te se ulazna formula moZe smatrati skupom (ili, preciznije,
multiskupom®) klauza, od kojih se svaka moZe smatrati skupom (ili, preciznije, multiskupom) literala. Ipak, radi
odredenosti rada algoritma, smatracemo da je skup (odnosno multiskup) klauza ureden.

U proceduri se podrazumevaju sledeée konvencije:

e prazan skup klauza je zadovoljiv;

e klauza koja ne sadrzi nijedan literal (zvacemo je prazna klauza) je nezadovoljiva i formula koja sadrzi
praznu klauzu je nezadovoljiva.

DPLL procedura prikazana je na slici 8.2, a njena svojstva daje teorema 8.6.

Teorema 8.6 (Korektnost DPLL procedure). Za svaku iskaznu formulu DPLL procedura se zaustavlja i
vraéa odgovor DA ako i samo ako je polazna formula zadovoljiva.

Primer 8.22. Formula iz primera 8.13 trivijalno se moZe transformisati u KNF oblik i na nju se moZe
primeniti DPLL procedura. Prvo pravilo koje je primenljivo je split i moZe da se primeni, na primer,
na promenljivu pa1. U prvoj grani koja se razmatra, pe1 se zamenjuje sa T (Sto odgovara pridruZivanju
vrednosti tatno) i u narednim koracima se, primenom pravila unit propagation promenljive pu2, Da3, Dbi,
Dels Pb2, Pes 2amenjuju sa L. Zatim se promenljive pps t peo zamenjuju sa T, nakon éega klauza —pp3V —peo
postaje prazna. Sliéno se deSava i u grani u kojoj se p,1 zamenjuje sa L, te procedura vraéa odgovor NF,
Sto znaci da ne postoji reSenje problema n dama za n = 3.

Procedura DPLL je u najgorem slucaju eksponencijalne vremenske sloZzenosti po broju iskaznih promenljivih
u formuli, usled rekurzivne primene pravila split. Eksponencijalne slozenosti su i svi drugi do sada poznati
algoritmi za ispitivanje zadovoljivosti. Ipak, svi ti algoritmi znatno su efikasniji od metode istinitosnih tablica.

Procedura DPLL moze se smatrati algoritmom pretrage potpunog stabla valuacija promenljivih koje ucestvuju
u formuli. Radi se o pretrazivanju bektrekingom, posto detekcija prazne klauze i ,koraci zakljucivanja® (tautolo-
gy, unit propagation i pure literal) omogucavaju da se ne pretraZuje nuzno ¢itavo stablo. Na efikasnost pretrage
uticu i heuristike koje je usmeravaju biranjem nacina na koji se primenjuje pravilo split: treba izabrati jednu
promenljivu i treba odluéiti da i se prvo izvriava grana DPLL(DI[p + T]) ili grana DPLL(D[p — L]) (u algo-
ritmu prikazanom na slici 8.2 poredak je fiksiran zbog jednostavnosti). Posto se ispituje da li postoji valuacija
u kojoj su sve klauze formule ta¢ne, pohlepni algoritam bi mogao da za split promenljivu bira onu &jim se
pogodnim instanciranjem dobija najveéi broj ta¢nih klauza u tekuéoj parcijalnoj valuaciji. Druge varijante ovog
pravila su da se bira iskazna promenljiva sa najviSe pojavljivanja u tekucéoj formuli, da se bira neko od iskaznih
slova iz najkrace klauze itd. Ove heuristike, kao ni druge sli¢ne, ne garantuju optimalnost procesa pretrage.

Primer 8.23. Neka je potrebno ispitati zadovoljivost formule date klauzama:
Cy: —a,—b,c

Cy: a,—b
Cs: b
Cy: —b,—c

Formula ima dve zadovoljavajuée valuacije. Proverom zadovoljyivosti procedurom DPLL, pronalazi se
jedna od te dve valuacije. Prvo stablo na slici 8.3 prikazuje proces pretrage u slucaju datog skupa klauza.
Kako obe zadovoljavajucée valuacije pridruzuju promenljivoj b vrednost 0, a promenljivoj c vrednost 1, nakon
dodavangja klauze

4Prva verzija procedure &iji su autori Dejvis (Martin Davis) i Patnam (Hilary Putnam), unapredena je dve godine kasnije u
radu Dejvisa, Logmana (Georg Logemann) i Lavlenda (Donald Loveland), pa otuda naziv DPLL.
5Neformalno, multiskup je skup u kojem se elementi mogu pojavljivati vige puta.
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[ Algoritam: DPLL ]

Ulaz: Multiskup klauza D (D = {C1,Cs,...,C,})
Izlaz: DA, ako je multiskup D zadovoljiv, NE, inace;
1: ako D je prazan onda
2: vrati DA;
3. zameni sve literale =L sa T i zameni sve literale =T sa L;
4: obrisi sve literale jednake L;

5: ako D sadrzi praznu klauzu onda
6: vrati NE;

7. {Korak tautology:}

8: ako neka klauza C; sadrzi T ili sadrzi neki literal i njegovu negaciju onda
9: vrati vrednost koju vraca DPLL(D \ C});

10: {Korak unit propagation:}
11: ako neka klauza je jedinicna i jednaka nekom iskaznom slovu p onda
12: vrati vrednost koju vra¢a DPLL(D[p — T]);

13: ako neka klauza je jedinicna i jednaka —p, za neku iskaznu promenljivu p onda
14: vrati vrednost koju vraca DPLL(D[p — L]);

15: {Korak pure literal}
16: ako D sadrzi literal p (gde je p neka iskazna promenljiva), ali ne i —p onda
17: vrati vrednost koju vraca DPLL(DI[p — T]) ;

18: ako D sadrzi literal —p (gde je p neka iskazna promenljiva), ali ne i p onda
19: vrati vrednost koju vraca DPLL(D[p — L]);

20: {Korak split:}

21: ako DPLL(D[p — T]) (gde je p jedno od iskaznih slova koja se javljaju u D) vra¢a DA onda
22: vrati DA;

23: inace

24 vrati vrednost koju vraca DPLL(D[p — _L]).

Slika 8.2: DPLL procedura.

C5 : b, -C
prethodni skup klauza postaje nezadovoljiv. Proces pretrage procedurom DPLL w ovom slucaju, prikezan je
na drugom stablu na istoy slici. U ovom primeru upecatljivo je da DPLL procedura ispituje svega tri od osam
listova zahvaljujuéi tome $to osim koraka pretrage oli¢enih u pravilu split, postoje i koraci zakljucivangja koje
se vrsi primenom pravila unit propagation (kada se ne ispituju alternative zamena ucinjenih tim pravilom).

DPLL procedura proverava da li je formula zadovoljiva, ali ona se, kao §to je veé receno, moze koristiti i za
ispitivanje da li je neka formula valjana, poreciva ili kontradikcija. Na primer, formula A je valjana ako i samo
ako je formula —A nezadovoljiva, §to se moze proveriti DPLL procedurom (pri ¢emu je, naravno, formulu —A
potrebno najpre transformisati u konjunktivnu normalnu formu).

8.4 Resavanje problema svodenjem na SAT

Mnogi prakti¢ni problemi mogu se resiti koris¢enjem iskazne logike. Obi¢no je postupak reSavanja ovakav:

e clementarni iskazi (tvrdnje) koji figuriSu u opisu problema, predstavljaju se iskaznim promenljivim (u
duhu nekog kodiranja);

e uslovi problema se predstavljaju iskaznim formulama nad tim iskaznim promenljivim;
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split(la — T])

v(a)=1

split([b+— T)) split([b— L])
v(b)=1

up(le = T])

v(b)=0

v(c)=1 v(e)=0 v(e)=1 v(c)=0 v(c)=1 v(c)=0 v(e)=1 v(e)=0
I,(A)=0 I,(A)=0 I,(A)=1 I,(A)=0 I,(A)=0 I,(A)=0 I,(A)=1 I,(A)=0

split(la— T))

v(a)=1

split([b— T]) split([b — L])
v(b)=1

up([c = T])

v(b)=1

v(c)=1 v(c)=0 v(c)=1 v(c)=0 v(c)= v(c)=0 v(c)=1 v(c)=0
IU(A):O IU(A):O IU(A):O IU(A):O IU(A):O IU(A):O IU(A):O IU(A):O

Slika 8.3: Proces provere zadovoljivosti procedurom DPLL prikazan u vidu pretrage u potpunom stablu valuacija
za dva skupa klauza. Pretraga se vrsi obilaskom stabla u dubinu sleva nadesno. U prvom slu¢aju, formula A
data je skupom klauza {—a V =bV ¢,aV =b,bV ¢,—bV —c} koji je zadovoljiv. U drugom slucaju, skupu klauza
dodata je i klauza bV —c i dobijeni skup je nezadovoljiv.

e konjunkcija tih iskaznih formula transformise se u konjunktivnu normalnu formu;
e zadovoljivost formule u konjunktivnoj normalnoj formi ispituje se SAT reSavacem;
e ukoliko je formula zadovoljiva, svaki njen model daje jedno reSenje polaznog problema.

Svodenjem na SAT mogu se pogodno opisati mnogi problemi nad kona¢nim domenima. Naredni primer
pokazuje kako sabiranje prirodnih brojeva, a i reSavanje jednacina koje uklju¢uju takvo sabiranje mogu biti
svedeni na SAT.

Primer 8.24. Neka su u i v prirodni brojevi manji od 4. Onda, ako je broj u predstavljen parom iskaznih
promenljvih (p, q) (koje odgovaraju njegovim ciframa u binarnom zapisu) a broj v predstavljen parom (r,s),
onda je broj u + v (po modulu 22) predstavijen parom ((pNVr)V(q A s),qVs) (gde V. oznac¢ava ekskluzivnu
disjunkciju).

Primer 8.25. Neka je zadat problem odredivanja vrednosti u, ako je poznato da jev =2 iv=u+1 (po
modulu 4). Broj 1 moZe se predstaviti parom (L, T) i, kako je poznato da vaziv =2 iv=wu+1, onda se v
moZe predstaviti i kao (T,L) i kao ((pVL)V(q A T),qVT), i, nakon pojednostavijivanja, sa (pVgq,—q). Da
bi se dobila formula koja odgovara zadatim uslovima i iz koje se moZe dobiti vrednost broja u, formule na
obe pozicije moraju da budu ekvivalentne i sledeéa formula mora biti zadovoljiva: ((pVq) < T)A(—qg < L).
Ona je zadovoljiva i ima samo jedan model. U tom modelu promenljiva p ima vrednost 0 a promenljiva q
ima vrednost 1. Dakle, nepoznata vrednost u ima binarni zapis 01, pa je ona jednaka 1.

Navedeni primer je trivijalan, ali ilustruje kako se resavanje jednacina nad prirodnim brojevima moze svesti
na SAT. Analogno se mogu reSavati i mnogo kompleksniji problemi.

Resavanje problema svodenjem na SAT biée ilustrovano kroz nekoliko razli¢itih vrsta svodenja na SAT i
nekoliko konkretnih primera.

8.4.1 Primeri kodiranja ogranicenja

Retko kodiranje. U prakti¢nim problemima koji se reSavaju svodenjem na SAT, ne figuri§u samo iskazne
promenljive, veé Cesto i celobrojne promenljive koje mogu imati vrednosti iz nekog ogranicenog skupa. U takvim
situacijima Cesto se koristi retko kodiranje (eng. sparse encoding) u kojem se uvode iskazne promenljive poput
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Da,i, koja je tatna ako i samo ako promenljiva a ima vrednost ¢. Time se uslov da promenljiva a ima jednu
vrednost iz zadatog domena I zadaje uslovom (uslov ,barem jedna“):

\/pa,i

icl

Promenljiva a ne moze imati dve vrednosti istovremeno, §to se opisuje formulom (uslov ,najvise jedna‘):

/\ “Pa,i \ “Pa,j
i,jEL,i£]

Pored uslova koji su potrebni kako bi se iskazalo da promenljiva ima (ta¢no jednu) vrednost iz nekog konaénog
skupa, ¢esto je potrebno kodirati i razna druga ogranitenja. Za neke Ceste tipove ogranicenja postoje ustaljeni
nacini kodiranja u okviru retkog kodiranja.

U nekim problemima potrebno je onemoguéiti neku kombinaciju vrednosti promenljivih iz nekog skupa S.
Kombinacija vrednosti moze biti zadata parovima (a, f(a)) za sve elemente a iz S, tj. uslovom Auespq, f(q)- Tada
se za svaku nedozvoljenu kombinaciju vrednosti uvodi takozvana ,klauza konflikta’:

- /\ Pa,f(a)

a€S

\/ Pa,f(a)-

a€S
Ovakve klauze mogu se koristiti i kada je potrebno pronaéi vise resenja ili sva reSenja nekog problema. Naime,
kada se pronade jedno reSenje, onda polaznoj formuli treba dodati klauzu koja zabranjuje tu kombinaciju
vrednosti (zovemo je i ,blokirajuc¢a klauza“) i onda resiti novodobijenu SAT instancu. Postupak se analogno
nastavlja i kada je pronadeno nekoliko reenja.
Ogranicenja oblika ,,ako a ima vrednost ¢, onda b mora imati neku od vrednosti iz skupa I* obi¢no se opisuju
formulama sledeceg oblika:

to jest

“Pa,i V \/ Db.j-
Jjel

Logaritamsko kodiranje. U logaritamskom kodiranju (eng. log encoding) svakom bitu vrednosti numeric¢kih
promenljivih (zapisanih u binarnoj reprezentaciji) pridruzuje se jedna iskazna promenljiva. U ovoj reprezentaciji
ne postoji potreba za uslovima ,barem jedna“ i ,najviSe jedna’, jer svaka valuacija uvedenih iskaznih promenlji-
vih daje ta¢no jednu vrednost odgovarajuée promenljive. Naravno, kada je broj moguéih vrednosti numericke
promenljive manji od broja moguéih vrednosti iskaznih promenljivih koji se koriste za njeno kodiranje, neke
valuacije iskaznih promenljivih potrebno je zabraniti dodatnim klauzama (na primer, ako promenljiva n moze
da ima vrednosti od 0 do 6, za njeno kodiranje se koriste tri iskazne promenljive, ali se zabranjuje valuacija koja
daje vrednost 7).

I u logaritamskom kodiranju moguée je izraziti uslove koji se mogu opisati retkim kodiranjem, ali zbog
prirode logaritamskog kodiranja, te uslove potrebno je zadati nad binarnim kombinacijama koje predstavljaju
vrednosti numeric¢kih promenljivih. Na primer, neka promenljive a i b uzimaju celobrojne vrednosti od 0 do 7 i
neka su kodirane iskaznim promenljivim pg, 0, Pa,1, Pa,2, Pb,0, Pb,1 1 Db,2, Pri Cemu visi indeksi oznaCavaju bitove
veée tezine. Ukoliko se vrednost 3 promenljive a uzajamno isklju¢uje sa vredno$éu 6 promenljive b, taj uslov
moze se kodirati u terminima bitova, klauzom

Pa,2 V 7Da,1 V TPa,0 V TPb2 V P11V Dbo-

Primer 8.26. Zadatak je obojiti dve kude (neka su oznadene sa a i b) po jednom od tri raspoloZive boje
(neka su oznacene brojevima 1, 2, 3), ali tako da budu obojene razli¢ito. Neka iskazna promenljiva pg 1
predstavlja tvrdnju da je kuca a obojena bojom 1, neka p, o predstavlja tvrdnju da je kuéa a obojena bojom
2, ... i neka py 3 predstavija tvrdnju da je kuca b obojena bojom 3.

U retkim kodirangima problema bice potrebni uslovi ,barem jedna

Pa,1 V Pa,2 V Pa3

Dv,1 V Dy2 V Po3
1 uslovi ,najvise jedna‘:

Pa,1 \ “Pa,2

“Pa,1 \ Pa,3

“Pa,2 V TDa,3
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“Pb,1 V P2

—Pb,1 V TPb,3

—Pb,2 V TPp.3

Uslov da nisu obe kuée obojene istom bojom (klauze konflikta) moZe se opisati sledeéim formulama:

“Pa,1 V TPb,1

“Pa,2 V TPb,2

“Pa,3 V TDb,3

Alternativno, navedene klauze konflikta mogu da se zadaju na sledeéi nacin:

“Pa,1 V (Py,2 V Pb,3)

“Pa,2 V (Po,1 V Pb,3)

“Pa,3 V (Pb,1V Pb,2)

“Pb,1 V (Pa,2 V Pa,3)

“Pb,2 V (Pa,1 V Pa,3)

Pb,3 V (pa,l \/Pa,z)

PaZljivom analizom moZe se pokazati da poslednje tri navedene klauze nisu potrebne.

Problem moZe biti opisan i koriséenjem logaritamskog kodiranja: neka iskazne promenljive pg o, Do
odgovaraju ciframa binarnog zapisa boje koja odgovara kuci a, a pyo, pp,1 odgovaraju ciframa binarnog
zapisa boje koja odgovara kuéi b, pri Cemu visi indeksi oznacavaju bitove vece teZine. Ako su bojama
pridruZene vrednosti 0, 1 1 2, treba zabraniti vrednost 3, pa zato postoje uslovi:

Pa,1 \ “Pa,0

—Pb,1 V TPb,0

Klauze konflikta su sledece klauze:

Pa1 V Pa,oV DbV Dy (nisu obe boje 0)

Pa1 V Dao V Po1 V Dy (nisu obe boje 1)

“Pa,1 V Pao V Pb1 V Pro (nisu obe boje 2)

8.4.2 lIgra ,cCistac mina“

Razmotrimo kako iskazna logika moZe pomod¢i u igranju rac¢unarske igre ,¢ista¢ mina“ (eng. minesweeper,
slika 8.4).

—
o

Slika 8.4: Igra ,,¢ista¢ mina‘“.

Data je tabla dimenzija n x m. Kada igra¢ izabere jedno zatvoreno polje na tabli, igra je zavrSena ako se
pokaze da je na njoj mina. Inace, igra¢ saznaje ukupan broj mina na susednim poljima. Ukoliko je taj broj
jednak 0, onda se on ne ispisuje a rekurzivno se otvaraju sva susedna polja (jer je jasno da na njima nema
mina). Cilj igre je otvoriti sva polja na kojima nema mina. Pokazac¢emo da kori§éenjem iskazne logike moZemo
da dobijamo zakljucke potrebne za uspesno igranje igre. Pridruzimo iskazne promenljive p, g, 7, s, ¢, u poljima u
levom gornjem uglu table (u nastavku ¢emo imenima ovih promenljivih nazivati i polja kojima su pridruZena):

plg|r
s |t

Pretpostavimo da smo otvorili polje p i da na njemu nema mine. Pretpostavimo i da smo za polje p dobili
broj 1. Opig§imo ovu situaciju sredstvima iskazne logike. Neka stanje table (stvarno stanje, ne samo otkriveni
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deo) odreduje valuaciju uvedenih promenljivih: na nekom polju postoji mina ako i samo ako odgovarajuca
promenljiva ima vrednost 1 u toj valuaciji. Kako znamo da na polju p nema mina, u valuaciji v koja odgovara
stanju table, mora da je ta¢na formula —p. Kako je na polju p broj 1, to zna¢i da je neka mina ili na polju ¢ ili
na polju s ili na polju ¢. Ove uslove opisuju formule:

qV sV,

q = s N\,

s = g N\ i,

t= g N -s

Iz raspolozivog znanja nije moguce odrediti na kojem od tri polja ¢, s, t je mina, te moramo da rizikujemo.
Pretpostavimo da smo otvorili polje ¢, da na njemu nema mine i da smo dobili opet broj 1.

Pokazimo da sada bezbedno mozemo da otvorimo polja r i u. Kako je na polju g broj 1, to znaci da je neka
mina ili na polju p ili na polju s ili na polju ¢ ili na polju 7 ili na polju u. Ove uslove opisuju formule:
pVsVIVrVu,

p =8Nt NA-rA-u,

s=>pA-tNA\-rA-u,

t= —pA-sA\-r A,

r= -pA-sA-tA-u,

u = pA-sAtA T,

Oznagimo sa ® konjunkciju svih navedenih formula, zajedno sa formulama —p i —¢ (koje govore da nema
mina na poljima p i ¢). Pitanje da li moZemo bezbedno da otvorimo polje r svodi se onda na pitanje da li
formula ® ima za logitku posledicu formulu —r (koja govori da nema mine na polju ). To pitanje se dalje svodi
na pitanje da li je formula ® = —r tautologija i, kona¢no, na pitanje da li je formula ® A r nezadovoljiva. SAT
reSava¢ moze lako da utvrdi da ta formula jeste nezadovoljiva, te mina ne moZe biti na polju r. Analogno se
moze zakljuéiti da mina ne moze biti na polju wu.

U ovom konkretnom slucaju, zakljucak se izvodi lako, ali se opisani mehanizam moze uspesno koristiti i u
mnogo komplikovanijim situacijama.

8.4.3 Problem n dama

Za svako konkretno n, analogno kao u slu¢aju n = 3 (primer 8.1), problem n dama (slika 8.5) moZe se regiti
koris¢enjem iskazne logike. Primenimo kodiranje u stilu retkog kodiranja: neka svakom polju (, ) Sahovske table
odgovara jedna iskazna promenljiva p;; (neka prvi indeks predstavlja redni broj kolone, analogno $ahovskoj
notaciji). Neka promenljiva p;; ima vrednost 1 ako je na polju (7, j) neka dama, a 0 inace. Zadata ogranicenja
o nenapadanju dama mogu se onda, koris¢enjem direktnog kodiranja, opisati na sledeé¢i nacin:

N W b~ OO0 N 0

Slika 8.5: Jedno resenje za problem 8 dama.

1. u svakoj koloni mora da bude barem jedna dama:

Vizt

nPris za 1 <k <n;

.....
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2. u svakoj koloni moze da bude najvise jedna dama:
/\i:17,,,,n_l;j:i+1,“,7n “Pki V TPkj, 23 1<k<n;

3. u svakoj vrsti moze da bude najvise jedna dama:
/\izl,...,n—l;j:i+1,...,n —Pik V TDjk, 2a 1 < k< n;

4. nema dama koje se napadaju dijagonalno:

Ai:l,...,n;j:l,...,n;k:l omid=1,....n "Pij ¥V TPki, 221, ], k.l za koje vazi |k —i| = [l — j|.

)

Naglasimo sledece: kako prva dva skupa uslova obezbeduju da ima ukupno n dama, a treci da u svakoj vrsti
ima najviSe jedna dama, nije potrebno zadavati i uslov da u svakoj vrsti mora da bude barem jedna dama.
Moguce je, kao redundantne, eliminisati i neke od uslova iz Cetvrtog skupa (na primer, tako da ne postoje
pojedina¢ni medusobno ekvivalentni uslovi).

Konjunkcija navedenih uslova daje formulu koja opisuje zadati problem. Ona je veé¢ u konjunktivnoj nor-
malnoj formi i njena zadovoljivost moze biti ispitana nekim SAT reSava¢em. Na primer, za n = 8, formula ima
92 modela i svaki od njih daje po jedno rasporedivanje dama koje ispunjava date uslove.

8.4.4 Rasporedivanje sportskih utakmica

Iskazna logika Cesto se koristi u problemima rasporedivanja. Jedan od takvih problema je rasporedivanje
sportskih utakmica. Pretpostaviéemo da se koristi kruzni sistem takmicenja po principu ,jigra svako sa svakim‘
koji se karakteriSe sledeé¢im uslovima:

1. Postoji n timova (n je paran broj) i svaka dva tima jednom igraju jedan protiv drugog.
2. Sezona traje n — 1 nedelja.

3. Svaki tim svake nedelje igra jednu utakmicu.

4. Postoji n/2 terena i svake nedelje se na svakom terenu igra jedna utakmica.

5. Nijedan tim ne igra viSe od dva puta na istom terenu.

Neka su timovi oznaceni brojevima od 1 do 10. Primer ispravnog rasporeda dat je u tabeli 8.2.

nedelja 1 2 3 4 5 6 7 8 9
teren

1 6-9 4-6 1-8 | 4-10 | 2-8 7-9 5-7 1-2 3-5
2 2-3 1-5 2-4 1-7 | 9-10 | 810 | 3-6 4-9 6-8
3 5-10 | 2-7 3-9 5-9 1-3 1-6 4-8 | 6-10 | 4-7
4 1-4 8-9 5-6 3-8 6-7 2-5 | 1-10 | 3-7 | 2-10
5 7-8 | 3-10 | 7-10 | 2-6 4-5 3-4 2-9 5-8 1-9

Tabela 8.2: Primer ispravnog rasporeda za 10 timova.

Osnovni iskaz relevatan za sastavljanje rasporeda je da ,tim k; igra protiv tima ko na terenu ¢ u nedelji 5.
Kako je u nekim ogranic¢enjima potrebno govoriti o pojedina¢nim timovima, a ne samo o parovima, ovo tvrdenje
nece biti predstavljeno jednom promenljivom, nego dvema. Promenljiva plljl oznatava da tim [ igra (protiv nekog
tima) na terenu ¢ u nedelji j, kao prvi tim u paru. Promenljiva pf]l oznatava da tim [ igra (protiv nekog tima)
na terenu 7 u nedelji j, kao drugi tim u paru. Stoga, skup promenljivih je:

(Pl 11<i<n/2,1<j<n-1,1<I<n}U {pfl|1<i<n/2,1<j<n—-1,1<1<n}

Dakle, ukupno se koristi 2+ (n/2)-(n—1)-n = n?(n — 1) promenljivih. Raspored ¢ini skup parova (pzlfl,pfj@)
koji izrazavaju iskaze ,tim kp igra protiv tima ko na terenu i u nedelji j“. Ogranicenja se izrazavaju formulom

koja predstavlja konjunkciju sledeé¢ih klauza:

1. na svakoj utakmici je redni broj prvog tima manji od rednog broja drugog tima:

1k 2k
_|p1] 1 \/ _|pU 2

rasve 1 <i<n/2,1<j<n-—1,1<k, ks <n,takve da vazi k1 > ko;
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2. na svakom terenu svake nedelje odrzava se neka utakmica:
11 in
Dij V...V Dij

zasve 1 <i<n/2,1<j<n-—1 (dovoljno je obezbediti da svake nedelje na svakom terenu igra barem
jedan tim);
3. nijedan tim nijedne nedelje ne igra vise od jedne utakmice:

Tll T2l

TPiyj V Pij
zasve 1 <iy,i0 <n/2,1<j<n-—1,1<ry,rs <2, 1<1<n,zakoje vazi iy # io ili 71 # ro;

4. dva razli¢ita tima sastaju se najvise jednom:
1k1 2ko 1kq 2ko
TPivjy VY Py V Pigja ¥V Pigge
za sve 1 < 11,19 < TL/Q, 1 §j17j2 <n—-1,1< k‘1,k2 <mn, takve da vaiijl 75]2 1k < kQ;

5. nijedan tim ne igra vise od dva puta na istom terenu:

k k k

BV BV

za sve 1 S’LSH/Q, 1 Sjl,jg,jzg §n—1, 1 < k Sn, 1 §T17T2,T3 < 2, takve davaiijl 7éj2,j1 75.]31
J2 # Ja-

Ukupan broj klauza u formuli je reda O(n®) (tog reda je broj klauza koje opisuje 4. korak). lako je, i
za relativno male vrednosti n, taj broj klauza veoma veliki, savremeni SAT reSavaci uspesno mogu ispitati
zadovoljivost odgovarajuéih formula.

Pazljivom analizom moZe se pokazati da su neke od navedenih klauza redundantne. Ipak, ukoliko sdm proces
reSavanja nije previe zahtevan, racionalno je modelovanje odrzavati jednostavnim i lakim za razumevanje.

8.4.5 \Verifikacija softvera

Zamislimo da se u nekoj softverskoj kompaniji radi na reviziji postojeceg koda i, kako je on veoma vazan,
potrebno ga je unaprediti — u€initi ga efikasnijim i ¢itljivijim. Nekome se ¢ini da je narednu funkciju £ napisanu
na programskom jeziku C:

int f(int y)
{
int x;
X=X 7 Y;
y=x"1Y;
X=X 7 Yy;
return x * X;
}

moguce zameniti narednom funkcijom g:

int g(int n)
{

return n * nj;

}

Pitanje je, dakle, da li ove dve funkcije za iste argumente uvek vrac¢aju iste rezultate. Pogodno je u razma-
tranje uvesti i promenljive za medurezultate (jer programska promenljiva u toku izvrsavanja programa moze da
menja vrednost, a iskazna promenljiva u okviru jedne formule uvek ima istu vrednost):

x1 =x " y;
yl =x1 " vy;
x2 = x1 ~ yi;

Kako funkcija g vrac¢a vrednost n * n, gde je n nepromenjena vrednost parametra, dovoljno je dokazati
da za funkciju £ vazi da pre naredbe return x * x; promenljiva x ima istu vrednost kao parametar y, tj. da
je vrednost x2 jednaka vrednosti y, tj. da vazi x2 == y. Ako se iskoristi na¢in na koji su zadate vrednosti
medurezultata, ova jednakost postaje:
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-~y -~ (x"y "~y =y

Ako pretpostavimo da tip int ima Sirinu Cetiri bajta, programske promenljive moZzemo da predstavimo nizo-
vima od po 4 -8 = 32 iskazne promenljive. Onda izrazu (x ~ y) ~ ((x = y) ~ y) odgovara niz od 32 iskazne
formule i za dokazivanje navedene jednakosti potrebno je dokazati da je svaka od 32 formule koja odgovara
izrazu (x =~ y) = ((x =~ y) ~ y) logicki ekvivalentna odgovarajucéoj iskaznoj promenljivoj iz reprezentacije
programske promenljive y. U ovom konkretnom slu¢aju (a nije tako uvek), moZe se primetiti da bitovski ope-
rator ~ (operator ekskluzivne disjunkcije) primenjen na dve vrednosti dejstvuje samo bit-po-bit, tj. rezultat
operacije primenjen na neka dva bita operanada ne utice na druge bitove rezultata. Zato se razmatranje nave-
dene jednakosti moZe svesti na razmatranje pojedinaénih bitova, te je dovoljno dokazati logi¢ku ekvivalenciju
(V oznacava veznik ekskluzivne disjunkcije):

(PVg)V((pVa)Vq) = q

Kako je formula (pVq)V((pVq)Vq) < ¢ zaista tautologija, navedena jednakost uvek je ta¢na, pa su funkcije £ i g
ekvivalentne i jedna moze biti zamenjena drugom. (Primetimo da programska promenljiva x nije inicijalizovana
u okviru funkcije f, ali to ipak ne utice na rezultat rada funkcije.)

8.4.6 Provera ekvivalentnosti kombinatornih kola

Iskazna logika ima primene u automatizaciji dizajna elektronskih kola, koje ukljucuju simulaciju, minimiza-
ciju i verifikaciju dizajna kola. Vrsta elektronskih kola koja je najpogodnija za primenu metoda iskazne logike
su kombinatorna kola — mreZe povezanih logickih elemenata kod kojih vrednosti izlaza zavise isklju¢ivo od
vrednosti ulaza. Logicki elementi predstavljaju elektronske implementacije logi¢kih veznika. Takode, navedeno
svojstvo vaZzi i za istinitosne vrednosti iskaznih formula — za datu formulu, one zavise isklju¢ivo od vrednosti
koje valuacija dodeljuje iskaznim promenljivim u toj formuli.

Jedan problem verifikacije hardvera koji je u vezi sa prethodno uo¢enom analogijom je provera ekvivalentnosti
kombinatornih kola. Dva logicka kola su ekvivalentna ukoliko za sve kombinacije vrednosti na svojim ulazima,
daju iste izlaze.

Ova vrsta verifikacije je korisna u slede¢em kontekstu. Kombinatorna kola mogu biti vrlo sloZena i dizajniraju
se u alatima koji podrzavaju neki od jezika za opis hardvera kao $to su Verilog ili VHDL. Pre nego §to se na
osnovu kreiranog dizajna pristupi fizickoj implementaciji logi¢kog kola, taj dizajn prolazi kroz niz transformacija
kojima se vrSe optimizacije kola kako bi se ustedelo na njegovoj povrsini, brzini i sli¢no. Svaki od koraka ovog
postupka moZe biti vrlo sloZen. Algoritmi na kojima pomenute transformacije pocivaju garantuju odrZanje
korektnosti ali, zbog slozenosti softvera u kojem su ti algoritmi implementirani, postoji moguénost da je u
nekom koraku napravljena greska i da finalni, optimizovani, dizajn kola vie nije ekvivalentan polaznom. Zbog
toga je pre fizicke izrade logickog kola potrebno proveriti ekvivalentnost polaznog i finalnog dizajna kola. Treba
primetiti da ustanovljena ekvivalentnost ne garantuje funkcionalnu korektnost kola — to da ono zaista radi ono
§to bi trebalo. Medutim, i to je moguée ustanoviti proverom ekvivalentosti sa kolom za koje je poznato da je
funkcionalno korektno, ukoliko takvo kolo postoji.

Provera ekvivalentnosti kombinatornih kola vrsi se tako Sto se za svaki izlaz kreiraju iskazne formule koje
odgovaraju njegovom dizajnu u dva kola. Neka su to formule F i F’. Ukoliko su kola ekvivalentna, za sve kom-
binacije vrednosti ulaza vrednosti ovih formula su jednake. U terminima iskaznih formula, za svaku valuaciju v
mora da vazi I,(F) = I,(F"). Dakle, formula F' < F’ mora biti tautologija, a formula —(F < F’) nezadovoljiva.
Zadovoljivost iskazne formule moZe se proveriti pomocéu SAT reSavacta. Ukoliko za svaki izlaz reSava¢ ustanovi da
je ovakva formula nezadovoljiva, kola su ekvivalentna, a ukoliko ustanovi da postoji zadovoljavajuca valuacija,
ta valuacija predstavlja vrednosti ulaza za koje se izlazi kola razlikuju, §to moze posluziti kao polazna tacka u
otklanjanju greske.

Postupak provere ekvivalentnosti ilustrova¢emo na primeru sabiraca (slika 8.6, levo): ulazne vrednosti a i b
su cifre brojeva koji se sabiraju, p je prethodni prenos, a na izlazu je formula koja opisuje cifru zbira Z i formula
koja opisuje novi prenos Q. Pretpostavimo da je optimizovanjem kola na slici dobijeno drugo kolo (slika 8.6,
desno): ulazne vrednosti a i b su cifre brojeva koji se sabiraju, p je prethodni prenos, a na izlazu su formule koje
opisuju cifru zbira Z’ i novi prenos @’. Na osnovu dizajna, za svaki izlaz moze se kreirati iskazna formula koja
mu odgovara:

Z=(—aNbAN=p)V(aA=bA=p)V (-aA-bApP)V (aANbAD)

Q=(anb)V(bAp)V(aAp)
Z' = (aVb)Vp
Q' = (aAb)V (avb) Ap



8.4. Resavanje problema svodenjem na SAT 108

Slika 8.6: Osnovni i optimizovani dizajn sabiraca.

Kola su ekvivalentna ukoliko su formule ~(Z < Z’) i —=(Q < Q) nezadovoljive. Treba imati u vidu da
formule koje se dobijaju iz ovakvih primena mogu imati i desetine hiljada pa i stotine hiljada promenljivih, ali
da SAT resavali ipak uspevaju da provere njihovu zadovoljivost (pre svega zahvaljujuéi nekim pravilnostima u
strukturi tih formula, a koje se u toku procesa reSavanja mogu nauéiti i iskoristiti).

8.4.7 Ogranicena provera modela

Jedna od najkoriéenijih tehnika u verifikaciji hardvera i softvera je ogranicena provera modela (eng. bounded
model checking). Funkcionisanje hardvera ili softvera se moze apstraktno opisati kona¢nim automatima ¢ija
stanja opisuju stanja sistema koji se izucava, a grane moguce prelaske sistema iz stanja u stanje. Takav konaéni
automat predstavlja model sistema koji se analizira. Jedan od ciljeva verifikacije je dokazivanje da sistem
zadovoljava odredena svojstva, poput svojstva da nikad nece do¢i u stanje koje predstavlja gresku ili bezbednosni
rizik. Za sistem koji pruza odgovore na zadate zahteve, primer takvog svojstva je da, nakon stanja u kojem je
primljen zahtev, sistem sigurno dolazi u neko stanje u kojem ée trazeni odgovor biti dat. Ispitivanje ovakvih
svojstava, koje se naziva proverom modela, moZe predstavljati neodluéiv problem. Stoga se u praksi obi¢no
koristi ograni¢ena provera modela koja se svodi na dokazivanje da neko svojstvo vazi u svim stanjima u koja se
iz polaznog stanja moze dospeti u najvise k prelaza.

Da bi se sprovela ograni¢ena provera modela tehnikom svodenja na SAT, prvo je potrebno uociti kako se
stanja mogu modelovati iskaznim promenljivim. Potom je potrebno iskaznim formulama nad tim promenljivim
zapisati Zeljeno svojstvo, polazne pretpostavke i na¢in na koji se promenljive menjaju prilikom prelaska iz stanja
u stanje. Potom se, kao i obi¢no, formule reSavaju SAT reSavacem.

Ogranic¢enu proveru modela ¢emo ilustrovati na primeru dvobitnog brojaca prikazanog na slici 8.7. Ulaz
pulse daje signal brojatu (tj. njegovim flip-flopovima) kad treba da izra¢una nove vrednosti izlaza pg i p;. Te
izlazne vrednosti bié¢e kasnije upotrebljene kao nove ulazne vrednosti flip-flopova. Neka su na izlazima pg i p1,
na primer, vrednosti 0 i 0. Kada stigne signal pulse, flip-flopovi se aktiviraju, p; dobija vrednost 0, a py dobija
vrednost izlaza NOR kola za ulaze 0 i 0, tj. vrednost 1. Dakle, ako su ulazne vrednosti (p1,po) jednake (0,0),
izlazne su (0, 1). Sli¢no, ako su ulazne vrednosti (0, 1), izlazne su (1,0). Generalno, ako je stanje u trenutku ¢
opisano bitovima p} i p¢, iz dizajna brojaca sledi da za svaka dva uzastopna stanja vazi: pé“ = —pi A —pt i
piﬂ = p}. PonaSanje brojaca saZeto je dato tabelom prelaska prikazanoj na slici 8.3. Kao §to se vidi iz tabele,
ako se krece od stanja (0, 0), ide se u stanje (0,1), pa u stanje (1,0), pa u stanje (0,0), i to se cikli¢no ponavlja.
Ako se stanja razmatraju kao brojevi u binarnom zapisu, od stanja 0 ide se u stanje 1, pa u stanje 2, pa u stanje
0 i to se cikli¢no ponavlja, te se zato opisano kolo naziva brojac.

Cilj je dokazati da ako broja¢ zapo¢ne brojanje od bilo kog stanja (tj. broja) koje nije 3, onda nikada nece
doéi do broja 3. Zeljeno svojstvo opisuje se formulom —pf V —pi. Uslov koji vazi u polaznom stanju je —p9 Vv —p?.
Da bi se pokazalo da stanje k ne odgovara broju 3, treba ustanoviti da je sledec¢a formula nezadovoljiva:
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e
e

-

Slika 8.7: Dizajn brojaca koji broji cikli¢no od 0 do 2.

Pl P [T P!
0 0] 0 1
0o 1] 1 0
1 0| 0o o0
1 1] 1 o

Tabela 8.3: Tablica prelaska brojaca koji broji od 0 do 2.

(=po V =p}) A (pg & =g A=pY) A (p1 & Po) A ..
k— k— : k— :
A5 & g AP AR & pg ) A (96 A D)

Prvi konjunkt u gornjoj konjunkciji predstavlja polazni uslov, potom slede po dva konjunkta koji opisuju
prelaske izmedu susednih stanja, a poslednji konjunkt izrazava negaciju Zeljenog svojstva u poslednjem stanju.
Ukoliko je formula zadovoljiva za neko k, to znac¢i da postoji put od polaznog stanja kojim se moze do¢i do
stanja koje ne zadovoljava trazeno svojstvo. U tom sluc¢aju, dobijena valuacija odredivala bi stanja preko kojih
se moze doc¢i do problemati¢nog stanja, $to moze pomoci u pronalazenju greske u analiziranom sistemu. U naSem
primeru, navedena formula nezadovoljiva je za svako k (ali to opste svojstvo ne moZe se utvrditi SAT reSavatem).

8.4.8 Link gramatike

Link gramatike (eng. link grammars) su sintaksi¢ki model prirodnog jezika u kojem se parovi reéi povezuju
vezama. U reéniku konkretnog jezika, svakoj reéi jezika pridruzena je lista moguéih konektora razli¢itih tipova,
od kojih neki povezuju ulevo a neki udesno. Konektori koji povezuju udesno oznatavaju se znakom ,,+% a
konektori koji povezuju ulevo oznacavaju se znakom ,,—“. Dve re¢i u recenici mogu biti povezane vezom ako
postoji konektor koji levu re¢ povezuje udesno i konektor istog tipa koji desnu re¢ povezuje ulevo. Na primer,
reé ,big"“ moze da ima konektor A+, a ret ,cat” konektor A-, §to omogucéava kreiranje fraze ,big cat”. Povezivanje
se odnosi na konkretna pojavljivanja neke re¢i, pa ukoliko neka re¢ ima dva pojavljivanja, ta dva pojavljivanja
razmatraju se potpuno nezavisno.

Rec¢i mogu da budu povezane sa vise reci i ulevo i udesno. Pojedinaénim re¢ima pridruzena su i dodatna
pravila koja konjunkcijama i disjunkcijama povezuju mogucée konektore. Ovakvi opisi mogu da sadrze proizvoljno
ugnjezdene disjunkcije i konjunkcije. Na primer, rec¢ ,cat* moze da bude opisana na slede¢i nacin:

[ cat (Ds- and (Ss+ or SIs-)) or (A- and Ds- and (Ss+ or SIs-)) J

Ovaj opis znadi da re¢ ,cat mora imati konektor Ds ulevo i, istovremeno, konektor Ss udesno ili SIs ulevo ili,
alternativno, konektore A i Ds ulevo i, istovremeno, konektor Ss udesno ili SIs ulevo.

Niz reci ¢ini ispravnu recenicu jezika definisanog gramatikom ako postoji nacin da se povezu njegove reci
tako da vaze sledeci uslovi:

e povezanost: vezama su povezane sve reci u recenici;
e zadovoljenje: veze zadovoljavaju sve postojeée uslove za sve re¢i u recenici;

e planarnost: veze se ne seku (kada su iscrtane iznad reci).

U nastavku je dato ispravno povezivanje za recenicu na engleskom jeziku ,the quick brown fox jumped over
the lazy dog*
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A Ss MVp A

the quick brown fox jumped over the lazy dog

Svaki konektor ima specifino znacenje (a za konkretan jezik moze postojati oko stotinu vrsta konektora).
Za engleski jezik, na primer, konektor Ds povezuje ¢lan (the ili a) sa imenicom u jednini, konektor A povezuje
atribut sa imenicom, konektor Ss povezuje imenicu-subjekat u jednini sa glagolom, konektor 0 povezuje glagole
sa svojim imenicom-objektom. Imena konektora su mnemonicka i asociraju na svoje znacenje. Na primer, ime
Ds je skovano od engleskih reci ,determiner (§to znaéi odredivac) i ,singular (§to znaci jednina).

Parser zasnovan na link gramatikama je algoritam koji zadatoj recenici pridruzuje sintaksicku strukturu
sacinjenu od skupa veza izmedu parova reci. Poznavanje sintaksicke strukture recenice omogucava njeno ,razu-
mevanje“, dalju automatsku obradu, automatsko prevodenje na drugi jezik i sli¢no.

Prilikom parsiranja recenice potrebno je ispitati veliki broj moguéih povezivanja re¢i. Naime, za svaku re¢ u
reCenici potrebno je razmatrati sve moguce konektore zadate opisom te reci u re¢niku. Onda je potrebno ispitati
da li je tako izabrane konektore moguée povezati na ispravan naéin. PoSto se svi uslovi mogu svesti na uslove
da ima ili nema nekog konektora i ima ili nema neke veze, o¢igledno je da se ovakvo parsiranje prirodno moze
svesti na problem SAT. I, zaista, parseri za link gramatike ¢esto koriste taj pristup.

Tlustrujmo, pojednostavljeno, na primeru reéenice na engleskom jeziku ,the big cat chased John“ parsiranje
kori§éenjem link gramatika. Pretpostavimo da je raspoloziv sledeéi sadrzaj re¢nika:

the Ds+ or Dp+
big A+
cat (Ds- and (Ss+ or SIs-)) or
(A- and (Ds- and (Ss+ or SIs-)))
chased ((Ss- or T-) and 0+) or V-
John 0- or (A- and 0-)

Modelujmo iskaznim promenljivim i iskaznim formulama finalno ispravno povezivanje reci date recenice.
Neka iskazna promenljiva K[the, Ds+] oznafava da ¢e u finalnom povezivanju re¢ ,the (prva re¢ u recenici,
uvek se misli na jednu konkretnu) biti povezana udesno konektorom Ds, neka K[the, Dp+] oznacava da ée u
finalnom povezivanju re¢ ,the biti povezana udesno konektorom Dp, neka K[cat, (Ds- and (Ss+ or SIs-))]
oznacava da ¢e u finalnom povezivanju re¢ ,cat“ biti povezana tako da zadovoljava uslov (Ds- and (Ss+ or
SIs-)) i tako dalje. Zbog uslova povezanosti i uslova zadovoljenja moraju biti zadovoljeni uslovi:

K[the, Ds+] V K[the, Dp+]

K[big, A+]

K[cat, Ds- and (Ss+ or SIs-)] V

K[cat, (A- and (Ds- and (Ss+ or SIs-))]

K[chased, (Ss- or T-) and 0+] V K[chased, V-]

K[John, 0- or (A- and 0-)]

Zbog uslova zadovoljenja, za sloZzene uslove potrebno je dodati i formule koje opisuju logicku strukturu
pravila, na primer:

K[cat, Ds- and (Ss+ or SIs-)]

K[cat, Ds-]1 A (K[cat, Ss+] V K[cat, SIs-])

Neka iskazna promenljiva V[the-Ds-cat] oznacava da ¢e u finalnom povezivanju reci ,the‘ i  cat biti
povezane konektorom Ds. Za svaki par reci koji ima isti konektor usmeren u dva smera, zbog uslova ispravnog
povezivanja potrebno je dodati formule poput:

V[the-Ds-cat] = K[the, Ds+] A K[cat, Ds-]

Ukoliko bi u recenici postojala jos neka reé¢ sa konektorom Ds- (na primer, ,,dog"), moralo bi da se obezbedi
da se (jedna konkretna) re¢ ,the“ povezuje samo sa jednom:

— (V[the-Ds-dog] A V[the-Ds-cat])

Potrebno je obezbediti i uslov planarnosti: treba zabraniti parove veza koje se seku. Na primer, ne mogu da
budu povezane reti ,the” i ,cat“ i istovremeno reéi ,big* i, John*:

— (V[the-Ds-cat] A V[big-A-John]).

Konjunkcija svih ovih uslova daje formulu ¢iju zadovoljivost treba ispitati. Ako je formula zadovoljiva, onda
(svaki) njen model daje jedno ispravno povezivanje, tj. parsiranje zadate recenice. U navedenom primeru, model
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je valuacija v u kojoj vazi:
v(V[the-Ds-cat]) =1
v(V[big-A-cat]) =1
v(V[cat-Ss-chased]) =1
v(V[chased-0-John]) =1

§to daje ispravno povezivanje ilustrovano sledeé¢om slikom:

Ds

the big cat chased  John

Izrazajna snaga link gramatika jednaka je izrazajnoj snazi konteksno slobodnih gramatika, ali je opisivanje
gramatike prirodnog jezika i parsiranje Cesto znatno lakSe za link gramatike.

Rectnici potrebni za parsiranje razlikuju se, naravno, od jezika do jezika. Njihovo kreiranje, posebno za
prirodne jezike, zahtevan je zadatak.

8.4.9 SAT resavaci i dimacs-cnf format

Kao §to je veé receno, SAT resavaci (eng. SAT solvers) su programi koji re§avaju instance SAT problema. Veéina
savremenih SAT reSavaa zasnovana je na DPLL proceduri, ali je obogac¢ena mnogim tehnikama i heuristikama.
Neki od popularnih SAT resavaca su MiniSAT, PicoSAT i zChaff.

SAT reSavaci obi¢no otekuju ulaz u DIMACS-CNF formatu. U ovom formatu, prvi red sadrzi informaciju o broju
iskaznih promenljivih i broju klauza, a naredni redovi sadrZe zapis po jedne klauze. Promenljive su oznacene
rednim brojevima, negirane promenljive odgovarajuéim negativnim brojevima i svaki red zavr§ava se brojem O.
Na primer, sadrzaj

p cnf 3 2
1-30
-1230

odgovara formuli (sa tri promenljive i dve klauze): (p1 V =p3) A (=p1 V p2 V p3).






Glava 9

Automatsko rasudivanje u logici prvog reda

Logika prvog reda, predikatska logika (eng. first order logic, predicate logic), znatno je izraZajnija od iskazne
logike. Klju¢éna novina u odnosu na iskaznu logiku je uvodenje kvantifikovanja, univerzalnog i egzistencijalnog.
Zahvaljujuéi kvantifikatorima, u logici prvog reda mogu se formulisati tvrdenja koja nije moguce formulisati na
jeziku iskazne logike. U logici prvog reda dozvoljeno je samo kvantifikovanje promenljivih.! U okviru logike prvog
reda mogu se opisati mnoge matematicke teorije i mnogi prakti¢ni problemi. Za neke probleme (nad konatnim
domenima) pogodnije je reSavanje kori§éenjem iskazne logike, ali za neke je opisivanje i reSavanje znatno lakse
korigéenjem predikatske logike.

Kao i u iskaznoj logici, centralni problemi u predikatskoj logici su ispitivanje da li je data formula valjana
i da li je data formula zadovoljiva. Za razliku od iskazne logike, ovi problemi nisu odludivi, te ne postoje
efektivni algoritmi za njihovo reSavanje. No, problem ispitivanja valjanosti i problem ispitivanja nezadovoljivosti
za predikatsku logiku su poluodluédivi, pa postoje metode koje za svaku valjanu formulu mogu da dokazu da je
ona valjana (ali ne mogu za bilo koju formulu koja nije valjana da utvrde da nije valjana) i metode koje za svaku
nezadovoljivu formulu mogu da dokazu da je ona nezadovoljiva (ali ne mogu za bilo koju zadovoljivu formulu
da utvrde da je ona zadovoljiva).

Primer 9.1. Razmotrimo jednu jednostavnu varijantu problema slaganja kutija: kutije (oznacene slovima)
poredane su jedna na drugu. Za neke se zna da li su ispod ili iznad neke druge kutije, ali nije zadata potpuna
informacija o poretku svih kutija. U ovom jednostavnom primeru dovoljno je baratati informacijama o
tome koja je kutija iznad neke kutije. Ipak, koriste se i informacije o odnosu ispod, c¢ime se ilustruju
pogodnosti upotrebe jezika koji nije minimalan. U mnogim realnim primenama, od minimalnog jezika znatno
je pogodniji neki izraZajniji jezik.

B

C

Pretpostavimo da su nekako naslagane tri kutije A, B i C i da je poznato da je B iznad A, a da je
C ispod A. Pitanje je da li je moguée zakljuciti da je B iznad C ili je moguée zakljuciti da je B ispod C
(ili nije moguce zakljuciti ni jedno ni drugo). Opisani problem moZemo opisati u terminima iskazne logike:
iskazna promenljiva aap (od engleskog above) moZe da oznacava da je A iznad B, aac da je A iznad C,
apa da je B iznad A, bpe (od engleskog below) da je B ispod C, itd. Potrebno je za svake dve kutije
obezbediti da vaZi da ako je prva iznad druge, onda druga nije iznad prve, na primer, za kutije A i B
vaZi: apap = —apa. Potrebno je za svake dve kutije obezbediti da vaZi da ako je prva iznad druge, onda je
druga ispod prve i obratno, na primer, za kutije A i B vaZi: apap < bpa. Potrebno je za svake tri kutije
obezbediti da vazi: ako je prva iznad druge i druga iznad trece, onda je prva iznad trece, na primer, za

LU logici viseg reda predikati i funkcije kao argumente mogu imati druge predikate i funkcije i dozvoljeno je njihovo kvantifi-
kovanje. Na primer, u logici drugog reda predikati i funkcije mogu za argumente imati predikate i funkcije prvog reda i mogu biti
kvantifikovani. Predikati i funkcije reda n mogu za argumente imati predikate i funkcije reda n — 1 i mogu biti kvantifikovani.

113
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kutije A, B i C vaZi: aap N apc = aac- Ako postoje tri kutije, onda ovakvih uslova ima 3! = 6, a ako ih
ima n, onda tih uslova ima 6(;’) Dakle, iako jeste moguée, kodiranje u terminima iskazne logike moZe da
bude rogobatno i prostorno veoma zahtevno. Bilo bi dobro ako bismo umesto 6(2) uslova mogli da koristimo
samo jedan: ,za svake tri kutije X, Y, Z vaZi: ako je axy 1t ayyz onda je axz.“ Logika prvog reda daje
takvu mogucénost i zadati problem mogao bi da se elegantno opise sledeéim uslovima, pri cemu se ne koriste
iskazne promenljive poput aap nego atomicke formule sa argumentima poput above(A, B) i below(A, B),
pri cemu above(A, B) oznacava da je A iznad B, a below(A, B) oznacava da je A ispod B:

7

e ,za svake dve kutije x, y vaZi: ako je above(x,y) onda nije above(y,x)*

e ,za svake dve kutije x, y vaZi: above(x,y) ako i samo ako below(y, x)*

e .za svake tri kutije x, y, z vaZi: ako je above(x,y) i above(y, z) onda je above(x,z)*

Za sve navedene, a i druge slicne formule, potrebno je definisati nacin na koji im se pridruZuje vrednost
ta¢no i netacno.

Za reSavanje pocetnog problema, potrebno je iz navedenih uslova i iz pretpostavki da vazi above(B, A) i
below(C, A) izvesti zakljucak above(B, C) ili below(B, C).

Primer 9.2. U primeru 7.2, potrebno je dokazati (jedan nacin grubo je opisan u primeru 7.12) da iz
uslova:

e . za proizvoljne tri osobe x, y, z vazi: ako je x predak od y iy je predak od z, onda je x predak od z“
e . za proizvoljnu osobu x vaZi: otac osobe x je predak osobe x“

sledi

e ,otac oca osobe Ana je predak osobe Ana.“

9.1 Sintaksa i semantika logike prvog reda

Sintaksa logike prvog reda govori o njenom jeziku — o skupu njenih (ispravno formiranih) formula i ne
razmatra njihovo znaenje i njihove (moguce) istinitosne vrednosti. Zna&enje formula logike prvog reda uvodi
semantika logike prvog reda.

9.1.1 Sintaksa logike prvog reda

Skup formula logike prvog reda obi¢no se definise za fiksiran, prebrojiv skup promenljivih V', dve logitke
konstante — T (te) i L (nete), konatan skup osnovnih logickih veznika: unarnog — negacija i binarnih — konjunk-
cija, disjunkcija, implikacija, ekvivalencija, kao i dva kvantifikatora (kvantora) — univerzalni i egzistencijalni.
Nabrojane komponente ¢ine logicki (ili opsti) deo jezika prvog reda. Pored njih, u izgradnji formula logike prvog
reda koriste se elementi signature.

Definicija 9.1 (Signatura). Signaturu £ éine:
e (najvise prebrojiv) skup funkcijskih simbola (sa svojim arnostima);

e (najvise prebrojiv) skup predikatskih (relacijskih) simbola (sa svojim arnostima).

Funkcijske simbole arnosti 0 zovemo simbolima konstanti.

Funkcijski simbol f koji ima arnost, na primer, 2 zapisujemo nekad i kao f/,. Takode, predikatski simbol p
koji ima arnost 3 zapisujemo nekad i kao p3.

Pojedinatni jezici prvog reda razlikuju se po signaturi. Za svaki zaseban problem (ili matematicku teoriju)
bira se specifi¢na, pogodna signatura. Na primer, za reSavanje problema kutija (iz primera 9.1), koristice se
predikatski simboli koji odgovaraju polozajima ispod i iznad, u izgradnji geometrije koristi¢e se predikatski
simbol za paralelnost, a u izgradnji aritmetike — funkcijski simbol +.

Naredna definicija uvodi pojmove termova i formula logike prvog reda (ili krace — skup formula) nad nekom
(fiksiranom) signaturom L. Termove, atomicke formule i formule nad signaturom £ zva¢emo, krace, samo termovi
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(eng. terms), atomicke formule (eng. atomic formulae) i formule (eng. formulae), ako je signatura jasno odredena
kontekstom ili ako nije relevantna. Intuitivno, termovi odgovaraju elementima nekog domena (na primer, zbiru
moze da odgovara broj, majka neke osobe je neka osoba), a formulama odgovaraju tvrdenja koja mogu biti
tafna ili netacna (na primer, tvrdenje da je neka osoba roditelj neke druge).

Definicija 9.2 (Skup termova i formula logike prvog reda nad signaturom £). Za signaturu L:

e promenljive i funkcijski simboli arnosti 0 su termovi; term je i objekat dobijen primenom funkcijskog
simbola f arnosti n na termove tq,...,t,; termovi mogu biti dobijeni samo na opisane nacine;

e atomicka formula je logicka konstanta ili objekat dobijen primenom predikatskog simbola p arnosti n
na termove t1,...,tn;

e atomicke formule su formule;

o ako su A i B formule, onda su formule i objekti dobijeni kombinovanjem ovih formula logickim
veznicima i kvantifikatorima (sa promenljivim);

e formule mogu biti dobijene samo na nacine opisane u prethodne dve stavke.

Literal (eng. literal) je atomicka formula ili negacija atomicke formule. Klauza (eng. clause) je disjunkcija
vise literala.

Analogno iskaznom slué¢aju, uobic¢ajeno je da se formule zapisuju kao nizovi simbola i da se negacija zapisuje
kao —, konjunkcija kao A, disjunkcija kao V, implikacija kao =, ekvivalencija kao <, univerzalni kvantifikator
kao V, egzistencijalni kao 3. Primena funkcijskog simbola f na termove ti,...,t, zapisuje se prefiksno kao
f(t1,...,t,) (i analogno za predikatske simbole). Binarni funkcijski i predikatski simboli zapisiju se ponekad
i u infiksnom obliku. Ako su A i B formule i z element skupa V, onda su formule i (-=.A), (AA B), (AV B),
(A= B), (A< B), (Vx)A, (3z).A i slitno. Na primer, zapis (Vx).A ¢itamo ,za svako xz A“, a zapis (Jz)A ¢itamo
spostoji x takvo da je A“ (naglasimo da su formule (Va)A i (3z).A ispravne i ako A ne sadrzi promenljivu x).
U opisanom zapisu neophodno je koristiti zagrade kako bi se izbegla viSesmislenost. Da bi se izbeglo koriséenje
velikog broja zagrada obi¢no se izostavljaju spoljne zagrade a i podrazumeva se prioritet veznika kao u iskaznoj
logici, uz dodatak da kvantifikatori imaju visi prioritet od svih veznika (pa je, na primer, (Vx).A A B kraéi zapis
za ((Vx)A) A B, ane za (Vz)(AA B)).

Uz indeks ili bez indeksa, simbole konstanti obi¢no (mada ne isklju¢ivo) ozna¢avamo simbolima a,b,c, ...,
funkcijske simbole arnosti veée od 0 simbolima f, g, h, ..., predikatske simbole simbolima p, ¢, r, ..., promenljive
simbolima x,v, z, . . ., formule simbolima A, 5,C, ..., skupove formula simbolima I", A, ...

Ako su dve formule A i B identi¢ne, onda to oznacavamo A = B a inace pisemo A # B.

Primer 9.3. Signatura za problem iz primera 9.1 je L = ({}, {above 3, below3}). Za ovu signaturu i skup
promenljivih V. = {x,y, z,...}, neke od atomickih formula su above(z,z) i below(x,y), a primer formule
(koja nije atomicka) je Va —above(z, ).

Primer 9.4. Signatura za problem iz primera 9.2 je L = ({Ana g, otac,, }, {predak,;}). Smatramo da je
Ana konkretna, jedinstvena osoba, pa je pogodno i prirodno da za tu osobu koristimo simbol konstante. Pri-
metimo da je u izabranoj signaturi otac funkcijski simbol, a predak predikatski simbol. Takvo modelovanje je
prirodno jer je (bioloski) otac za svaku osobu jedinstven, a predak nije. Za ovu signaturu i skup promenljivih
V ={x,y,z,...}, neki od termova su Ana i otac(z), primer atomicke formule je predak(otac(z), Ana), a
primer formule koja nije atomicka je Vx —predak(x, ).

Primer 9.5. Neki od termova nad signaturom L = ({sokrat ;o },{man,1, mortal 1 }) i skupom promenljivih
V={x,y, 2 ...} su:x, y, sokrat. Neke od atomickih formula su man(x), mortal(y), mortal(sokrat), a
neke od formula su Vx man(z) i Vo (man(x) = mortal(x)).

Primer 9.6. Za signaturu £ = ({e0,%/2},{1=</2}), @ skup promenljivih V = {x,y, z,... }, neki od termova
su e, x(x,y) i x(x,*(y, 2)), neke od atomickih formula su < (z,e) i < (*(z,y),2), a jedna od (neatomickih)
formula je VYx—(< (x,x)). Ukoliko se binarni funkcijski i predikatski simboli zapisu infiksno (umesto prefik-
sno), onda se navedeni termovi i formule zapisuju na sledeéi nacin: e, xxy, c*(yxz), r < e, (rxy) < z,
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\ Ve -(z < ).

Primer 9.7. U neformalnom i poluformalnom matematickom izraZavanju, mogu se sresti konstrukcije
poput Yx < §... Iako, po simbolima koje ukljucuje, podseéa na formulu logike prvog reda, ovo ocigledno
nije dobro zasnovana formula. Na primer, neprekidnost i ravnomerna neprekidnost (totalne) realne funkcije
f cesto se definisu na sledeéi nacin:

(Va)(Ve > 0)(36 > 0)(Vx)(|x —a| < d = |f(z) — f(a)| <e)

(Ve > 0)(30 > 0)(Va1, z2)(Jz1 — 22| < 0 = |f(z1) — flz2)| <€)

Odgovaraguée (precizno zapisane) dobro zasnovane formule su:
(Va)(Ve)(e > 0= (36)(0 > 0N (Vz)(|x —a| < d = |f(z) — f(a)] < €)))

(Ve)(e > 0= (3)(d > O A (V1) (Vo) (|21 — 22| < 6 = |f(z1) — f(m2)| < €)))

Definicija 9.3 (Slobodno i vezano pojavljivanje promenljive). U formulama Vz. A i xA, formula A je
doseg kvantifikatora.

Pojavljivanje promenljive x je vezano u Vx i 3z, kao i ako je u dosegu kvantifikatora Vx ili 3x, a inace je
slobodno. Promenljiva je vezana (slobodna) u formuli ako i samo ako ima vezano (slobodno) pojavijivange
u tog formuli.

Primetimo da promenljiva moZe biti i slobodna i vezana u jednoj formuli.

Primer 9.8. U formuli p(x,y), pojavljivanje promenljive x je slobodno i ona je slobodna uw ovoj formuli.

U formuli p(x,y) = (Va)q(x) prvo pojavljivanje promenljive x je slobodno, a drugo i treée pojavljivanje
je vezano. U ovoj formuli, promenljiva = je i slobodna i vezana.

U formuli (Vx)p(x,y) = (Vx)q(z), sva pojavijivanja promenljive x su vezana i promenljiva je vezana u
ovoj formuli.

U sva tri primera, pojavljivanja promenljive y su slobodna.

Cesto se zapisom A(z1, 2o, ..., x,) nagladava da formula A ima slobodne promenljive z1,zo, ..., z,.

Priroda vezanih promenljivih u formuli bitno je drugatija od prirode slobodnih promenljivih. Naime, znacenje
formule (Vx).A(z) (koje ¢e tek u nastavku biti definisano) ne zavisi od x i isto je kao i zna¢enje formule (Vy).A(y)
(sli¢no kao §to vrednost foﬂ sin(z)dz ne zavisi od z, iako = figuriSe u ovom izrazu). Dakle, sva pojavljivanja
vezanih promenljivih mogu se preimenovati, bez uticaja na znacenje formule. Na primer, formula p(z,y) =
(Vz)g(x) iz primera 9.8 ima isto znalenje (koje ée biti precizno definisano u nastavku), kao i formula p(x,y) =
(Vz)q(z). S druge strane, zna¢enje formula zavisi od slobodnih promenljivih u njima.

Formula bez slobodnih promenljivih zove se zatvorena formula ili recenica. Ako formula A ima kao slobodne
samo promenljive z1, s, . . ., } onda formulu (V1) (Vaz) . . . (Vi ).A nazivamo univerzalnim zatvorenjem formule
A, a formulu (3z1)(Fzz) ... (xk)A egzistencijalnim zatvorenjem formule A.

9.1.2 Zamena

U logici prvog reda, razmatramo zamenu (supstituciju) promenljive termom i zamenu (supstituciju) formule
formulom. Zamene promenljive termom bice koris¢ene u kontekstu unifikacije (poglavlje 9.3.3), a zamene formule
formulom u kontekstu transformisanja formula zarad jednostavnijeg ispitivanja valjanosti ili zadovoljivosti. U
daljem tekstu ¢emo pod terminom izraz podrazumevati i termove i formule. Svaka zamena odreduje rekurzivno
definisanu funkciju kojom se izrazi preslikavaju u izraze. Zamenu izraza e; izrazom eg zapisujemo [e; — es].
Zamene obitno kraée oznacavamo malim grékim slovima, na primer o. Izraz koji je rezultat primene zamene
o = [e1 — e3] na izraz e oznatavamo sa ele; — es] ili eo.

Zamena promenljive termom definie se u logici prvog reda u istom duhu kao u iskaznoj logici: ako termove
i formule reprezentujemo u ra¢unarskom programu u vidu stabla, onda zamenu promenljive termom mozemo
opisati rekurzivnom funkcijom koja sve listove formule koji odgovaraju zadatoj promenljivoj zamenjuje nekim
drugim zadatim stablom.
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Definicija 9.4 (Zamena promenljive termom (u termu)). Za promenljivu x, term t koji ne sadrZi x i za
zamenu o = [z — t], term dobijen primenom zamene o na term s definiSemo na sledeéi nadin:

e ako je s = x, onda je so =t;
e ako je s simbol konstante ili je s =y, gde je y # x, onda je so = s;

e ako je s = f(t1,ta,...,tn), onda je s = f(t0,ta0,...,t,0).

Definicija 9.5 (Zamena promenljive termom (u formuli)). Za promenljivu x, term t koji ne sadrZi x i za
zamenu o = [z — t], formulu dobijenu primenom zamene o na formulu A definiSemo na sledeéi nacin:

e ako je formula A jednaka p(ti,ta,...,t,), onda je formula Ao jednaka p(t10,t20,...,t,0);
e ako je formula A jednaka T ili L ili je oblika VYxB ili 3z, onda je formula Ao jednaka A;
e ako je formula A oblika =B, onda je formula Ao jednaka —(Bo);

e ako je formula A oblika By ABs, By V By, B1 = By ili By < Bs, onda je formula Ao jednaka (redom)
Bio A BQO’, Bio Vv BQU, Bio = Byo ili Bio & BQO’,‘

e ako je formula A oblika (Vy)B ili (3y)B, gde je x # y iy se ne pojavljuje u t, tada je Ac jednako
(redom) (Yy)(Bo) ili (y)(Bo).

Ogranicenje u poslednjem pravilu u prethodnoj definiciji da se y ne pojavljuje u ¢ obezbeduje da nijedna
promenljiva iz ¢ ne sme da postane vezana u rezultujucoj formuli (jer bi to moglo bitno da menja znacenje
polazne formule). Inace bi, na primer, ((3y)predak(z,y))[x — y] bilo jednako (Jy)predak(y,y) a ta formula
ima drugatije znaenje od polazne formule (zna¢enje formula ée biti tek definisano u nastavku). Ukoliko se
y pojavljuje u t, onda je potrebno najpre preimenovati promenljivu y u z u formuli A (pri ¢emu je z neka
promenljiva koja se ne pojavljuje ni u A ni u t), pa tek na rezultujuéu formulu primeniti zamenu [z +— t]. Tako
je rezultat zamene ((Jy)predak(z,y))[x — y] jednak (Iz)predak(y, z).

Definicija 9.6 (Uopstena zamena). UopStena zamena o = [z — {1,202 — to,..., &, = t,] je niz uza-
stopnih zamena [x1 — t1], [x2 = 2], ..., [zn — t,] gde su x; promenljive a t; su termovi, pri demu vaZi

i # T 201 7# j, kao i da t; ne sadrZi x;, za bilo koje i i j.

U nastavku éemo umesto termina uopstena zamena govoriti samo zamena ili supstitucija.

Definicija 9.7 (Kompozicija zamena). Za zamene ¢ = [x1 — t1,@9 > to,...,Tn — t,] 0 XA = [y1 —
51,Y2 F> 82,...,Ym > Sm], pri éemu nijedan od termova y;, s; ne sadrZi nijednu od promenljivih x;,
komporzicija zamena ¢\ je zamena [x1 — 1\, g > ta, ..., Ty = T A Y1 > S1,Y2 > Sy ey Ym > Sl

Primer 9.9. Za o = [z — f(y)] i s = g(a, ) vaZi soc = g(a, f(y))-
Zao=[r— f(2),y—a], s=g(a,z) it=g(yg(z,y)) vadi so = g(a, f(2)) i to = g(a,g(f(2),a)).
Za o = [x — sokrat,y — platon] i s = ucitelj(x,y) vaZi so = ucitelj(sokrat, platon).
Za o =[x alis=u(x,z) vazi so = u(a,a).
Za ¢ =z = f(y)l i A= [y = 9(2)], vazi oA = [z = f(9(2)),y — 9(2)]-

Pored zamene promenljive termom, potreban nam je i pojam zamene formule formulom, uveden narednom
definicijom.

Definicija 9.8 (Zamena formule formulom (u formuli)). Za formule C i D takve da u D nema slobodnih
promenljivih koje nisu slobodne u C i za zamenu o = [C — D], formulu dobijenu primenom zamene o na
formulu A definisemo na sledeéi nacin:

e ako vazi A =C, onda je Ac = D;
o ako vazi A #C, onda:
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— ako je formula A atomicka, onda je Ao = A;

— ako za neku formulu B vaZi da je formula A jednaka —B, VxB ili 3B, onda je formula Ao
jednaka (redom) —(Bo), (Vx)(Bo) ili (3x)(Bo);

— ako za neke formule By i By vazi da je formula A jednaka By ABs, B1V Bs, By = By ili By < Bo,
onda je formula Ao jednaka (redom) Bio A Bao, Bio NV Bao, Bio = Bao ili Bio < Bao.

Navedena definicija uvodi uslov za primenu zamene oblika A[C — D]: u formuli D nema slobodnih pro-
menljivih koje nisu slobodne u C. Taj uslov spre¢ava da se promeni o¢ekivano znaéenje rezultujuée formule, na
primer, tako §to neka slobodna promenljiva iz D postaje vezana.

Primer 9.10. Ako je formula A jednaka r(y) A (p(x) V q(z)), a zamena o jednaka [p(x) V q(x) — r(z)],
onda je Ao = r(y) Ar(z).

Ako je formula A jednaka r(y) A (p(z) V q()), a zamena o jednaka [p(z) V q(z) — q(z) V p(z)], onda
je Ao =r(y) A(q(z) V p(x))-

Ako je formula A jednaka r(y) A (Vx)(—p(x)), a zamena o jednaka [(Vz)(—p(z)) — —(3z)p(x)], onda je
Ao =r(y) A —(3z)p(z).

Primer 9.11. Ako je formula A (nad jezikom iz primera 9.4), jednaka predak(otac(z),y), a zamena o
jednaka [y — Anal, onda je Ao = predak(otac(z), Ana).
Ako je formula A jednaka Vx —predak(z,x), a zamena o jednaka [x — Anal, onda je Ac = A.

Ako formule reprezentujemo u ra¢unarskom programu u vidu stabla, onda zamenu formule formulom moZzemo,
sliéno kao u iskaznom slu¢aju, opisati rekurzivnom funkcijom koja zamenjuje sva podstabla koja odgovaraju
jednoj formuli nekim drugim zadatim stablom.

9.1.3 Semantika logike prvog reda

Semantika logike prvog reda govori o znacenju formula. Kao i u slucaju iskazne logike, osnovna ideja seman-
tike je da istinitosne vrednosti formula definiSe u skladu sa uobic¢ajenim, svakodnevnim rasudivanjem. U odnosu
na iskazni slucaj, stvari komplikuju kvantifikatori, kao i drugaédija priroda promenljivih. Naime, promenljive se
ne preslikavaju, kao u iskaznoj logici, u skup {0, 1}, nego se mogu preslikavati u elemente proizvoljnog skupa
koji zovemo univerzum (na primer, u skup celih brojeva ili u skup stanovnika neke drzave).? Zna¢enje formula,
dodatno, nije odredeno samo nacinom na koji su promenljivim pridruzene vrednosti, nego i time Sta odgovara
funkcijskim i predikatskim simbolima — to ¢e biti neke konkretne funkcije i relacije nad izabranim domenom.
Stoga istinitosna vrednost formule zavisi od vise izbora i za razli¢ite izbore mo7e da bude drugacija. Reéi éemo
da je formula wvaljana ako je ta¢na za svaki od tih izbora.

Razmotrimo, na primer, formulu above(zx,y). MoZemo je interpretirati na mnogo razli¢itih nagina. Jedan
je da smatramo da z i y oznacavaju kutije naslagane na nekoj konkretnoj gomili, a da predikatskom simbolu
above odgovara relacija ,biti iznad“ za kutije na toj konkretnoj gomili. Drugi nacin je da smatramo da z i y
oznacavaju cele brojeve, a da predikatskom simbolu above odgovara relacija > nad celim brojevima. U svakom
sluéaju, formulama pridruzujemo znacenje vezano za neki konkretan skup i neke konkretne funkcije i relacije nad
njim i u stanju smo da za bilo koje elemente tog skupa efektivno izra¢unamo vrednosti tih funkcija i efektivno
odredimo da li je zadovoljena neka relacija (na primer, u stanju smo da efektivno proverimo da li vazi 3 > 5, to
je jednostavan uslov nad celim brojevima). Naredna slika ilustruje dve pomenute interpretacije. Na svakoj slici
levo je svet sintakse, a desno — svet semantike, levo su termovi i formule, a desno — njihovo izabrano znacenje.
U interpretaciji ilustrovanoj na slici (dole), promenljivim z i y pridruZene su vrednosti 3 i 5, a predikatskom
simbolu above relacija >, te se formula above(z,y) preslikava u vrednost 0, jer 3 > 5 je netatno nad celim
brojevima.

2Po pridruzenom znatenju, promenljivim iskazne logike u logici prvog reda ne odgovaraju promenljive, ve¢ predikatski simboli
arnosti nula (koji se preslikavaju u skup {0, 1}).
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above(z,y) ~ X je iznad
above(y, x) ~ X je iznad

Y

i
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z
above(z,y) ~ X 3>5

above(y, x) 5>3

Uvedimo sada pojam interpretacije precizno. Interpretacija je odredena L-strukturom (univerzumom i iza-
branim znatenjem funkcijskih i predikatskih simbola) i valuacijom (vrednoséu promenljivih).

Definicija 9.9 (L-struktura). Za datu signaturu L, L-struktura ® je par (D, I), gde je D skup, a I funkcija
1 vazZi:

e D je neprazan skup i zovemo ga univerzum (ponekad i domen );

e svakom simbolu konstante c iz L (tj. svakom funkcijskom simbolu arnosti 0), funkcija I pridruZuje
jedan element cy iz D;

e svakom funkcijskom simbolu f iz L arnosti n, n > 0, funkcija I pridruZuje jednu totalnu funkciju fr
iz D" u D;

o svakom predikatskom simbolu p iz L arnosti n, n > 0, funkcija I pridruzuje jednu relaciju, tj. totalnu
funkciju pr iz D™ w {0,1}.

Primer 9.12. Za signaturu £ = ({}, {above o, below s }) (iz primera 9.3), jedna moguéa L-struktura je
(K, I), gde je K konkretan skup kutija prikazanih na slici uw okviru primera 9.1. Predikatski simboli above
1 below preslikavaju se u relacije ,jeste iznad“ i ,jeste ispod” nad tim konkretnim kutijama, u konkretnom
odnosu koji imaju.

Primer 9.13. Za signaturu iz primera 9.4, jedna moguéa L-struktura je (O, ), gde je O skup svih ljudi
koji su ikad Ziveli, I je funkcija koja simbol Ana preslikava u opersku pevacicu Anu Netrebko, funkcijski
simbol otac u funkciju koja svakoj osobi pridruzuje njenog oca, a predikatski simbol predak u uwobicajenu
relaciju ,,biti predak® nad ljudima.

Moguéa je, medutim, i L-struktura (N, T), gde je N skup prirodnih brojeva, I je funkcija koja simbol
Ana preslikava v broj 0 iz N, funkcijski simbol otac u funkciju sledbenika, a predikatski simbol predak u
relaciju > nad prirodnim brojevima.

Primer 9.14. Za signaturu £ = ({eso,*/2},{=/2}), iz primera 9.6, jedna mogucéa L-struktura je par
(N, I), gde je N skup prirodnih brojeva, a I funkcija koja simbol e preslikava w prirodni broj 1, funkcij-
ski simbol * u operaciju mnoZenja prirodnih brojeva, a predikatski simbol < w relaciju < nad prirodnim
brojevima.

Definicija 9.10 (Valuacija). Valuacija v za skup promenljivih V u odnosu na domen D je preslikavanje
koje svakom elementu iz V' dodeljuje jedan element iz D. Ako je v(x) = d;, onda kaZemo da je d vrednost
promenljive x u valuaciji v.

Ako su v i w valuacije za isti skup promenljivih i isti domen, onda sa v ~, w oznacavamo da je
v(y) = w(y) za svaku promenljivu y razlicitu od x, pri cemu vrednosti v(z) i w(x) mogu a ne moraju biti
1ste.
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Primer 9.15. Za domen iz primera 9.12, valuacija v moZe da slika promenljive x i y u (konkretne) kutije

[B]i[A], tj. v(z) =[B]iv(y) =[A]

Interpretacija prosiruje valuaciju i pridruzuje znacenje i drugim termovima i formulama.

Definicija 9.11 (Interpretacija). Vrednost (ili znacenje) terma t u interpretaciji I,,, odredenoj L-strukturom
D i valuacijom v, oznacavamo sa I,(t) i definisSemo na sledeéi nacin:

e ako je term t jednak nekoj promenljivoj x, onda je I,(t) = v(x);
e ako je term t jednak nekom simbolu konstante ¢, onda je I,(t) = cr;
e ako je term t jednak f(t1,to,...,t,) onda je L,(t) = fr(Ly(t1), In(t2), ..., Ly(tn))-

Istinitosnu vrednost (ili znacenje) formule u interpretaciji I, odredenoj L-strukturom ® i valuacijom
v, definisemo na sledeéi nacin:

e I,(T)=1iI,(L)=0;
o L(p(t1, b2, -, tn)) = pr(Lo(t1), Lo(t2), - ., L(tn));

1, ako je I,(A) =0
L(=A) = { 0, nace

, akoje I,(A)=1il,(B)=1

{ 0, nace

0, ako jeI,(A)=01iI,(B)=0
inace

(AN B)
w(AVB) =

7

(A= B) { 0, qkov]e I,(A)=1iI,(B)=0
1, inace
(A B) = { 1, qkov]e I,(A) =1,(B)
0, inace
ako za svaku valuaciju w takvu
. da je w ~yz v vaZi I,(A) =1
1nace
1, ako postoji valuacija w takva
e [,((Fx)A) = da je w~y v i L, (A) =1
0, nace

Objasnimo dodatno definiciju znacenja za I,,((3x).A). Cilj je odredivanje vrednosti formule (3x).A svesti na
odredivanje vrednosti jednostavnije formule, formule A. Formula A zavisi od promenljive z, ali i od nekih drugih
promenljivih (od svih promenljivih koje u njoj imaju slobodna pojavljivanja). Valuacija v svim tim promenljivim
dodeljuje neke vrednosti. I intuitivno je oc¢ekivano da istinitosna vrednost formule (3x).A u interpretaciji I, ne
zavisi od v(x), ali da zavisi od vrednosti drugih slobodnih promenljivih u v. Razmotrimo primer (3z)p(z,y) i
pitanje da li je ova formula ta¢na u interpretaciji I,. Intuitivno, ta¢na je ako mozemo pogodno da izaberemo
vrednost za x, da je vrednost y nepromenjena, odredena valuacijom v i da je za takve vrednosti promenljivih
formula p(z,y) tatna. Ako smo nekako pogodno izabrali vrednost za z, a zadrzali vrednost za y, time smo,
zapravo, definisali novu valuaciju — w, koja ima istu vrednost za y kao i valuacija v. Dakle, ako smo mogli da
izaberemo takvu valuaciju, onda je I,((3z)p(x,y)) = 1. Opsti slucaj, slutaj (3x).A, je analogan: ako moZemo
da izaberemo vrednost za x, zadrZav§i vrednosti promenljivih kao u v, tako da je formula A tacna, onda je
I,((3z).A) = 1. Drugim re¢ima, ako postoji valuacija w takva da je w ~, v i I,(A) = 1, onda je I,((3z)A) = 1.
Analogno objasnjenje vazi i za definiciju znacenja za I, ((Vz).A).

Moze se dokazati da je datom definicijom svakoj formuli A nad signaturom £ i skupom V pridruzena (jedin-
stvena) vrednost I,,(A). Primetimo da I,,(A) zavisi od v(z) samo ako promenljiva 2 ima slobodna pojavljivanja
u formuli A. Vrednost I,,(A), dakle, zavisi samo od slobodnih promenljivih u formuli A. Specijalno, ako je A
recenica, vrednost I,(A) uopste ne zavisi od v.
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Primer 9.16. Za L-strukturu iz primera 9.12, ako je, na primer, v(x) = iv(y) = , onda je

L, (above(x,y)) = ,jeste iznad“(L,(z), I,(y)) = ,jeste iznad“(, ) ="
jer za konkretnu gomilu kutija sa slike iz primera 9.1 jeste tac¢no da je 1znad . Sli¢no,

I, (above(y, x)) = jeste iznad“(L,(y), I, (x)) = ,jeste iznad“(, ) =0.
Ako je, na primer, v(z) = iv(y) = , onda je
I, (above(x,y)) = jeste iznad“(L,(z), I,(y)) = .jeste iznad“(, ) =0.

Primer 9.17. Jedna moguéa L-struktura za signaturu £ = ({}, {abovey, below,s}) (iz primera 9.3) je
i (Z,1), gde je Z skup celih brojeva, a I je funkcija koja predikatske simbole above i below preslikava u
relacije > i < nad celim brojevima.

Ako je, na primer, v(z) = 3 iv(y) =5, onda je I,(above(x,y)) jednako > (I,(x), I,(y)) tj. > (3,5) =0,
jer za cele brojeve 3 i 5 je 3 > 5 netacno.

Vrednost I,(3x above(x,x)) jednaka je 0, jer ne postoji valuacija w za koju vazi w ~, v (kako nema
relevantnih promenljivih sem x, ovo ogranicenje nije relevantno) takva da je I,,(above(z,x)) = 1, jer ne
postoji ceo broj ¢ (jednak w(x)) takav da je c > c.

Vrednost I,(Vx —above(x,x)) jednaka je 1, jer u svakoj valuaciji w vaZi da je I,(—above(x,z)) = 1,
tj. I, (above(z,xz)) =0, jer je ¢ > ¢ netaéno za svaki ceo broj c.

Primer 9.18. Za signaturu £ = ({ejo, %2}, {</2}), iz primera 9.6, jedna moguca L-struktura je par
(Z,1), gde je Z skup celih brojeva, a I funkcija koja simbol e preslikava u ceo broj 0, funkcijski simbol x u
operaciju sabiranja nad celim brojevima, a predikatski simbol < u relaciju < nad celim brojevima. Ako je, na
primer, v(z) = 3, v(y) = —4, onda je (koristeéi infiksni zapis) I,((zxy) < e) jednako I,(x)+1I,(y) < I,(e),
tj. 34+ (—4) < 0, tj. jednako 1.

Za, istu signaturu moguca je sliéna interpretacija, sa univezumom koji je skup prirodnih, a ne celih brojeva.

Za istu signaturu jedna moguéa L-struktura je i par (D, I), gde je D skup dana u nedelji — {ponedeljak,
utorak, sreda, cetvrtak, petak, subota, nedelja}, a I funkcija koja simbol e preslikava (na primer) u
element nedelja, funkcijski simbol x u funkciju koja za dva dana vraéa dan izmedu njih (za ponedeljak
i petak, to je sreda, a za ponedeljok i utorak, to je, recimo, ponedeljak) i simbol < preslikava u relaciju
Lprethodni dan®.

Primer 9.19. Za signaturu £ = ({sokrat o}, {man /i, mortal, }) iz primera 9.5 jedna moguca L-struktura
je par (D, 1), gde je D skup svih Zivih bica, a I funkcija koja simbol sokrat preslikava (na primer) w osobu
Sokrat, predikatski simbol man u relaciju ,biti covek”, predikatski simbol mortal u relaciju ,biti smrtan”.

sokrat

man(sokrat) = Sokrat je covek

mortal(y) Platon je smrtan

Za istu signaturu jedna L-struktura je i par (N, I), gde je N skup prirodnih brojeva, a I funkcija koja
simbol sokrat preslikava (na primer) u broj 0, predikatski simbol man w unarnu relaciju ,biti slozen broj”,
predikatski simbol mortal u unarnu relaciju ,biti paran broj”.
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Sve navedeno jos§ uvek deluje ¢udno, pa i beskorisno: ukoliko formulama mozemo pridruziti skoro proizvoljno
znacenje, kakva korist moze biti od njih? Zaista, u primenama se obi¢no na neki na¢in suzava skup moguéih
interpretacija, na one pogodne za konkretan problem koji se resava. Na primer, u analizi programskog koda
moze da bude pogodna interpretacija nad strukturom celih brojeva. U nekim takvim situacijama, valjanost
formula moZe da se ispituje specijalizovanim algoritmima koji podrazumevaju jednu, fiksiranu interpretaciju.
Alternativno, u mnogim primenama u kojima nije moguée razmatrati samo jednu fiksiranu interpretaciju ili
kada ne postoji specijalizovani algoritam za ispitivanje valjanosti u nekim fiksiranim interpretacijama, formule
se konstrui§u na nacin koji eliminiSe sve irelevantne interpretacije. To se postiZe formulisanjem pogodnih aksioma
i ispituje se da li je neka formula njihova logic¢ka posledica, a to pitanje svodi se na ispitivanje valjanosti u svim
moguéim interpretacijama. O oba opisana scenarija bice re¢i u daljem tekstu.

Definicija 9.12 (Zadovoljivost i valjanost). Ako je interpretacija I, odredena L-strukturom D i valuacijom
v i ako za formulu A nad signaturom L vazi I,(A) = 1, onda kaZemo da je formula A tatna u interpretaciji
L,, da je par (D,v) model (eng. model) formule A i pisemo (D,v) = A.

Formula A nad signaturom L je zadovoljiva (eng. satisfiable) ako postoje L-struktura © i valuacija
v takve da vaZi (D,v) = A, a inace kaZemo da je kontradiktorna (eng. contradictory) ili nezadovoljiva
(eng. unsatisfiable). Formula A nad signaturom L je poreciva (eng. falsifiable) ako postoje L-struktura
i valuacija v takve da ne vazi (D,v) = A.

Ako za neku L-strukturu © vazi (D,v) E A za svaku valuaciju v, onda kaZemo da je formula A valjana
(eng. valid) u ©, da je © model formule A i pisemo ® = A.

Ako je formula A nad signaturom L wvaljana u svakoj L-strukturi, onda za tu formulu kaZemo da je
valjana i pisemo = A.

Analogne definicije uvodimo za skupove formula. Na primer, skup formula I' je konzistentan (ili zadovoljiv)
ako ima bar jedan model, a inate kazemo da je skup I' nekonzistentan, nezadovoljiv, ili kontradiktoran.

Primer 9.20. Formula Jx(xz < e) tacna je w prvoj interpretaciji iz primera 9.18 (za univerzum celih
brojeva), a nije taéna u drugoj interpretaciji (za univerzum prirodnih brojeva). Dakle, ona nije valjana.

Primer 9.21. Formula Yx(man(z) = mortal(x)) je taéna w prvoj interpretaciji iz primera 9.19 (za
univerzum koji ¢ine sva Ziva bida), a nije taéna u drugoj interpretaciji (za univerzum prirodnih brojeva).
Dakle, ona nije valjana.

Primer 9.22. Twvrdnja ,postoji driava koja se granici sa Italijom i Austrijom® moZe se formulisati u
terminima logike prvog reda na sledeéi nacin:

Iz (driava(z) A granideSe(italija, x) A graniceSe(austrija, z))
gde su italija i austrija simboli konstanti, a drZava,, i graniceSe,, su predikatski simboli.

Univerzum za prirodnu interpretaciju ¢ini skup svih drZava sveta, predikatski simboli su interpretirani
na prirodan, intuitivan nacin i w odgovarajuéoj interpretaciji navedena formula je tacna za proizvoljnu
valuaciju (jer formula nema slobodnih promenljivih, pa njena vrednost ne zavisi od valuacije).

Primer 9.23. Formule Vz (p(x) = q(vy)) i (Vz p(z)) = q(y) koje se razlikuju po dosegu kvantifikatora
Y mogu imati razli¢ita znacéenja. Jedna moguca interpretacija ovih formula odredena je domenom koji
¢ine svi studenti koji pohadaju neki kurs, p(x) se interpretira kao ,student X ée poloZiti ispit, a q(y) se
interpretira kao ,student Y ée se obradovati“ (gde su X 1Y wvrednosti promenljivih x i y u interpretaciji).
Prva formula se, onda, interpretira kao ,za bilo kojeg studenta koji pohada kurs vazi: ako taj student poloZi
ispit, Y ce se obradovati, tj. ,ako neki student poloZi ispit, Y ée se obradovati®, §to odgovara i znacenju
formule (3z p(x)) = q(y)), a druga kao ,ako svaki student koji pohada kurs poloZi ispit, Y ée se obradovati®.

Veé i na osnovu relativno jednostavnih primera, vidi se da ispitivanje valjanosti ili valjanosti u nekoj £L-
strukturi neposredno, na osnovu definicije, moze biti veoma mukotrpno. I zaista, takvo ispitivanje se i ne
koristi u primenama. Umesto toga, obi¢no se koriste namenske procedure opisane u narednim poglavljima. One
implicitno koriste definicije valjanosti i u stanju su da utvrde da li je neka formula valjana.
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9.2 Logicke posledice i logicki ekvivalentne formule

Cesto je veoma vazno pitanje da li je neka formula posledica nekih drugih formula. Ovo pitanje moze se
opisati u terminima pojma logicke posledice, analogno kao u slucaju iskazne logike.

Definicija 9.13 (Logicka posledica i logicka ekvivalencija). KaZemo da je formula A logitka posledica
(eng. logical consequence) skupa formula I' nad istom signaturom L i pisemo I' = A, ako je svaki model
za T istovremeno i model za A.

KazZemo da su formule A i B nad istom signaturom L logi¢ki ekvivalentne (eng. logically equivalent) 4

pisemo A = B ako vazi {A} =B i {B} E A.

Ako ne vazi T’ = A, onda to zapisujemo I' £ A. Kao i u iskaznoj logici, formula je logi¢ka posledica praznog
skupa formula ako i samo ako je valjana. Ako je formula A logi¢ka posledica praznog skupa formula, onda
umesto {} & A, to zapisujemo krace | A, ba$ kao §to veé zapisujemo valjane formule. Kao i u iskaznoj logici,
ako je skup I' kontradiktoran, onda je svaka formula njegova logic¢ka posledica. Specijalno, svaka formula je
logitka posledica skupa {L}. Ako je skup I" kona¢an, onda umesto {B1, Bs, ..., Br} E A pisemo kracée By, Ba,
.. By E A

Primer 9.24. Ako sa T' oznacimo skup formula (iz primera 9.3):

{ VaVy(above(z, y) = —above(y, x)), VaVy(above(x,y) < below(y, z)), VaVyVz(above(z,y)Aabove(y, z) =
above(z, 2)) },

onda se moZe pokazati da vaZi: T' = VaVyVz(above(y, x) A below(z, x) = above(y, z)).

Primer 9.25. Ako sa T’ oznacimo skup formula (iz primera 7.2):
{ VaVyVz (predak(z,y) A predak(y, z) = predak(z, z)), Vz predak(otac(x),z) }
onda se moZe pokazati da vaZi:

I = predak(otac(otac(Ana)), Ana)

Ako vazi A = B, tj. ako je svaki model za A istovremeno i model za B i obratno, onda u bilo kojoj valuaciji
formule A i B imaju jednake vrednosti. Tvrdenja oblika A = B zovemo logickim ekvivalencijama. Relacija = je,
otigledno, relacija ekvivalencije nad skupom formula. Naredna teorema daje vezu izmedu meta i objektnog nivoa:
uslov logicke posledice moze se svesti na uslov valjanosti i obratno. Ako postoji efektivan nacin za reSavanje
jednog problema onda postoji i efektivan nafin za reSavanje drugog.

Teorema 9.1. Za proizvoljne formule A, B, By, B, ..., By nad istom signaturom L vaZi:
e A= B akko je formula A = B valjana;
o A =B akko je formula A < B valjana;

o B1,Bs,...,B; lZ.A akko By ANBa A\ ...\ By ):.A tj.
akko je formula By A Ba A ... A By = A valjana tj.
akko je formula By A Ba A ... A Bi A A nezadovoljiva.

Ako se u proizvoljnoj logic¢koj ekvivalenciji iskazne logike, svaka iskazna formula zameni formulom logike
prvog reda, bi¢e ofigledno dobijena logicka ekvivalencija logike prvog reda, na primer, == A4 = A. Postoje i
logicke ekvivalencije logike prvog reda koje ne mogu biti dobijene na taj nacin.

Primer 9.26. Neke od shema logickih ekvivalencija logike prvog reda su:
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ﬂ(ﬂl‘)A = (Vx)—'A De Morganov zakon
-(Vz)A = (Jx)-A De Morganov zakon
VevyAd = VyvzA zamena poretka kvantifikatora
JzxdyA = FydzA zamena poretka kvantifikatora
(Elsc) (.A V B) = (HI).A V (31‘)8 zakon distributivnosti 3 prema V
(VLU) (.A AN B) = (Vx)A A (V:C)B zakon distributivnosti ¥V prema A
(Hsc) (A AN B) = (ﬂm)A AB zakon distributivnosti 3 prema A
(pri cemu B ne sadrzi slobodna
pojavljivanja promenljive x)
(V:c) (A V B) = (Vm)A VB zakon distributivnosti ¥V prema V
(pri ¢emu B ne sadrZi slobodna
pojavljivanja promenljive x)
(Vx)A = (Vy) (.A[.T = y]) zakon o preimenovanju vezane

promenljive (pri cemu A ne sadrZi

slobodna pojaviljivanja promenljive y)
(EIx).A = (Ely) (A[(K — y]) zakon o preimenovanju vezane

promenljive (pri demu A ne sadrzi

slobodna pojavljivanja promenljive y)

Logicka ekvivalencija VaVyA = VyVz.A govori da dva univerzalna kvantifikatora mogu da zamene mesta, a
isto vazi i za egzistencijalne kvantifikatore. To sustinski zna¢i da u bloku kvantifikatora iste vrste poredak tih
kvantifikatora nije bitan. S druge strane, univerzalni i egzistencijalni kvantifikator ne mogu, u opstem slucaju,
da razmenjuju mesta. Na primer, formule (Vz)(3y).A i (Jy)(Vx).A nisu u opstem slu¢aju logicki ekvivalentne.

Logicke ekvivalencije VoA = VyAlx — y] i Iz A = JyAlz — y] govore o tome da se vezane promenljive mogu
preimenovati bez uticaja na istinitosnu vrednost formule, kao §to je ranije veé nagovesteno.

Naredna teorema kaze da ako se u formuli A zameni neka njena potformula logicki ekvivalentnom formulom,
bi¢e dobijena formula koja je logicki ekvivalentna formuli A.

Teorema 9.2 (Teorema o zameni). Ako vazi C = D, onda je A|C — D] = A.

Primer 9.27. Na osnovu logickih ekvivalencija iz primera 8.14 i 9.26 vazi —=(3x)(A A -B) = (Vz)=(AA
-B) = (Vz)(~AV —-=B) = (Vz)(-mAV B) = (Vz)(A = B).

Iz =(3z)(A AN -B) = (Vz)(A = B), na osnovu teoreme 9.1 sledi da je formula —(3z)(A A -B) &
(Vz)(A = B) valjana.

9.3 Ispitivanje zadovoljivosti i valjanosti u logici prvog reda

U prakti¢nim primenama, onda kada je neki cilj formulisan na jeziku logike prvog reda, centralni problem
postaje ispitivanje da li je neka iskazna formula valjana, da li je zadovoljiva i sli¢no. Poetno pitanje je da li su
ti problemi uopste odlucivi, tj. da li postoje algoritmi koji uvek mogu da daju odgovor na njih. Ukoliko takvi
algoritmi ne postoje, pitanje je da li postoje za neke klase formula logike prvog reda. Sli¢no kao u iskaznoj logici,
problemi ispitivanja valjanosti i zadovoljivosti su povezani: formula je valjana ako i samo ako je njena negacija
nezadovoljiva.

9.3.1 Logika prvog reda i odlucivost

Za razliku od iskazne logike, u logici prvog reda problem ispitivanja valjanosti nije odluéiv, tj. ne postoji
algoritam koji za proizvoljnu formulu moze da utvrdi da li je valjana ili nije. Naravno, isto vazi i za problem
ispitivanja (ne)zadovoljivosti. Ipak, ovi problemi su poluodluéivi: postoji algoritam koji za proizvoljnu valjanu
formulu moZe da utvrdi da je valjana, ali ne moze za proizvoljnu formulu koja nije valjana da utvrdi da
nije valjana (obi¢no se u takvim situacijama algoritam ne zaustavlja). Kako je formula valjana akko je njena
negacija nezadovoljiva, o¢ito je i problem nezadovoljivosti poluodlu¢iv: postoji algoritam koji za proizvoljnu
nezadovoljivu formulu moze da utvrdi da je nezadovoljiva, ali ne moze za proizvoljnu zadovoljivu formulu da
utvrdi da je zadovoljiva. Kako je problem ispitivanja valjanosti neodlu¢iv, neodluciv je (mada je poluodluéiv) i
problem ispitivanja da li vazi I" = @ (za proizvoljan skup I" i formulu ®). Procedure za proveravanje valjanosti
i zadovoljivosti u logici prvog reda zovu se dokazivaci za logiku prvog reda. Te procedure ne ispituju valjanost
i zadovoljivost neposredno na osnovu definicije, veé koriste¢i elegantnije postupke (kao §to je rezolucija koja
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je opisana u nastavku). Zahvaljujuéi takvim op§tim procedurama, za mnoge valjane formule moZe se efikasno
dokazati da su valjane.

U prakti¢nim primenama, Cesto je za neko tvrdenje relevantna samo jedna konkretna L-struktura D (na
primer, za univerzum koji ¢ine realni brojevi, ili gradani neke drzave, ili skup kutija u nekoj sobi). To tvrdenje
moze biti valjano u toj konkretnoj strukturi D, a da nije valjano (te ne mozZe biti dokazano dokazivatem za
logiku prvog reda op$te namene). Dodatno, ukoliko se razmatra samo jedna vrsta modela (tj. pitanje D = ®),
onda za neke vrste formula ispitivanje valjanosti moze da bude odlu¢iv problem.

Primer 9.28. Ako se razmatraju formule nad signaturom (opisanom u primeru 9.3) L = ({}, {above 3, below 5 })
i samo L-struktura (opisana u primeru 9.12) u kojoj je univerzum skup konkretnih kutija prikazanih na slici
u okviru primera 9.1, onda je tako specijalizovan problem ispitivanja valjanosti odluciv (moZe se dizajnirati
jednostavan algoritam koji resava ovaj problem,).

Primer 9.29. Razmotrimo signaturu £ = ({0/0,5/1,+/2},{</2,=/2}) i L-strukturu (Z, 1), gde je Z skup
celih brojeva, a I funkcija koja (prirodno) simbol O preslikava u ceo broj 0, simbol s preslikava w operaciju
sledbenik, funkcijski simbol + u operaciju sabiranja nad celim brojevima, a predikatske simbole < i = u
relacije < i = nad celim brojevima. Ovakva L-struktura odreduje teoriju koju zovemo linearna aritmetika
nad celim brojevima i oznacavamo LIA. Ako je formula ® valjana u ovoj L-strukturi, onda to zapisujemo
Erra ®©. Na primer, valjane su uw LIA formule Va3y (x < y + s(0)) i x +y = y + x (iako nisu valjane u
nekim drugim interpretacijama). Ispitivanje da li vazi =514 © je odluciv problem.

Za ispitivanje valjanosti u konkretnoj strukturi opisanoj u primeru 9.29 i drugim sliénim situacijama koriste
se specijalizovani algoritmi, koje obi¢no zovemo SMT reSavati (od engleskog satisfiability modulo theory — za-
dovoljivost u odnosu na teoriju, jer oni obi¢no problem valjanosti svode na problem zadovoljivosti). Resava¢ za
ispitivanje =74 ® zovemo SMT refavaé za teoriju LIA. Postoji mnostvo takvih resavaca i obi¢no su izgradeni
oko nekog SAT reSavaca. Neki od Cesto kori§éenih sMT refavaca su reSavaci za linearnu aritmetiku nad celim
brojevima, za linearnu aritmetiku nad racionalnim brojevima, za teoriju neinterpretiranih funkcija, za teoriju
nizova, za teoriju lista, itd. Problemi zadovoljivosti (pa i valjanosti) u nabrojanim slu¢ajevima su odluéivi i
SMT reSavali predstavljaju procedure odlucivanja: vrac¢aju odgovor ,da“ ako je zadata formula zadovoljiva u
relevantnoj strukturi i ,,ne; inate. SMT re§avaci imaju brojne primene, posebno u verifikaciji softvera i hardvera
i u reSavanju raznovrsnih problema ogranicenja.

U mnogim primenama, za zadata tvrdenja nisu relevantne sve mogudée interpretacije i L-strukture, veé¢ samo
L-strukture koje ispunjavaju odredene uslove. Ti uslovi Aj, As,..., A, namecu neke specifi¢nosti Zeljenom
znatenju formula i ¢ine aksiome konkretne teorije (na primer, geometrije). Tada se ispitivanje valjanosti formule
® pod zadatim uslovima svodi na ispitivanje da li vazi A, As, ..., A, | ®. Obi¢no nije lako napraviti namenski
algoritam koji moZe da proveri takva tvrdenja, tj. nije lako napraviti specijalizovani reSava¢ (kakvi su SMT
reSavali) za proizvoljnu teoriju zadatu aksiomama. Zato se u takvim situacijama obi¢no dokazivanje tvrdenja
oblika:

A, Aoy AL ED
svodi na dokazivanje da je naredna formula nezadovoljiva (u proizvoljnoj interpretaciji):

AiNANAN . NAL A D
Time se od specifi¢nog razmatranja (vezanog za neke konkretne interpretacije) dolazi do opsteg razmatranja i
nezadovoljivost navedene formule moZe da se ispita nekom op§tom procedurom za ispitivanje nezadovoljivosti
u logici prvog reda (zbog tega dokazivate za logiku prvog reda moZemo neformalno da zovemo i univerzalnim
reSavacima za logiku prvog reda).

Primer 9.30. Ako je' = { VaVyVz (predak(z,y) A predak(y, z) = predak(z, z)), Yz predak(otac(z),z) }
onda vazi T | predak(otac(otac(Ana)), Ana) ako i samo ako je formula VaVyVz (predak(z,y)Apredak(y, z)
predak(z,z)) A Vx predak(otac(z),z) A —predak(otac(otac(Ana)), Ana) nezadovoljiva.

Opisana dva scenarija dva su najéeséa scenarija u prakti¢nim primenama logike prvog reda: ili se koristi
namenski refavac za valjanost u nekoj konkretnoj interpretaciji ili se koristi dokaziva¢ za logiku prvog reda uz
pogodno dizajnirane aksiome.

9.3.2 Normalne forme

Tako se zadovoljivost i valjanost mogu ispitivati za formule proizvoljnog oblika, daleko je jednostavnije algo-
ritme ispitivanja formulisati za formule nekog posebnog oblika. Zbog toga se defini§u normalne forme i algoritmi



9.3. Ispitivanje zadovoljivosti i valjanosti u logici prvog reda 126

kojima se neka formula transformise u te normalne forme. Pod transformacijom se podrazumeva konstruisanje
formule koja je, na primer, logic¢ki ekvivalentna polaznoj formuli i zadovoljava neka sintaksi¢ka ogranicenja.
U nastavku ¢e biti opisan niz koraka koji vodi od formule ¢ija se zadovoljivost razmatra do formule koja ima
specificnu sintaksi¢ku formu i zadovoljiva je ako i samo ako je zadovoljiva polazna formula.

Definicija 9.14 (Preneks normalna forma). KaZemo da je formula u preneks normalnoj formi ako je ona
oblika
Q171Q273 . .. Qrxn A

pri ¢emu je Q; ili ¥V ili 3 i A ne sadrZi kvantifikatore, kao ni slobodne promenljive osim (eventualno)
promenljivih x1, o, ..., Ty,.

Ako je recenica (zatvorena formula) A logicki ekvivalentna formuli B i formula B je u preneks normalnoj
formi, onda kazemo da je formula B preneks normalna forma formule A. Jedna formula moze da ima viSe preneks
normalnih formi (na primer, i formula (Vz)(Vy)(A(z)AB(y)) i formula (Vy)(Vz)(B(y) AA(z)) su preneks normalne
forme formule (Vz).A(z) A (Vy)B(y)). Sli¢no, jedna formula koja je u preneks normalnoj formi moze biti preneks
normalna forma za viSe formula. Transformisanje formule u preneks normalnu formu moze biti realizovano
procedurom prikazanom na slici 9.1. Kada se u proceduri govori o ,primeni neke logicke ekvivalencije, misli se,
kao i ranije, na koris¢enje logickih ekvivalencija na osnovu teoreme o zameni (teorema 9.2). Radi jednostavnosti
procedure i rezultujuce formule, iako to nije neophodno, najpre se eliminisu veznici < i =-.

Procedura na ulazu oéekuje zatvorenu formulu, formulu bez slobodnih promenljivih. To nije bitno ogra-
ni¢enje, jer se procedura obi¢no koristi u okviru §ireg postupka ispitivanja zadovoljivosti, a tada se, u ranijim
fazama, za svaku promenljivu moze odrediti na¢in na koji je kvantifikovana.

[ Algoritam: PRENEX ]

Ulaz: Zatvorena formula logike prvog reda

Izlaz: Preneks normalna forma zadate formule

1: dok god je to moguce radi

2: primeni neku od logickih ekvivalencija:
AeB=(A=B)AB=A),
A= B=-AVBE,

3: dok god je to moguce radi

4: primeni neku od logickih ekvivalencija:
-(AAB)=-AV B,
—(AVB)=-ANA-B,
=(Va)A = (3x)-A,
—(Fx)A = (Va)-A;

5. dok god je to moguce radi

6: primeni neku od logickih ekvivalencija:
(VzA) A B = (Vx)(A A B),
(VzA) Vv B = (Vz)(AV B),
BA(Vz)A= (Vz)(BAA)
BV (Vz)A = (Vz)(BV A),
(FzA) A B = (3x)(A A B)
(FzA) Vv B = (3x)(AV B)
BA(3x)A=3x)(BAA)

BV (3z)A = (3z)(BV.A),
pri Cemu  nema slobodna pojavljivanja u formuli B; ako « ima slobodna pojavljivanja u B, onda treba
najpre preimenovati promenljivu x u formuli (Vx).A (odnosno u formuli (3z).A).

Slika 9.1: Algoritam PRENEX.

Primer 9.31. Razmotrimo formulu

Vo p(z) AVoIyVz(q(y, 2) = r(g9(z),y)) -
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Primenom algoritma PRENEX najpre se (u okviru koraka 1) dobija formula

Va p(x) AVeIyVz(—q(y, 2) V r(g9(x),y)) -

Nakon koraka
Va(p(z) AVaeIyvz(-q(y, z) V (9(),v))) ,

kako je promenljiva x slobodna uw p(x), najpre éemo preimenovati vezanu promenljivu x u u (u okviru
formule Vx3yVz(=q(y, z) vV r(g9(x), y))):

Va(p(x) AVuIyVz(—q(y, 2) V r(g(u), y))) -

Nakon toga kvantifikatori Yu, Jy, Vz mogu, jedan po jedan, biti pomereni na pocéetak formule:

VaVudyVz(p(z) A (q(y, z) V r(g(uw),y))) -

Korektnost navedenog algoritma moze se dokazati sli¢no kao korektnost procedure za transformisanje formule
u konjunktivnu normalnu formu (teorema 8.5).

Teorema 9.3 (Korektnost algoritma PRENEX). Algoritam PRENEX se zaustavlja i zadovoljava sledeée
svajstvo: ako je A ulazna (zatvorena) formula, onda je izlazna formula A" u preneks normalnoj formi i vazi

A=A

U nekim situacijama moguce je primeniti neki korak navedenog algoritma na viSe od jednog nacina. Na
primer, formulu (Vz)p(x) A (Jy)q(y) moguce je transformisati i u (Va)(p(z) A (3y)q(y)) i u Fy)(Vx)p(z) Aqy)).
Obe ove formule su, naravno, logicki ekvivalentne sa polaznom formulom. Ipak, u situacijama kada postoji
izbor, uvek ¢emo radije egzistencijalni kvantifikator uciniti spoljnim u odnosu na univerzalni nego obratno.
Takav prioritet uvodimo zarad jednostavnijeg koraka skolemizacije (o kojem ¢e biti reti u nastavku).

Definicija 9.15 (Konjunktivna normalna forma). Formula logike prvog reda koja ne sadrzi kvantifikatore
je u konjunktivnoj normalnoj formi ako je oblika

ATNAs A NA,

pri éemu je svaka od formula A; (1 <i <n) klauza (tj. disjunkcija literala).

Konjunktivna normalna forma formule predikatske logike (bez kvantifikatora) moZe se dobiti na na¢in ana-
logan slucaju iskazne logike (videti poglavlje 8.3.2). Dobijena formula logi¢ki je ekvivalentna polaznoj formuli.

Primer 9.32. Konjunktivna normalna forma formule

p(x) A (q(y, 2) = r(g(u),y))

je formula

p(z) A (=q(y, 2) Vr(g(u),y)) -

Nakon primene algoritama PRENEX i KNF, formula je u obliku

lelQZxQ cee annAa

pri ¢emu je @, ili V ili 3 i formula A je u konjunktivnoj normalnoj formi. Za razmatranje zadovoljivosti ovakve
formule bilo bi jos pogodnije ako bi svi kvantifikatori @; bili univerzalni. Medutim, ne moZe se proizvoljna formula
(na primer, formula (3z)p(z)) transformisati u formulu takvog oblika a da joj je, pri tome, logicki ekvivalent-
na. No, moguce je nesto drugo: proizvoljna formula moze se transformisati u formulu oblika Vx1Vzs ... Vz,A
koja je zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva polazna formula (tada kaZemo da su te dve formule slabo
ekvivalentne, analogno kao u slu¢aju iskazne logike). Tu transformaciju, transformaciju koja ,eliminise” egzi-
stencijalne kvantifikatore, zovemo skolemizacija (po matemati¢aru Skolemu koji ih je prvi koristio). Ona se
zasniva na pro§irivanju polazne signature novim funkcijskim simbolima. Te dodatne funkcijske simbole zovemo
Skolemovim konstantama (za funkcijske simbole arnosti 0) i Skolemovim funkcijama.

Pretpostavimo da reCenica pocinje egzistencijalnim kvantifikatorom: 3y.A. Treba izabrati novi simbol kon-
stante d koji se ne pojavljuje u signaturi, obrisati kvantifikator i zameniti promenljivu y simbolom d. Na taj



9.3. Ispitivanje zadovoljivosti i valjanosti u logici prvog reda 128

nacin formula Jy.A transformise se u formulu Ay — d]. MozZe se dokazati da je formula Jy.A zadovoljiva ako i
samo ako je formula Ay — d] zadovoljiva.

Ako recenica pocinje nizom od n univerzalnih kvantifikatora: Vz; Vao ... Vz, Jy A, onda uvodimo novi
funkcijski simbol f arnosti n koji do tada nije postojao u signaturi. Polazna formula bi¢e onda transformisana u
formulu Va1 Vs .. . Vo, Aly — f(x1,22,...,2,)]. MoZe se dokazati da je formula Va1 Vas . .. Vo, Jy.A zadovoljiva
ako i samo ako je formula V& 1Vas ... Vo, Aly — f(x1,29,...,2,)] zadovoljiva. (Primetimo da je uvodenje nove
konstante samo specijalni slu¢aj uvodenja novog funkcijskog simbola.)

Primer 9.33. Skolemizacijom se formula

VaVudyVz (p(x) A (—q(y, 2) V r(g(u),y)))

transformise u formulu

Vavuz (p(x) A (~g(h(w, v), 2) V r(g(w), h(z,u)))) -

Teorema 9.4 (Teorema o skolemizaciji). Ako je formula B nad signaturom L' dobijena skolemizacijom od
recenice A nad signaturom L koja je u preneks normalnoj formi, onda je A zadovoljiva ako i samo ako je
B zadovoljiva.

Transformisanje formule u preneks normalnu formu, pa transformisanje dela formule bez kvantifikatora u
konjunktivnu normalnu formu, pa eliminisanje skolemizacijom egzistencijalnih kvantifikatora, jednog po jednog,
dovodi do specifi¢ne sintaksi¢ke forme koju zovemo klauzalna forma:

Definicija 9.16 (Klauzalna forma). Formula je u klauzalnoj formi ako je oblika
V:chg 000 VQInA

gde je A formula bez kvantifikatora, u konjunktivnoj normalnoj formi i bez slobodnih promenljivih osim,
eventualno, promenljivih x1,xo, ..., %y.

Ako je formula VziVzs ... Va, A u klauzalnoj formi, onda se ¢esto u zapisu izostavljaju kvantifikatori i pise
samo A, podrazumevajuci da se misli na univerzalno zatvorenje formule A.

Teorema 9.5. Neka je formula B (u klauzalnoj formi) dobijena od recenice A wuzastopnom primenom
sledeéih postupaka:

e transformisanje formule u preneks normalnu formu;
e transformisanje dela formule bez kvantifikatora u konjunktivnu normalnu formu;
o skolemizacija.

Tada je formula A zadovoljiva ako i samo ako je B zadovoljiva.

Navedena teorema kaze da transformisanje formule u klauzalnu formu ne daje njoj logicki ekvivalentnu
formulu, ve¢ formulu koja joj je samo slabo ekvivalentna. Medutim, to je dovoljno u kontekstu ispitivanja
zadovoljivosti: ako se ispituje zadovoljivost recenice A, dovoljno je ispitati zadovoljivost formule B koja je u
klauzalnoj formi i slabo ekvivalentna sa formulom A. To daje i put za dokazivanje da je neka formula A valjana:
dovoljno je dokazati da je formula —.A nezadovoljiva, pa je dovoljno i dokazati da je klauzalna forma formule
- A nezadovoljiva.

Primer 9.34. Ako je ' = { VaVyVz (predak(z,y) A predak(y, z) = predak(z,z)), Va predak(otac(z),z) }
onda vaZi

T | predak(otac(otac(Ana)), Ana) ako i samo ako je formula

VaVyVz (predak(x,y) A predak(y, z) = predak(z, 2)) A Va predak(otac(x), z) A —predak(otac(otac(Ana)), Ana)
nezadovoljiva. Klauzalna forma ove formule je
VaVyVzVu (—predak(z,y) V —predak(y, z) V predak(z, z)) A predak(otac(u),w) A —predak(otac(otac(Ana)), Ana)
1 za nju je potrebno proveriti da li je nezadovoljiva.
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Primer 9.35. Formula A = (Vz)p(z,z) = (Yy)p(y,y) nad signaturom L je valjana. To se moZe dokazati
na sledeéi nacin.

Formula —A je jednaka ~((V2)p(z, ) = (Yy)p(y, y)) i njena preneks normalna forma je (3y)(Vx)(p(z, z)A
—p(y,y)). Skolemizacijom dobijamo formulu p(x,x) A —p(c,c), gde je ¢ novi simbol konstante. Neka je L'
signatura dobijena prodirivanjem signature L simbolom c. MoZe se pokazati da je formula p(z,x) A —p(c,c)
nezadovoljiva — ili neposredno koristeéi definiciju zadovoljivosti ili koristeéi metod rezolucije opisan u na-
stavku. Kako je formula p(z,x) A —p(c, c) nezadovoljiva, polazna formula A je valjana.

9.3.3 Unifikacija

Problem unifikacije je problem ispitivanja da i postoji supstitucija koja €¢ini dva izraza (dva terma ili dve
formule) jednakim.

Definicija 9.17 (Unifikabilnost i unifikator). Ako za izraze ey i es postoji supstitucija (promenljivih ter-
movima) o takva da vaZi eyo = exo, onda kaZemo da su izrazi ey i e unifikabilni i da je supstitucija o
unifikator (eng. unifier) za ta dva izraza.

Primer 9.36. Neka je term t; jednak g(x,z), neka je term to jednak g(y, f(y)) i neka je o supstitucija
[y — z,z — f(x)]. Tada je i t10 i tao jednako g(z, f(x)), pa su termovi ty ity unifikabilni, a o je (jedan)
njihov unifikator. Unifikator termova t1 i te je na primer, i [x — a,y — a,z — f(a)]. Termovi g(x,x) @
9(y, f(y)) nisu unifikabilni.

Dva unifikabilna izraza mogu da imaju viSe unifikatora. Za dva unifikatora oy i o9 kaZemo da su jednaka do
na preimenovanje promenljivih ako postoji supstitucija A koja je oblika [v] — v, v — v, ... v, — v)], pri
¢emu su v} i v/ simboli promenljivih i vazi o1\ = 0.

Primer 9.37. Naredni parovi unifikatora izraza g(x,z) i g(y, f(y)) jednaki su do na preimenovanje pro-
menljivih:

eo1=y—z,z— f(z)], 02 =[y— x,z— f(a)], zaista, za X =[] vaZi o1\ = 09;
e o= [y—x,z— f(x)], 00 =[x y,z— f(y)], zaista, za A\ = [x — y| vaZi o1\ = 0;

eo1=[y—=x,z— f(z)], 00 =[x u,y— u,z— f(u)], zaista, za \ = [z > u| vazi o1\ = 03.

Definicija 9.18 (Najopstiji unifikator). Supstitucija o je najopstiji unifikator (eng. most general unifier)
za izraze e1 i es ako svaki unifikator T izraza ey i es moZe biti predstavljen kao kompozicija supstitucije o
i neke supstitucije (.

Primer 9.38. I[zrazi predak(otac(u),u) i predak(z,y) su unifikabilni i njihov najopstiji unifikator je [x —
otac(u),y — ul.

Svaka dva unifikabilna izraza imaju najop§tiji unifikator, jedinstven do na preimenovanje promenljivih. Na
slici 9.2 dat je opis opsteg algoritma za odredivanje najopstijeg unifikatora za niz parova izraza. Algoritam
unifikacije ili vraca trazenu supstituciju ili se zaustavlja sa neuspehom, ukazujuéi na to da trazena supstitucija
ne postoji. Primetimo da je korak 6 algoritma (application) (kao i neke druge korake algoritma) moguce u opstem
slu¢aju primeniti na viSe nacina. Bilo koji od tih nagina vodi istom rezultatu — neuspehu (ako ne postoji trazeni
unifikator) ili jednom od unifikatora koji se mogu razlikovati samo do na preimenovanje promenljivih.

Primer 9.39. llustrujmo rad algoritma Najopstiji unifikator na primeru sledeéa dva para termova:

(g(y),x), (f(x,h(x),y),f(g(z),w,z))

Primenom koraka 3 (orientation) dobijamo

(@,9(), (f (@, h(x),y), f(9(2), w, 2)).

Primenom koraka 4(a) (decomposition) dobijamo

(z,9()), (z, 9(2)), (h(z), w), (y, 2)-
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Algoritam: Najopstiji unifikator

Ulaz: Niz parova izraza (s1,t1), (S2,t2), .., (Sn,tn)
Izlaz: Najopstiji unifikator (ako on postoji) o takav da vazi s10 = t10, 00 = a0, ...,8,0 = t,0 .
1: dok god je moguce primeniti neko od navedenih pravila radi

2: {Korak 1 (factoring):}
: ako postoji par koji ima vise od jednog pojavljivanja onda
obrisi sva njegova pojavljivanja osim jednog;
5; {Korak 2 (tautology):}
: ako postoji par (¢,t) onda

obrisi ga;
{Korak 3 (orientation):}
9: ako postoji par (¢, ), gde je x promenljiva, a ¢ nije promenljiva onda
10: zameni par (¢, x) parom (z,t);
11: ako postoji par (s,t), gde ni s ni ¢ nisu promenljive onda
12: ako je s jednako p(uy,us, ..., u) it je jednako p(vy,vs, ..., vg) (gde je ¢ funkcijski ili predikatski
simbol) onda
13: {Korak 4(a) (decomposition):}
14: dodaj parove (uy,v1), (ug,v2), ..., (uk,vg) i obrisi par (s,t);
15: inace
16: {Korak 4(b) (collision):}
17: zaustavi rad i kao rezultat vrati neuspeh;
18: {Korak 5 (cycle): }
19: ako postoji par (z,t) takav da je 2 promenljiva i ¢ term koji sadrzi z onda
20: zaustavi rad i kao rezultat vrati neuspeh;
21: {Korak 6 (application): }
22: ako postoji (z,t), gde je = promenljiva a ¢ term koji ne sadrzi = i x se pojavljuje i u nekim drugim
parovima onda
23: primeni supstituciju [z — t] na sve druge parove;

24: vrati tekuéi skup parova kao najopstiji unifikator.

Slika 9.2: Algoritam Najopstiji unifikator.

Primenom koraka 3 (orientation) dobijamo

(@,9()), (%, 9(2)), (w, h(z)), (y, 2)-

Korak 6 (application) moguce je primeniti na vise nadina. Primenom za par (y, z) dobijamo
(2,9(2)), (z,9(2)), (w, h(x)), (y, 2).-

Primenom koraka 1 (factoring) dobijamo

(2,9(2)), (w, h(z)), (y, ).

Primenom koraka 6 (application) dobijamo

(x,9(2)), (w, h(g(2))), (v, 2)-

Ovaj niz parova odreduje trazeni najopstiji unifikator o = [x — g(z), w— h(g(2)), y — z].

Primer 9.40. Razmotrimo sledeéi par izraza (g(z,x),g(y, f(y))) .

Primenom koraka 4(a) (decomposition) dobijamo dva para izraza:

(@,9), (2, f())-

Korak 6 (application) moZe se primeniti na dva naéina. Primenom za par (z,y) dobija se (z,y),
(y, f(y)), odakle se, primenom koraka 5 (cycle) dolazi do neuspeha. Dakle, polazni izrazi nisu unifikabilni.

Naravno, isti zakljucak bio bi dobijen i da je korak 6 (application) bio primenjen za par (z, f(y)).
Tada se dobija (f(y),y), (z, f(vy)), odakle se, primenom koraka 8 (orientation) i koraka 5 (cycle) dolazi do
neuspeha.
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Teorema 9.6 (Korektnost algoritma Najopstiji unifikator). Algoritam Najopstiji unifikator zadovoljava sle-
decée uslove:

e zaustavlja se;

e ako vrati supstituciju, onda je ona najopstiji unifikator za dati niz parova izraza;

e ako se algoritam zaustavi i vrati neuspeh, onda ne postoji unifikator za dati niz parova izraza.

Navedeni algoritam za unifikaciju nije efikasan. Postoje znatno efikasniji algoritmi i mnogi od njih zasnovani
su na kori§éenju pogodnih struktura podataka i implicitnom primenjivanju supstitucije (iz koraka 6). Neki
od tih algoritama imaju linearnu vremensku sloZenost (po broju polaznih parova) i unifikatore predstavljaju
implicitno (u vidu grafova). No, u opstem slu¢aju, najopstiji unifikator moze imati i eksponencijalnu duzinu
(po broju polaznih parova), te ga nije moguce eksplicitno predstaviti u linearnom vremenu. To ilustruje slede¢i
primer.

Primer 9.41. Za skup parova
(xla f(x07m0))

(z2, f(z1,21))

(xn» f(xnfla xnfl))

Najopstiji unifikator sadrzi zamenu x, — t, gde je t term koji sadrzi samo simbole xy i f, pri cemu ima
2" — 1 pojavljivanja simbola f.

Unifikacija ima mnoge primene. Neke od njih su u transformisanju izraza koris¢enjem raspolozivih pravila,
a neke u metodu rezolucije.

Primer 9.42. U primeru 8.17, obrazloZeno je zasto se u C programu uslov

if (!(la && 'b) || ©)
moZe zameniti sledeéim redom:

if (a Il b || <)

Kompilatori vrse takve izmene tokom prevodenja, na nacin pojednostavijeno opisan u nastavku. Kom-
pilator moZe da ima raspoloZiva pravila poput

'('x && 'y) —x || y.

Kompilator razmatra izraz ' ('a && 'b) || c i njegove podizraze i ispituje da li na njih moZe da pri-
meni neko od raspoloZivih pravila. Pravilo je primenljivo ako se njegova leva strana moZe unifikovati sa
izrazom koji se razmatra. Pritom, promenljive koje figurisu u izrazu iz programa smatraju se konstantama
(zato se ova vrsta unifikacije zove jednosmerna unifikacija). U nasem primeru, ' ('x && 'y) moZe da se
unifikuje sa podizrazom '('a && 'b) za wnifikator o = [x — a,y — b]. Vazi (x || y)o =a || b, te se
primenom zamene od izraza if (! (ta && !'b) || c) dobija izraz if (a || b || c).

Ovim je, zapravo, opisan i mehanizam primene logickih ekvivalencija u algoritmima PRENEX i KNF.

9.3.4 Metod rezolucije

Metod rezolucije (eng. resolution method) formulisao je Alen Robinson (Alan Robinson) 1965. godine, sle-
deéi mnogobrojne prethodne rezultate. To je postupak za ispitivanje (ne)zadovoljivosti formule logike prvog
reda u klauzalnoj formi, tj. za ispitivanje (ne)zadovoljivosti skupa klauza logike prvog reda. Metod se moze
pojednostaviti tako da je primenljiv za ispitivanje (ne)zadovoljivosti skupa klauza iskazne logike.

Formula koja je u konjunktivnoj normalnoj formi mozZe da ima konjunkte koji se ponavljaju, a njeni konjunkti
mogu da imaju literale koji se ponavljaju. Medutim, na osnovu asocijativnosti i komutativnosti konjunkcije i
disjunkcije, kao i na osnovu logic¢kih ekvivalencija AN A = Ai AV A = A, takva ponavljanja mogu da
se elimini§u i formula koja je u konjunktivnoj normalnoj formi moze da se zameni (logicki ekvivalentnom)
formulom koja je konjunkcija razli¢itih klauza od kojih je svaka disjunkcija razli¢itih literala. Dakle, formula
se moze opisati skupom klauza i, dalje, skupom skupova literala. Takva formula je zadovoljiva ako i samo ako
postoji interpretacija u kojoj su sve njene klauze tatne. Klauza je zadovoljiva ako postoji interpretacija u kojoj
je bar jedan literal iz te klauze tacan, pa se smatra da prazna klauza, u oznaci [J, nije zadovoljiva.
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Moze se osigurati da se logicke konstante T i L ne pojavljuju u skupu klauza. Naime, klauza koja sadrzi
literal T je u svakoj valuaciji tatna, pa moZe biti eliminisana (jer ne utie na zadovoljivost polaznog skupa
klauza). Ako klauza C' sadrzi literal 1, onda taj literal moze biti obrisan, dajuéi novu klauzu C’ (jer je u svakoj
interpretaciji klauza C' tatna ako i samo ako je tatna klauza C”).

U sluéaju iskazne logike, ako je literal [ jednak iskaznom slovu p, onda sa [ oznaavamo literal —p; ako je
literal [ jednak negaciji iskaznog slova p (tj. literalu —p), onda sa [ ozna¢avamo literal p. Za literale [ i | kazemo

da su medusobno komplementni. U slucaju logike prvog reda, ako je literal [ jednak p(tlltg, ..., tp), onda sa
[ oznatavamo literal —p(t1,t2,...,t,), a ako je literal [ jednak —p(t1,t2,...,t,), onda sa [ oznacavamo literal
p(t1,ta, ..., t,). Za literale [ i [ kazemo da su (medusobno) komplementni.

Metod rezolucije (i za iskaznu i za logiku prvog reda) proverava da li je dati skup klauza (ne)zadovoljiv.
Ako je potrebno ispitati da li je formula ® valjana, dovoljno je metodom rezolucije utvrditi da li je formula
—® nezadovoljiva (ovaj vid dokazivanja da je formula ® valjana zovemo dokazivanje pobijanjemn), pri emu je
potrebno najpre formulu —® transformisati u skup klauza. Ako se izvede prazna klauza, onda to znac¢i da je
formula —=® nezadovoljiva, pa je ® valjana; ako u nekom koraku ne moze da se izvede nijedna nova klauza, onda
to znadi da je formula —=® zadovoljiva, pa ® nije valjana. Za razliku od iskaznog slucaja, u logici prvog reda
mogu¢ je i ishod da nove klauze mogu da se izvode beskonatno, a da se pritom ne izvede prazna klauza.

Metod rezolucije za iskaznu logiku. U metodu rezolucije za iskaznu logiku primenjuje se pravilo rezolucije
sledeéeg oblika: .
c’'vi C"vl
c've’
Klauzu C' v C" zovemo rezolventom klauza C’V1i C" V1, a klauze C' VI i C" V1 roditeljima rezolvente. Kazemo

da klauze C" V1 i C" V1 rezolviramo pravilom rezolucije.
Pravilo rezolucije mozZe se zapisati i na sledeéi, intuitivniji naéin:

~C'=1 1= C"
~C" = C”

TNlustrujmo taj oblik pravila jednostavnim primerom nad formulama iskazanim prirodnim jezikom:

—,vedro je = pada kisa“ ,pada kisa“ = ,me¢ se otkazuje“
—,vedro je = . met se otkazuje“

U polaznoj formi pravila rezulucije, navedeno zaklju€ivanje izgleda ovako:

wvedro je“ V pada kiga“ -, pada kiga“ V ,meé¢ se otkazuje*
,wvedro je V,mec se otkazuje“

Metod rezolucije je postupak za ispitivanje zadovoljivosti skupa klauza koji se sastoji od uzastopnog prime-
njivanja pravila rezolucije (slika 9.3).

U primeni metoda rezolucije, niz klauza (polaznih i izvedenih) oznaavaéemo obi¢no sa Ci,Cs,Cs, ... Iza
izvedene klauze zapisivaéemo oznake klauza iz kojih je ona izvedena, kao i redne brojeve literala nad kojim je
primenjeno pravilo rezolucije. Literale u klauzama razdvaja¢emo obi¢no simbolom ’;” (umesto simbolom ’V’).

[ Algoritam: Metod rezolucije }
Ulaz: Skup klauza S
Izlaz: Odgovor zadovoljiv/nezadovoljiv
1: ponavljaj
2 ako u teku¢em skupu klauza postoji prazna klauza (CJ) onda
3: vrati odgovor da je skup klauza S nezadovoljiv;
4: ako se pravilom rezolucije moze izvesti neka nova klauza onda
5 dodaj odgovarajucu rezolventu u tekuci skup klauza (i u skupu zadrzi roditelje te rezolvente);
6 inace
7 vrati odgovor da je skup klauza S zadovoljiv.

Slika 9.3: Algoritam Metod rezolucije.
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Primer 9.43. Metodom rezolucije se iz skupa {{—p,—q,r},{—p, ¢}, {p}, {-r}} moZe izvesti prazna klauza:
Cl : -p, q,T

Ca: g

Cs: p

04: -r

05: -p,r (0172;0272)
Cﬁ: -p (0471;0572)
07 . O (Cg,l;C(;,].)

Skup klauwza {{-p,—q,r},{-p,q},{p}, {—-r}} je, dakle, nezadovoljiv.

Primer 9.44. Metodom rezolucije se iz skupa {{—p,—q,7},{-p,q},{p}} ne moze izvesti prazna klauza.
Ovaj skup klauza je, dakle, zadovoljiv.

U iskaznom sluc¢aju, nad kona¢nim skupom promenljivih koje se pojavljuju u zadatom skupu klauza postoji
konatno mnogo klauza, pa samim tim i mogucih rezolventi tokom primene metoda rezolucije. Zbog toga se
metod rezolucije zaustavlja za svaku ulaznu formulu (tj. za svaki ulazni skup klauza). Moze se dokazati i vige —
da je metod rezolucije procedura odluc¢ivanja za zadovoljivost skupova klauza iskazne logike:

Teorema 9.7 (Teorema o algoritmu Metod rezolucije). Metod rezolucije zaustavlja se za svaku iskaznu
formulu i u zavrsnom skupu klauza postoji prazna klauza ako i samo ako je polazna formula nezadovoljiva.

Metod rezolucije moze se modifikovati na razne nacine radi efikasnosti.

Metod rezolucije za logiku prvog reda. U iskaznoj logici pravilo rezolucije moze da se primeni na sledeée
nacine:

,Sokrat je filozof* = ,Sokrat je ¢ovek* ,Sokrat je ¢ovek” = ,Sokrat je smrtan“
okrat je filozof* = Sokrat je smrtan®

»Platon je filozof* = | Platon je ¢ovek” ,Platon je ¢ovek* = ,Platon je smrtan‘
»Platon je filozof* = ,Platon je smrtan*

U logici prvog reda, pravilo rezolucije (koje ¢e tek biti uvedeno precizno) moze da se primeni na sledeci
nadin:

»x je filozof* = |z je Covek* x je Covek” = ,x je smrtan“

»x je filozof* = |z je smrtan®

Ovakvo zaklju¢ivanje je opstije (pa u tom smislu i bolje) jer iz jednog zakljucka ,,x je filozof* = 2 je smrtan®
primenom supstitucija [¢ — Sokrat] i [« — Platon], moZemo da dobijemo specifi¢na tvrdenja:

,okrat je filozof* = | Sokrat je smrtan® |

»Platon je filozof“ = Platon je smrtan

pa, primenom supstitucije [z — Cezar], i
,Cezar je filozof“ = Cezar je smrtan‘

(iako Cezar nije filozof) i mnoga druga slitna. Ovakvo zakljuéivanje, koje uklju¢uje promenljive logike prvog
reda, ne moze se opravdati u terminima iskazne logike i za njega je potrebno pravilo rezolucije za logiku prvog
reda, motivisano prethodnim primerima. Njegov specijalni slucaj je:

V=4 A=T7
-’ - I

U navedenom pravilu, veznik negacije koji postoji u formuli =TV = A tu je samo radi pogodnijeg zapisa pravila
do kojeg ¢emo doéi kasnije. I formule bez te negacije mogu da se rezolviraju analogno.

Napravimo korak dalje. U navedenom pravilu specijalnog oblika, ista formula A pojavljuje se i u formuli
—I" = A1iuformuli A= I". Ona moze da bude instanca formula A’ i A” koje nisu jednake ali su unifikabilne,
tj. formula A moze da bude jednaka formulama A’c i A”c. To ilustruje naredni primer.
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Primer 9.45. Formule —p(a,y) = q(a,y) i q(z,b) = r(x,b) mogu da se rezolviraju tek ako se na njih
primeni supstitucija o takva da vaZi q(a,y)o = q(z,b)o, na primer, o = [x — a,y — b]. Formule —p(a,b) =
q(a,b) i q(a,b) = r(a,b) se mogu rezolvirati i daju zakljucak —p(a,b) = r(a,b).

Kao 3to je nagovesteno, i formule bez veznika negacije koji postoji u formuli =I" = A mogu da se rezolviraju
analogno i to ilustruje naredni primer.?

Primer 9.46. Pretpostavimo da su date formule
otac(Aleksa,y) = roditelj(Aleksa,y) i
roditelj(x, Branko) = predak(z, Branko).
One mogu da se rezolviraju iako formule roditelj(Aleksa,y) i roditelj(x, Branko) nisu jednake. Naime,
one su unifikabilne i jedan unifikator je o = [x — Aleksa,y — Branko]. Formule
otac(Aleksa, Branko) = roditelj(Aleksa, Branko) i
roditelj(Aleksa, Branko) = predak(Aleksa, Branko)
se mogu rezolvirati i daju zakljucak
otac(Aleksa, Branko) = predak(Aleksa, Branko).
Primetimo da se na osnovu datih formula ne moZe izvesti formula
otac(Aleksa,y) = predak(Aleksa,y).

Pokazano je kako se rezolviraju formule =I" = A’ i A” = T'"”,| kada su formule A’ i A" unifikabilne. Zapravo
se rezolviraju formule (I = A')o i (A" = I")o tj. formule -0 = Ao i A’c = I"0, pri ¢emu je o neki
unifikator za formule A" i A", tj. vazi A'c = A”0o:

I'oc=> Ao Alc=T"0
-I'oc=T"0

Navedeno pravilo moZe se zapisati i na sledeéi nacin:

I'vA)e T"v-A"o
(I"'vIT"o

ili, kao $to je uobictajeno:
1‘\/ \/ AI 1‘\// \/ _|A//
(T'vI")o

uz uslov da je o unifikator za A’ i A”.

Primer 9.47. Klauze
—otac(z,y) V roditelj(x,y) i
—roditelj(xz,y) V predak(z,y)

rezolviraju se na sledeéi nacin:

—otac(z,y) V roditelj(z,y) —roditelj(x,y)V predak(z,y)

—otac(z,y) V predak(z,y)

Unifikator o = [x — Aleksa,y — Branko] daje rezolventu —otac(Aleksa, Branko)Vpredak(Aleksa, Branko).
Ipak, mnogo opstiji zakljuéak je rezolventa —otac(x,y) V predak(z,y), koja se dobija za unifikator o = [].

Kao §to pokazuje i prethodni primer, bolje je da su zakljucci $to op§tiji, te se u pravilu zahteva da je
o najopstiji unifikator za A’ i A”. Zato pravilo rezolucije za logiku prvog reda u nesto opstijem, ali i dalje
specijalnom obliku (tzv. binarna rezolucija) glasi ovako:

F/ \/ A/ F/I \/ “A//
VI

3Primetimo da se u ovom primeru otac koristi kao predikatski simbol, za razliku od primera 9.4 gde se koristi kao funkcijski
simbol. I jedan i drugi pristup mogu imati smisla, u zavisnosti od problema koji se modeluje. Ukoliko se podrazumeva da za svaku
osobu postoji jedinstven otac, onda je pogodno koristiti drugi pristup i on ¢ée dati kompaktnije formule. Ukoliko je, medutim,
potrebno razmatrati i tvrdenja poput tvrdenja da za svaku osobu postoji otac, onda je upotrebljiv samo prvi nacin i tada to
tvrdenje moze da zapige na slede¢i natin: Vz3Iy otac(y, ).



135 9. Automatsko rasudivanje u logici prvog reda

gde su IV i I klauze, a o je najopstiji unifikator za A’ i A”. Opste pravilo rezolucije omoguéava rezolviranje
viSe literala odjednom. Ono moZe biti opisano na sledeéi naéin:
'vVA VALV ... VAL TV -A] VAV .. v AL
(I"VvI"o

gde je o najopétiji unifikator za formule (sve istovremeno) Aj, A5, ..., A, AY, A, ... AL

Primer 9.48. Primenjeno nad klauzama r(g(y)) V p(x) V p(f(y)) i q(z) vV =p(f(g(a))), uz unifikator [y —
gla),z — f(g(a))], opste pravilo rezolucije daje rezolventu r(g(g(a))) V q(f(g(a))).

Obe klauze na koje se primenjuje pravilo rezolucije su (implicitno) univerzalno kvantifikovane. Stoga se
svaka od njihovih varijabli moze preimenovati (jer su formule Va.A(x) i Va' A(2') logicki ekvivalentne). Stavige,
to je neophodno uraditi za sve deljene varijable, jer bi, inace, neke primene pravila rezolucije bile (pogresno)
onemogucdene (jer odgovarajudéi literali ne bi bili unifikabilni).

Primer 9.49. Nad klauzama —p(z,y) V —p(z,y) V p(z,2) i ~p(b,a) moZe se primeniti pravilo rezolucije,
jer su literali p(x, z) i p(b,a) unifikabilni (uz najopstiji unifikator o = [x — b, z — a]). Rezolventa ove dve
klauze je klauza —p(b,y) V —p(a,y).

Ako se pravilo rezolucije primenjuje dalje, onda u dobijenoj klauzi sve promenljive treba da budu prei-
menovane (treba da dobiju imena koja do tada nisu koriséena): —p(b,y’) V —p(a,y’).

Metod rezolucije za logiku prvog reda ima isti opsti oblik kao metod rezolucije za iskaznu logiku (slika 9.3),
s tim §to se koristi opste pravilo rezolucije za logiku prvog reda.

Primer 9.50. DokaZimo da je formula p(a) = (3x)p(z) valjana. Negacija date formule je logicki ekvi-
valentna formuli p(a) A (Va)-p(x). Metod rezolucije primenjuje se na skup klauza {p(a), ~p(x)}. Pravilo
rezolucije moguce je primeniti samo na jedan nacin — literali p(a) i —p(z) se unifikuju supstitucijom [z — a)
i njime se dobija prazna klauza. Odatle sledi da je formula p(a) = (3z)p(z) valjana.

—

Primer 9.51. Dokazimo metodom rezolucije za logiku prvog reda da formula (V) (3y)p(x,y) = 3y)(Va)p(z,y
nije valjana. Negacija date formule je logicki ekvivalentna sa formulom (Vz)(3y)(p(x, y) A (Vy)(3z) —p(z,y))

i sa formulom (Vx)(3y)(Vu)(3v)(p(z,y) A —p(v,u)). Od nje se skolemizacijom dobija skup od dve klauze:
{p(z, f(z)), p(g(z,u),u)}. Pravilo rezolucije nije moguée primeniti na ove dve klauze, odakle sledi da je
formula (Vx)(3y) (p(z,y) A (Yy)(3z)—p(z,y)) zadovoljiva, tj. polazna formula nije valjana.

U primerima izvrSavanja metoda rezolucije, niz klauza (polaznih i izvedenih) oznatava¢emo Cesto sa C;
(1=1,2,...). Iza izvedene klauze zapisivaéemo oznake klauza iz kojih je ona izvedena, redne brojeve literala u
tim klauzama, iskori$éeni najop§tiji unifikator, kao i supstituciju pomoc¢u koje se preimenuju promenljive.

Primer 9.52. DokaZimo da je formula (Vx)(3y)q(z,y) logicka posledica skupa formula
{(vz)By)p(z, y), (Vo) (V) (p(z,y) = q(z,y))} -

Dowoljno je dokazati da je formula

A = ((Vz) Fy)p(z,y) A (Vo) (Vy) (p(2, y) = q(z,9))) = (V2)(3y)q(=, y)

valjana. Preneks normalna forma negacije ove formule je

(Fw) (V) (3y) (Vu) (Vo) (V2) (p(2, y) A (=p(u, v) V q(u, v)) A =q(w, 2)) -

Nakon skolemizacije, ova formula dobija oblik:

(V) (Vu) (Vo) (Vz) (p(x, g(x)) A (=p(u,v) V q(u,v)) A q(c, 2)) ,

pri ¢emu je ¢ nova Skolemova konstanta, a g nova Skolemova funkcija. Konjunktivna normalna forma
formule

p(x, 9(x)) A (=p(u, v) V q(u, v)) A —q(c, 2)

je ista ta formula, pa pocetni skup ¢ine sledeée klauze:
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Ci: p(x,g(z)) (prvi deo hipoteze)
Cy: —p(u,v),q(u,v) (drugi deo hipoteze)
Cs: —q(c,2) (zakljucak)

Prazna klauza izvodi se na sledeéi nacin:
Ci: q(2',g(2") (C1,1;Cy,1), v g(x),u > x;
preimenovanje: [x — ']
CS : O (C371;C471)7 [LL'/ '—)C,Zl—)g(C)]

Primer 9.53. Neka jel' = { VaVyVz (predak(x,y) A predak(y, z) = predak(zx, z)), Yx predak(otac(z),z) }

i dokaZimo:

I = predak(otac(otac(Ana)), Ana). Odgovarajuéa klauzalna forma je

VaVyVzVu (—predak(z,y) V —predak(y, z) V predak(z,z)) A predak(otac(u),u) A —predak(otac(otac(Ana)), Ana),
a skup klauza:

Cy:  —predak(z,y) V —predak(y, z) V predak(x,z)  (prvi deo hipoteze)
Cy: predak(otac(u),w) (drugi deo hipoteze)
C3: —predak(otac(otac(Ana)), Ana) (tvrdenje)

Prazna klauza se izvodi na sledeéi nacin:

Cy: —predak(otac(otac(Ana)),y’) V —predak(y’, Ana) (C4,3;Cs,1), [z — otac(otac(Ana)), z — Anal;
preimenovange [y — Y’

C5:  predak(otac(otac(Ana)), Ana) (C4,1;C, 1), [u— otac(Ana),y’ — otac(Ana)];

C@Z O (05,1;03,1)

Primer 9.54. DokazZimo da je formula
(V) (Vy)(Vz) (above(y, ) A below(z, x) = above(y, z))

logicka posledica skupa formula
{ (V) (V) (above(z, y) = ~above(y, z)),
(Vz)(Yy)(above(z, y) < below(y, z)),
(V) (Vy)(Vz) (above(z, y) A above(y, z) = above(z, z)) }
(videti primere 9.1 i 9.24). Dovoljno je dokazati da je formula
(V) (Vy) (above(z, y) = —above(y,x))) A
(V) (Vy) (above(x, y) < below(y,z))) A
(V) (Vy) (Vz) (above(zx, y) A above(y, z) = above(x, z)))
=
(V) (Vy)(Vz) (above(y, x) A below(z, x) = above(y, z))
valjana. Odgovarajuci skup klauza je:

Cy @ —above(zy,y1) V —above(yr, x1) (prvi deo hipoteze)
Cy:  —above(za,y2) V below(ys, x2) (drugi deo hipoteze)
Cs: —below(xs,ys) V above(ys, x3) (drugi deo hipoteze)
Cy:  —above(xy,ys) V —above(yy, z4)V  (treéi deo hipoteze)
above(xy, z4)
Cs:  above(cy, cy) (prvi deo zakljucka)
Cs:  below(cy, cy) (drugi deo zakljucka)
C7:  —above(cy,c,) (treéi deo zakljucka)
Prazna klauza se izvodi na sledeéi nacin:
Cs:  —above(cy,ys) V —above(ys,c.) (C7,1;C4,3), [xa — ¢y, 24 — ¢3];
preimenovange: [ys — ys]
Cy:  —above(cy,cy) (Cs,1;C5,1), [ys — cu;
Cro: ~below(cy,cy) (C5,2;Cy, 1), [ys — ¢z, w3 > C.];
Cii: O (Cs,1;Ch0,1), []

Primer 9.55. Formula VzVy (p(z,y) = p(y,z)) je logicka posledica formula Vz p(z, z) i VuvoVw (p(u, v) A
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p(w,v) = p(u,w)), jer je formula
A= (Vx p(z,x)) A (VuVovw (p(u, v) A p(w,v) = p(u,w))) =
(VaVy (p(z,y) = p(y, z)))
valjana:
Cy: p(x, {E)
02 : "p(u7v)a"p(wav)7p(u7w)
Cs: p(a,b)
Cy: —p(b,a)
Cs: —p(u',b),p(v, a) (C2,2;C3,1) [w — a,v — b];
preimenovanje: [u — u'
Cs: —p(b,b) (Cy,1;C5,2) [u — b
07: O (0171;0651) [be]
Kao §to je ranije re¢eno, da bismo dokazali da vazi A, Ao, ..., A, = B, dovoljno je dokazati da je formula
A1 ANAs AL AN A, = B valjana, tj. da je formula A; A Ax A ... A A, A =B nezadovoljiva. Ako formule A,
As, ..., A, B nemaju slobodne promenljive, onda ne moramo da u klauzalnu formu transformigemo navedenu
konjunkciju, dovoljno je da u klauzalne forme transformiSemo formule A, As,...,A,, =B pojedina¢no. Time

¢e se dobiti isti skup klauza, ali na jednostavniji nacin, primenljiv i na prethodne primere.

Teorema 9.8 (Saglasnost i potpunost metoda rezolucije). Metod rezolucije je saglasan: ako je primenom
metoda dobijena prazna klauza, onda je i polazni skup klauza nezadovoljiv (ili, drugim recima, iz zadovoljivog
skupa klauza moZe se dobiti samo zadovoljiv skup klauza).

Metod rezolucije je potpun za pobijanje: iz svakog nezadovoljivog skupa klauza mogude je izvesti praznu
klauzu.

Navedena teorema odnosi se na opste pravilo rezolucije. Navedena svojstva vaze i za binarno pravilo ako se
pored njega koristi i dodatno pravilo — faktorizacija (ili grupisanje) koje grupise i unifikuje unifikabilne literale
u okviru jedne klauze.

Problem ispitivanja valjanosti u logici prvog reda nije odluciv, ali metod rezolucije pruza najvise sto se
moze dobiti: njime se iz svakog nezadovoljivog skupa klauza moZe izvesti prazna klauza (¢ime je dokazano da
je nezadovoljiv), ali ne moZe se za svaki zadovoljiv skup klauza dokazati da je zadovoljiv (naime, moguée je
izvesti beskona¢no mnogo rezolventi). Dualno, pobijanjem se metodom rezolucije moZe za svaku valjanu formulu
dokazati da je valjana, ali ne moZe se za svaku formulu koja nije valjana utvrditi da nije valjana.

Primetimo da u opisu metoda rezolucije nije zadat nacin na koji se biraju klauze nad kojim se primenjuje
pravilo rezolucije. Takode, teorema 9.8 tvrdi da se iz svakog nezadovoljivog skupa klauza moZe izvesti prazna
klauza, a ne tvrdi da se iz svakog nezadovoljivog skupa klauza mora izvesti prazna klauza bez obzira na izbor
klauza koje ¢ée biti rezolvirane. Naime, u zavisnosti od izbora klauza na koje se primenjuje pravilo rezolucije
moguce je da se i za nezadovoljiv skup klauza metod rezolucije ne zaustavlja. Dakle, primena metoda rezolucije
moze se smatrati i problemom pretrage. Naéin na koji se biraju klauze na koje se primenjuje pravilo rezolucije
¢ini strategiju za navodenje metoda rezolucije.

Jedna od moguénosti za obezbedivanje potpunosti metoda rezolucije u strozijem smislu (da postoji stra-
tegija za navodenje metoda rezolucije takva da se iz svakog nezadovoljivog skupa klauza nuzno izvodi prazna
klauza u kona¢no mnogo koraka) je sistematsko izvodenje svih rezolventi iz skupa klauza koji se §iri tokom
primene metoda. Sistematski metod rezolucije moze se definisati na sledeéi nacin: metod se primenjuje u ite-
racijama; prvu iteraciju ¢ini kreiranje pocetnog skupa klauza; neka pre i-te iteracije tekuéi skup klauza ¢ine
klauze Cy,Cq,...,C,, i-ta iteracija sastoji se od izvodenja (i dodavanja tekuéem skupu klauza) svih moguéih
rezolventi iz po svake dve klauze iz skupa C1, Cs, ..., C, (broj tih klauza je kona¢an); metod se zaustavlja ako
se u nekom koraku izvede prazna klauza ili ako se u nekoj iteraciji ne moze izvesti nijedna nova klauza. Ako
je razmatrani skup klauza I' nezadovoljiv, onda se, na osnovu teoreme 9.8, iz njega metodom rezolucije moze
izvesti prazna klauza, tj. postoji niz rezolventi Ry, Rs, ..., R, (koje se izvode iz poCetnih i izvedenih klauza) od
kojih je poslednja u nizu prazna klauza. Ako se na skup klauza I' primeni sistematski metod rezolucije, u nekoj
iteraciji bi¢e (ako ve¢ pre toga nije izvedena prazna klauza) izvedene sve klauze iz skupa Ry, Ra,..., Ry, pai
prazna klauza. Iz navedenog razmatranja sledi naredna teorema.

Teorema 9.9 (Potpunost sistematskog metoda rezolucije). Ako je T' nezadovoljiv skup klauza, onda se iz
njega sistematskim metodom rezolucije mora izvesti prazna klauza.
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O¢igledno je da je sistematski metod rezolucije izuzetno neefikasan. Postoji viSe strategija koje obezbeduju
nuZno izvodenje prazne klauze iz nezadovoljivog skupa klauza (tj. sprecavaju beskonacne petlje), ali na efikasniji
na¢in. Smanjivanje izvodenja nepotrebnih klauza jedan je od najvaznijih ciljeva u dizajniranju strategija za
metod rezolucije.

9.3.5 Prirodna dedukcija

Pojam valjanosti je semanticke prirode, a koncept dokazivanja i sistema za dedukciju vodi do pojma teoreme
koji je sintaksi¢ko-deduktivne prirode. Pojam teoreme je deduktivni pandan semanti¢kog pojma valjane formule.
Izmedu ova dva pojma postoji veza i deduktivni sistemi obi¢no imaju svojstvo potpunosti i saglasnosti: ako
je neka formula valjana, onda ona moze biti dokazana u okviru deduktivnog sistema, a ako za neku formulu
postoji dokaz u okviru deduktivnog sistema, onda je ona sigurno valjana.

Sistemi za dedukciju su ¢isto sintaksic¢ke prirode — primenjuju se kroz kombinovanje simbola, ne razmatrajuéi
semantiku formula. Sisteme za dedukciju zovemo i radunima — (iskazni racun u sluc¢aju iskazne logike i predikatski
radun u slucaju logike prvog reda). Postoji vise razli¢itih deduktivnih sistema. U nastavku ¢e biti opisan samo
jedan — prirodna dedukcija (eng. natural deduction).

Sistem prirodne dedukcije (ra¢un prirodne dedukcije) uveo je, 1935. godine, Gerhard Gencen (Gerhard
Gentzen) sa namerom da prirodnije opiSe uobi¢ajeno zakljucivanje matematicara.

U prirodnoj dedukciji koriste se logicki veznici -, A, V, =, kao i logitka konstanta |. Formula A < B je
kraéi zapis za (A = B) A (B = A), a formula T kraéi zapis za A = A. Skup formula definige se na uobicajeni
nacin.

Pravila izvodenja sistema prirodne dedukcije data su na slici 9.4. Primetimo da za svaki logicki veznik i svaki
kvantifikator postoje pravila koja ga uvode (pravila I-tipa) i pravila koja ga eliminigu (pravila E-tipa). Pravilo
efq (Ex falso quodlibet) je jedino pravilo koje ne uvodi niti eliminiSe neki logicki veznik. Skup pravila sistema
prirodne dedukcije za iskaznu logiku ¢ine sva pravila sa slike 9.4 izuzev onih koja ukljuc¢uju kvantifikatore.

A
1 A -A
—a hu T F
A B ANB ANB
ANB Vi A ANE B ANE
A 8
A B AVE O C©
Ave Yl ave V! c VE,u,v
AP
Z:S A A= B
A=p bt B F
Alz — y] (Vz)A
wnAa 1 Az—q P
uz dodatni uslov
(Al > gl
Al — 1] (32)A B
G4 ¥ AR

uz dodatni uslov
% efq

Slika 9.4: Pravila izvodenja sistema prirodne dedukcije.
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Ay
Slika 9.5: Deo dokaza i njegov pojednostavljeni prikaz.

U pravilima izvodenja prikazanim na slici 9.4, simbol ¢ oznaava proizvoljan term. Dodatni uslov za pravilo
VI je da vazi da je x = y ili da promenljiva y nije slobodna u A, kao i da vazi da y nije slobodna ni u jednoj
neoslobodenoj pretpostavci u izvodenju formule A[x — y]. Dodatni uslov za pravilo 3E je da vazi da je z =y
ili da promenljiva y nije slobodna u A, kao i da vazi da y nije slobodna u B niti u bilo kojoj neoslobodenoj
pretpostavci u izvodenju formule B osim, eventualno, u formuli Az — y].

Postoji sistem prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku, sistem NK, i sistem prirodne dedukcije za intuicioni-
sticku logiku, sistem NJ. U sistemu NK postoji jedna aksiomska shema — AV —A (tertium non datur), a sistem
NJ nema aksioma.

Tokom izvodenja dokaza u sistemu prirodne dedukcije mogu se koristiti (nedokazane) pretpostavke, ali one
moraju biti eliminisane (,0slobodene’) pre kraja izvodenja. U zapisu pravila, [F] oznacava da se nekoliko (mozda
i nula) pojavljivanja pretpostavke F oslobada (kao nedokazane, neraspolozive pretpostavke) neposredno nakon
primene pravila. Pritom, ta primena pravila moze ostaviti i nekoliko neoslobodenih pojavljivanja pretpostavke F.
Pretpostavkama su pridruZene oznake (obi¢no prirodni brojevi), koje se zapisuju i u okviru zapisa primenjenog
pravila (kako bi se znalo koja pretpostavka je oslododena u kojem koraku).

U sistemu prirodne dedukcije, dokaz je stablo ¢jem je svakom ¢évoru pridruzena formula, a svakom listu ili
pretpostavka ili aksioma. Formula A je teorema prirodne dedukcije ako postoji dokaz u &jem je korenu A i
koji nema neoslobodenih pretpostavki i tada pisemo + A i kaZemo da je formula A dokaziva u sistemu prirodne
dedukcije. Ako postoji dokaz u ¢ijem je korenu formula A i koji ima neoslobodene pretpostavke koje pripadaju
nekom skupu T, onda kazemo da je formula A deduktivna posledica skupa T' i tada piSemo I'  A. Elemente
skupa T" tada zovemo i premisama ili hipotezama dokaza. Ako je skup T' jednak {B1, Bs, ..., B,}, onda pisemo i
Bi,Bs, ..., B, F A

Dokaz u sistemu prirodne dedukcije obi¢no se prikazuje u vidu stabla ¢iji su listovi na vrhu, a koren na dnu.
To stablo se prikazuje pojednostavljeno, stilizovano (videti sliku 9.5).

U narednim primerima prikazani su dokazi nekoliko teorema. To su teoreme i klasi¢ne i intuicionisticke logike
jer se u dokazima ne koriste aksiome tertium non datur, tj. AV —A. Ako se neka formula moze dokazati samo
uz koriséenje takvih aksioma, onda je ona teorema klasi¢ne, ali ne i intuicionistic¢ke logike.

Primer 9.56. Formula (AV B) = (BV A) je teorema sistema prirodne dedukcije, tj. vazi = (AV B) =
(BVA):

[A]? i B)° i
[AV B! BvA Bv A
= VE, 2,3
=11

(AVB) = (BVA)

Primer 9.57. U sistemu prirodne dedukcije vazi: A= B,B=C+FA=C:

A A=B

B =E g

c = F
A=c 11
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Primer 9.58. U sistemu prirodne dedukcije vazi = A= (AV B) A (AVC):

[A]! [A]!
AvB V! Ave
(AVB)A(AVC)
A= (AVB)A(AVC)

VI
AT

=11

U prethodnom dokazu, primenom pravila = I nisu morala da budu oslobodena sva pojavljivanja pretpostavke
A. Na primer:
A" A

avB Y Ave

(AVB)A(AVC)

A= (AVB)A(AVC)

Ovaj dokaz je dokaz turdenja A+ A = (AV B) A (AVC) (Sto je slabije tvrdenje od tvrdenja - A =
(AVB)A(AVC)).

VI
Vi

=11

Primer 9.59. U sistemu prirodne dedukcije vazi Vz A, V(A= B) - VzB:

VoA Va(A = B)
S ——— VE
A = A:B:HE

vaB

Primer 9.60. Formula —(3z)p(x) = (Vy)-p(y) je teorema sistema prirodne dedukcije:

P!
Gopp@) ¥ FEp@P
—p(2) ﬁf\ﬂl
e ",
~Ep(@) > (w0

Primer 9.61. Formula (3z)(Vy)p(z,y) = (Vy)(3z)p(x,y) je teorema sistema prirodne dedukcije (i za
klasicnu i za intuicionisticku logiku). Neki matematicar bi ovu formulu (neformalno) dokazao na sledeéi
nacin:

1. Pretpostavimo da vazi (3z)(Vy)p(x,y)-
Pretpostavimo da vazi (Yy)p(a',y) za neko x'.
Neka je y' proizvoljni objekat. Tada vaZi p(z',y').
Iz p(a',y') sledi da vazi (3z)p(x,y’).

Objekat y' je proizvoljan, pa vazi (Vy)(3x)p(z,y).

S = e D

Iz (3z)(Yy)p(z,y) i iz toga to pretpostavka (Vy)p(x',y) ima za posledicu (Vy)(Ix)p(z,y) (a (Vy)p(z,y)
ne zavisi od x'), sledi formula (Vy)(3x)p(z,y)-

7. Kako je dokazano da iz formule (3x)(Vy)p(z,y) sledi (Vy)(3z)p(z,y), time je dokazana formula
() (Vy)p(z,y) = (Vy)(3z)p(z,y).
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Ovaj dokaz moZe se precizno opisati u vidu dokaza u sistemu prirodne dedukcije:

[(Vy)p(z’, y)]*
p(a’,y')
(Fz)p(z,y')

VE
dr

(@) (el ) () Golp(ey) 1o
(Vy) Gx)p(z, y) Ny

(3z)(Vy)p(z,y) = (Vy)(3z)p(z, y)

Naredna teorema povezuje semantic¢ka i deduktivna svojstva klasi¢ne logike (ona vaZi i za iskaznu i za
predikatsku logiku).

Teorema 9.10. Formula je teorema sistema prirodne dedukcije za klasiénu logiku ako i samo ako je valjana.

9.4 Resavanje problema svodenjem na problem valjanosti

U ovom poglavlju biée prikazano nekoliko primera re§avanja problema svodenjem na problem valjanosti, na
nacine koji su nagovesteni u poglavlju 9.3.1.

9.4.1 Porodicni odnosi

U bazama podataka drzavne uprave postoje informacije o svim gradanima koji uklju¢uju informacije o oba
roditelja. Drzavnoj upravi je ponekad potrebno da proveri da li su neke dve osobe u nekom porodi¢nom odnosu,
ali bilo bi iracionalno da se svi moguéi rodbinski odnosi ¢uvaju eksplicitno u bazama podataka. Umesto toga,
moguce je proveriti neke konkretne porodi¢ne odnose i neka opsta tvrdenja koriséenjem logi¢kog rasudivanja.

Porodi¢ni odnosi (kao §to su ,biti otac”, ,biti majka®, ,biti brat“, ,biti tetka“ i slicno) mogu se opisati
formulama logike prvog reda. Na primer,

A =VaVy(brat(x,y) & musko(x) A x # y A Iz(roditelj(z, x) A roditelj(z,y)))

B = VaVy(brat(z,y) A musko(y) < brat(y, ) A musko(z))

Navedene formule mogu se interpretirati na razli¢ite nac¢ine. Ali ako se interpretiraju nad nekim konkretnim
skupom osoba a predikatski simboli se interpretiraju na prirodan nacin (na primer, relacijski simbol roditel;j
preslikava se u uobi¢ajenu relaciju ,,biti roditelj* nad skupom osoba), njihovo zna&enje se poklapa sa intuitivnim
i moZe se razmatrati njihova valjanost na osnovu znanja o porodi¢nim odnosima. Na primer, formula B valjana
je za svaki skup osoba i prirodno interpretirane predikatske simbole. To se moze utvrditi nekakvim ,reSavatem
za porodi¢ne odnose“ koje vedina ljudi ima u svojim glavama iako obi¢no ne u nekom eksplicitnom obliku. O
valjanosti formule 5 i sli¢nih moZzemo da rasudujemo koriséenjem takvog resavaca (ako ga imamo) ili koris¢enjem
Luniverzalnog reSavaca®, tj. dokazivaca za logiku prvog reda, kao $to je opisano u nastavku.

Formula B valjana je za svaki skup osoba i prirodno interpretirane predikatske simbole, ali nije valjana (nije
valjana u svakoj £ strukturi). Ona je, medutim, logi¢ka posledica formule A. Dokazivaé za logiku prvog reda
¢emo, dakle, moé¢i da upotrebimo da proverimo da li je formula B logicka posledica formule A, tj. da proverimo
da li vazi A = B, tj. da proverimo da li je formula A = B valjana. Na opisani na¢in proveravamo tvrdenja
oblika T = B. Ovim pristupom razmatra se ,op§ta“ valjanost ali skup I" ima ulogu da efektivno ograni¢i skup
interpretacija koje se razmatraju: ovakvim razmatranjem pokrivene su samo interpretacije u kojima su formule
skupa I' valjane. Formule I' imaju ulogu svojevrsnih aksioma i matematicke teorije se grade u istom duhu. Da
bi vazilo I = B za 8irok skup formula B, u skup I" dodaé¢emo vise jednostavnih svojstava porodi¢nih odnosa,
kao sto su:

VaVy (sestra(z,y) < zensko(x) A x#y A Jz(roditelj(z,x) A roditelj(z,y)))

VaVy (majka(z,y) < zensko(x) A roditelj(z,y))

VaVy (otac(z,y) < musko(x) A roditelj(x,y))

VaVy (tetka(z,y) < Jz(sestra(x,z) Aroditelj(z,y)))

Ako u skup I" dodamo, na primer, i formule:

musko(MarkoJankovic)

musko(LazarJankovic)

otac(JovanJankovic, MarkoJankovic)

otac(JovanJankovic, LazarJankovic)
onda moZe da se pokaze da vazi i I' = brat(MarkoJankovic, LazarJankovic). Dakle, opisanim mehanizmom
moze se rasudivati o porodi¢nim odnosima medu konkretnim osobama.
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9.4.2 \Verifikacija softvera

U poglavlju 8.4.5 bilo je redi o verifikaciji softvera i razmatrano je da li je narednu funkciju £ napisanu na
programskom jeziku C:

int f(int y)

{
int x;
X=X " Y;
y=x"1y;

X=X "Y;
return x * X;

moguce zameniti narednom funkcijom g (to je uvek tako, bez obzira na to §to promenljiva x nije inicijalizovana
u funkciji f i njena inicijalna vrednost mogla bi da bude bilo $ta):

int g(int n)
{

return n * n;

}

Pokazano je da u ovom konkretnom slu¢aju moze da se razmatra dejstvo bitovskih operatora nad pojedi-
nacnim bitovima i sredstvima iskazne logike pokazano je da je svaki bit programske promenljive x pre naredbe
return x * x; u funkciji £ jednak odgovarajuéem bitu programske promenljive n pre naredbe return n * n;
u funkciji g, ¢ime je dokazana ekvivalentnost dve funkcije.

Sredstvima logike prvog reda to tvrdenje moze se dokazati na drugaciji nacin, primenljiv u §irem skupu
situacija. Dokaz ¢ée vaziti za bilo koju §irinu tipa int. Kao u iskaznom slucaju, pogodno je u razmatranje uvesti
i promenljive za medurezultate:

x1 =x " y;
yl =x1 " y;
x2 = x1 ~ yi;

Da bi se dokazalo da su funkcije f i g ekvivalentne, dovoljno je dokazati da je formula

Ve Vx1iVx2VyVyl x1=(x"y) A yl=(x1"y) A x2=(x1"y1) = x2=y
valjana u strukturi koju ¢ine mogucée vrednosti tipa int. Ukoliko nemamo resavaé specijalizovan za tu strukturu,
moramo da se okrenemo opStijem pristupu, tj. dokazivatu za logiku prvog reda. Ali tada moramo da u igru
uvedemo uslove I' koji opisuju strukturu vrednosti tipa int sa operatorom ~ i koji imaju ulogu aksioma. Moze
se dokazati (§to ne¢emo ovde uraditi) da za tu strukturu i operator ~ vaZe sledeca tvrdenja koje éemo koristiti
kao aksiome:

VuVv (u "~ v) =& ~ w

VuVv ((u~v) ~v)=u

Primenom metoda rezolucije moze se pokazati da je navedena formula logic¢ka posledica navedenih aksioma
i aksioma jednakosti (videti poglavlje 9.4.5).

9.4.3 Rezanje ploca

Namestaj se Cesto pravi od ploCastih materijala i tada je od velike vaznosti rasporedivanje komponenti
namestaja po pojedina¢nim plo¢ama. Sto manje upotrebljenih plota — veéa isplativost. Razmotrimo jednostavnu
instancu ovog problema: da li je moguce od plo¢e dimenzija 100 x 60 napraviti komade dimenzija 80x 301 50x 407
Pretpostavimo, jednostavnosti radi, da duze stranice moraju da budu paralelne duzim stranicama osnovne ploce
(to, zbog teksture ploCastog materijala, moze da bude realan zahtev). Pretpostavimo i da je rezove moguce vrsiti
samo na celobrojnim rastojanjima. Dokazac¢emo da trazeno rezanje nije moguce.

Smestimo sve elemente u koordinatni sistem: neka je donji levi ugao plo¢e u tacki (0,0) i neka su (z1,y1) i
(2, y2) donji levi uglovi dva Zeljena plocasta dela. Da bi delovi bili na plo¢i mora da vazi formula A:

0<z1 A x14+80<100A

0<y1 A y1 +30 <60 A

0< 2o A 224+50<100 A

0<y2s A y2+40 <60

Dva elementa nemaju presek ako i samo ako postoji horizontalna ili vertikalna prava koja ih razdvaja, tj. ako
vazi formula B:
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21 +80< w3 V22 +50< 121 V y2+40<y; V y1 +30 < 1o

Da bismo dokazali da traZeno rezanje nije mogucée, dovoljno je da dokaZzemo da vazi A = -8B, tj. da dokaZemo
da je univerzalno zatvorenje formule 4 = —B valjana formula. Ta formula, medutim, nije valjana. No, ona je
valjana u strukturi celih brojeva sa prirodno interpretiranim simbolima + i <, a to je jedina interpretacija koja
nas zanima. Valjanost u toj strukturi moZe da dokaZe SMT reSava¢ za linearnu aritmetiku nad celim brojevima.
Valjanost univerzalnog zatvorenja formule A = —B SMT refavac¢ dokazuje tako §to dokazuje da je formula AAB
nezadovoljiva (poglavlje 9.4.5).

9.4.4 PROLOG

Jezik PROLOG najznacajniji je predstavnik paradigme logi¢kog programiranja, u kojoj se koristi logika kao
deklarativni jezik za opisivanje problema, a dokaziva¢ teorema kao mehanizam za reSavanje. Ime PROLOG do-
lazi od engleskih re¢i ,PROgramming in LOGic“. Jezik PROLOG i prvi interpretator za njega razvijeni su na
Univerzitetu u Marseju 1972. godine. Vreme najvece popularnosti PROLOG-a je proslo, ali se on i dalje Siroko
koristi, uglavnom za probleme iz oblasti vestacke inteligencije: od medicinskih sistema pa do istrazivanja po-
dataka. Pogodan je za brz razvoj prototipova jer se obrada ulaza i izlaza, parsiranje i druge sli¢ne operacije
implementiraju jednostavno, a mehanizam za netrivijalno rasudivanje je jednostavno raspoloziv. U nastavku ¢ée
biti ukratko opisana samo neka svojstva jezika PROLOG.

Mehanizam izvodenja zaklju¢aka u PROLOG-u zasniva se na metodu rezolucije i na kori§éenju Hornovih
klauza — klauza u kojima postoji najvise jedan literal koji nije pod negacijom. Za ispitivanje zadovoljivosti
skupova klauza, zahvaljujuéi njihovoj specifi¢noj formi, koristi se algoritam koji je polinomske slozenosti. Cetiri
vrste Hornovih klauza i odgovarajuce formule logike prvog reda prikazani su u narednoj tabeli (formule A; su
atomicke). MoZe se dokazati da svaki nezadovoljiv skup Hornovih klauza mora da sadrzi bar jednu &injenicu i
bar jednu ciljnu klauzu.

Vrsta ‘ logika prvog reda ‘ PROLOG
implikaciona klauza | = A; V...V=-A, VA | A: —A1,..., A,.
ciljna klauza -A;V...V-A, ?7—A,... A,
¢injenica A A.
prazna klauza O false

PROLOG sistemi obiéno sadrze interaktivni interpretator a neki sistemi omoguéavaju i kompiliranje koda.
Komunikacija sa PROLOG interpretatorom odvija se kroz komandni prozor, a prompt interpretatora obi¢no
izgleda ovako: 7-. PROLOG konvencija je da se konstante zapisuju malim pocetnim slovom, a promenljive velikim
pocetnim slovom.

Primer 9.62. Pretpostavimo da je zadata dinjenica

[ man (sokrat) . ]

(nova ¢injenica moZe se ucitati iz datoteke, kao deo programa a moZe se zadati i interaktivno, na sledeéi
nacin: 7- assert(man(sokrat)).) Nakon ovoga, upit

[ 7- man(sokrat) . }

uspeva, tj. daje rezultat Yes. Da bi zadati upit bio zadovoljen, ¢injenica man(sokrat) je bila rezolvirana sa
klauzom dobijenom iz upita (to je klauza — man(sokrat) ) i to je dalo praznu klauzu, kao Sto je i trebalo.
Time je, praktiéno, dokazano da je man(sokrat) = man(sokrat) wvaljana formula. Pretpostavimo da je
zadato i sledeée pravilo (na primer, sa 7- assert(mortal(X) :- man(X)).):

[ mortal (X) :- man(X). J

U ovom pravilu, predikat mortal(X) je glava pravila a (jednoclani) niz predikata man(X) je rep pravila.
Upit:

[ ?7- mortal (sokrat) . }

uspeva (daje odgovor Yes). Da bi ovaj upit bio zadovoljen, klauza —man(X) V mortal(X) (dobijena iz
zadatog pravila) rezolvira se sa klauzom dobijenom iz upita —mortal (sokrat) i daje rezolventu, tj. novi
cilj —man(sokrat). On uspeva, jer sa klauzom man(sokrat) (dobijenom iz zadate ¢injenice) daje praznu
klauzu. Time je, prakticno, dokazano da je

(man (sokrat) A Vx (man(x) = mortal(x))) = mortal (sokrat)
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valjana formula.
Ako se zada upit:

[ ? - mortal(X). J

onda se metodom rezolucije pokusava dokazivanje nezadovoljivosti skupa klauza:

man (sokrat)

—man (X) V mortal (X)

—mortal (Y)
Primetimo da je u tre¢oj klauzi promenljiva preimenovana u Y, da ne bi doslo do poklapanja imena promen-
ljive u dve klauze. Ciljna (treéa) klauza moZe da se rezolvira sa drugom klauzom, koriséenjem unifikatora
[Y — X] dajuéi novi cilj

—man (X)
1 nakon preimenovanja promenljive X:

—man (X?)
Rezolviranjem ove klauze sa prvom klauzom iz pocletnog skupa, koriséenjem unifikatora [X’ — sokrat]
dobija se prazna klauza, pa je dokazana nezadovoljivost datog skupa klauza i PROLOG vraéa rezultat:

| Yes |

i daje odgovor:

[ X = sokrat ]

To je jedino moguce reSenje i ako ukucamo simbol ; (Cime traZimo druge moguée unifikatore) dobiéemo
odgovor No. Naravno, upiti

[ 7- man(platon). }

1

[ 7 - mortal(platon). }

ne uspevaju i daju odgovor No (sem ako nije zadata i ¢injenica man(platon) ).

Primer 9.63. Definisanje odnosa u PROLOG-u moZe se ilustrovati na primeru porodiénih odnosa (kao Sto
su otac, magka, brat, tetka i sliéno) (videti poglavije 9.4.1) i to nad skupom starogrékih boZanstava, é&ije su
veze prikazane na narednoj slici (u vidu porodi¢nog stabla):

Kron Reja

Posejdon Amfitrita Leto Jasion Demetra

Triton Apolon Artemida Pluton
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musko (kron) .
musko (posejdon) .
musko (zevs) .
musko (jasion) .
musko (triton) .
musko (apolon) .
musko (pluton) .

zensko(reja) .
zensko (amfitrita) .
zensko (leto) .
zensko (demetra) .
zensko (artemida) .

roditelj(kron,posejdon) .
roditelj(reja,posejdon).
roditelj(kron,zevs) .
roditelj(reja,zevs).
roditelj(kron,demetra).
roditelj(reja,demetra).
roditelj(posejdon,triton) .
roditelj(amfitrita,triton) .
roditelj(zevs,apolon) .
roditelj(leto,apolon) .
roditelj(zevs,artemida).
roditelj(leto,artemida).
roditelj(jasion,pluton).
roditelj(demetra,pluton) .

predak(X,Y) :- roditelj(X,Y).
predak(X,Y) :- roditelj(X,Z), predak(Z,Y).

majka(X,Y) :- zensko(X), roditelj(X,Y).
otac(X,Y) :- musko(X), roditelj(X,Y).
brat(X,Y) :- musko(X), roditelj(Z,X),

roditelj(Z,Y), X\==Y.
sestra(X,Y) :- zensko(X), roditelj(Z,X),

roditelj(Z,Y), X\==Y.

tetka(X,Y) :- sestra(X,Z), roditelj(Z,Y).
stric(X,Y) :- brat(X,Z), otac(Z,Y).
ujak(X,Y) :- brat(X,Z), majka(Z,Y).
bratodstrica(X,Y) :- musko(X), otac(Z,X), stric(Z,Y).
sestraodstrica(X,Y) :- zensko(X), otac(Z,X), stric(Z,Y).
bratodujaka(X,Y) :- musko(X), otac(Z,X), ujak(Z,Y).
sestraodujaka(X,Y) :- zensko(X), otac(Z,X), ujak(Z,Y).
bratodtetke (X,Y) :- musko(X), majka(Z,X), tetka(Z,Y).
sestraodtetke(X,Y) :- zensko(X), majka(Z,X), tetka(Z,Y).

U relacijama brat i sestra, predikat X\==Y ima vrednost tacno ako je X razlicito od Y. U suprotnom,

ima vrednost netatno. U nastavku je dato nekoliko primera upita i rezultata koje sistem daje.

7- stric(posejdon,apolon).

Yes
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7- ujak(X,Y).

= zevs,
= pluton

= zevs,

= pluton
posejdon,
= pluton

= posejdon,
= pluton

<P M
1l

?7- sestraodstrica(X,Y).

X=artemida,
Y=triton
X=artemida,
Y=triton

U navedenim primerima, mogu se primetiti ponavljanja istih reSenja. U sluéaju upita ujak (X,Y), razlog
za to je sto zadovoljavange ovog cilja zavisi od zadovoljavanja podcilja brat (X,Z), koji zavisi od zadovoljava-
nja podciljeva roditelj (W,X) iroditelj(W,Z). Ako vaZi X=zevs, Y=pluton i Z=demetra, onda postoje dve
mogucénosti za W, sto su kron i reja. Kako sistem dva puta nalazi nacin da zadovolji sve potciljeve u kojima
vaZi X=zevs i Y=pluton, dva puta navodi tu kombinaciju kao resenje. Slucaj upita sestraodstrica(X,Y)
je analogan.

Primetimo da pravilu

[ otac(X,Y) :- musko(X), roditelj(X,Y). J

odgovara formula Va¥y (musko(x) A roditelj(xz,y) = otac(x,y)), koja je slabija od formule (iz poglavlja
9.4.1):

VaVy (otac(x,y) < musko(z) A roditelj(x,y))
PROLOG iz navedenih d&injenica moZe da pokaZe da vaZi otac(kron,zevs). No, da nije data d&injenica
roditelj (kron,zevs), PROLOG ne bi mogao da je izvede ¢ak i da tma na raspolaganju ¢injenicu otac (kron,zevs).
Naime, navedeni PROLOG program dizajniran je tako da iz informacija o roditeljstvu izvodi sve druge po-
rodi¢ne odnose. Ukoliko je potrebno i obratno, onda u program treba dodati dodatna pravila.

Da bi PROLOG mogao da bude upotrebljiv kao programski jezik, u njegovoj semantici postoje odstupanja od
semantike logike prvog reda (na primer, umesto negacije koja je kao u logici prvog reda, u PROLOG-u se koristi
takozvana ,negacija kao neuspeh®).

9.4.5 FOL dokazivaci i SMT resavaci i njihovi ulazni formati

Programe koji reSavaju instance problema valjanosti ili zadovoljivosti u logici prvog reda zovemo obi¢no
dokazivaci za logiku prvog reda ili FOL dokazivaci (eng. FOL-provers, od first-order logic). Veé¢ina savremenih
FOL dokazivata zasnovana je na metodi rezolucije, oboga¢enoj mnogim dodatnim tehnikama i heuristikama.
Neki od danas popularnih FOL dokaziva¢a su Vampire, E i Spass. FOL dokazivaci obi¢no oéekuju ulaz u nekom
od TPTP* formata, kao §to je FOF format. U ovom formatu, formule se navode jedna po jedna sa oznakama o
tome da li se radi o aksiomi ili o tvrdenju koje dokaziva¢ treba da dokaze. U slu¢aju primera 9.54, problem
moze da se zapiSe na sledeéi nacin.

fof(al, axiom, (![X,Y] : (above(X,Y) => Tabove(Y,X)))).
fof (a2, axiom, (![X,Y] : (above(X,Y) <=> below(Y,X)))).
fof (a3, axiom, (!'[X,Y,Z] : ((above(X,Y) & above(Y,Z)) =>
above(X,Z)))).
fof(cn, conjecture, (![X,Y,Z] : ((above(Y,X) & below(Z,X)) =>
above(Y,Z)))).

drprp (Thousands of Problems for Theorem Provers) je biblioteka problema za automatske dokazivace teorema. U okviru nje

definisano je i nekoliko formata za zapis formula logike prvog reda.
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Za navedeni opis problema (u vidu datoteke above.tptp), na primer, dokaziva¢ Vampire vrati¢e odgovor da
je odgovarajuéi skup klauza nezadovoljiv, tj. da je navedena formula logi¢ka posledica navedenih aksioma:

)
%
2.
3.
4.
5.

30
h

h
)

)
%

% Refutation found.

. 7 [X0,X1,X2] : (Tabove(X1,X2) & (below(X2,X0) & above(X1,X0)))
10.
11.
12.

13.
16.
17.
18.
19.
20.
23.
28.
29.

SZS status Theorem for above
SZS output start Proof for above
! [X0,X1] : (above(X0,X1) <=> below(X1,X0)) [input]
! [X0,X1,X2] : ((above(X1,X2) & above(X0,X1)) => above(X0,X2)) [input]
! [X0,X1,X2] : ((below(X2,X0) & above(X1,X0)) => above(X1,X2)) [input]
~1 [X0,X1,X2] : ((below(X2,X0) & above(X1,X0)) => above(X1,X2))
[negated conjecture 4]
! [X0,X1,X2] : (above(X0,X2) | (Tabove(X1,X2) | ~above(X0,X1)))
[ennf transformation 3]
! [X0,X1,X2] : (above(X0,X2) | ~above(X1,X2) | ~above(X0,X1))
[flattening 7]

[ennf transformation 5]

? [X0,X1,X2] : (Tabove(X1,X2) & below(X2,X0) & above(X1,X0))
[flattening 9]

! [X0,X1] : ((above(X0,X1) | ~“below(X1,X0)) & (below(X1,X0) |
~above(X0,X1))) [nnf transformation 2]

7 [X0,X1,X2] : (Tabove(X1,X2) & below(X2,X0) & above(X1,X0)) =>
(“above(sK1l,sK2) & below(sK2,sK0) & above(sK1,sK0)) [choice axiom]
~“above(sK1,sK2) & below(sK2,sK0) & above(sKl,sKO) [skolemisation 10,12]
“below(X1,X0) | above(X0,X1) [cnf transformation 11]

~above(X1,X2) | above(X0,X2) | ~above(X0,X1) [cnf transformation 8]
above(sK1,sK0) [cnf transformation 13]

below(sK2,sK0) [cnf transformation 13]

~“above(sK1,sK2) [cnf transformation 13]

above (sK0,sK2) [resolution 16,19]

~“above(X1,sK0) | above(X1,sK2) [resolution 17,23]

above(sK1,sK2) [resolution 28,18]

. $false [subsumption resolution 29,20]
SZS output end Proof for above
Version: Vampire 4.2.2 (commit €1949dd on 2017-12-14 18:39:21 +0000)
Termination reason: Refutation

Memory used [KB]: 4733
Time elapsed: 0.103 s

Tvrdenje iz poglavlja 9.4.2 moze se opisati na sledeéi naéin:

fof(al, axiom, ('[U,V] : ( xor(xor(U,V),V)=U ))).
fof(al, axiom, (!'[U,V] : ( xor(U,V)=xor(V,U)))).
fof(cn, conjecture, (![X,X1,X2,Y,Y1]

((X1=xor(X,Y) & Yi=xor(X1,Y) & X2=xor(X1,Y1)) =>
X2=Y))).

Dokaziva¢ Vampire vrati¢e odgovor da je odgovarajuéi skup klauza nezadovoljiv, tj. da je navedena for-
mula logicka posledica navedenih aksioma i aksioma jednakosti (nije potrebno eksplicitno zadavati aksiome

jedn

akosti).

Za mnoge prakti¢ne probleme, umesto FOL dokazivaca (tj. ,univerzalnog resava¢a“), pogodno je koristiti

spec

ijalizovane resavace za neke konkretne teorije ili konkretne strukture.

Na primer, za dokazivanje nezadovoljivosti formule iz primera sa rezanjem ploca (poglavlje 9.4.3) pogodno
je koristiti specijalizovani SMT re§ava¢ za linearnu aritmetiku nad celim brojevima i to za fragment bez kvan-
tifikatora (jer su sve promenljive implicitno egzistencijalno kvantifikovane) — ta teorija obi¢no se oznacava sa
QF _LIA. Potrebno je dokazati da je formula A A B nezadovoljiva i taj zadatak mozZe se opisati u vidu datoteke
ploce.smt sa narednim sadrZajem u formatu smt-1ib:

(set-logic QF_LIA)

(declare-const x1 Int)
(declare-const yl1 Int)
(declare-const x2 Int)
(declare-const y2 Int)

(assert (<= 0 x1))
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(assert (<= 0 (+ x1 80) 100))
(assert (<= 0 y1))
(assert (<= 0 (+ y1 30) 60))
(assert (<= 0 x2))
(assert (<= 0 (+ x2 50) 100))
(assert (<= 0 y2))

(assert (<= 0 (+ y2 40) 60))

(assert (or (<= (+ x1 80) x2) (<= (+ x2 50) x1)
(<= (+ y1 30) y2) (<= (+ y2 40) y1)))

(check-sat)

(get-model)

Za navedeni opis problema (u vidu datoteke ploce.smt), na primer, reSava¢ z3 vrati¢e odgovor unsat ($to
znafi da je polazni skup formula nezadovoljiv u strukturi celih brojeva):

" )

Ukoliko dimenzije drugog komada nisu 50 x 40 nego, na primer, 20 x 40, onda za odgovarajuéu smt datoteku
(samo je vrednost 50 zamenjena sa 20), reSavaé z3 daje odgovor koji sadrzi i jedno reSenje kako treba iseci
trazene komade ploce:

sat
(model
(define-fun x2 () Int
80)
(define-fun y1 () Int
0)
(define-fun x1 () Int
0)
(define-fun y2 () Int
0)

Ovo resenje, ovaj model zadate formule govori da postoji (barem jedno) Zeljeno rezanje i u njemu je donji
levi ugao prvog komada u tatki (z1,41) = (0,0), a donji levi ugao drugog komada u tacki (x2,y2) = (80,0), kao
§to je ilustrovano na narednoj slici:

60

50+

40+

30

20T

101

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100



Deo 11

Masinsko ucenje







Glava 10

Resavanje problema koris¢enjem masinskog
ucenja

Resavanje problema kori§éenjem automatskog rasudivanja pociva na formalnom i obi¢no potpunom opisu
problema koji je potrebno resiti. Na primer, da bismo resili problem n dama, potrebno je precizno definisati sva
pravila koja se ti¢u rasporedivanja figura i njihovog napadanja. Ako je potrebno donositi zakljucke o geometrij-
skim problemima, potrebno je potpuno precizno zadati aksiome geometrije i tvrdenje koje je potrebno dokazati.
Medutim, u velikom broju prakti¢nih problema nije moguée potpuno precizno opisati pravila sveta u kojem
se re§ava problem, pa ni svojstva resenja. Na primer, u slu¢aju prepoznavanja lica nije lako precizno definisati
Sta je lice. Prirodan pokusaj da se lice definiSe u terminima njegovih delova dalje povlaci pitanje definicija tih
delova, kao i odnosa medu njima. Ipak, odredena pravilnost nesporno postoji. Slican je i problem prevodenja
refenica sa jednog jezika na drugi. Iako je poznato da jezik ima jaku strukturu, ona je previe komplikovana i
prepuna izuzetaka koji su dovoljni da uéine formalno preciziranje pravila previse tegkim. Samim tim jo§ je veéi
problem opisati kako se struktura jednog jezika preslikava u strukturu drugog jezika na koji je potrebno izvrsiti
prevodenje.

Da bi neki problem bio resen potrebno je da postoji njegova specifikacija. U prethodnim primerima tesko
je dati eksplicitnu i preciznu specifikaciju. Specifikacija moze biti i implicitna, data velikom koli¢inom primera
onoga §to jeste refenje i onoga $to nije reSenje problema, odnosno kroz konkretne podatke. Ovakva specifikacija
nuzno je slabija od formalne, ali nekada je najbolje §to mozemo uraditi u praksi. Maginsko ucenje bavi se upravo
reSavanjem problema za koje je teSko dati formalnu specifikaciju, ali je dostupna velika koli¢ina podataka koji
na neki nacin ilustruju resenja pojedina¢nih instanci problema. Metode masinskog ucenja u pruzenim podacima
uocavaju relevantne zakonitosti i formulisu ih u vidu nekog matematickog modela. Kljuéni cilj metoda masinskog
ucenja je dobra generalizacija, tj. dobro ponasanje dobijenog matemati¢kog modela u situacijama koje nisu bile
opisane podacima na osnovu kojih je model dobijen. Drugim re¢ima, kljué¢ni cilj je dobijanje modela koji ée biti
koristan za donoSenje zaklju¢aka o budué¢im instancama problema, tj. u njihovom resSavanju.

Greske u modelovanju podataka su nepozeljne ali moguée. Greske modela mogu da postoje u odnosu na
podatke iz kojih je model dobijen ili u odnosu na podatke u kasnijoj primeni. Vaznije su ove druge, jer je klju¢ni
cilj masinskog ucenja, kao §to je receno, kreiranje modela koji ée biti korisni u reSavanju bududéih instanci
problema.

Raspolozivi podaci nekada mogu sadrzati greske, pa i protivrecnosti. Takode, mogu davati nepotpunu sliku
problema koji se reSava. Otud je jasno da logika nije pogodan formalni okvir za maginsko ucenje, te metode
maginskog uenja nisu deduktivne, ve¢ induktivne metode zakljucivanja, obi¢no zasnovane na verovatnodi i
statistici. Verovatnosni okvir pruza im robusnost u odnosu na greske u podacima, a ¢esto omogucava i kvantifi-
kaciju pouzdanosti ponudenog resenja. Algoritmi ucenja i algoritmi koji budu nau¢eni obi¢no nemaju svojstvo
potpunosti: nema garancija da ¢e biti naucen trazeni algoritam, niti da ¢e algoritam koji je naucen da uspesno
re§ava svaku instancu problema. Uprkos ovome i imanentnom postojanju greSaka, masinsko ucenje u mnogim
poljima daje sjajne rezultate koji daleko nadmasuju druge pristupe.

Metode maginskog utenja tipi¢no vrie odlucivanje veoma brzo (znatno brZze nego, na primer, metode au-
tomatskog rasudivanja koje svoju egzaktnost plac¢aju visokom rafunskom zahtevno$éu prilikom odluéivanja).
Otud je njihova primena preferirana i u nekim sluc¢ajevima kada jeste moguée u potpunosti precizirati problem,
ali je prostor pretrage ogroman. Takav je primer igranja igre go u kojoj je metodama masinskog ucenja pobeden
ljudski svetski Sampion. Ipak, u reSenjima zasnovanim na masinskom ucenju, greske se uvek mogu ocekivati te
taj pristup nije primeren domenima u kojima greska nije dozvoljena (na primer, u automatskoj kontroli metroa).

U nastavku teksta, osnovni koncepti maginskog uéenja biée ilustrovani kroz naredni primer.
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Primer 10.1. Pretpostavimo da je potrebno napraviti specijalizovani pretrazivac interneta koji omogucuje
korisnicima da pretraZuju samo racunarske clanke. Pored mmnostva elemenata koje ovaj sistem mora da
ima, poput onih vezanih za komunikaciju na internetu, skladistenje informacija, interfejs prema korisniku
1 tako dalje, potrebno je da ima i specijalizovan modul koji se bavi razvrstavanjem, odnosno klasifikacijom
¢lanaka na ¢élanke iz oblasti racunarstva ¢ na ¢lanke iz svih ostalih oblasti. Razmotrimo kako bi elementarna
varijanta ovakvog modula mogla biti osmisljena.

Apstraktni aspekti teksta, poput semantike, stila i sliénih, iako vrlo relevantni za navedeni problem,
ne dopustaju laku analizu od strane masine. Otud bi se elementarna varijanta sistema za razvrstavangje
¢lanaka morala zasnivati na neposredno dostupnim aspektima teksta. To su pre svega reci od kojih se
tekst sastoji. Na sreéu, re¢i mogu biti vrlo indikativne po pitanju oblasti kojoj tekst pripada, posto mogu
predstavljati strucne termine. Otud je zamislivo da se pomenuti problem moZe u zadovoljavajuéoj meri resiti
razmatranjem frekvencija pojavljivanja pojedinih, pogodno odabranih reci (frekvencija neke reci u clanku
se racuna tako $to se broj pojavljivanja te reci podeli ukupnim brojem pojavljivanja svih reci u clanku).
U pojednostavljenom pristupu, moguée je osloniti se na frekvenciju strucénih reci ,racunar i ,datoteka”,
¢ime se svaki tekst predstavija kao tacka u dvodimenzionoj ravni: x1 koordinata predstavilja frekvenciju reéi
Sracunar®, a koordinata xo predstavija frekvenciju reci ,datoteka”. Ocekuje se da ée racunarski tekstovi u
tom slucaju biti predstavijeni tackama koje su daleko od koordinatnog pocetka, a da cée ostali tekstovi biti
blizu koordinatnog pocetka, kao $to je prikazano na sledecoj slici. Plavi krugovi predstavljaju racunarske
clanke, a crveni ostale (prikazani podaci su izmisljeni, a za stvarne podatke bi bilo ocekivano da veliki broj
ta¢aka bude na osama koordinatnog sistema,).

L 2 .

U idealnoj situacifi, te dve grupe tacaka su razdvojene i izmedu njih postoji prava koja ih razdvaja. U tom
slucaju, kasnije je moguce jednostavno odgovoriti na pitanje da li je ¢lanak racunarski samo na osnovu toga
sa koje strane te prave se nalazi tacka koja odgovara tom clanku. Ukoliko ne postoji prava koja razdvaja
dve grupe tacaka, potrebno je naéi neku pravu koja veéinu tacaka razdvaja ispravno. Vazno pitanje je kako
se & u takvom slucaju moZe odrediti prava koja najbolje razdvaja dve grupe ¢élanaka. Takvih algoritama ima
vise, a intuitivno, osnovna ideja je da se krene od proizvoljne prave i da se ona postepeno pomera dok se
ne pozicionira najbolje moguée (po nekom preciznom kriterijumu) izmedu dve grupe tacaka, tj. izmedu dve
klase. Detalji jednog takvog algoritma bice dati kasnije.

Primeri primena masinskog ufenja. Masinsko u¢enje uspesno se primenjuje u mnostvu prakti¢nih pro-
blema. Jedan od najstarijih, a jo§ uvek zanimljivih prakti¢nih rezultata postignut je od strane sistema ALVINN
zasnovanog na neuronskoj mrezi, krajem osamdesetih godina dvadesetog veka, koji je naucen da bez ljudske
pomod¢i vozi automobil auto-putem u prisustvu drugih vozila i brzinom od oko 110km/h. Sistem je uspe$no
vozio na putu duzine oko 140km. Sa razvojem dubokih neuronskih mreza, sredinom prve decenije ovog veka,
projekat razvoja autonomnih vozila dobio je novi zamah. Mnoge kompanije trenutno razvijaju vozila koja treba
da budu u stanju da samostalno ucestvuju u gradskoj voznji, koja je znacajno komplikovanija od voznje na
auto-putu. Izazovi za tehnike maginskog uc¢enja u ovom problemu uklju¢uju kako prepoznavanje puta i uéesnika
u saobracéaju, tako i donoSenje odluka. Sli¢ne metode koriste se i za uenje upravljanja kvadrotorima (malim
letilicama sa Cetiri propelera) u cilju prenoSenja predmeta. Kompanija Amazon razmatra mogucénost ovakvog
nacina dostavljanja svojih posiljki u gradskim sredinama.

Jedan od najpoznatijih ranih primera primene masinskog ucenja je i sistem TD-Gammon za igranje igre
Backgammon konstruisan devedesetih godina proslog veka. Igrajuéi protiv sebe viSe od milion partija i nasta-
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vljajuéi da uéi u igri sa ljudskim igracima, sistem je dostigao nivo igre u rangu svetskog Sampiona. Na sli¢nim
principima, ali koriste¢i modernije algoritme uenja konstruisan je sistem AlphaGo koji je 2015. 1 2016. ubedljivo
pobedio evropskog, a zatim i svetskog Sampiona u igri go. Ova igra poznata je kao jedan od, do sada, najozbilj-
nijih izazova vestackoj inteligenciji u domenu igranja igara, posto po broju mogudéih stanja daleko prevazilazi
i Sah, §to drasti¢no otezava primenu tradicionalnih tehnika vestacke inteligencije poput algoritma minimaks sa
alfa-beta odsecanjem.

Kompanije poput Amazona, koje se bave internet prodajom, odavno koriste sisteme koji na osnovu primera
kupovnih transakcija korisnika uce kako da budué¢im korisnicima preporucuju proizvode koji bi ih mogli intereso-
vati. Ovakvi sistemi i odgovarajuéi algoritmi ucenja nazivaju se sistemima za preporutivanje (eng. recommender
systems).

Sistemi za prepoznavanje govora takode koriste maginsko ucenje u nekoj formi. Sistem Sphinx, takode sa kraja
osamdesetih, bio je u stanju da prepozna izgovorene re¢i uz prilagodavanje izgovoru razli¢itih ljudi, razli¢itim
karakteristikama mikrofona, pozadinskoj buci i slicno. U meduvremenu su takvi sistemi zna¢ajno napredovali,
usli u §iroku upotrebu na mobilnim telefonima, a u stanju su i da vode dijaloge, daju preporuke relevantne
korisniku i sli¢no.

Neke od najveéih uspeha maginsko ucenje postiglo je u obradi slika i video zapisa. Tipi¢ni problemi su
prepoznavanje i lociranje objekata na slikama i video zapisima, praéenje objekata u video zapisima, automatsko
opisivanje slika prirodnim jezikom i sliéno. Impresivni uspesi postignuti su u generisanju realisti¢nih slika na
osnovu tekstualne specifikacije. Moderni sistemi ovog tipa u stanju su da generiSu i slike kakve nikada nisu videli
i da pritom zadovolje zahteve specifikacije po pitanju sadrzaja, umetnickog stila, prirode osvetljenja, itd.

Verovatno najveéi uspesi maginskog ucenja postignuti su obradi teksta na prirodnom jeziku. Rani uspe-
si postignuti su u prepoznavanju sentimenta koji tekst izrazava (na primer, zadovoljstvo ili nezadovoljstvo),
prepoznavanju vrsta reci i ekstrakciji informacija iz teksta koje odgovaraju nekom upitu. Sa razvojem dubokog
ucenja postalo je mogude trenirati sisteme koji su u stanju da generisu tekst — na primer ostatak teksta zapocetog
pisma. Daljim razvojem ovakvi sistemi (na primer, ChatGPT) osposobljeni su za vodenje smislenih razgovora sa
¢ovekom, generisanje programskog koda, parsiranje podataka iz teksta, stilsko uoblicavanje teksta i razne druge
poslove. Ovakvi sistemi mnoge poslove ne izvode savr§eno. Na primer, mogu davati neta¢ne informacije i ¢esto
grese u reSavanju matematickih problema, a neretko traze nezanemarljivu vestinu korisnika u reSavanju drugih
slozenijih problema. Ipak, ovi sistemi se ve¢ koriste u poslovnoj praksi i brzo se dalje unapreduju. Ovi modeli,
kao i modeli koji generisu video zapise ili slike (Cesto na osnovu tekstualnog ulaza), nazivaju se generativnim
modelima.

Sveprisutnost drustvenih mreZa dala je veliki impuls razvoju metoda masinskog uéenja nad grafovima.
Drustvena mreza moze se smatrati grafom ¢iji ¢vorovi predstavljaju ucesnike mreze, a grane postoje izmedu
ucesnika koji su povezani u mrezi (poput prijateljstva na mrezi Facebook). Metode maginskog ucenja se u ovom
kontekstu koriste za predvidanje buduéih veza medu ucéesnicima, recimo prilikom preporucivanja uéesnicima
mreze sa kime se mogu povezati. Razvijene su i metode za otkrivanje postojecih, ali neopazenih veza u drus§tvenim
mrezama (koje ne moraju biti samo mreZe na internetu, vec i u realnom Zivotu).

Veliki proboj u bioinformatici napravljen je metodama maginskog ucenja kada je reSen problem savijanja
proteina. Proteini su u sredistu vecine biologkih procesa, pa je razumevanje njihove funkcije u Zivim organizmima
od velikog znacaja i moze voditi razvoju novih lekova i novih metoda le¢enja raznih bolesti. Funkcija proteina
tesno je povezana sa njegovim sastavom — nizom aminokiselina i njegovom trodimenzionalnom strukturom, koja
se moze opisati koordinatama pomenutih aminokiselina. Problem savijanja proteina sastoji se u odredivanju
trodimenzionalne strukture na osnovu sekvence amino kiselina. Utvrdivanje sdme sekvence nije teZak problem,
ali je resavanje problema odredivanja nacina savijanja na osnovu te sekvence trajalo oko pedeset godina, do
2020. godine, kada je sistem AlphaFold dao odli¢ne rezultate na referentnom skupu instanci.

Faze reSavanja problema masinskim uéenjem. Tok reSavanja problema pomoc¢u masinskog uéenja obi¢no
obuhvata sledece osnovne korake:

e Modelovanje problema;

e ReSavanje problema, odnosno treniranje modela;
e Evaluacija dobijenog resenja, odnosno modela;

e Eksploatacija modela

Kod pretrage i automatskog rasudivanja, treé¢i korak moze biti vazan, ali je nekada i trivijalan ili nepostojedi.
Masinsko uéenje ukljucuje evaluaciju dobijenog resSenja kao sustinski vazan korak zbog pomenute moguénosti
gresaka. Ukoliko je proces reSavanja dao nezadovoljavajuce rezultate, kroz prva dva navedena koraka prolazi se
iznova, primenjujuéi druge moguée pristupe.
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U ostatku teksta, biée dosledno kori§éena naredna notacija. Obi¢nim malim slovima poput x oznacavaju se
skalari. Podebljanim malim slovima poput x oznacavaju se vektori, a podebljanim velikim poput X oznacavaju
se matrice. U kontekstu u kojem se javljaju podebljano slovo i obi¢no slovo sa indeksima, podrazumeva se da
obi¢no slovo predstavlja koordinatu vektora ili element matrice oznatene odgovarajuéim podebljanim slovom.
Na primer, x; ¢e oznafavati i-tu koordinatu vektora x, a x;; odgovarajuci element matrice X. S druge strane,
x; oznacava i-ti vektor x, a ne i-tu koordinatu vektora x i sli¢no za matrice.

10.1 Modelovanje problema

Modelovanje problema polazni je deo procesa masSinskog ucenja i on Cesto zahteva najviSe znanja i inventiv-
nosti. Konkretni koraci variraju od problema do problema, ali postoje neki koraci zajednic¢ki za veéinu sluéajeva
ito su:

e Uocavanje opSteg okvira utenja adekvatnog za dati problem, koji je pre svega uslovljen vrstom informacije
date u primerima iz kojih se uci;

e Izbor reprezentacije podataka iz kojih se uéi;
e Izbor forme modela zakonitosti u podacima, odnosno skupa dopustivih modela;
e Izbor funkcije greske koja meri koliko model odgovara podacima na kojima se vrsi trening.

Ovi koraci bi¢e objasnjeni u nastavku.

10.1.1 Nadgledano, nenadgledano i ucenje potkrepljivanjem

Koliko god primene masinskog uéenja bile raznovrsne, postoje odredene zajednicke karakteristike zadataka
i procesa ucenja koje se Cesto srecu. Postoje tri glavna okvira problema ucenja: nadgledano ucenje (eng. super-
vised learning), nenadgledano ucenje (eng. unsupervised learning) i ucenje potkrepljivanjem (eng. reinforcement
learning).

Nadgledano uéenje odnosi se na situacije u kojima se algoritmu, zajedno sa podacima iz kojih uci, daju
i Zeljeni izlazi, to jest vrednosti takozvane ciljne promenljive. Algoritam treba da nauci da za date podatke
pruzi odgovarajuce izlaze. Oc¢ekuje se da izlazi dati za podatke na kojima nije vreno uéenje takode budu dobri.
Neki primeri problema nadgledanog uéenja su predvidanje da li je ¢lanak rac¢unarski ili nije, da li odredeno
elektronsko pismo predstavlja neZeljenu postu (eng. spam) ili ne i predvidanje cene nekih akcija u zavisnosti od
kretanja cene tih akcija u proslosti i kretanja cena drugih akcija.

U nenadgledanom uéenju algoritmu koji u¢i pruzaju se samo podaci bez izlaza. Od algoritma koji uéi ocekuje
se da sdm uoci neke zakonitosti u datim podacima. Primer nenadgledanog uéenja je takozvano klasterovanje —
uocavanje grupa na neki nacin sli¢nih objekata kada ne postoji pouzdano znanje o tome koliko grupa postoji ili
koje su njihove karakteristike. Jedan primer primene klasterovanja je smanjenje skupa boja slike. Pikseli slike
se mogu grupisati klasterovanjem po njihovoj blizini u RGB prostoru boja, a potom se iz svakog klastera moze
izabrati po jedna boja koja bi ga predstavljala i kojom bi bili obojeni svi pikseli koji pripadaju tom klasteru.
Drugi primer primene klasterovanja je grupisanje (prirodnih) jezika u grupe jezika srodnog porekla.

Utenje potkrepljivanjem odnosi se na situacije u kojima je nizom akcija potrebno postiéi neki cilj pri ¢emu
u podacima nije poznato koja akcija je bila dobra u kojoj situaciji, ve¢ samo finalni ishod ¢itavog niza akcija.
Cilj je nauciti koje su akcije dobre u kojim stanjima. Tipican primer problema pogodnih za ovu vrstu ucenja
je igranje igara. Naime, u igrama &esto nije uvek jasno koji potez je bio dobar (ili klju¢an), a koji nije, ali je
poznato da li je partija na kraju dobijena ili izgubljena.

Primer 10.2. Problem prepoznavanja racunarskih ¢lanaka ocito spada u okvir nadgledanog uéenja. Naime,
postoji konkretna ciljna promenljiva — da li je ¢lanak racunarski ili nije i nju je potrebno predvideti, i moguce
je zajedno sa podacima iz kojih se uci (clancima) pruZiti i vrednosti ove ciljne promenljive. Ouvaj problem
ne uklapa se u druga dva opisana okvira. Ne moZe se ocekivati da bi se nenadgledanim pristupom mogli
izdiferencirati racunarski i ostali ¢lanci. Iako nenadgledano ucenje c¢esto omoguéava grupisanje, tesko je
obezbediti da grupisanje bude izvrseno bas u skladu sa jednim aspektom teme élanka — njenom pripadnoséu
oblasti racunarstva. Sasvim je moguée da bi neki postojeéi algoritam grupisao ¢lanke po nekom drugom
kriterijumu, koji najverovatnije me bi ni bio lako razumljiv coveku ili dovoljno precizan za potrebe ovog
problema. Na kraju, ovaj problem se ne uklapa ni u okvir u¢enja potkrepljivanjem, posto resenje predstavlja
jednostavan odgovor da li je élanak racunarski, a ne niz akcija ¢ijim se zajednickim efektom postiZe neki
cilj (kao u igranju igara).
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Kako je prepoznato da se radi o problemu nadgledanog ucenja i da podaci pripadaju dvema klasama, za
uspesno resavanje problema potrebno je obezbediti odredeni skup primera koji sadrzi kako racunarske, tako
i Clanke iz drugih oblasti.

10.1.2 Reprezentacija podataka

Kao $to je receno na pocetku, podacima se opisuju konkretni primerci, tj. ¢nstance nekog problema. Primera
radi, iako moZzemo govoriti o op§tem problemu prepoznavanja ra¢unarskih ¢lanaka, u praksi se uvek susre¢emo
sa njegovim konkretnim primercima — uvek je za neke konkretne ¢lanke potrebno ustanoviti da li su ra¢unarski
ili nisu. Otuda se, kada se govori o podacima, ¢esto govori o instancama podataka pri ¢emu se podrazumeva da
jedna instanca podataka opisuje jedan konkretan primerak problema koji treba resiti.

Instance koje ¢ine podatke treba da budu zapisane u obliku koji je pogodan za primenu algoritama ucenja.
Najpogodniji i najéesée kori§éeni nacin koji se koristi u algoritmima masinskog ucenja je predstavljanje instanci
nekim njihovim relevantnim svojstavima, tj. atributima, odlikama ili obeleZjima (eng. feature, attribute). Svojstva
predstavljaju karakteristike instanci kao §to su boja, veli¢ina, tezina i sli¢no. Svako od izabranih svojstava moze
imati vrednost koja pripada nekom unapred zadatom skupu. Te vrednosti su nekad numericke, kao u slucaju
tezine, koja je skalarna veli¢ina i koja se najbolje opisuje brojem. Primer numericke vrednosti moze biti i
frekvencija re¢i u nekom ¢élanku, kao §to je to bio sluéaj u primeru sa klasifikacijom ¢lanaka. Svojstva takode
mogu biti i kategoricka — mogu predstavljati imena nekih kategorija kojima se ne mogu dodeliti smislene
numericke vrednosti ili pridruziti uredenje. Primer kategorickog svojstva moze biti grad u kome osoba Zivi, pol,
nacionalnost i sli¢cno. Skup svojstava koji ¢e se koristiti u zapisu instance generalno nije unapred zadat, ve¢ ga je
potrebno odabrati u skladu sa time koje su karakteristike instanci bitne za dati problem ucenja. Na primer, za
predvidanje ocene na ispitu nije bitna boja ociju studenta. Kada su izabrana svojstva pomocu kojih se instance
opisuju, svaka instanca moze se predstaviti vektorom svojih, konkretnih vrednosti svojstava. Ciljne promenljive
obi¢no se reprezentuju analogno reprezentovanju svojstava.

Umesto preko vrednosti izabranih atributa, podaci se nekada mogu dati algoritmu u¢enja i u sirovoj formi,
poput matrice piksela koji ¢ine sliku, bez opisivanja slike nekim specifi¢nim svojstvima. Nisu svi algoritmi ucenja
dizajnirani da dobro rade sa takvim reprezentacijama.

Primer 10.3. U sluéaju prepoznavanja racunarskih c¢lanaka, instanca je jedan élanak. Instance ée biti u
racunary predstavljene pomodéu nekih podataka koji ih opisuju. Ciljna promenljiva y koja predstavlja klasu
moZe biti 1 za racunarske célanke © —1 za ostale. Iako je predstavijena brojem, ovo je kategoricka vrednost,
posto se radi o dve kategorije za koje su ovi brojevi proizvoljno izabrani.

Da bi bilo sprovedeno ucenje, potrebno je raspoloZive clanke predstaviti u nekom obliku koji je pogodan
za algoritam ucenja i koji bi mogao da na neki nacin saZme osnovne karakteristike na osnovu kojih se
¢lanci iz ove dve kategorije mogu razlikovati. Kao $to je ranije zapaZeno, ocekivano je da ée u ¢lancima
1z racunarstva biti ¢esée pomingani racunarski pojmovi nego u ostalim célancima. To svojstvo bi se moglo
iskoristiti za razlikovanje clanaka. U skladu sa ovim, mogu se nabrojati sve reci iz nekog recnika racunarske
terminologije. Svaki ¢lanak moZe biti predstavljen vektorom frekvencija ovih rec¢i. Ako je x wvektor koji
odgovara nekom clanku, onda ée x; oznacavati frekvencije izabranih pojedinacnih reci.

Opisani vektori frekvencija predstavljaju tacke u euklidskom prostoru. Kao $to je diskutovano ranije, ako
se u pojednostavijenom reéniku nalaze samo dve rec¢i — ,racunar” i ,datoteka”, ove tacke mogu izgledati kao
na slici u primeru 10.1. Ukoliko su u ¢lancima iz jedne kategorije ovi racunarski termini visokofrekventni, a
u drugim niskofrekventni, tacke koje odgovaraju racunarskim clancima ée se grupisati dalje od koordinatnog
pocetka, dok ée se ostale grupisati blize njemu.

10.1.3 Skup dopustivih modela

Proces ucenja moze se razumeti kao proces pronalazenja zakonitosti u podacima ili, preciznije, zavisnosti
medu promenljivim koje ih opisuju, a koje ¢ine svojstva i ciljna promenljiva. Ako je raspoloZiv dobar opis zavi-
snosti izmedu svojstava i ciljnih promenljivih za postojeée podatke, onda ga mozemo upotrebiti za predvidanje
ciljnih vrednosti za nove, nevidene instance. Kako bi se ufenje moglo automatizovati, potrebno je da opsta
forma tih zavisnosti bude matematicki definisana. Matematic¢ke reprezentacije zavisnosti medu promenljivim
nazivamo modelima. Ovaj pojam vrlo je blizak pojmu modela u empirijskim naukama, koji takode ustanovljava
zavisnosti izmedu veli¢ina koje su relevantne za prou¢avani fenomen (na primer, zavisnosti izmedu brzine, puta
i vremena).

Obi¢no modeli koji se razmatraju imaju unapred odredenu opstu formu i moguce je uociti skup dopu-
stivih modela. Forme modela mogu biti raznovrsne: modeli mogu biti pravila oblika IF...THEN (na primer,
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IF x1>3 and x2<2 THEN return 1), linearne funkcije svojstava (na primer, wiz; + ws2s), nelinearne funkcije
svojstava (na primer, log(wix; + wex2)) i tako dalje.

Primer 10.4. U sluéaju prepoznavanja racunarskih élanaka, pretpostavimo da se élanci prepoznaju na
osnovuy frekvencija (x1 i x2) dve izabrane reci. Kao skup dopustivih modela moZe da se koristi skup linearnih
modela {wyx1 + waze + b | w1, ws,b € R}, odnosno njima odgovarajuéih pravih.

Izmedu dve grupe tacaka moZda postoji prava (koja odgovara nekom dopustivom modelu) koja ih raz-
dvaja, kao na sledeéoj slici.

Ako je ova prava poznata, onda neki nov, nepoznati clanak moZe biti prepoznat kao élanak iz oblasti
racunarstva ukoliko se tacka koja mu odgovara nalazi sa iste strane prave kao i tacke racunarskih clanaka
kojgi su nam poznati. U suprotnom, smatra se da ¢lanak nije iz oblasti rac¢unarstva.

Izbor skupa dopustivih modela od fundamentalnog je znaaja za kvalitet ucenja. Ukoliko ovaj skup nije
dovoljno bogat, onda uéenje, jasno, ne moze biti dovoljno dobro. Naizgled paradoksalno, i preterano bogatstvo
skupa dopustivih modela mozZe da dovede (i esto dovodi) do losih rezultata. Ovaj fenomen bic¢e diskutovan u
delu 11.3.

10.1.4 Funkcija greske

U maginskom uéenju greska je nuzno prisutna, ali je i nepoZeljna. Stoga je potrebno meriti kolike su greske
koje model pravi. Tome sluzi funkcija greske (eng. loss) koja se moze razlikovati od problema do problema.

U slu¢aju nadgledanog u¢enja, ova funkcija treba da kvantifikuje odstupanje predvidene od stvarne vrednosti
ciljne promenljive za neku instancu. U slu¢aju nenadgledanog ucenja, ako je potrebno, na primer, izvrsiti iden-
tifikaciju grupa u podacima, greska treba da kvantifikuje raznolikost podataka unutar grupa, posto je pozeljno
umesto o gresci, a nagrada je utoliko veéa ukoliko je posao bolje obavljen nizom akcija koje se preduzimaju.
Funkcija greske definiSe se za jednu instancu, ali se ta definicija prosiruje i do ukupne greske za veéi broj instan-
ci, obitno kao suma ili prosek greSaka na pojedina¢nim instancama. Uloga funkcije greske je sledeca: ukupna
greska nad trening podacima se (u fazi treniranja) minimizuje i iz skupa dopustivih modela bira se onaj koji
daje najmanju gresku. Ukoliko taj model daje najmanju gresku nad trening podacima, o¢ekuje se da ¢e davati
male greSke i nad budué¢im, nevidenim podacima. Funkcija gre§ke obi¢no se bira tako da pored smislenosti u
odnosu na problem ima i neka pozeljna svojstva (koja olakS8avaju postupak minimizacije) poput neprekidnosti,
diferencijabilnosti, konveksnosti i sli¢no.

Primer 10.5. Moguéi su razli¢iti izbori funkcije greske. U primeru prepoznavanja racunarskih ¢lanaka,
jedan izbor bi mogao biti 1 ako je instanca loSe klasifikovana, a 0 ako je dobro klasifikovana, ali ta funkcija
nema dobra tehnicka svojstva i otud se ne koristi. Drugi prirodan izbor bi se mogao voditi idejom da je
greska utoliko veéa ukoliko je instanca dalje od prave koja razdvaja klase, a sa njene pogresne strane. Ukoliko
je tacka sa ispravne strane ove prave, znak funkcije

w1T1 + wexo + b

se poklapa sa znakom ciljne promenljive y (1 ili —1) i proizvod y - (wyx1 +woxe +b) je pozitivan. Ukoliko je
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tacka sa pogresne strane, taj proizvod je negativan i njegova apsolutna vrednost utoliko je veéa Sto je tacka
dalje od prave, na pogresnoj strani. Otud se za gresku, kada postoji, moze uzeti izraz

—y - (w121 + waxs +b)
Kako bi se izbegla negativna greska u slucaju tacne klasifikacije, ovaj izraz moZe se zameniti sledeéim
max (0, —y - (w11 + waze + b))

tako da je u slucaju tacne klasifikacije greska jednaka nuli. Onda prava koja ispravno razdvaja sve clanke
pravi gresku 0 na svim ¢lancima. Dodatno, ova funkcija je neprekidna, konveksna @ diferencijabilna svugde
osim u jednoj tacki.

Ponovimo da su oznake klasa 1 i —1 zapravo kategoricke vrednosti. Pogodni izbori ovih vrednosti mogu
voditi jednostavnijoj formulaciji funkcije greske, kao u ovom primeru.

10.2 Resavanje problema

Resavanje problema u maginskom u&enju svodi se na pronalaZenje modela koji pravi najmanju gresku (prema
izabranom kriterijumu) na datim podacima. To reSavanje se onda moZe razumeti i kao pretraga skupa dopustivih
modela vodena podacima, a koju realizuje algoritam ucenja. Taj algoritam €esto se svodi na neki optimizacioni
metod poput gradijentnog spusta nad sumom gresaka modela na instancama trening skupa. Proces pronalazenja
adekvatnog modela naziva se treningom.

[ Algoritam: Algoritam za klasifikaciju clanaka }

Ulaz: Trening skup 7', brzina ucenja « i preciznost &

Izlaz: Parametri modela w = (wy, ws, b)

1: postavi (w1, ws,b) na (0,0,0);

2: ponavljaj

3 postavi (w],wj,b") na (wy,ws,b);

4 za svaku instancu (x1,x9,y) € T radi
5: ako y(wyz1 + wexs + b) < 0 onda
6: na w; dodaj ayzy;

7 na wo dodaj ayxs;

8 na b dodaj ay;

9: dok nije ispunjen uslov ||(wy,ws,b) — (Wi, wh,b')|| < &;

10: vrati (wy,ws,b) kao resenje.

Slika 10.1: Algoritam za klasifikaciju ¢lanaka.

Primer 10.6. U primeru prepoznavanja racunarskih élanaka, pronalaZenje Zeljene prave moZe se izvesti
wpomeranjem neke polazne prave dok ona me bude pozicionirana izmedu tacaka koje treba da razdvaja,
odnosno dok greska ne postane jednaka nuli ili, ako je to memoguée, sto manja moguca. Ovo pomeranje
vrsi se postepenim modifikacijama parametara wy, wo i b. Veli¢inu tog pomeraja odreduje vrednost koju
nazivamo brzinom ucenja (eng. learning rate). Jedan takav algoritam, poznat kao perceptron, dat je na
slici 10.1.

Vazno pitanje je da li aZuriranje parametara u predloZenom algoritmu vodi poboljSanju naucdene funk-
cije (tj. tekucéeg modela). Pre svega, algoritam ne menja vrednosti parametara w u slucaju da je instanca
tacno klasifikovana, veé samo ako nije, sto deluje dobro. Dalje, vrednost o, koja kontrolise velic¢inu korekcije
(ayxy1, ayxa, ay), mora biti mala kako bi korekcije bile male i postepene. Viednosti x1 i xo su uvek nenega-
tivne i stoga znak korekcije zavisi samo od znaka vrednosti y. Ukoliko je vrednost y negativna, parametri se
smanjuju ¢ime se i vrednost wyix, +woxo +b smanjuje. Ako pritom ta vrednost postane negativna, greska na
toj instanci je eliminisana. Analogno u slucaju da je vrednost y pozitivna. Stoga, nasluéujemo da se ovim
algoritmom vrednosti w1z + woxs + b po znaku pribliZavaju vrednostima y. Korekcije su proporcionalne
vrednostima x1 @ T2, odnosno vecée su za parametre ¢ija promena moze vise doprineti promeni vrednosti
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w1x1 +waxs + b za dati primer. Ovaj postupak li¢i na gradijentni spust kojim se minimizuje suma, po svim
instancama trening skupa, ranije definisane funkcije greske:

max (0, —y - (w11 + waza + b)).

10.3 Evaluacija resenja

Utenje uvek polazi od nekih podataka. Podaci na osnovu kojih se vrsi generalizacija, nazivaju se podacima za
trening, a njihov skup trening skup. Evaluacija naucenog znanja na podacima na osnovu kojih je u¢eno obi¢no
dovodi do znacajno boljih rezultata od onih koji se mogu kasnije dobiti u primenama, $to ne bi trebalo da
iznenaduje. Naime, i u sluc¢aju ljudskog ucenja, lakse je resavati probleme koji su ve¢ upoznati u procesu ucenja,
nego potpuno nove probleme. Stoga je pre upotrebe potrebno proceniti kvalitet naufenog znanja na novim,
nepoznatim podacima. To se obi¢no radi tako §to se razmatra koliko je nauceno znanje kvalitetno u odnosu na
neke unapred date podatke za testiranje ¢ija je uloga da u evaluaciji simuliraju (nepoznate) podatke na kojima
¢e model biti primenjivan u buduénosti. Podaci za testiranje ¢ine test skup. Test skup treba da bude disjunktan
sa trening skupom. Kvalitet modela na test skupu moze se meriti racunanjem razlicitih statistika c¢ija je uloga da
§to bolje opisu poklapanje predvidanja modela sa stvarnim podacima. U praksi, trening i test skup se dobijaju
tako $to se raspolozivi podaci podele na dva dela. Naravno, kako razli¢ite podele na trening i test skup mogu
uroditi razli¢itim rezultatima, slu¢ajno deljenje nije najbolji nacin formiranja trening i test skupa, posebno ako
koli¢ina raspolozivih podataka nije veoma velika. U praksi se koriste nesto komplikovanije sheme evaluacije, o
¢emu ce biti reci kasnije.

Primer 10.7. U primeru prepoznavanja rac¢unarskih clanaka, pre treninga mogli smo odvojiti, na primer,
treéinu ukupnih raspoloZivih podataka za testiranje, a trening sprovesti nad preostale dve trecine. Kad su
¢lanci Klasifikovani, kao mera kvaliteta uéenja moZe se na test skupu izracunati udeo dobro klasifikovanih
clanaka v vkupnom broju ¢lanaka. PoZeljno je da on bude Sto veéi.

10.4 Eksploatacija modela

Nakon §to je model treniran i nakon §to je evaluacijom ustanovljeno da je dovoljno dobar za praktiénu pri-
menu, potrebno ga je uposliti u reSavanju instanci problema za koji je namenjen. Razvijeni model, sa izabranim
i fiksiranim vrednostima parametara, primenjuje se u praksi za reSavanje novih instanci. One se, kao i u ranijim
fazama, reprezentuju atributima i daju se modelu kao ulaz. Model daje izlaz koji se prosleduje ostatku sistema
koji donosi dalje odluke na osnovu tog izlaza. Pocetak eksploatacije modela ne predstavlja kraj brige o modelu,
naprotiv. U toku eksploatacije, moze doé¢i do promena u svojstvima podataka. Otud je potrebno povremeno
proveravati kvalitet modela i u fazi eksploatacije i ponovo ga trenirati kada se ukaze potreba.

Primer 10.8. U primeru prepoznavanja racunarskih ¢lanaka, model bi bio ugraden u pretraZivac¢ interneta
¢igi je cilj da prepoznaje takve élanke. Svi ¢lanci bili bi predstaviljeni frekvencijama reci i model bi bio
primengivan na njih. Clanci koji bi bili prepoznati kao racunarski, prikazali bi se korisniku, dok bi ostali
bili preskoceni.

Usled rastuéeg prisustva racunarske tehnologije u svakodnevnom Zivotu, frekvencija racunarskih recéi u
neracunarskim c¢lancima moZe se poveéati. Otud model vremenom moZe korisnicima prikazivati sve vise
nerelevantnih ¢lanaka.

Postoji dosta specifi¢nih problema vezanih za eksploataciju modela. Primera radi, neki modeli treba da
rade na rac¢unarima ograni¢ene brzine i memorije. Otud ih je potrebno adekvatno postprocesirati kako bi se
brze izvrsavali. Primer ovakvog postprocesiranja je predstavljanje parametara modela u brojevima u pokretnom
zarezu sa manjom precizno§¢u. Neki modeli treba da budu u stanju da odgovaraju na veliki broj zahteva u
kratkom vremenskom periodu. To se moze posti¢i paralelizacijom na adekvatnoj serverskoj arhitekturi. Neki
modeli mogu biti izloZeni zlonamernim napadima ¢iji je cilj da zbune model kako bi doneo pogresnu odluku.
Prevencija takvih napada je i dalje aktivna tema nau¢nog istrazivanja. Putem modela od treninga do njegove
isporuke i eksploatacije i pracenjem njegovih performansi u primeni bavi se disciplina koja se naziva MLOps
(eng. machine learning operations). Njeni detalji su van okvira ove knjige.
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Nadgledano masinsko ucenje

Nadgledano masinsko ucenje karakterise se time da su za sve raspolozive podatke poznate vrednosti ciljne
promenljive. U nastavku su opisani osnovni problemi nadgledanog u¢enja — klasifikacija i regresija, zatim pojmovi
zajednicki za veéinu algoritama nadgledanog maginskog uéenja, potom konkretni modeli nadgledanog ucenja i
algoritmi za njihovo treniranje i, na kraju, primeri prakti¢nih primena.

11.1 Kilasifikacija i regresija

Problemi nadgledanog masinskog ucenja najceS¢e se mogu svrstati u jednu od dve kategorije — u probleme
klasifikacije ili u probleme regresije.

Klasifikacija se sastoji u razvrstavanju nepoznate instance u jednu od unapred ponudenih kategorija, tj. klasa.
Neki od primera klasifikacije su razvrstavanje bankovnih transakcija u rizi¢ne, koje mogu predstavljati prevaru
ili u nerizi¢ne, koje predstavljaju uobicajene transakcije, odredivanje autorstva tekstova pri ¢emu se tekstu
nepoznatog autora pridruzuje jedan od nekoliko unapred ponudenih autora, razvrstavanje elektronske poste u
Zeljenu i neZeljenu i slicno. U navedenim primerima, svakoj instanci (bankovna transakcija, tekst, elektronska
poruka) odgovara vektor vrednosti nekih izabranih svojstava. Svakoj instanci takode odgovara i oznaka klase
kojoj ta instanca pripada. Problem klasifikacije sastoji se u odredivanju vrednosti klase na osnovu svojstava
instance. Kljuéno zapazanje je da ciljna promenljiva u ovom problemu ima kona¢an skup moguéih vrednosti i
da se, u opsStem slucaju, oznakama klasa ne mogu smisleno dodeliti numericke vrednosti, niti uredenje. Dakle,
klasa, ¢iju je vrednost potrebno odrediti, kategori¢ko je svojstvo.

Problem regresije predstavlja problem u kojem pored vrednosti svojstava svakoj instanci odgovara i neka
neprekidna numericka vrednost koju je potrebno predvideti. Primene regresije su mnogobrojne. One ukljuc¢uju
procenu buduéih cena akcija na berzi, odredivanje pozicija objekata na slikama, predvidanje vremena voznje u
saobracaju do odredista, predvidanje koncentracija zagadivaca u zivotnoj sredini, predvidanje svojstava hemij-
skih jedinjenja, itd.

11.2 Minimizacija greske modela

Masinsko ucenje obi¢no pronalazi veze izmedu nekih veli¢ina. Te veze zovemo modelima i predstavljamo ih
matematickim funkcijama.

Definicija 11.1 (Model). Model je funkcija fw(x) koja izraZava zavisnost izmedu atributa x i ciljne vred-
nosti, gde je w vektor parametara modela koji ga odreduju.

Zakonitosti koje opisuje model koriste se za donosenje zaklju¢aka o nepoznatim instancama problema.

Primer 11.1. U primeru prepoznavanja racunarskih clanaka, model je linearna funkcija
wix1 + waxo + b

a vektor parametara modela je w = (w1, wa, b). Ukolko su vrednosti ovih parametara w = (0.5, 1,1) i ukoliko
su frekvencije razmatranih reéi x = (2,3), onda ée vrednost modela biti jednaka

05-2 +1-3 +1 = 5.

159
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‘ Posto je dobijen pozitivan broj, smatra se da model predvida da je ¢lanak racunarski.

Odstupanja stvarnih vrednosti ciljne promenljive od predvidanja modela zovemo greskama. Gregka se kvan-
tifikuje funkcijom greske (eng. loss). Mnogi algoritmi klasifikacije i regresije zasnivaju se na minimizaciji greske,
pri ¢emu se iste funkcije gregke mogu koristiti u kombinaciji sa razli¢itim algoritmima i modelima. Cak i kada
greska ne figuriSe eksplicitno u formulaciji problema uc¢enja, Cesto se moze uociti pazljivom analizom. Diskusija
u nastavku pretpostavlja da ¢e funkcija greske biti eksplicitno formulisana.

Primer 11.2. Cest izbor funkcije greske predstavlja kvadrat razlike predvidene realne vrednosti fw(x) i
ciljne vrednosti y:

L(fw(x),y) = (fw(x) = y)*

Naravno, za mjeno izracunavanje potrebno je da su mad vrednostima ciljne promenljive definisane arit-
meticke operacije, §to ne vaZi za proizvoljnu ciljnu promenljivu (na primer, ako ciljna promenljiva ima
vrednosti ,crveno” i ,plavo”). Ipak, tamo gde je primenljiva, ova funkcija ponada se intuitivno — wvelike
razlike izmedu predvidene i stvarne vrednosti proizvode veliku vrednost greske, a takode je i matematicki
pogodna zbog svoje diferencijabilnosti. Zbog toga predstavija éest izbor funkcije greske, mada nije majbolji
izbor ni uvek kada je primenljiva.

Funkcija greske primenjuje se na jednu instancu podataka, §to nije dovoljno da bi se okarakterisao kvalitet
predvidanja modela. Za to se koristi naredni pojam greske modela (koji se nekad naziva i rizikom).

Definicija 11.2 (Greska modela). Ako je L funkcija greske, onda se greska modela fy, definise kao
ocekivanje funkcije greske u odnosu na raspodelu podataka koji se modeluju:

E(W) = E(x,y)L(fw(X)a y)

gde je Ex ) matematicko ocekivanje po svojstvima i ciljnoj promenljivoy.

Kada su definisani forma modela i greska modela, lako je formulisati kriterijume za izbor najboljeg modela
— to je model koji pravi najmanju gresku.

Definicija 11.3 (Najbolji model). Najbolji model je model odreden parametrima kojima se minimizuje
greska modela, tj. model odreden parametrima koji su resenje sledeéeg problema minimizacije:

min E(w) .

w

Za izratunavanje matematickog ocekivanja E( .y, potrebno je poznavati raspodelu promenljivih x i y (za
sve parove, ne samo one u raspolozivim podacima), koja obi¢no nije poznata. Medutim, ono §to u praksi jeste
poznato je uzorak podataka na osnovu kojeg se greska moze empirijski aproksimirati.

Definicija 11.4 (Empirijska greska). Neka je dat trening skup {(x;,v;) | ¢ =1,..., N}. Empirijska greska
modela odredenog parametrima w je uzoracka aproksimacija njegove greske:

N

p=ll

Primer 11.3. U primeru klasifikacije élanaka, (empirijska) greska modela data je funkcijom (videti primer
10.6):

N
1
E(w) ~ N Z max(0, —y - (w11 + wazs +b)).
i=1

Vrednosti parametara w u praksi se biraju minimizacijom vrednosti empirijske greske modela. Kako prosek
i suma imaju isti minimum, obi¢no se prilikom minimizacije ne vodi ra¢una o tome da li je izvr§eno deljenje
brojem instanci. To ¢e biti vidljivo i u minimizacionim problemima u nastavku.

Za minimizaciju greske modela koriste se metode matematicke optimizacije. Jedna od klasi¢nih metoda
koris¢enih u ovom kontekstu je gradijentni spust (poglavlje 4.1). Taj metod zahteva da je funkcija koja se
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minimizuje diferencijabilna. Postoje i druge optimizacione metode koje mogu biti pogodnije za optimizacioni
problem koji se refava. Takve metode (kao i sam gradijentni spust) obi¢no omogucavaju podesavanje duZine
koraka (videti poglavlje 4.1.2). U kontekstu masinskog uenja, duzina koraka se obi¢no naziva brzinom uéenja i
predstavlja hiperparametar koji je vazno dobro izabrati. Napomenimo da dve metode za minimizaciju greske ne
daju nuzno iste vrednosti parametara w. StaviSe, ista metoda minimizacije moze (zbog moguéih nasumi¢nih ini-
cijalizacija) u razli¢itim pokretanjima da da razli¢ite vrednosti parametara, koje odgovaraju razli¢itim lokalnim
minimumima empirijske gregke.!

U praktiénim primenama, kada broj instanci za treniranje moze da se meri i milionima, raspolozivi resursi
Cesto ne dopustaju minimizaciju empirijske greske modela za sve trening podatke odjednom. Umesto toga, u
iteracijama se minimizuje greska za nasumicno kreirane podskupove trening skupa i taj postupak konvergira.
Ovaj postupak minimizacije zaustavlja se kada je postignut neki zadati kriterijum (na primer, broj iteracija,
vreme izvr§avanja, mala razlika izmedu tekuéih vrednosti parametara). Ovaj pristup obi¢no daje sli¢no resenje
kao kada se minimizuje greska za sve podatke istovremeno.

11.3 Preprilagodavanje i regularizacija

O¢igledno, §to je greska modela manja, to je prilagodenost modela podacima za trening veca i obratno.
Dakle, vrednost greske modela mozZe da ima ulogu mere prilagodenosti modela podacima za trening.

Uslovi pod kojima se minimizacijom greske dobro aproksimira polazni problem nisu uvek ispunjeni, pa
prethodno opisani postupak minimizacije i izbora modela ne vodi nuzno dobrim rezultatima ucenja. Naime,
osnovna prepreka dobroj aproksimaciji optimalnih vrednosti parametara, a time i uspesnoj generalizaciji, je
preterano bogatstvo skupa dopustivih modela. Ukoliko je taj skup toliko bogat da u njemu za svaki trening
skup postoji model koji ga savrieno opisuje, onda ne postoje garancije za uspe$no uéenje. Dodatno, §to je skup
dopustivih modela bogatiji, to je potrebno vise podataka za uspesno ucenje. Ilustrova¢emo ovaj uvid kroz dva
primera, od kojih se prvi odnosi na klasifikaciju, a drugi na regresiju.

Primer 11.4. Neka je dat trening skup instanci koje predstavijaju ¢lanke, od kojih su neki racunarski, a
neki ne. Taj skup prikazan je na sledeéoj slici.
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U tom skupu postoje i neki racunarski ¢lanci sa niskom frekvencijom reci iz specificno racunarske termino-
logije, ali i neki ¢lanci koji nisu ra¢unarski, a ipak imaju visoku frekvenciju ra¢unarskih termina. U praksi
je Cesta situacija da, iz razlicitih razloga, odredeni broj instanci odstupa od ocekivanja.

Pretpostavimo da je forma modela linearna, kao i do sada — fo(X) = w121 +waxe+b i da su parametri
w odredeni minimizacijom greske pri cemu je za funkciju greske koriséen kvadrat razlike ciljne i predvidene
vrednosti (w ovom konkretnom problemu postoje i pogodnije funkcije greske, ali ée za potrebe ovog primera
i kvadrat razlike biti dovoljno dobra funkcija). Naredna slika ilustruje reSenje u tom slucaju. Tacke u ravni

!Lokalni minimumi u resavanju optimizacionih problema (ne samo onih vezanih za maginsko ucenje) mogu predstavljati veliki
problem. Taj problem Cesto se ublazava upotrebom metaheuristika ili pokretanjem optimizacionog procesa vige puta sa razli¢itim
polaznim vrednostima. Dugo je smatrano da lokalni minimumi predstavljaju znacajan problem u maSinskom ucenju i to je dece-
nijama sluzilo kao lenjo objasnjenje za svaki model koji nije dostizao ocekivane performanse. Vremenom se doslo do empirijskih
i (ogranicenih) teorijskih rezultata koji sugerisu da lokalni minimumi ne predstavljaju sustinski problem u visokodimenzionalnim
prostorima parametara i da su razlozi zbog kojih se ne pronalaze kvalitetni modeli obi¢no neki drugi (na primer, gradijenti koji se
izraGunavaju u procesu optimizacije mogu imati previge malu ili previge veliku normu, podaci nisu kvalitetni, itd).
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za koje model daje pozitivnu vrednost (tj. previdanje da je élanak racunarski) oznacene su plavo, a tacke
za koje daje negativnu vrednost (tj. previdanje da je clanak nije racunarski), oznacene su crveno.

MoZe se primetiti da model nije saglasan sa svim instancama iz trening skupa, odnosno da postoje racunarski
clanci koji nisu prepoznati i ¢lanci koji su prepoznati kao racunarski, a to nisu. Medutim, to ne bi trebalo da
bude zabrinjavajuée, posto je za veéinu clanaka klasifikacija ispravna. Clanci koji su pogresno klasifikovani
odstupaju od trenda ucestalog koriséenja reci ,racunar® i ,datoteka” u takvim élancima, ali th nema dovoljno
da bi sugerisali da i drugi élanci u kojima se te reci retko koriste treba da budu klasifikovani kao racunarsksi.

Naredna slika prikazuje klasifikaciju raspoloZivih podataka koriséenjem modela iz skupa svih polinoma
dve promenljive nekog fiksiranog stepena n, odnosno u slucaju da se za modele koristi sledeéa forma:

w0 7: . . .
fa(®) = wyzlay
i=0 j—=0

dok je funkcija greske ista.

Izabran: model saglasan je sa svim instancama iz trening skupa i zbog toga je greska jednaka nuli. Medutim,
zakonitost koju ovaj model opisuje ne izgleda wverljivo. Naime, intuitivno je da su racunarski ¢lanci koji ne
sadrze racunarske termine redak izuzetak, a ne da postoje velike oblasti prostora svojstava koje odgovaraju
niskim frekvencijama racunarskih termina, a koje se ipak odnose na racunarske ¢lanke. Vredi primetiti i da
se u oblasti za koju bi se ocekivalo da je plava, nalazi veliki potprostor obojen crvenom bojom, a u kojem
medu trening instancama ne postoji nijedna crvena tacka. Ouvakve ,zakonitosti“ ¢ine koriséenje ovakvog
modela u predikciji potpuno nepouzdanim i izvesno je da je stvarna greska daleko veéa od nule.

Primer 11.5. Pretpostavimo da je dat trening skup od 20 instanci koje se sastoje od jednog svojstva (visine)
i vrednosti ciljne promenljive (telesne mase). Pretpostavimo da je forma razmatranih modela linearna —
fw(x) = wiz+b i da su parametri w odredeni minimizacijom greske, pri éemu je za funkciju greske koriséen
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kvadrat razlike ciljne i predvidene vrednosti. Naredna slika (levo) ilustruje takav pristup.
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Moze se primetiti da model nije u potpunosti saglasan ni sa jednom instancom iz trening skupa: za
svaku instancu postogi manja ili veéa greska u predvidanju. Dakle, jednostavan linearni model nije dovoljno
fleksibilan da se moZe potpuno prilagoditi podacima za trening. S druge strane, ocigledno je da on dobro
opisuje opsti linearni trend koji u podacima postoji i, posebno vazno, za ocekivati je da greska na novim
podacima iz iste raspodele bude priblizno jednaka greSci na poznatim, trening podacima.

Prethodna slika (desno) prikazuje aproksimaciju datih podateka koriséenjem modela iz skupa svih po-
linoma stepena 19, odnosno u slucaju da se za modele koristi forma fw(x) = Z;io w;x’. Izabrani model
saglasan je sa svim instancama iz trening skupa i stoga je greska modela jednaka nuli. Medutim, posma-
trajuci globalni izgled izabranog modela, vidi se da on zapravo ne opisuje nikakvu zakonitost u podacima.
Oscilacije koje pravi izmedu tacaka ¢ine njegovo koriséenje u buduéem predvidanju potpuno nepouzdanim
i izvesno je da je stvarna greska ovog modela daleko vecéa od nule.

Problem koji se u prethodnim primerima javlja proisti¢e upravo iz toga sto skup svih polinoma ¢ini previse
bogat skup mogucéih modela. Za svaki trening skup moze se naé¢i model koji ga savrSeno opisuje. Medutim,
prilagodavajuéi se trening podacima do krajnosti, gubi se svaka moé¢ generalizacije. Takav zakljucak vazi i
za druge previse bogate skupove dopustivih modela, a ne samo za polinome. Ilustrovani fenomen naziva se
preprilagodavanje (eng. overfitting) i predstavlja jedan od vaZnih izazova u maginskom ucenju.

U svetlu prethodnog zakljucka, tezi se smanjivanju fleksibilnosti dopustivih modela. Fleksibilnost modela
moze se smanjiti ako se unapred izabere skup dopustivih modela tako da bude relativno siromasan. Na primer,
linearna forma modela sa ograni¢enim brojem parametara moze biti nefleksibilna. Alternativno, fleksibilnost
modela moze se smanjiti tako §to se modifikuje funkcija greske koja se minimizuje i to tako da nepozeljni modeli
ima visoku vrednost te funkcije. Cesto koris¢en nacin da se to postigne je postupak regularizacije, koji moze biti
sproveden na razli¢ite nacine a ovde ¢ée biti prikazan najstariji i najuobicajeniji. Umesto minimizacije greske,
vr§i se minimizacija regularizovane greske, odnosno, resava se problem minimizacije

min (E(w) + XQ(w))

gde je Q(w) regularizacioni izraz, a \ reqularizacioni hiperparametar,? pri ¢emu vaz A > 0. Regularizacioni
izrazi obi¢no su zasnovani na normama, pa su uobicajeni izbori poput

QAw) = |lw|z =) wf
i=1

ili N
Qw) = [[wll =) wil
i=1

ali se koriste i drugi. Minimizacija greske, koja meri prilagodenost modela podacima, zahteva odstupanje nekih
parametara w; od nule. Medutim, dodavanjem regularizacionog izraza, takvo odstupanje kaznjava se utoliko
viSe §to je odstupanje veée. Time se otezava preveliko prilagodavanje modela podacima, tj. fleksibilnost modela
se smanjuje. Mera u kojoj regularizacioni izraz utite na model kontrolie se izborom hiperparametra A (vise o
nacinima izbora ovog hiperparametra bice reci kasnije). LoSim rezultatima vode i premale i prevelike vrednosti
hiperparametra A. Prve zbog preprilagodavanja, a druge jer se za njih dobijaju nefleksibilni modeli koji se ne
mogu dovoljno prilagoditi podacima.

2Termin hiperparametar koristi se za veli¢ine koje su zadate unapred i u€estvuju u definiciji optimizacionog problema, (poput
vrednosti A), ¢ime se potcrtava razlika u odnosu na veli¢ine koje su uce (poput vektora w) i koje zovemo parametrima. Termin
hiperaparametar koristi se u istom duhu i u nenadgledanom ucenju i u ucenju potkrepljivanjem.
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Primer 11.6. Neka se u primeru predvidanja telesne teZine na osnovu visine koristi model predstavijen
polinomom stepena 19, kao funkcija greske neka se koristi kvadrat razlike ciljne i predvidene vrednosti i
neka se koristi reqularizacija. Tada je potrebno resiti sledeéi problem minimizacije:

N [ 19 19
: P 2
min g g wiT; —Yi | +A g wy
i=1 \j=0 j=1

Za vrednosti regularizacionog hiperparametra A = 0, 1072, 10719 1073, 10, 1000, dobijaju se modeli
prikazani na slici 11.1. Ocigledno je da poveéavanje regularizacionog hiperparametra \ smanjuje mogucénost
preprilagodavanja modela, ali i da njegovo preterano povecéavanje vodi njegovoj potpunoj neprilagodljivosti,
usled cega je, za vrednost A\ = 1000, model priblizno konstantan. Preciznije, priblizno je jednak pravoj
Yy = wq, pri cemu je wo priblizno jednako proseku vrednosti y. Primetimo da parametar wg nije ukljucen u
reqularizacini izraz, Sto je céesta praksa, kako bi se izbeglo pomeranje modela ka koordinatnom pocetku.
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Slika 11.1: Polinomski modeli stepena 19 dobijeni za razli¢ite vrednosti regularizacionog hiperparametra.

Pored opisanog nacina regularizacije postoje i drugi. Termin regularizacija Cesto se koristi i slobodnije tako
da obuhvata i druge modifikacije optimizacionog problema kojima se kontrolise fleksibilnost modela, ¢ime se
omogucava izbor modela koji nije preprilagoden i dobro generalizuje.
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11.4 Linearni modeli

Linearni modeli polaze od pretpostavke da se veza izmedu ciljne promenljive i svojstava moze priblizno
modelovati funkcijom linearnom po parametrima w, uz eventualnu jednostavnu nelinearnu transformaciju povrh
toga.

Definicija 11.5 (Linearni model). Linearni model je model oblika

fw(x) =g(w-h(x)) =g (Z wﬂli(X))
i=1

za neke funkcije h : R™ — R™ i g: R — R, gde je n dimenzija vektora x, a m dimenzija vektora w.

Ovako definisan model ne uklapa se u standardnu matematic¢ku definiciju linearne funkcije (zbog transfor-
macije ¢g) 1 u nekim izvorima se pod linearnim modelima podrazumevaju samo modeli u kojima je funkcija
g identi¢ka. U njima se modeli iz definicije 11.5 nazivaju se uopstenim linearnim modelima. Ipak, za potrebe
diskusija u kontekstu masinskog uenja, u nastavku éemo za sve njih koristiti kraéi naziv — linearni models.

Primer 11.7. Primeri linearnih modela su:
e fw(X) =wix1 + waza, gde su funkcije g i h identicke funkcije.

e fw(X) = wy + wycos(x1) + w3xs + wee®, gde je g identicka funkcija, a h je funkcija (vq, 2, 23) —
(1, cos(z1), 13, e%2).

o fo(X) = wi + wory + w3x? + wyxt + wsri, gde je g identicka funkcija, a h je funkcija (z1) —
(1, 21,23, 23, 3)-

o fw(X) = w1 + wexy + w3ks + wax1x2, gde je g identicka funkcija, a h je funkcija (x1,23) —
(1,.131,@‘2,%‘1.232).

o fw(x)=ewrtw2ritws®2 gde je g eksponencijalna funkcija, a h je funkcija (z1,z2) — (1,21, T2).
Sledeci primeri ne predstavljaju linearne modele:
o fwlx) =%

o fulx) = <o

¢ fw(X) - \/wqff):-wg 1k \/wuf)j-wg T2

U nastavku diskutujemo osnovne varijante linearnih modela za regresiju i klasifikaciju.

11.4.1 Linearna regresija

Linearna regresija predstavlja metod regresije zasnovan na linearnom modelu. Pretpostavka je da je funkcija
g iz definicije 11.5 identitet tj. da se predvidanje dobija kao linearna kombinacija vrednosti svojstava.

Definicija 11.6 (Model linearne regresije). Model linearne regresije je linearna kombinacija ulaznih svoj-
stava:

n
fwx)=w-x= Zwixi,
i=1

gde je n dimenzija vektora x i vektora w.

Kako bi prethodni zapis uklju¢ivao i modele koji imaju slobodan ¢lan, obi¢no se podaci pro§iruju novim svoj-
stvom koje za sve instance ima vrednost 1. Razmotrimo znac¢aj ove modifikacije kroz jednostavan primer. Ukoliko
je potrebno pravom aproksimirati skup tacaka u ravni, model oblika wxz bez slobodnog ¢lana, omogucavao bi
aproksimaciju isklju¢ivo pravama koje sadrze koordinatni pocetak. Ovakav uslov previSe je restriktivan u slu¢aju
mnogih prakti¢nih problema. Otud je korisno obuhvatiti i modele koji uklju¢uju slobodan ¢lan.
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Zadatak linearne regresije, kao i uops§te metoda nadgledanog ucenja, je odredivanje vrednosti parametara w
koji najbolje odgovaraju trening podacima, tj. najbolje odgovaraju opazanjima iz iskustva.

Pored osnovnog zadatka pronalazenja najboljeg modela, linearna regresija korisna je i za ustanovljavanje
jacine uticaja nekog svojstva na vrednost ciljne promenljive. Naime, vece apsolutne vrednosti parametra w;
oznacavaju jaci uticaj svojstava x; uz koji stoje. Znak parametra odreduje smer uticaja svojstva. Moze se meriti
i statisticka znacajnost ovog uticaja ali se, jednostavnosti radi, u nastavku fokusiramo samo na osnovni problem
odredivanja optimalnih vrednosti parametara w i proveru kvaliteta nau¢enog modela.

Najjednostavniji slu¢aj linearne regresije je predvidanje vrednosti y na osnovu samo jednog svojstva z.
Primera radi, mozemo razmatrati predvidanje telesne mase na osnovu visine. Primetna je zakonitost da su visoki
ljudi uglavnom tezi od niskih ljudi. Potrebno je modelovati tu zavisnost. Od nje postoje i odstupanja, ali kao i
inace, u maginskom uéenju prihvatamo ¢injenicu da ée greske postojati. Dakle, u ovom slu¢aju razmatrac¢emo
linearni model oblika

fw(@) = (b,w) - (1,2) = b+ wx

§to je standardna jednacina linearne funkcije.

Primer 11.8. Na veé diskutovanoj slici iz primera 11.5 prikazano je 20 tacaka pri éemu svaka odgovara
jednoj instanci, tj. jednom ispitaniku. Koordinata x predstavilja visinu, a y telesnu masu. Na slici se moZe
primetiti opsti trend linearnog poveéanja telesne mase u zavisnosti od visine, koji je prikazan pravom.
Prikazana prava predstavlja linearni model datih podataka. Metod kojim se do njega dolazi biée prikazan u
nastavku.

Na slici je primetno i da jedan, vrlo mali broj tacaka znacajno odstupa od linearnog modela. Ovakve
tac¢ke nazivamo odudarajuéim podacima (eng. outliers).

Ako se koristi op§ta jednaéina linearnog modela (iz definicije 11.5), moguce je ukljuéiti veéi broj svojstava u
predvidanje vrednosti ciljne promenljive. Naime, visina nije dovoljna da u potpunosti objasni variranje telesne
tezine. Dodatna svojstva koji bi vodila ka poboljSavanju predvidanja mogu da se odnose na nacin zivota po-
jedinaca — koliko vremena dnevno provode u sedeé¢em polozaju, koliko se bave sportom, koliko kalorija unose
dnevno i slicno. Umesto prave, u ovakvom sluc¢aju regresioni model bi predstavljao jednu hiperravan.

Osnovni kriterijum izbora vrednosti parametara linearnog modela je smanjivanje odstupanja izmedu vredno-
sti koje model predvida i vrednosti koje ciljna promenljiva ima u podacima. Ovaj problem obi¢no se formulige kao
problem minimizacije srednjekvadratne greske. Funkcija greske je L(fw(X),y) = (W-x —1%)?, pa je odgovarajuéi

minimizacioni problem
N
min (Z(w x; —yi)? + )\Q(w))

i=1
pri ¢emu je N broj instanci u trening skupu, A regularizacioni hiperparametar, a Q(w) regularizacioni izraz
(videti poglavlje 11.3). Alternativno, u matri¢noj notaciji, isti problem moze se zapisati kao

min (| Xw — y[3 + A2(w))

U slucaju da je Q(w) = ||w||3, ispostavlja se da za postavljeni problem postoji jednostavno (analiticko) regenje
koje ne zahteva koriS¢enje optimizacionih metoda:

w=X"X+A)"'X"y

pri ¢emu je I jedini¢na matrica i vazi

11 T12 Tin 1

T21  X22 Tan Y2
X_ = y =

ITN1 IN2 - ZINn YN

Pritom, kao §to je veé naglaseno, prva kolona moze biti kolona jedinica, ¢ime se postize postojanje slobodnog
¢lana u modelu linearne regresije.

Linearna regresija ne mora ukljucivati regularizaciju. To se postize postavljanjem hiperparametra A na
vrednost 0, kao §to je slu¢aj u narednom primeru.

Primer 11.9. Potrebno je modelovati vazdusno zagadenje izraZeno u terminima indeksa kvaliteta vazduha
(veée vrednosti su nepoZeljnije), a u zavisnosti od populacije, maksimalne brzine vetra i indikatora da li je
grad u kotlini ili ne. RaspoloZivi su (stvarni) podaci za éetiri dana — 5, 10, 15. © 20. januar 2020. godine
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u Beogradu, Sarajevu i Temisvaru. Zelimo da dobijemo model kojim je moguce predvidati zagadenge, ali i
kogi je moguée analizirati. Naime, apsolutna vrednost parametara i njihov znak govore nam koliko je koje
svojstvo bitno i u kom smeru njegova promena utice na promenu ciljne promenljive.

Matrice X, X i vektor'y, dati u nastavku sadrZe podatke na osnovu kojih treba trenirati model linearne
regresije. Matrica X predstavlja matricu standardizovanih atributa, Cije izracunavanje je objasnjeno u na-
stavku. Primetimo da je prva kolona matrica X i X jednaka jedinici. Ovo omogucava postojanje slobodnog
parametra u modelu linearne regresije (koji nije eksplicitno predviden definicijorn modela linearne regresije
(11.6)). Takode, svojstvo koje oznacava da li se grad nalazi u kotlini ili ne je kategoricke prirode. Posto je
to svojstvo binarno, njegove vrednosti mogucée je kodirati brojevima 0 i 1 (u sluéaju kategorickih svojstava sa
vise vrednosti, bilo bi potrebno nesto komplikovanije kodiranje u koje ovde ne ulazimo). Dalje, promenljive
koje koristimo uw modelu izraZavaju se na razlicitim skalama. Veli¢ina parametara u modelu zavisi od skale
na kojoj se mere vrednosti svojstava. Kako bi vrednosti parametara bile uporedive, sva svojstva treba da
uzimagju vrednosti u sliénom rasponu. Jedan nacéin da se to postigne je da se kolone matrice X (osim kolone
jedinica) standardizuju — od svake vrednosti u koloni se oduzima njen prosek, a potom se sve vrednosti dele
standardnom devijacijom kolone. Takve kolone sve imaju prosek O ¢ standardnu devijaciju 1. Tako se od
matrice X dobija matrica X (uz zaokruZivanje na dve decimale):

[ 1 1687132 35 0
1 1687132 13 0
1 1687132 10 0
1 1687132 13 0
1 555210 21 1
x— |1 555210 5 1
1 555210 5 1
1 555210 13 1
1 468162 37 0
1 468162 19 0
1 468162 21 0
| 1 468162 16 0 |
[1 141 181 —-0.71 ] [ 70 ]
1 141 —-044 —-0.71 168
1 141 —-0.75 -0.71 181
1 141 —-044 -0.71 141
1 —063 038 141 121
- 1 —0.63 —1.26 1.41 245
X = y =
1 —0.63 —1.26 1.41 247
1 —0.63 —044 1.41 112
1 —0.78 2.01 —0.71 63
1 —0.78 017 —0.71 80
1 —0.78 0.38 —0.71 67
| 1 —0.78 —0.14 —0.71 | |61 |

Primenom formule za refavanje problema linearne regresije (za A =0)
w = (XTX)"1XTy

dobija se vektor parametara
129.67
24.19
—46.11
29.83

W =

Dobijene vrednosti parametara sugerisu odredene zakonitosti — naseljenost grada je pozitivno korelisana sa
zagadenjem, vetrovitost negativno, a zatvorenost u kotlinu, takode pozitivno. Pritom, model sugeriSe da je
vetrovitost najvazniji od pomenuta tri svojstva. Ipak, koliko moZemo verovati ovim zakljuécima? Najbolje
bi bilo primeniti model na podatke na kojima nije treniran, kako bi se videlo koliko precizno predvida.
Takode, moguce je proveriti da li se model uopste uspesno prilagodio podacima za trening. O evaluaciji
modela ée biti reci kasnije, ali moZemo proveriti koren srednjekvadratne greske modela. On ima vrednost
29. Poredenja radi, standardna devijacija vrednosti ciljne promenljive je 65. Standardna devijacija je koren
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srednjekvadratne greske u odnosu na model koji konstantno predvida prosec¢nu vrednost promenljive y, te
se moze zakljuciti da su predvidanja ovde opisanog modela znacajno bolja od takvog jednostavnog modela.
Ipak, ima jos dosta prostora za njegovo unapredenge, Sto nije ni neobicno imajuéi v vidu da model ne uzima
u obzir sve velicine koji uticu na zagadenje.

Osnovni problem pri odredivanju optimalnih vrednosti parametara w je potencijalna lo$a uslovljenost matri-
ce X (za male promene elemenata polazne matrice, moguce su ogromne promene elemenata inverzne matrice).
Naime, moguée je da su neka svojstva linearno zavisna ili da su jako korelirana. U tom sluc¢aju, matrica X, pa
i matrica XX je neinvertibilna ili loge uslovljena, pa se, ako je A = 0, optimalne vrednosti parametara w ne
mogu izracunati ili su previse nestabilne. Bas zbog toga se preporucuje da se prilikom linearne regresije uvek
koristi regularizacija (tj. treba da vazi A # 0), pri ¢emu se kao regularizacioni izraz najtesée koristi kvadrat
euklidske norme (eng. ridge regression). Mogucée je koristiti i druge norme kako u regularizacionom izrazu, tako
i u funkciji greske, §to dovodi do varijanti metode sa razli¢itim osobinama.

U gore navedenom reSenju problema regularizovane linearne regresije

w=(X"X+A)"XTy

moguce je da je dimenzija matrice XX + AI velika i da je njeno invertovanje racunski previse zahtevno. U
takvim situacijama minimizacija se vr§i metodama optimizacije poput gradijentnog spusta. Posto je dokazano
da je regularizovana greska u slu¢aju linearne regresije konveksna, gradijentni spust konvergira tacki globalnog
minimuma.

Osnovna i o¢igledna pretpostavka linearne regresije je da vezu izmedu svojstava i ciljne promenljive izrazava
linearni model. Ipak, ne moze se ocekivati da za sve moguce instance vrednosti ciljne promenljive budu jednake
vrednostima modela zbog postojanja Suma, odnosno slu¢ajne greske u podacima. Poreklo §uma moze biti ne-
savrienost opreme kojom se vri merenje, slu¢ajna priroda samog fenomena ili to §to izbor linearne zavisnosti
predstavlja svesnu odluku da se inace kompleksna zavisnost donekle pojednostavi radi lakse analize. Stoga se
Cesto pretpostavlja da odnos svojstava i ciljne promenljive izrazava sledeca veza:

Y=WwW-X+¢

gde je e ~ N(0,0?%) normalno raspodeljena slu¢ajna promenljiva koja oznacava §um, pri ¢emu je standardna
devijacija o konstantna. Neformalno, time se pretpostavlja da se greske ,,ponistavaju”, odnosno da se prebacivanja
i podbacivanja javljaju jednako Cesto, da su pritom velike greske vrlo malo verovatne, kao i da veli¢ina greske
ne zavisi od vrednosti y (posto je o konstantno).

11.4.2 Logisticka regresija

Logisticka regresija predstavlja jednu od najkori§éenijih metoda klasifikacije. Glavni razlozi za to su jedno-
stavnost, efikasno treniranje i postojanje verovatnosne interpretacije rezultata. Ograni¢enje ove metode je da je
primenljiva samo na binarnu klasifikaciju — na sluc¢aj kada svaka instanca moze pripadati jednoj od dve klase
koje se mogu oznagciti brojevima 0 i 1. Ovakav izbor brojeva samo je tehni¢ka pogodnost i za njega ne postoji
nikakav su§tinski razlog, posto su oznake klasa zapravo kategoricke vrednosti. Osnovna ideja logisticke regresije
je da se modelom fy (x) vrsi predvidanje verovatnocée P(y = 1|x) da instanca x pripada klasi 1. O¢igledno, mora
vaziti fw(x) € [0,1]. Tada je verovatnoca pripadnosti drugoj klasi P(y = 0|x) =1 — P(y = 1|x) = 1 — fw(x).
Logisti¢ki model predvida da x pripada klasi 1 ako je fw(x) > 0.51 da pripada klasi 0 inace (slucaj fiw(x) = 0.5
moze da se pridruzi jednoj ili drugoj klasi).

Postavlja se pitanje §ta je pogodna forma za modele logisti¢ke regresije. Da bi se modelovala verovatnoda,
potrebno je da model bude funkcija koja uzima sve vrednosti u intervalu [0,1]. Da bi se to postiglo pomocu
linearnog modela w - x, potrebno je izabrati funkciju ¢g (koja figurise u formi modela iz definicije 11.5) tako da
slika interval [—oo, 0o] u interval [0, 1]. Jedna takva funkcija je sigmoidna funkcija:® o(x) = 1/(14+e®). Ovo nije
jedina funkcija koja zadovoljava pomenuti zahtev, ali se tradicionalno ona koristi u masinskom ucenju. Grafik
sigmoidne funkcije prikazan je na slici 11.2. Zahvaljujuéi ovim pojmovima moguée je definisati model logisticke
regresije.

Definicija 11.7 (Model logisticke regresije). Model logisticke regresije je kompozicija sigmoidne i linearne

3Primetimo da se sigmoidna funkcija uobitajeno oznacava sa o, isto kao i standarda devijacija kod normalne raspodele (kao u
poglavlju 11.4.1). To je puka istorijska slu¢ajnost: sigmoidna funkcija i standardna devijacija potpuno su razli¢iti pojmovi.
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-2 -1 0 1 2

Slika 11.3: Podaci koji se sastoje od dve klase i prava koja ih razdvaja. Boje ukazuju na regione prostora koji
pripadaju razli¢itim klasama, a bela prava u centralnom delu odgovara uslovu P(y = 1|x) = fw(x) = 0.5 (slika
je generisana pomocu alata A Neural Network Playground).

funkcije ulaznih svojstava i ima sledeéu formu:

1

fw(x)=0c(w-x) = o

Primetimo da vazi fy(x) > 0.5 ako vazi w-x > 0, a fw(x) < 0.5 ako vazi w-x < 0. To znaci da se logisticka
regresija moZe interpretirati kao metoda koja trazi razdvajajucéu hiperravan izmedu instanci dve klase (pa je i
kategorizacija ¢lanaka, opisana u primerima 10.1 i 11.3, tipi¢an primer za koji je prirodno primeniti logisticku
regresiju). Pritom, §to je neka tatka dalja od razdvajajuée hiperravni, to je vrednost w - x veéa po apsolutnoj
vrednosti, a samim tim je i vrednost o(w-x) bliZa vrednosti 0 ili 1 u zavisnosti od znaka vrednosti w-x. Drugim
refima, §to je instanca dublje u oblasti prostora koji pripada nekoj klasi, to model izrazava veé¢u sigurnost da
ona pripada toj klasi. Ovo ponaSanje potpuno je u skladu sa intuicijom. Na slici 11.3 prikazan je primer skupa
podataka i prava dobijena logistickom regresijom koja ih klasifikuje.

Kao $to je navedeno u motivaciji logisticke regresije, verovatnoca Py, (y = 1|x) predvida se formulom P, (y =
1]x) = o(w - x). Takode, vazi Py(y = 0|x) = 1 — Py (y = 1|x) = 1 — o(w - x). Odavde se moze izvesti opsti
zakljucak:

Pu(ylx) = o(w - x)(1 — o(w - x))' .

Intuitivno je da vrednosti parametara treba izabrati tako da verovatnocda instanci koje €ine trening skup
bude maksimalna. Pod standardno kori§éenom pretpostavkom da instance predstavljaju nezavisne uzorke, ta

verovatnoca jednaka je proizvodu
N

H PW(yi|Xi)

i=1
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koji se naziva funkcijom verodostojnosti parametra (eng. likelihood function). Kori§éenje proizvoda je iz teh-
ni¢kih razloga® nepreporuéljivo, pa se umesto funkcije verodostojnosti koristi njen logaritam. Posto je logaritam
monotono rastuca funkcija, funkcija verodostojnosti i njen logaritam dostizu maksimum u istoj tacki. Kako
je logaritam broja koji je izmedu 0 i 1 negativan, umesto maksimizacije logaritma verodostojnosti, moze se
minimizovati njegova negativna vrednost

N N
7logHPW(yi|Xi) = Zlong(wIm)
=1 z]:Vl
- — Z log (J(W . Xi)yi (1 _ U(W . Xi))l_y’i)
i=1

N
=3 (i loga(w ) + (1 = yi) og(1 = o(w-x.))

Po dodavanju regularizacije, minimizacioni problem koji se reSava postaje:

min <Z (vilogo(w-x;) + (1 — i) log(1 — o(w - x;))) + AQ(W)>

=1

Na prethodni nacin dosli smo do izraza koji se minimizuje, a koji se i inace Cesto koristi kao greska u
problemima klasifikacije i koji zovemo binarna unakrsna entropija.’

Definicija 11.8 (Binarna unakrsna entropija). Binarna unakrsna entropija je sledeca funkcija greske:

L(fw(x)vy) = —ylog fw(x) - (1 - y) log(l - fw(x))

Minimizacija ukupne ovako definisane greske nema jednostavno analiticko reSenje kao u slu¢aju linearne
regresije, veé¢ se mora sprovesti postupak optimizacije. U tu svrhu moguce je koristiti gradijentni spust, ali
se Cesto koriste i efikasnije metode poput Njutnove. Moze se dokazati da je ova funkcija koja se minimizuje
konveksna funkcija koja ima jedan globalni minimum. To ¢€ini znacajnu pogodnost, jer ne postoji moguénost
da proces optimizacije zavrsi u nekom neoptimalnom lokalnom minimumu (§to je problem sa nekim drugim
metodama uc¢enja, poput neuronskih mreza).

Treba imati u vidu da za primenu logisticke regresije nije neophodno da klase budu linearno razdvojive.
Trening logisticke regresije sigurno konvergira zahvaljujuéi tome §to metode optimizacije koje se koriste u ovom
problemu sigurno uspesno aproksimiraju minimum konveksne funkcije. Naravno, preciznost dobijenog modela
ne moze biti savr§ena ako se radi o linearno nerazdvojivom problemu. Razlike izmedu linearno razdvojivog i
linearno nerazdvojivog problema ilustrovane su sledeé¢im primerom.

Primer 11.10. Za model logisticke regresije u sluéaju jednodimenzionalnih podataka (prosirenih jedinicom)
vaZi fw((1,2)) > 0.5 ako vaZi wy + waz > 0, a fu((1,2)) < 0.5 ako vaZi wi + wex < 0. Dakle, u slucaju
jednodimenzionalnih podataka logisticka regresija pronalazi najbolje vrednosti za wy @ we, te kao najbolju
hiperravan daje tacku —wy Jwy. U slucaju linearno razdvojivih podataka, takva tacka (za pogodne parametre)
razdvaja dve klase.

Niz od sledeée cetiri slike prikazuje jednostavan primer treninga modela logisticke regresije za linearno
razdvojiv problem pri demu se minimizacija greske vrsi gradijentnim spustom. Dato je 10 tadaka od kojih
5 plavih pripada klasi 0, a 5 crvenih klasi 1. Slike prikazuju model na pocéetku treninga, nakon 10, nakon
20 i nakon 100 iteracija. Primecuje se kako model najpre iz opadajuée prelazi u rastucéu krivu, a potom u
okolini tacke x = 0.5 postaje sve strmiji. Trening gradijentnim spustom bi se mogao nastaviti, pri cemu bi
kriva postajala sve strmija. Kako sigmoidna kriva ne dostize vrednosti 0 ¢ 1, broj koraka takvog treninga nije
ogranicen. Sve veéa strmost modela i pribliZavangje njegovih predvidanja vrednostima 0 i 1 odraZava sve vecéu
stgurnost modela u svoja predvidanja. Na petoj slici narandZasta kriva predstavlja gresku koja se optimizuge
(za A =0), a na Sestoj slici svetlo-plava kriva predstavlja tacnost modela (udeo tacnih predvidanja). Prime-

4Proizvod velikog broja vrednosti izmedu 0 i 1 lako mo#e postati 0 usled potkoragenja.
50va funkcija gregke moze se uopstiti i na klasifikacione probleme koji nisu binarni. Vige o tome biée re¢i u kontekstu neuronskih
mreza.
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timo da tacnost nije monotona u intervalu u kom greska jeste. Ovaj fenomen ée biti detaljnije analiziran u
nastavku.
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Sledece slike prikazuju primer slican prethodnom, ali za podatke koji nisu linearno razdvojivi. Iako tok
treninga deluje slicno prethodnom primeru, postoje bitne razlike. Pre svega zbog nerazdvojivosti klasa, model
ne moze neograniceno postajati strmigi, jer bi time sa previsokom sigurno$éu pridruZivao pogresnu klasu
plavoj tacki sa desne strane, $to se znacajno odraZava ma poveéanje funkcije greske. Zbog toga se model
prikazan na éetvrtoj slici daljim treningom ne bi znacajno menjao. Druga zanimljiva razlika tice se toga
da je finalna tacnost modela 0.8. Ovo je neobic¢no zato Sto postoji tacka na x osi koja bi razdvojila klase sa
taénoséu 0.9 (na primer, tacka x = 0.5). Stavise, model prikazan na trecoj slici ima taénost 0.9, ali ona
u kasnijim iteracijama pada na vrednost 0.8 ¢ na njoj ostaje do kraja treninga. Razlog za ovu neintuitivnu
pojavu je cinjenica da se pri tremingu logisticke regresije minimizuje ranije definisana funkcija greske, a ne
neposredno broj pogresnih predvidanja. Broj pogresnih predvidanja se i ne moZe minimizovati gradijentnim
metodama, jer je ta vrednost nediferencijabilna v nekim tackama (tada gradijent nije definisan) i deo po deo
konstantna (u takvim tackama je gradijent jednak nuli). Optimizacijom funkcije greske koja ima pogodnija
tehnicka svojstva, kao Sto je slucaj u logistickoj regresiji, dobija se koristan model, ali ne optimalan u
smislu tacénosti, tj. udela tacnih predvidanja. U datom primeru, na trecoj slici najlevlja crvena tacka je
klasifikovana ispravno, dok na éetvrtoj slici nije. Promena u vrednosti modela u toj tacki nije velika i ne
odraZava se znacajno na poveéanje greske (iako je dovoljno velika da promeni klasifikaciju tacke). S druge
strane, greska je smanjena za Cetiri plave tacke sa leve strane, ¢ime je ukupna greska smanjena uprkos
smanjenju tacnosti.
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11.5 Neuronske mreze

Neuronske mreze predstavljaju jedan od najstarijih i najuspesnijih pristupa maSinskom ucenju. Datiraju iz
50-ih godina dvadesetog veka i viSe puta su u svojoj istoriji bile u prvom planu istrazivanja, a potom potiskivane
od strane drugih metoda. Njihov tekuéi uspon pocinje 2006. godine sa pojavom takozvanih dubokih neuronskih
mreZa, a novi zalet dobijaju 2012. godine kada duboke mreze po prvi put znacajno nadilaze postojeée metode
u problemima raéunarskog vida (eng. computer vision). Od tada su neuronske mreZe postigle velike uspehe i
u mnogim drugim oblastima, primarno u obradi prirodnog jezika, obradi govora, igranju igara, itd. U nekim
problemima, prevazi§le su i moguénosti ljudskih eksperata. Trenutno predstavljaju metod masinskog uéenja sa
najsirim spektrom primena.

Postoje razli¢ite vrste neuronskih mreza, ¢esto specijalizovanih za konkretne primene. Ipak, sve su prepozna-
tljive po svojoj kompozitnoj strukturi — svaka mreza sastoji se od odredenog broja elementarnih jedinica koje
nazivamo neuronima. Neuroni, po gruboj analogiji sa biolo§kim neuronima u mozgu, jedni drugima prosleduju
signale i izra¢unavaju nove signale na osnovu onih koji su im prosledeni. Ta¢na struktura povezanosti neurona
i na¢in na koji oni vrie izra¢unavanja ¢ine takozvanu arhitekturu mreZe i precizno odreduju o kakvoj mrezi se
radi. Arhitekturu mreze definise ekspert, imajuéi u vidu specifi¢nosti problema koji se resava. U nastavku cée
najpre biti opisana struktura pojedina¢nih neurona, a potom kako se oni organizuju u razli¢ite fundamentalne
arhitekture. Pri kraju ove glave biée diskutovane smernice vezane za njihovu primenu i biée opisano kako se
neuronske mreze primenjuju u razli¢itim prakti¢nim problemima.

11.5.1 Neuron

Neuroni su osnovne jedinice izra¢unavanja ¢ijim se povezivanjem grade neuronske mreze. Po uzoru na bio-
logke neurone, oni kao ulaze primaju signale od drugih neurona i transformisu ih na neki naé¢in ¢ime proizvode
svoj izlazni signal. Svi signali predstavljeni su realnim brojevima, a njihova obrada vr§i se nekom jednostav-
nom matematickom funkcijom koja obi¢no ukljucuje linearnu kombinaciju ulaznih signala, a potom nelinearnu
transformaciju te linearne kombinacije.
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Slika 11.4: Sigmoidna funkcija, hiperbolicki tangens i ispravljena linearna jedinica.

Definicija 11.9 (Neuron). Neuron je funkcija n argumenata x1,...,x, koja ima opsti oblik:

g <2": w;T; + b)
i=1

gde su b,wn, ..., w, parametri ili teZine neurona, kojima se vrsi linearno kombinovanje ulaza, a g : R — R
je nelinearna aktivaciona funkcija kojom se ta linearna kombinacija transformise.

U definiciji se postavlja uslov da je aktivaciona funkcija nelinearna, jer se linearnom transformacijom ne
bi mogla dobiti dodatna izrazajnost u odnosu na ulaznu linearnu kombinaciju. Naime, linearna kombinacija
razli¢itih linearnih kombinacija ulaznih promenljivih je i dalje linearna kombinacija ulaznih promenljivih.

Aktivaciona funkcija nije jednozna¢no odredena i postoji vise moguéih izbora pri definisanju neuronske
mreZze. Aktivacione funkcije najéeSée su monotone, neprekidne i skoro svuda diferencijabilne. Neki od Cesto
korisé¢enih izbora su sigmoidna funkcija:

1
o) =T
hiperboli¢ki tangens:
tanh(z) = & 1
anh(z) = ——
e2r +1°7

ispravljena linearna jedinica (eng. rectified linear unit — ReLU):
ReLU(z) = max(0,x)

i njene varijacije. Grafici ovih funkcija prikazani su na slici 11.4. U skorije vreme najée§ce se u svim slojevima
mreze osim u poslednjem koristi neka varijanta ispravljene linearne jedinice zbog njenih pozeljnih tehnickih
svojstava.

Zbog monotonosti aktivacione funkcije, $to je vrednost linearne kombinacije veca, to je izlazni signal jaci.
Otito, visoke tezine nekih ulaza vode jakom uticaju tih ulaza na izlazni signal, a vrednosti bliske nuli umanjuju
uticaj tih ulaza. Znak teZine odreduje da li neki ulaz potkrepljuje ili inhibira ispoljavanje signala.

Moze se primetiti da, u slu¢aju da se za aktivacionu funkciju izabere sigmoidna funkcija, neuron predstavlja
model logisticke regresije, dok u slu¢aju da se za aktivacionu funkciju izabere identititet, neuron predstavlja
model linearne regresije. Zato neuronske mreze predstavljaju uopstenja ovih modela, a takode su sposobne da
vrie klasifikaciju i regresiju.

11.5.2 Potpuno povezane neuronske mreze

Potpuno povezane neuronske mreze (eng. fully connected neural networks) predstavljaju najstariji od trenutno
koriséenih modela neuronskih mreza. Naziv su dobile po strukturi povezanosti neurona — neuroni se slazu
u slojeve, grupe neurona, i povezuju se tako §to svi neuroni jednog sloja kao ulaze primaju vrednosti svih
neurona prethodnog sloja, a svoje vrednosti prosleduju svim neuronima narednog sloja. Arhitektura potpuno
povezane neuronske mreZe prikazana je naslici 11.5. Na njoj su prikazani ulazi, koji ne predstavljaju neurone, veé
numericke vrednosti, potom slojevi neurona koji se nazivaju skrivenim jer se njihove vrednosti koriste iskljuéivo
unutar modela i jedan sloj koji se naziva izlaznim, poSto daje predvidanja koja model izracunava. Neuronske
mreZe obi¢no imaju barem jedan skriveni sloj. U slutaju da neuronska mreza nema skrivenih slojeva, ona se
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ulazi skriveni slojevi izlazni sloj
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Slika 11.5: Struktura neurona i arhitektura potpuno povezane neuronske mreze.

svodi na linearni model (poput linearne i logisti¢ke regresije). Moderne neuronske mreZe ¢esto imaju i desetine
skrivenih slojeva i tada se ¢esto o njima govori kao o dubokim neuronskim mreZama (eng. deep neural networks).
Taj izraz, medutim, nema preciznu definiciju, te poimanje koje su mreze duboke a koje nisu zavisi od konteksta,
pa i od vremena u kojem se o mrezama govori.

MreZa sa L slojeva moZe se precizno definisati na sledeéi naéin.®

Definicija 11.10 (Potpuno povezana mreZa). Potpuno povezana neuronska mreza je funkcija fv, defini-
sana na sledeéi nacin:

ho — x
h; = ¢g(Wih;_1+by), i=1,...,L—1
fw(x) = g(Wrhp_1+byp)

gde x predstavlja ulazni vektor, L je broj slojeva, h; za i =1,..., L —1 predstavlja vektor vrednosti i-tog

sloja, W; je matrica parametara cije vrste predstavljaju vektore parametara neurona i-tog sloja koji mnoZe
ulazne vrednosti, b; je vektor slobodnih koeficijenata tih neurona, a g i g su aktivacione funkcije. Matrice
W, i vektori b; ¢ine parametre w.

U navedenoj definiciji, pod primenom aktivacione funkcije g na vektor, podrazumeva se primena funkcije g
na svaku koordinatu vektora pojedinac¢no. O¢ito, izratunavanje koje mreza vrsi sastoji se od linearnih matri¢nih
transformacija i primena aktivacionih funkcija. Funkcija ¢ moze predstavljati drugaciju aktivacionu funkciju od
funkcije g, §to je i uobi¢ajeno za poslednji sloj mreze. Izbor funkcije g zavisi od toga u koju svrhu se mreza koristi.
U slucaju regresije, obi¢no se koristi identi¢ka funkcija, a poslednji sloj ima samo jedan neuron &ija vrednost
predstavlja ocenu ciljne promenljive. U ovom slucaju, mreza se moze razumeti kao linearna regresija nad izlazima
pretposlednjeg sloja mreze, a svi slojevi zakljuéno sa njim se mogu razumeti kao mehanizam konstrukcije novih
svojstava iz ulaznih podataka. U slucaju klasifikacije, podrazumeva se da poslednji sloj mreze ima onoliko
neurona koliko ima klasa i da se instanca klasifikuje u klasu koja odgovara neuronu koji ima najvi§u vrednost.
U tom sluéaju, na poslednjem sloju se, kao funkcija g, koristi sledeéa vektorska aktivaciona funkcija:

eal eam,
softmax(ay,...,amn) = (Zm oS e‘“)
i=1 i=1°%

Kako su koordinate ovog vektora nenegativne i imaju zbir 1, ovaj vektor se moze interpretirati kao raspodela
verovatnoc¢e nad m razlicitih klasa.

Primer 11.11. Neka je potrebno uraditi klasifikaciju neke instance u jednu od tri moguce klase. Tada
neuronska mreZa ima tri izlazna neurona od kojih svaki izracunava linearnu kombinaciju svojih ulaza i
odgovarajuci element funkcije softmax. Neka su vrednosti tih linearnih kombinacija recimo a1 = 2, as =
0 ¢ a3 = —1. Na njih se primenjuje funkcija softmax. Eksponencijalne vrednosti su onda e = 7.389,
e?? = 1.000 ¢ e*s = 0.368. Normiranjem ovih vrednosti njihovom sumom dobija se raspodela verovatnoce
po klasama (0.844,0.114,0.042). Na osnovu toga, najverovatnije je da data instanca pripada prvoj klasi, a
izracunate verovatnoce daju i procenu pouzdanosti tog izbora.

6Data definicija predstavlja najéeséi slu¢aj. Ipak, moze se na razne nacine odstupiti od ove definicije ukoliko za to u konkretnom
problemu postoji potreba. Na primer, aktivacione funkcije ne moraju biti iste za sve slojeve, struktura povezanosti ne mora uvek
biti takva da svi neuroni jednog sloja prosleduju svoje izlaze bas svim neuronima sledeéeg sloja, itd.
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Kako bi se neuronska mreza trenirala da obavlja neki zadatak, potrebno je definisati i funkciju greske, a
potom obezbediti algoritam uéenja. Funkcije greske mogu varirati od primene do primene, ali postoje neki
uobicajeni izbori. U slucaju regresije, to je obi¢no kvadratna greska:

L(fw(x)vy) = (fw(x) - y)2

U sluéaju klasifikacije u m klasa, potrebno je prvo definisati pogodnu reprezentaciju kategori¢ke promenljive.
Najcesce koriS¢ena reprezentacija pretpostavlja da je klasa definisana vektorom y dimenzije m, koji se sastoji
od m — 1 nula i jedne jedinice, pri ¢emu je jedinica na poziciji 7 ako i samo ako vektor y predstavlja klasu
j. Pri toj reprezentaciji, svakoj instanci pridruZen je jedan takav vektor y u skladu sa klasom kojoj instanca
pripada.” Najcescée korigéena funkcija gregke za kategoricke ciljne promenljive koja se oslanja na tu reprezentaciju
je unakrsna entropija. Ona se definise na sledeéi nacin.

Definicija 11.11 (Unakrsna entropija). Unakrsna entropija je sledeca funkcija greske:

L(fw(x Zyz log £ (x)

gde f‘g) oznacava i-tu koordinatu vektorske funkcije fvw, tj. procenjenu verovatnocu klase i.

Ova funkcija moze se izvesti iz statistickog principa maksimalne verodostojnosti, analogno izvodenju koje je dato
u slucaju binarne unakrsne entropije za logisticku regresiju. Stavige, za pogodnu reprezentaciju klasa, binarna
unakrsna entropija (definicija 11.8) je specijalan sluc¢aj unakrsne entropije. Nije tesko intuitivno razumeti ovu
funkciju. Naime, ukoliko je verovatnoéa stvarne klase i visoka, logaritam vrednosti fw (x) je blizak nuli i doprinos
sumi koji mu odgovara je mali. Ostali sabirci jednaki su nuli jer su sve vrednosti vektora y osim y; jednake
nuli (podrazumeva se da vazi 0log0 = 0). Dakle, kada model ispravno proceni verovatnoce klasa, greska je
mala. Ukoliko model ispravnoj klasi daje verovatnocu blisku nuli, negativna vrednost logaritma te verovatnoce
je velika, mnozi se vredno§éu y; koja je za pravu klasu jednaka 1, dok su ostali sabirci kao i pre jednaki nuli, pa
je ukupna suma velika. Ovo je upravo ponasanje koje se ot¢ekuje od dobre funkcije greske.

Kada je definisana greska modela, treba je minimizovati po parametrima modela. Ovo se u slu¢aju neuronskih
mreza uvek radi nekom od gradijentnih metoda optimizacije koje obi¢no predstavljaju modifikacije gradijentnog
spusta. Algoritam za izracunavanje gradijenta u slu¢aju neuronskih mreza naziva se algoritmom propagacije
unazad (eng. backpropagation).® Kako je mreZza sastavljena od linearnih matri¢nih transformacija i primena
aktivacionih funkcija, algoritam za izracunavanje gradijenta se sastoji prosto od mnoZenja izvoda tih aktivacionih
funkcija i odgovarajuéih matrica u skladu sa pravilom izvoda sloZene funkcije. Zato necée biti re¢i o detaljima
ovog algoritma. Iz prethodnog grubog opisa moze se naslutiti jedan opsti problem dubokih neuronskih mreza, a
to je da u sluc¢aju njihove velike dubine dolazi do velikog broja pomenutih mnozenja. Zato koordinate gradijenta
Cesto bivaju bliske nuli ili ogromne po apsolutnoj vrednosti, §to vodi ili previSe sporoj konvergenciji gradijentog
spusta ili velikoj nestabilnosti ovog postupka. Postoje na¢ini da se takvo ponaSanje ublazi, ali se time neéemo
baviti.

Primetimo da je u sluaju binarne klasifikacije umesto dva izlaza i funkcije softmax dovoljno koristiti jedan
izlaz i sigmoidnu funkciju. Takva varijanta arhitekture moze se razumeti kao logistic¢ka regresija nad pretposled-
njim slojem mreze. Ilustrujmo primerom da je neuronska mreza mocénija od logisticke regresije.”

7Ovo je, kod neuronskih mreza, uobitajena reprezentacija kategorickih promenljivih sa vise od dve vrednosti (i svojstava i
ciljnih promenljivih). Ukoliko promenljiva ima samo dve kategorije, onda se ona moze predstaviti samo jednom promenljivom sa
dve moguce vrednosti (na primer, 01i 1).

8Treba imati u vidu da neuronske mreZe najéesée predstavljaju diferencijabilne funkcije, jer najéesée nastaju komponovanjem
diferencijabilnih funkcija. Nekada se koriste nediferencijabilne aktivacione funkcije poput ReL.U. Ipak, u takvim sluéajevima skup
tacaka nediferencijabilnosti je mere nula, pa ne predstavlja problem u praksi.

90vaj primer inspirisan je diskusijom iz literature [20].
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Primer 11.12. Logisticka regresija pogodna je za probleme nalik onom ilustrovanom na slici 11.3. Cak
1 ako ima nekog preklapanja klasa, ako postoje dve grupe koje se u velikoj meri mogu razdvojiti pomocu
hiperavni, logisticka regresija ¢e naéi neku od takvih hiperravni (videti primer 11.10). Postoje, medutim,
klasifikacioni problemi za koje je logisticka regresija sustinski nemocéna, dok neuronska mreza nije. Takve
probleme i razliku izmedu logisticke regresije i neuronske mreZe ilustrovac¢emo na jednom primeru jedno-
stavnih jednodimenzionalnih podataka.

Pretpostavimo da su dati brojevi predstavljeni na narednima slikama tackama na x osi: plave tacke
pripadaju jednoj klasi, a crvene drugoj. Posto se radi o binarnoj klasifikaciji, ove klase moZemo, kao u
slucaju logisticke regresije, oznaciti 0 (u slu¢aju plave) i 1 (u sluéaju crvene). Plave i crvene tacke ne mogu
se razdvojiti jednom hiperravni (sto je u jednoj dimenziji tacka), pa je logisticka regresija nemocéna tj. ne
moZe ih sve klasifikovati ispravno. S druge strane, neuronska mreZa moZe da nauci kako da razdvoji klase.
U nastavku je opisano treniranje neuronske mreZe koja ima jedan skriveni sloj sa dva neurona (definisana
sa po dva parametra) i jedan neuron u izlaznom sloju (definisan sa tri parametra). Svaki od tih neurona ima
sigmoidnu aktivacionu funkciju. Izlazni neuron, kao w slucaju logisticke regresije, izracunava verovatnocu
da instanca pripada jednoj izabranoj klasi, u ovom slucaju crvenoj. Opisana mreZa prikazana je na narednoj
slici.

ho = U(‘LUQ:B + b2)

o(wshi + waha + b3)

hi1 = U(wlI + b1)

Kao funkcija greske, kao u slucaju logisticke regresije, koristi se unakrsna entropija i ona se minimizuje
gradijentnim spustom. Slike u nastavku ilustruju kako neuronska mreZa konvergira ka modelu koji tacno
razdvaja date klase (na pocetku treninga, nakon 140, nakon 160 i nakon 400 iteracija optimizacije). Na-
randzasta @ svetlo-plava kriva odgovaraju neuronima u skrivenom sloju. Zelena kriva predstavlja verovatnocu
da tacka x pripada crvenoj klasi. U poslednjoj iteraciji, dve tacke na x osi za koje zelena kriva ima vrednost
0.5 razdvajaju crvene tacke od plavih. Zanimljivo je analizirati kako neuronska mreZa razdvaja ove dve
klase.
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Svaki od neurona u skrivenom sloju uci neku transformaciju podataka. U poslednjoj iteraciji, narandZasta
kriva, definisana transformacijom o(—24.55z + 8.09), uzima vrednosti veée od 0.5 na levoj grupi plavih
tacaka, a vrednosti manje od 0.5 u slucaju ostalih tacaka. Svetlo-plava kriva, definisana transformacijom
0(24.78x — 16.72), uzima vrednosti veée od 0.5 na desnoj grupi plavih tacaka, a vrednosti manje od 0.5 u
sluc¢aju ostalih tacaka. Naravno, nijedan od ova dva neurona pojedinacno ne razdvaja klase ispravno. Ipak,
ako se dve vrednosti koje ti neuroni izracunavaju daju kao ulaz dodatnom, izlaznom neuronu, on moZe da
dad visoku izlaznu vrednost ako skriveni neuroni daju niske vrednosti, a nisku ako oni daju visoke vrednosti.
Konkretno, vrednost izlaznog neurona se u tacki x izradunava izrazom o(—13.81h; — 14.59hy + 6.62), gde
je hi izlazna vrednost prvog neurona, a hs izlazna vrednost drugog neurona w tacki x. MreZa dostize date
vrednosti parametara pri minimizaciji greSke na ovom skupu podataka u Eetiristotoj iteraciji.

Imajuéi u vidu da je broj ulaza fiksiran, potpuno povezane neuronske mreZe su specijalizovane za primenu
nad podacima predstavljenim u vidu vektora svojstava fiksne duzine. Zbog toga se potpuno povezane neuronske
mreZe ne mogu jednostavno primeniti na neke vrste podataka, poput slika (koje mogu biti razli¢itih dimenzija),
reCenica prirodnog jezika, bioinformati¢kih sekvenci i vremenskih serija koje prirodno imaju razli¢ite duzine.
Ipak, korisne su u slu¢aju modelovanja tabelarnih podataka ili, ¢esto, kao komponenta drugih vrsta neuronskih
mreza.

Definisanje arhitekture neuronske mreze je netrivijalan posao. Pogodan broj slojeva i neurona u njima u
velikoj meri zavisi od konkretnog problema. U mnogim problemima sa tabelarnim podacima, dva skrivena sloja
mogu dati zadovoljavajuce rezultate. S druge strane, u nekim primenama potrebno je i viSe desetina slojeva (5to
je karakteristi¢no za konvolutivne mreze, ali ne i za potpuno povezane). Uspesno dizajniranje mreze u velikoj
meri se oslanja na iskustvo, kao i na viestruke pokugaje radi izbora pogodnih vrednosti hiperparametara.

11.5.3 Konvolutivne neuronske mreze

Zahvaljujuéi konvolutivnim neuronskim mrezama, ostvareni su najveéi pomaci u prakti¢nim primenama
masinskog ucenja, pre svega u oblasti racunarskog vida. Razmotrimo najpre motivaciju za njihovo uvodenje.

Masinsko ucenje moze se koristiti nad slikama za raznovrsne zadatke, na primer, za odredivanje da li se na
slici nalazi zgrada, da li se nalazi semafor, da li je na slici macka ili pas, da li je slika ispravno orijentisana,
itd. Jedan pristup za reSavanje takvih problema moze biti da se najpre primene vesto osmisljene transformacije
koje od slike proizvode novu sliku istih ili sliénih dimenzija. Te transformacije mogu biti fokusirane na razli¢ite
aspekte slike i mogu sluziti da se slika ili njen deo izostri, zatamni, da joj se pojaca kontrast, da se istaknu
ivice, itd. Izlazi takvih transformacija — neke nove slike — onda mogu da se koriste kao svojstva na osnovu
kojih bi model (poput logisticke regresije ili potpuno povezane mreZe) mogao da uci. Na primer, ako je potrebno
detektovati da li se na slici nalazi zgrada, onda bi lokacije vertikalnih i horizontalnih ivica verovatno predstavljale
vrlo korisnu informaciju. Transformacije koje na slici izdvajaju vertikalne i horizontalne ivice, kao i mnoge druge
slicne, odavno su dizajnirane (od strane ¢oveka) u okviru klasi¢ne obrade signala i obrade slika. Raznovrsne
transformacije slika mogu se vrsiti primenom operacije konvolucije dve matrice — jedna matrica predstavlja
ulazni signal (tj. sliku), a druga matrica, filter (eng. filter, kernel), odreduje sému obradu koja se vrsi.

Definicija 11.12 (Konvolucija matrica). Konvolucija matrica A € R™*" § B € RP*? je matrica dimenzija
(m—p+1) X (n—q+1) koja se oznacava A x B i definise na sledeéi nacin:

p—1lg—1

(A*B)iﬂ' :ZzAi-‘rk,j-‘rlBk,l i:O,...,m—p, j:O,...,n—q
k=0 1=0

Strogo govoreéi, operacija navedena u prethodnoj definiciji nije konvolucija, veé¢ unakrsna korelacija (eng. cross-
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correlation), ali je razlika u slu€aju neuronskih mreZa nepostojeca i u praksi se operacija konvolucije implementira
na prikazani nagin.

2|11 (1g1[0{1}§1

11|11 |1|2§2 844455
112|040 (0[0OfO0 21010 61612133
0({1]0|0]041 |0 * —112 |1 = 6162|334
110|211 ]1]|1 O +]|1 3183|134
212(0|1]1|0]2 B 4111934
11002 |0|0]1 AxB

A

Slika 11.6: Tlustracija konvolucije: element rezultujuée matrice u zelenom polju dobija se kao skalarni proizvod
crveno obojenog dela matrice A i matrice B. Ostatak rezultujuce matrice dobija se analogno. U op§tem slucaju
matrice ne moraju biti kvadratne.

Dakle, konvolucija za svako 7 i j izracunava skalarni proizvod elemenata matrice B sa odgovarajuéim ele-
mentima dela matrice A koji je istih dimenzija kao matrica B.'? MoZe se zamisliti da se matrica B pomera duz
matrice A i ra¢una skalarne proizvode na razli¢itim lokacijama i tako daje rezultat konvolucije (slika 11.6).

Primer 11.13. Razmotrimo zadatak odredivanja horizontalnih i vertikalnih ivica na slici. Ivice su granice
izmedu predmeta ili oblasti na slici i najéesée predstavljaju nagle promene boje. Pretpostavimo da se obraduje
rasterizovana slika (tj. slika opisana pikselima) u nijansama jedne boje, data u vidu matrice. Horizontalne
1wice mogu biti predstavljene razlikama vrednosti piksela i piksela ispod njih. Ako je ta razlika velika, velike su
i Sanse da se na tom pikselu nalazi neka wica. Analogno, vertikalne ivice mogu biti predstavijene razlikama
vrednosti piksela i piksela desno od njih. Ako je slika data uw vidu matrice A € R™*"™ sve opisane razlike
vrednosti piksela i vrednosti piksela ispod njih (tj. sve horizontalne ivice), mogu se primenom konvolucije
dobiti na sledeéi nacin: .
A x [ 1 }

a razlike vrednosti piksela i vrednosti piksela desno (tj. sve vertikalne ivice) mogu se dobiti na sli¢an nacin:
Ax[l —1].

Naredna slika prikazuje izvornu sliku i izracunate horizontalne i vertikalne ivice (visoke vrednosti koje
odgovaraju velikim razlikama w osvetljenju susednih piskela, predstavijene su belom bojom).

107ako obi¢no razmisljamo o skalarnom proizvodu vektora, nema niega problemati¢nog u ideji skalarnog mnozenja dve matrice
— sabiranjem proizvoda elemenata na odgovarajué¢im lokacijama.
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Slika 11.7: Shema konvolutivne neuronske mreze. Konvolutivni slojevi su prikazani zelenom bojom, a slojevi
agregacije narandzastom. Na desnoj strani je prikazana potpuno povezana mreza bez skrivenih slojeva kojom
se konvolutivna mre7a zavriava. Prvi, narandzasti element predstavlja preoblikovanu formu poslednjeg izlaznog
tenzora u oblik u kojem potpuno povezana mreza moze da ga prihvati kao svoj ulaz. Drugi, ljubi¢asti element
predstavlja rezultat linearne transformacije nad narandzastim delom, a poslednji element predstavlja rezultat
primene funkcije softmax nad prethodnim.

Koriséene matrice dimenzija 1 X 2 i 2 X 1 su primeri filtera. Sustinski, filteri opisuju obrasce koje ,traze
na slikama — u delovima slike koji sadrze te obrasce, vrednosti skalarnog proizvoda su velike.

Pristup za koris¢enje masinskog ucenja nad slikama koji bi se zasnivao na ovakvim transformacijama slike,
iako mogué, nije pogodan u praksi jer zahteva ekspertsko znanje o slikama i veliku inventivnost u izboru i
dizajniranju relevantnih transformacija, a moguée je da ni eksperti nisu u stanju da defini§u dovoljno dobre
filtere za neke zadatke. Alternativna ideja je da se te pogodne transformacije ne moraju unapred definisati (od
strane ¢oveka), ve¢ da se model mozZe definisati tako da kao svoj sastavni deo nauci i sime te transformacije (a ne
samo zakljuivanje na osnovu njihovih izlaza). To je osnovna ideja konvolutivnih neuronskih mreza. Objasnimo
najpre kako se koncept konvolutivnih filtera uklapa u okvire neuronskih mreza. Kao $to je ve¢ reteno, moze
se zamisliti da se, prilikom izra¢unavanja konvolucije, matrica B pomera duz matrice A, pri ¢emu se ra¢unaju
skalarni proizvodi na razli¢itim lokacijama. Svaki od ovih skalarnih proizvoda moZe se izra¢unati u neuronu
definisanom formulom™ ¢ (37, w;z; +b) (u skladu sa definicijom 11.9). Skup svih ovih skalarnih proizvoda,
tj. rezultat operacije konvolucije, moze se onda izracunati grupom neurona koji dele isti skup parametara, koji
¢ini odgovarajuéi filter. Zato se moze zamisljati da se ova transformacija u okviru konvolutivne mreze vrsi
grupom neurona koji dele parametre ili jednim neuronom koji se primenjuje na razli¢ite pozicije ulaza. Cilj je
izraCunati, u fazi treninga, taj skup parametara koji ¢ini jedan trazeni filter. U daljem tekstu ¢emo pod terminom
filter, konciznosti radi, podrazumevati bilo skup parametara, bilo neurone kojima odgovaraju ti parametri.

Naéelno, konvolutivna mreZa obucava se tako da minimizuje greske svojih izlaza na datim ulazima iz trening
skupa, a u tom procesu uéi filtere koji realizuju korisne transformacije nad ulaznom slikom. Iako je iz prethodnog
razmatranja jasno da konvolutivni filteri, u principu, mogu biti nauceni, i dalje je potrebno definisati arhitekturu
mreze koja to moze uspesno da radi. Shema jedne arhitekture konvolutivne mreze prikazana je na slici 11.7.
Na njoj se vidi da se ulaz transformiSe nizom konvolucija, aktivacionih funkcija i agregacija koji se medusobno
prepliéu, a da se na kraju nalazi potpuno povezana mreza koja, u ovom primeru, vr§i finalnu klasifikaciju ulaza.
U nastavku éemo detaljnije opisati ovu strukturu, uklju¢ujuéi i novi koncept agregacije.

U mnogim situacijama, kao u obradi slika, potrebno je imati viSe ulaznih matrica (na primer, po jednu
za crvenu, zelenu i plavu komponentu). Niz matrica iste dimenzije nazivamo tenzorom, a pojedinaéne matrice
njegovim kanalima. Operacija konvolucije lako se uopstava tako da joj argumenti budu tenzori, a izlaz i dalje
matrica.

Definicija 11.13 (Konvolucija tenzora). Konvolucija tenzora A € R™*"*¢ § B € RPX7%¢ je matrica
dimenzija (m —p+ 1) x (n —q+ 1) koja se definise se na sledeéi nadin:
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11Pri tome, elementi podmatrice matrice A i elementi matrice B tretiraju se kao vektori.
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U navedenoj definiciji konvolucije tenzora pretpostavlja se da je poslednja dimenzija oba niza jednaka c.

Neuronska mreZa u svakom sloju uéi odredeni broj filtera. Skup filtera koji deluju nad istim ulazom nazivamo
konvolutivnim slojem (eng. convolutional layer). On na svom izlazu daje tenzor €iji svaki kanal odgovara izlazu
jednog filtera. Jedan filter moze nauciti da detektuje vertikalne ivice, drugi horizontalne, treéi kose i sli¢no.
Izlaz svakog konvolutivnog sloja transformige se nelinearnom aktivacionom funkcijom, tako $to se aktivaciona
funkcija primeni na svaki element tenzora. Nad izlazom jednog konvolutivnog sloja mogudée je izgraditi sledeéi
konvolutivni sloj i tako dalje. Stoga, filteri visih konvolutivnih slojeva konstrui§u nova svojstva nad svojstvima
koje su konstruisali nizi slojevi. Na taj natin oni traze sloZenije obrasce u slici od filtera niZeg nivoa, a koji su
obrasci bitni za dati problem, ué¢i se minimizacijom greske koju mreza pravi na podacima trening skupa.

Tenzor koji predstavlja izlaz konvolutivnog sloja formira se slaganjem matrica koje su rezultat konvolucije
filtera tog sloja sa izlazom prethodnog sloja. Defini§imo operaciju slaganja matrica u tenzor.

Definicija 11.14 (Slaganje matrica). Slaganje matrica je operacija kojom se od K matrica Ay,..., A
dimenzija m x n dobija tenzor [Ai|l =1,..., K| dimenzija m x n X K i definife se na sledeéi nacin:

[Al|l:17~-~7K]i,j,k:(Ak)i,j7 i:l,...,m; jZl,...,’I’L; k‘=1,...,K

Primer 11.14. Naredna slika prikazuje ilustraciju dejstva konvolutivnog sloja.
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Sloj kao ulaz uzima tenzor koji se u ovom primeru sastoji od tri kanala dimenzija 7 x 7. Sloj se sastoji
od dva filtera. Primetimo da filter takode ima treéu dimenziju koja se poklapa sa brojem kanala ulaznog
tenzora. Svaki od ovih filtera proizvodi jedan izlazni kanal. Kako konvolucija smanjuje dimenzije ulaznih
kanala, izlazni su dimenzija 5 x 5. Na njih se primenjuje aktivaciona funkcija. Od dve tako dobijene matrice
dimenzija 5 x 5, slaganjem se formira jedan izlazni tenzor dimenzija 5 x 5 x 2.

Pored konvolutivnih slojeva, Cesto se koriste i slojevi agregacije (eng. pooling layer) koji sluze agregaciji
informacije u cilju smanjenja koli¢ine izrac¢unavanja i broja parametara u mrezi. Obi¢no se realizuju tako $to
se svaki kanal ulaznog tenzora podeli na delove odredenih dimenzija koji se zamene jednom vrednoséu poput
maksimuma vrednosti u tom tenzoru. Konkretan izbor maksimuma, je ¢est i intuitivan. Naime, visoke vrednosti
u tenzoru znace da je filter koji je proizveo tu vrednost na nekom mestu u svom ulazu naiSao na obrazac koji
trazi (tj. koji daje veliku vrednost skalarnog proizvoda). Uprosetavanjem bi se visoke vrednosti izgubile zbog
prisustva niskih, dok maksimum ¢uva informaciju o tome da je traZeni obrazac pronaden. Ipak, agregacijom se
gubi informacija o ta¢noj lokaciji maksimuma. Znacaj tog gubitka zavisi od konkretne primene.

Primer 11.15. Naredna slika prikazuje ilustraciju agregacije maksimumom dimenzija 2 X 2. Primetimo
da se za razliku od konvolucije, maksimum ne rac¢una nad preklapajucéim delovima ulaznog kanala, veé se
on deli na susedne i disjunktne delove koji odgovaraju dimenzijama agregacije. Ukoliko ulazni sloj ima vise
kanala, svaki se obraduje nezavisno.
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U ovom primeru je svaka dimenzija slike deljiva odgovarajuéom dimenzijom filtera. Ukoliko to ne bi
bio slucaj, odredeni broj (koji odgovara ostatku pri deljenju) kolona, odnosno vrsta, bio bi zanemaren. Na
primer, u sluéaju da je slika dimenzija 7 x 8, a filter dimenzija 3 X 3, poslednja vrsta i dve poslednje kolone
ulazne slike, biée zanemarene, a slika dobijena agregacijom biée dimenzija 2 X 2.

Na kraju, neretko se, kao na slici 11.7, na krajnje izlaze takve mreZe nadovezuje potpuno povezana mreza
koja kao svoje ulaze uzima sve vrednosti krajnjeg tenzora dobijenog iz konvolutivnog dela. Upotreba potpuno
povezane mreZe ipak nije neophodna i postoje arhitekture koje je ne uklju¢uju. Na osnovu ovog razmatranja,
konvolutivne mreze moguce je i formalno definisati.

Definicija 11.15 (Konvolutivna mreza). Konvolutivna neuronska mreza je funkcija fyw definisana na
sledeéi nacin:

h() = X
hi = a(g([WU*hl_1+B”\j:1,,Kl])), ZZL,L
fw(x) = gw(hy)
gde x predstavlja ulazni tenzor, L je broj konvolutivnih slojeva, K; je broj filtera uw slojui, h; za1=1,..., L

predstavija izlazni tenzor i-tog sloja, W; je tenzor parametara j-tog filtera i-tog sloja, B;; matrica slobodnih
koeficijenata koja po dimenzijama odgovara matrici Wy; x h;_1, a je funkcija agregacije, g je aktivaciona
funkcija, gw je potpuno povezana neuronska mreza. Tenzori W, B, i vektor w ¢ine parametre w.

Trening konvolutivnih mreza u svrhe klasifikacije i regresije algoritamski se ne razlikuje od treninga potpuno
povezanih mreza. Specificnosti vezane za neke druge vrste zadataka bi¢e diskutovane kasnije kada bude reci o
praktiénim primenama.

11.5.4 Rekurentne neuronske mreze

Mnogi zadaci maginskog utenja vezani su za sekvencijalne podatke, tj. podatke koji se mogu predstaviti
u vidu niski jednostavnih elemenata. Primeri takvih zadataka su klasifikacija tekstova prema njihovoj temi ili
sentimentu (ose¢anju, raspoloZenju, afektivnom tonu), kreiranje sazetaka tekstova, prevodenje recenica sa jednog
prirodnog jezika na drugi, predvidanje kretanja cena akcija na berzi, predvidanje bududéeg stanja pacijenta na
osnovu zdravstvene istorije i tako dalje. Sekvencijalni podaci najéesée su podaci promenljive duzine. Potpuno
povezane mreze ocekuju kao ulaze vektorske reprezentacije fiksne dimenzije i stoga su neprimerene obradi
ovakvih podataka. U skorije vreme, napravljeni su veliki pomaci u obradi sekvencijalnih podataka konvolutivnim
mreZzama, ali modeli koji su konstruisani za ovu namenu i koji su dugo dominirali primenama nad ovakvim
podacima su rekurentne neuronske mreze.

Osnovna ideja rekurentnih neuronskih mreza je da se sekvenca ¢ita element po element, pri c¢emu se odrzava
stanje procesa obrade u vidu vektora koji se menja iz koraka u korak. Da bi ovaj proces funkcionisao, potrebno
je definisati kako naredno stanje zavisi od prethodnog stanja i od tekuceg ulaza. Takode, posto mreza treba da
daje i izlaze, potrebno je definisati i na koji naéin izlaz u svakom koraku zavisi od tekuéeg stanja. Ove zavisnosti
se, kao i u prethodnim slu¢ajevima neuronskih mreza, izrazavaju linearnim transformacijama sa nelinearnom
aktivacionom funkcijom, pri ¢emu se matrice koje definisu linearne transformacije uce.

Definicija 11.16 (Rekurentna mreza). Rekurentna neuronska mreza je funkcija fyw definisana na sledeéi
nacin:

hy, = 0
h; = g(Uh; 1 +Wx;+by), t=1,...,T
o, = §(Vhy+b,), t=1,...,T

gde T predstavlja duZinu sekvence, x; element ulazne sekvence, h; predstavlja vektor skrivenog stanja u
koraku t, o izlaz mreze u koraku t, matrica U definise zavisnost novog od prethodnog skrivenog stanja,
matrica W zavisnost novog skrivenog stanja od novog ulaza, matrica V definise zavisnost izlaza od tekuceg
skrivenog stanja, a funkcije g i g su aktivacione funkcije. Vektori by, ¢ b, su vektori slobodnih ¢élanova.
Pomenute matrice i slobodni clanovi skupa ¢ine parametre w rekurentne mreze.

Bitno je primetiti da parametri w ne zavise od koraka t. Vrednost modela f (X1, ...,x7) moZe biti bilo koji
podskup izracunatih izlaznih vrednosti, zavisno od namene modela. Potom je nad datim izlazom mogucée iz-
rac¢unati greSku u odnosu na zadate izlaze i formirati funkciju greske koju je moguée optimizovati gradijentnim
metodama.
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Primer 11.16. Razmotrimo klasifikaciju sentimenta teksta w pozitivnu, neutralnu i negativnu kategoriju
na primeru komentara kupaca na strani neke prodavnice. Za potrebe primera, smatracemo da se trening
skup sastoji samo od naredna tri komentara:

e Vise nikad necu kupovati kod vas.“
e Do kada radite?
o Isporuka je bila brza.“

Prvi komentar se moze smatrati negativnim, drugi neutralnim, a treéi pozitivnim. Na narednoj slici, pri-
kazana je primena rekurentne mreZe nad ovim recenicama, koju éemo objasniti u ostatku ovog primera.
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Razmotrimo prvo kako se dizajnira mreZa za ovaj problem. Za to je potrebno definisati reprezentacije
ulaza i izlaza mreZe i odrediti detalje arhitekture (poput dimenzija skrivenog stanja, matrica U, V i W
i izbora aktivacionih funkcija). Svaka re¢ se mora se predstaviti v numerickom obliku i za to se koristi
standardna reprezentacija kategorickih vrednosti. Ako u trening skupu postoji ukupno n reci, one se pred-
stavljaju n-dimenzionalnim vektorima binarnih vrednosti, pri ¢emu vektor koji odgovara i-toj reci na i-toj
pozicifi sadrZi jedinicu, a na svim ostalim pozicijama sadrZi nule. Primetimo da redi koje nisu u trening
skupu namaju zapis. U slucaju datog trening skupa, reprezentacija dimenzije 13 je dovoljna. Na slici je
reprezentacija svake reci prikazana neposredno iznad nje. U reprezentaciji reci, tamnije polje oznacava je-
dinicu, dok svetlija polja oznacavaju nule. Kako se klasifikacija vrsi u 3 klase, za izlaz se moZe koristiti
ista reprezentacija kao za ulaz, samo dimenzije 3. Pretpostavimo da je dimenzija vektora skrivenog stanja
jednaka 4 (Sto bi se moralo eksperimentalno podesiti tako da rezultati budu $to bolji). Tada je matrica W
dimenzija 4 x 13, matrica U dimenzija 4 X 4, a matrica V dimenzija 3 X 4. Za aktivacionu funkciju moZe
se koristiti ReLU, osim na izlazu gde se koristi funkcija softmax.

U vreme primene mreZe, za svaku rec¢ neke recenice, njena reprezentacija mnozi se matricom W. Tako
dobijen vektor sabira se sa vektorom koji se dobija primenom matrice U na skriveno stanje prethodne
reci (za koji se uzima nula vektor ako prethodna reé ne postoji) i vektorom slobodnih clanova, cime se
uz primenu aktivacione funkcije dobija skriveno stanje za datu reé. Razlic¢ite vrednosti skrivenog stanja su
na slici prikazane razli¢itim nijansama Zute boje. Izracunavange skrivenih stanja vrsi se za svaku recenicu
posebno. Ocigledno, izra¢unavanje se mora vrsiti sekvencijalno, reé po reé, jer je za izracunavanje skrivenog
stanja jedne reci potrebno skriveno stanje prethodne. Broj skrivenih stanja T je za svaku recenicu razlicit
i jednak broju reci u njoj. Za svako skriveno stanje, izracunava se izlaz mreze. To u ovom primeru nije
potrebno jer nema smisla suditi o sentimentu recenice nakon prve obradene reci, pa su zato izlazi obojeni
bledom bojom. U opstem slucaju obrade sekvencijalnih podataka, moZe biti potrebno racunati izlaze u svakom
koraku. Relevantan izlaz za svaku recenicu je poslednji. Klasa koju mreZa predvida je oznacdena tamnijom
nijansom. Ako je x ulazna redenica, fw(x) predstavlja predvidenu klasu.
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Kako bi se mreza trenirala, potrebno je primeniti je na svaku recenicu iz trening skupa @ za svaku od njih
dobiti predvidanje. Predvidanje i stvarna vrednost y predstavljeni su na slici svetlozelenom bojom. Funkcija
greske L primenjuje se na te parove, a uprosecavanjem greSaka po recenicama dobija se proseéna greska
E, ¢igom optimizacijom po matricama U, W, V i vektorima by, @ b, se trenira mreZa.

Moderne rekurentne mreze uklju¢uju mnostvo unapredenja u odnosu na osnovni princip koji je ovde izlozen,
ali njihovo razmatranje izlazi van okvira ovog teksta.

11.6 Metoda k najblizih suseda

Metoda k najblizih suseda je jedna od metoda ucenja zasnovanih ma instacama. Osnovna karakteristika
ovakvih metoda je da ne grade eksplicitan model podataka u vidu neke funkcije kao §to to radi ve¢ina metoda
masinskog ucenja. Umesto izgradnje modela, instance predvidene za treniranje se ¢uvaju i bivaju upotrebljene
tek kad je potrebno izvrsiti predvidanje za novu, nepoznatu instancu. Time se veéina izracunavanja premesta
iz faze ucenja u fazu primene. Ove metode Cesto ne ukljucuju sva Cetiri pomenuta elementa dizajna algoritama
nadgledanog ucenja. Na primer, algoritam k najbliZzih suseda nema eksplicitnu formu modela, funkciju greske,
niti koristi optimizaciju.

Metoda k najblizih suseda zasniva se na vrlo jednostavnoj ideji — pronaci k instanci najsli¢nijih nepoznatoj
instanci, takozvanih suseda i predvideti vrednost njene ciljne promenljive na osnovu vrednosti koje odgovaraju
susedima. U slucaju klasifikacije, predvidanje odgovara najc¢esc¢oj klasi medu klasama suseda, a u sluéaju regre-
sije, predvidanje moZe biti prose¢na vrednost ciljne promenljive suseda. Tekst u nastavku se odnosi na problem
klasifikacije, ali analogni zakljucci mogu se izvesti i u slu¢aju regresije. Pojam sli¢nosti instanci najjednostavnije
se formalizuje preko funkcija rastojanja.

Definicija 11.17 (Rastojanje). Neka je X skup instanci. Funkcija d : X x X — R predstavlja rastojanje
na skupu X wkoliko zadovoljava sledeée uslove:

1. d(x,y) > 0, pritom d(x,y) =0 < x =y (pozitivna definitnost)
2. d(x,y) = d(y,x) (simetricnost)
3. d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) (nejednakost trougla)

Primer 11.17. Neki primeri rastojanja su:

o d(x,y) = /> (xi —yi)"

0, x=
sy ={ 357

Intuitivno, §to je rastojanje izmedu dva objekta vece, to je sli¢nost izmedu njih manja i obratno.'? Drugim
refima, rastojanje izmedu objekata predstavlja meru njihove razli¢itosti. Moguce je izabrati raznovrsne funkcije
rastojanja, a naravno pozeljno je izabrati funkciju koja stvarno oslikava razli¢itost izmedu dva objekta, u smislu
relevantnom za razmatrani problem.

Analizirajmo detaljnije metodu k najblizih suseda. Razmotrimo nepoznate instance A i B prikazane na slici
11.8. Metodom k najblizih suseda uz koriic¢enje euklidskog rastojanja, instanca A biva klasifikovana u crvenu
klasu za sve vrednosti k od 1 do 5. Klasifikacija instance A je postojana zato §to se ona nalazi blizu crvenih
instanci, a udaljena je od plavih instanci. S druge strane, klasa instance B mozZe da varira u zavisnosti od broja
k. Za k = 1, instanca B klasifikuje se u crvenu klasu. Za k& = 2, ne moze se odluéiti. Za k = 3, instanca B
klasifikuje se u plavu klasu. Za k = 4, ponovo nije moguce odluéiti, a za k = 5, instanca B ponovo se klasifikuje u
crvenu klasu. Klasifikacija instance B nije postojana jer se ona nalazi blizu instanci iz obe klase. Dakle, metoda
k najblizih suseda postojana je u unutrasnjosti oblasti koju zauzimaju instance jedne klase, ali je nepostojana
na obodu te oblasti. Nepostojanost klasifikacije moZe se demonstrirati menjanjem hiperparametra k. Ali i za
fiksiranu vrednost hiperparametra k& moze se uoCiti nepostojanost pri variranju vrednosti svojstava instance,
jer instanca iz oblasti jedne klase moze takvim variranjem preé¢i u oblast druge klase. Ovakvo ponaganje bi se
moglo uoditi i kod drugih metoda klasifikacije.

12Kao mere sli¢nosti, nekad se koriste i funkcije koje nisu zasnovane na rastojanjima kao, na primer, funkcija cos(Z/(x,y)) =

(x¥)/(Vx-xyy)
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Slika 11.8: Stabilnost klasifikacije pomoc¢u algoritma k najblizih suseda.

Kao §to se moze videti u slucaju metode najblizih suseda, bitno svojstvo metoda zasnovanih na instancama
je njihova lokalnost. Nepoznata instanca klasifikuje se iskljucivo ili uglavnom na osnovu poznatih instanci koje
se nalaze u njenoj blizini. Ovo svojstvo doprinosi fleksibilnosti modela koje ove metode grade. Samim tim,
za manje vrednosti hiperparametra k& dobijaju se fleksibilniji modeli, koji su stoga skloniji preprilagodavanju,
dok se za vece vrednosti hiperparametra k dobijaju manje fleksibilni modeli manje skloni preprilagodavanju.
Naravno, premala fleksibilnost vodi modelima koji se ne mogu dovoljno prilagoditi podacima i stoga lose uce,
pa ni premala ni prevelika vrednost hiperparametra k nije dobra. O¢igledno, hiperparametar &k ima ulogu sli¢énu
ulozi regularizacionog hiperparametra A. Odredivanje njihovih vrednosti biée zajednicki diskutovano kasnije.

Kako ovaj metod ne ukljucuje trening, veé se instance koriste u vreme klasifikacije, trening skup se uvek
moze azurirati, recimo dodavanjem novih instanci, bez utroska vremena na ponovni trening kao u slu¢aju drugih
algoritama.

Razmotrimo primer primene algoritma k najblizih suseda u problemu regresije.

Primer 11.18. Vratimo se na primer procene zagadenja vazduha. U nastavku ponavijamo standardizovane
podatke, ali bez kolone jedinica. Naime, u slucaju primene algoritma najbliZih suseda nema slobodnog ¢lana
pa ni dodatna kolona nije potrebna.

141 1.81 —0.71 70
141 —044 —0.71 168

141 —0.75 —0.71 181

141 —044 —0.71 141
—0.63 038  1.41 121
< | —063 —126 141 | o245
| —063 —126 141 Y= | 247
—0.63 —0.44 141 112
~0.78  2.01 —0.71 63
—0.78 0.7 —0.71 80
—0.78 038 —0.71 67

| —0.78 —0.14 —0.71 61

Neka je potrebno predvideti zagadenje za novu instancu (1000000, 15,0) koja predstavlja grad od milion
stanovnika, van kotline, na dan kada vetar duva brzinom od 15 kilometara na sat. Prvo je potrebno izursiti
standardizaciju ove instance kako bi promenljive koje je opisuju bile izraZene na istoj skali kao promenljive
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u matrici podataka, ¢ime se dobija instanca (0.17,—0.24, —0.71). Vektor rastojanja do datih instanci je:

[ 2.39
1.25
1.34
1.25
1.01
2.49
2.49
2.28
3.24
1.04
1.13

| 0.96

Regresija moZe biti izvedena na primer pomoéu tri najbliZa suseda, uprosecavanjem mnjihovih vrednosti.
To su instance sa rastojanjima 0.96, 1.01 7 1.04, a prosek mjihovih y vrednosti je 87.33, Sto je konacéno
predvidange.

11.7 Stabla odlucivanja

Razmotrimo ,jigru 20 pitanja“. Jedan igra¢ zamislja neki predmet, a drugi treba da pogodi o kom je predmetu
re¢. Kako bi pogodio o kom predmetu se radi, igra¢ koji pogada ima pravo da postavi 20 pitanja na koje odgovor
moze biti ,,da”“ ili ,ne”. Kada smatra da je postavio dovoljno pitanja, igra¢ moze dati svoj sud o kom predmetu
se radi i igra se zavrSava. O¢ito, proces ispitivanja moze se predstaviti u vidu stabla koje u svakom ¢voru ima
po jedno pitanje, osim u listovima u kojima se nalazi sud igrac¢a o nepoznatom predmetu. Iz svakog ¢vora, osim
listova polaze dve grane oznalene sa ,da“ ili ,ne, koje vode u podstablo koje odgovara nastavku ispitivanja
posle razmatranog pitanja. Ovo je primer stabla odlu¢ivanja. Ovakva stabla mogu se uopstiti odbacivanjem
ogranic¢enja na 20 pitanja i tako $to bi se dozvolilo da odgovori ne moraju biti samo ,da“ ili ,ne*, veé da mogu
pripadati nekom drugom skupu.

Stabla odlu¢ivanja mogu se automatski nauditi iz skupa primera koji za svaku instancu ukljuc¢uju vrednosti
njenih bitnih svojstava i vrednost ciljne promenljive. Mogu se primeniti i na probleme klasifikacije i na probleme
regresije. Sli¢no ,igri 20 pitanja“, svakom ¢voru takvog stabla odgovara test nekog svojstva instance, a grane koje
izlaze iz ¢vora razlicitim vrednostima tog svojstva. Listovima odgovaraju predvidene vrednosti ciljne promenljive.
Instance su opisane vrednostima svojih svojstava. Predvidanje se vrsi polazeéi od korena, spustajuéi se niz
granu koja odgovara vrednosti testiranog svojstva instance za koju se vrsi predvidanje. Predvidanje se dodeljuje
instanci kad se dode do lista.

Utenje stabala odlu¢ivanja uspe$no se primenjuje u razli¢itim problemima. Jo§ sredinom devedesetih godina
proslog veka, stabla odlu¢ivanja primenjena su u klasifikaciji tumora i prognozi njihovog ponaSanja. Svaka
trening instanca opisivana je pomocu 31 svojstva, a klasifikacije su date nezavisno od strane vise stru¢njaka. U
astronomiji su stabla odluc¢ivanja primenjena u cilju razlikovanja zvezda i tragova kosmickih zraka na snimcima
teleskopa Habl. Na osnovu 20 numerickih svojstava, sa stablima dubine do 9 ¢vorova, postignuta je preciznost
klasifikacije od 95%. Postoje primene stabala odluéivanja i u ekonomiji i drugim oblastima. Odredivanje poze
igrata kakvo vrsi Majkrosoftov proizvod Kinekt biée detaljnije diskutovano kasnije.

Koriséenje stabla odluéivanja nije podjednako pogodno za sve probleme uéenja. Pozeljno je da skup vrednosti
svojstava bude diskretan i mali, mada postoje varijante koje rade sa neprekidnim svojstvima. Stabla odlu¢ivanja
su posebno pogodna u slu¢ajevima kada je potrebno izraziti model na interpretabilan nacin. Ukoliko stablo
odluéivanja instanci dodeljuje neko predvidanje, to zna¢i da instanca ispunjava sve uslove koji su definisani
putanjom od korena do odgovarajuéeg lista kroz stablo i oblika su svojstvo=vrednost. Stoga putanje kroz stablo
predstavljaju konjunkcije ovakvih uslova. U sluc¢aju klasifikacije, za svaku klasu moguée je uociti putanje koje
se zavriavaju listovima koji odgovaraju toj klasi. Disjunkcija svih takvih konjunkcija definiSe instance koje
pripadaju datoj klasi prema datom stablu. Pravilo izrazena u vidu disjunkcije konjunkcija elementarnih uslova
omogucava interpretabilnost, odnosno razumevanje nacina na koji model donosi odluke od strane coveka.

Jedan od najpoznatijih algoritama za ucenje stabla odlu¢ivanja je 1D3, na koji éemo se fokusirati. Ovaj
algoritam primenjuje se samo na instance koje su opisane isklju¢ivo kategorickim atributima. On konstruise
stablo od korena ka listovima, odredujuéi u svakom ¢évoru najbolje svojstvo koje se u tom ¢voru moze testirati.
To svojstvo se odreduje statistickim kriterijumom koji meri koliko dobro neko svojstvo samostalno klasifikuje
podatke. Za sve vrednosti odabranog svojstva kreiraju se grane do ¢vorova naslednika, a podaci za treniranje se
dele izmedu ovih ¢vorova tako da svaki od njih nasleduje primere koji imaju odgovarajuéu vrednost prethodno
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testiranog svojstva. Za svaki od ¢vorova naslednika ovaj postupak se primenjuje rekurzivno sve dok nije ispunjen
bar jedan od sledeca dva uslova: (1) u putanji od korena do trenutnog ¢vora iskori§éena su sva svojstva, (2) sve
instance za trening koje su pridruzene trenutnom &voru imaju istu vrednost ciljne promenljive. Svakom listu se
pridruzuje najces¢a oznaka instanci za trening koje su mu pridruzene. Algoritam je preciznije opisan na slici
11.9.

[ Algoritam: |D3 }

Ulaz: Skup instanci za trening D, n dimenzija instanci
Izlaz: Stablo odlucivanja koje odgovara datim instancama
1: inicijalizuj S = {1,2,...,n};
2: napravi koreni Cvor stabla R;

3: ako sve instance iz D pripadaju istoj klasi onda

4: vrati cvor R sa oznakom te klase;

5: ako je S prazan skup onda

6: formiraj cvor R oznaCen oznakom najcesce klase koja se javlja u D;

7: inace

8: neka je j € S indeks najboljeg svojstva (prema nekom statistickom kriterijumu) za testiranje u odnosu
na D;

9: oznaci ¢vor R j-tim svojstvom;

10: za svaku mogucu vrednost v j-tog svojstva radi

11: dodaj granu iz R koja odgovara testu z; = v;

12: neka je D, podskup od D takav da za sve njegove elemente vazi x; = v;

13: ako je skup D, prazan onda

14: na dodatu granu iz R dodaj list sa oznakom najcesce klase u D;

15: inace

16: na dodatu granu nadovezi podstablo ID3(D,,S \ {j}):

17: vrati R.

Slika 11.9: Algoritam ID3.

Veoma je vazno pitanje statistickog kriterijuma koji se koristi za izbor najboljeg svojstva za testiranje
u nekom &voru. Algoritam ID3 obi¢no bira svojstvo koje maksimizuje dobitak informacije na skupu instanci
koje su pridruzene razmatranom Cvoru. Dobitak informacije predstavlja razliku entropije u odnosu na ciljnu
promenljivu skupa instanci za trening D pre deljenja i prose¢ne entropije posle deljenja prema nekom svojstvu
S. Entropija predstavlja meru neuredenosti nekog sistema. Ako sa p; ozna¢imo verovatnoc¢u da instanca pripada
i-toj klasi, onda se entropija moze definisati slede¢im izrazom (pri ¢emu smatramo da vazi 0 - log, 0 = 0):

H(D) == pilog,pi
=1

gde je ¢ broj klasa, tj. broj moguéih vrednosti ciljne promenljive, p; udeo instanci iz skupa D koje pripadaju klasi
i u celom skupu D. Dobitak informacije stoga predstavlja smanjenje u potrebnom broju bitova za kodiranje klase
proizvoljne instance, kada je poznata vrednost koju na njoj ima svojstvo S. Dobitak informacije se formalno

definiSe na sledeci nadin:
2

|D|

gde V(j) predstavlja skup svih mogucih vrednosti j-tog svojstva, a D, = {x € D|z; = v}.

Pored entropije, postoje i druge mere koje se mogu koristiti za merenje neuredenosti nekog skupa. Jedna
jednostavna mera je greska klasifikacije. Ona predstavlja gresku koja se ¢ini ukoliko se sve instance nekog skupa
klasifikuju u najbrojniju klasu u tom skupu. Stoga, ako je p; verovatnoca da instanca pripada i-toj klasi, greska
klasifikacije za skup podataka D definiSe se izrazom

Err(D) =1— maxp;

G(D.j)=H(D) - 3

veV(j)

H(D,) (11.1)

Za ovu meru moZe se definisati dobitak analogan opisanom dobitku informacije ukoliko se u izrazu (11.1)
entropija zameni greskom klasifikacije.
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Primer 11.19. U narednoj tabeli date su instance koje opisuju razlicite Zivotinje, sa datom klasifikacijom
koja oznacava da li je Zivotinja opasna po ¢oveka. Izdvojeno je nekoliko karakteristika koje bi mogle biti re-
levantne u odredivanju vrednosti ciljne promenljive, ali su namerno dodata dva svojstva koji nisu relevantna
— broj nogu i da li Zivotinja Zivi v FEvrops.

] Zivotinja H Velic¢ina \ Ishrana \ Otrovnost \ Noge \ Evropa \ Opasna ‘

Lav Velika Meso Ne 4 Ne Da
Macka Mala Meso Ne 4 Da Ne
Koala Mala Biljke Ne 4 Ne Ne

Zec Mala Biljke Ne 4 Da Ne

Komodo Velika Meso Da 4 Ne Da
zmaj

Da bi se izgradilo stablo odluc¢ivanja, za svako od svojstava je potrebno izracunati dobitak informacije
pri deljenju skupa podataka prema tom svojstvu. U prvom koraku, vaZi:

2 2 3 3
H(D) = —glog2 ETE log, E= 0.971

Ukoliko se izvrsi podela instanci po vrednosti prvog svojstva, dobijamo

H(Dpra1a) = —1-logy 1 —0-log, 0 =0

H(Dvelika) = —0-1ogy 0 — 1 -logy 1 =0

2
G(D, Velicina) = 0.971 — = -0 - g -0=0.971

gde zarad ¢itljivosti, umesto indeksa svojstva pisSemo naziv. Slicno se dobija:
G (D, Ishrana) = 0.42
G(D, Otrovnost) = 0.322
G(D,Noge) =0
G(D, Evropa) = 0.42

Odavde se vidi da je najbolje svojstvo za testiranje uw prvom cvoru svojstvo Velicina. Stablo koje se u
ovom slucéaju dobija primenom algoritma ID3 je dato na narednoj slici. U slucaju datih primera za ucenje,
dobijeno stablo je bilo ocigledan izbor i bez primene bilo kakve metodologije.

VELICINA
mal/ yh’ka
NE DA

Nesto komplikovanije stablo odlucivanja moZe se dobiti dodavanjem primera iz naredne tabele.

Zivotinga H Veli¢ina \ Ishrana \ Otrovnost \ Noge \ Evropa \ Opasna ‘

Zmija Mala Meso Da 0 Da Da
Pgela Mala Biljke Da 6 Ne Da
ubica

I A Ne 0 Ne Ne
krava

Jedno rucéno konstruisano stablo koje je saglasno sa podacima za trening dato je na narednoj slici.
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EVROPA
/ \
OTROVNOST OTROVNOST
VELICINA ISHRANA VELICINA

mal(/ \Jelzka blljk/ \71680 mal/ \Jelzka

Izbor loseg svojstva za testiranje u korenom ¢voru je namerno ucinjen. To dovodi do potrebe za ponavljanjem
istih testova u levom i desnom podstablu, posto informacija dobijena testiranjem u korenu nije relevantna
za odredivanje klase instance. Takode, u slucaju Zivotinja koje ne Zive u Evropi, prisutan je nepotreban
test vezan za njenu ishranu. U oba slucaja klasa je ista, pa se évor sa tim testom moZe zameniti listom sa
klasom DA. Upotreba algoritma ID3 daje bolje stablo odlucivanja.

Vrednosti entropije i dobitka informacije se sada razlikuju:

1 1 1 1
H(D):—§10g2§—§10g2§:1

Ukoliko se izursi podela instanci po vrednosti prvog svojstva, dobijamo

3 3
H(D]\/Iala) = — =

2 2
5 10g2 3 — g 10g2 g =0.971
1 2 2
H(DVelika) = —g logz g — § 10g2 g =0.918
. ) 3
H(D,Velicina) =1 — 3 0.971 — 3 0.918 = 0.049

Sli¢no se dobija:

G(D, Ishrana) = 0.189
G(D, Otrovnost) = 0.549
G(D,Noge) =0
G(D, Evropska) = 0.02

Posle dodavanja novih instanci, najbolja svojstva za testiranje su Otrovnost i Ishrana. Rekurzivnom
primenom ovog postupka dobija se stablo prikazano na narednoj slici. Ono je ocigledno manje od ruéno
konstruisanog i ima relevantnija svojstva pri vrhu stabla, dok se dva nebitna svojstva uopste ne testiraju.

/ i VNOS\T&
VELICINA DA
mV Mzka
ISHRANA

biljk/ \neso
NE DA

Stabla odlu¢ivanja mogu se koristiti i za probleme regresije. U tom slu¢aju, za merenje neuredenosti skupa
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instanci prirodan izbor je disperzija vrednosti ciljne promenljive za te instance:
N

ﬁ Z(yl -7)?

i=1

gde vazi y = % Zfil y;- U sluéaju regresije potrebno je modifikovati i na¢in na koji se listovima pridruzuju
predvidanja koja daju. Ona se mogu definisati kao prosek instanci koje su prilikom treninga pridruzene listu.

Kao i drugi metodi uéenja, ID3 se moze shvatiti kao pretraga skupa dopustivih modela za onim koji najvise
odgovara podacima za trening. Prostor pretrage je potpun prostor svih stabala odlu¢ivanja. Svaka diskretna
funkcija mozZe se predstaviti nekim stablom odlu¢ivanja, tako da se utenjem stabala odlu¢ivanja moze postiéi
greska 0 na trening podacima ukoliko podaci nisu protivreéni. Posto nema vracanja u pretrazi (tj. nema bektre-
kinga), veé se stablo gradi od jednostavnijeg ka sloZenijem, postoji opasnost od dostizanja lokalnih optimuma
koji nisu globalni.

Algoritam 1D3 preferira stabla manje dubine, kao i stabla u kojima se svojstva koja nose veéi dobitak
informacije nalaze blize korenu. Afinitet prema kra¢im stablima je zanimljivo svojstvo jer je u skladu i sa
odavno poznatim filozofskim principom kojim se ¢esto vode i nau¢nici — Okamovom oStricom: entitete ne treba
umnozavati preko potrebe, tj. najjednostavnije objanjenje je verovatno i najbolje. Svakoj putanji od korena do
nekog od listova odgovara po jedno pravilo oblika

ifxi=v1 N 2o=v9 AN ... N , =v, then
Klasa = klasa koja odgovara listu

gde su z; 0 < i < n svojstva koja se testiraju na putanji od korena do odgovarajuéeg ¢vora, a v; neke njihove
moguée vrednosti. Kako stabla odluéivanja sa manjom dubinom imaju manji broj listova, ona predstavljaju
manje skupove ovakvih pravila, te ih mozemo smatrati jednostavnijim.

Osvrnimo se i na problem preprilagodavanja. Sa povec¢anjem dozvoljene dubine stabla, povecava se mo¢
ucenja, odnosno verovatnoca da ¢e u skupu dopustivih modela biti naden onaj koji dobro opisuje podatke. Zato se
sa povecanjem dozvoljene dubine stabala, smanjuje greska na trening podacima. Medutim, ako nema ogranicenja
na dubinu stabla, takav skup modela je o¢igledno vrlo bogat i stoga postoji opasnost od preprilagodavanja. Jedan
pristup resavanju ovog problema je ogranicavanje maksimalne dubine stabla nakon koje algoritam ucenja neée
dalje razgranavati stablo. O nafinu na koji se vr§i izbor maksimalne dubine bic¢e re¢i kasnije, posto se bira
na slican nacin kao vrednost regularizacionog hiperparametra A. Zapravo, kako se ovom tehnikom smanjuje
fleksibilnost modela u vreme uéenja, ona upravo jeste vid regularizacije.

11.8 Evaluacija modela i konfigurisanje algoritama ucenja

Za primenu modela u praksi, od presudnog je znacaja znati koliko dobro model generalizuje, odnosno koliko
su mu dobra predvidanja. Za to je s jedne strane potrebno imati nekakve mere kvaliteta, s druge procedure koje
obezbeduju da se tako izra¢unatim merama moze dovoljno verovati.

Kao §to se moglo primetiti, algoritmi maginskog uéenja su konfigurabilni. Naime, mogudée je podesavati
regularizacioni hiperparametar kod linearnih modela, k kod algoritma k najblizih suseda, maksimalnu dubinu
stabla odlu¢ivanja, arhitekturu mreze, itd. Izbor razli¢ite konfiguracije vodi razli¢itom optimizacionom problemu
i stoga razlic¢itom reSenju. PoZeljno je izabrati konfiguraciju koja vodi dobrom resenju. Ovo ne mora biti trivijalan
posao.

11.8.1 Mere kvaliteta regresije

Osnovna mera kvaliteta regresije je srednjekvadratna greska, koja meri odstupanje predvidenih od stvarnih
vrednosti na nekom test skupu.

Definicija 11.18 (Srednjekvadratna greska). Za date podatke {(x;,y;)|i = 1..., N}, srednjekvadratna
greska modela f,, data je sledeéom formulom:

1 N
Nz fw Xz 2~

Obicno je bolje koristiti koren srednjekvadratne greska, posto se on izraZava na istoj skali kao i veli¢ina y, pa
je taj broj razumljiviji u kontekstu domena. Pozeljno je da srednjekvadratna greska bude §to manja, medutim
ukoliko nemamo konkretan zahtev za postizanjem odredene srednjekvadratne greske, tesko je reéi da li je ucenje
uspesno ili ne. Zbog toga se ¢esto koriste i druge mere. Cesta je upotreba koeficijenta determinisanosti.
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6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Slika 11.10: Grafici gresaka u odnosu na prosek (levo) i u odnosu na model (desno).

Definicija 11.19 (Koeficijent determinisanosti). Koeficijent determinisanosti modela f,, na datim poda-
cima {(x;,y:)|i =1...,N} dat je sledecom formulom:

>oie 1 (s — fw(x2))?
R2 w)=1— p=ll
) Y (Y — )2

gde § oznacava prosek uzorka promenljive y.

Vrednost 1 koeficijenta determinisanosti oznacava potpuno podudaranje stvarnih i predvidenih vrednosti. Sto je
vrednost koeficijenta manja, to je poklapanje logije. Smisao koeficijenta determinisanosti moze se bolje razumeti
ako se primeti da se u njegovom izra¢unavanju zapravo poredi gre§ka proseka 7 u odnosu na stvarne podatke
sa greSkom modela u odnosu na stvarne podatke. Prosek se mozZe smatrati vidom trivijalnog modelovanja ciljne
promenljive (bez koriséenja svojstava) i stoga se njegova greska moze smatrati relevantnom referentom vrednoséu
koju model treba da nadmasi. Srednjekvadratna greska proseka je

@) = 5 > -7

Rastojanja koja ulaze u ovu gresku prikazana su na slici 11.10, levo.
U slucaju koriséenja linearnog regresionog modela, srednjekvadratna greska je

E(w) = %Z(% —w-x;)?

Rastojanja koja ulaze u ovu gresku prikazana su na slici 11.10, desno. Sto su svojstva na osnovu kojih je izgraden
model informativnija, greske koje pravi model ée biti manje u odnosu na greske koje pravi predvidanje pomocu
proseka, a koeficijent determinisanosti je utoliko veci §to je taj odnos povoljniji za dati model.

Primer 11.20. Neka u primeru predvidanja telesne teZine na osnovu visine, koeficijent determinisanosti
iznost 0.51. To znaci da promenljiva x objasnjava oko pola varijanse promenljive y i da postoji prostor da
se predikcija dalje popravi dodavanjem novih svojstava.

11.8.2 Mere kvaliteta klasifikacije

Kvalitet klasifikacije zavisi od broja i vrste gresSaka koje klasifikator pravi. Polazna tacka u definisanju mera
kvaliteta klasifikacije je prepoznavanje mogucih ishoda rada klasifikatora. U nastavku razmatramo sluc¢aj binarne
klasifikacije, ali je to razmatranje moguce generalizovati i na veéi broj klasa. Pod stvarno pozitivnim instancama
podrazumevamo pozitivne instance koje su od klasifikatora prepoznate kao pozitivne. Pod stvarno negativnim,
instance koje su negativne i prepoznate su kao negativne. Pod laZno pozitivnim podrazumevamo instance koje su
negativne, ali su greSkom u klasifikaciji proglasene pozitivnim i pod lazno negativnim podrazumevamo instance
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koje su pozitivne, ali su greskom klasifikovane kao negativne. Brojeve ovih instanci oznac¢avamo redom SP, SN,
LP i LN. Ove brojeve obi¢no zapisujemo u takozvanoj matrici konfuzije koja po vrstama prikazuje kako su
instance klasifikovane, a po kolonama prikazuje koje su stvarne klase instanci. Ova matrica je prikazana u vidu
tabele 11.1.

L P [N]
KP || SP | LP
KN || ZN | SN

Tabela 11.1: Vrste matrice konfuzije u zbiru daju broj instanci koje su klasifikovane pozitivno (KP) i broj
instanci koje su klasifikovane negativno (KN). Kolone u zbiru daju broj instanci koje su zaista pozitivne (P) ili
negativne (N).

U sluéaju problema klasifikacije, zbog svoje intuitivnosti, najéesée kori§éena mera kvaliteta je tacnost
(eng. accuracy).

Definicija 11.20 (Tacnost). Za datu matricu konfuzije modela, tatnost modela predstavija udeo tacno
klasifikovanih medu svim instancama:

SP+ SN
SP+LP+ SN+ LN’

tacnost =

U primeru sa prepoznavanjem racunarskih ¢lanaka, koristili smo upravo ta¢nost kao meru kvaliteta.

U nekim slucajevima tacnost nije adekvatna mera. Ukoliko postoje dve klase i jedna je znacajno manja od
druge, moguée je dobiti visoku ta¢nost tako §to ée se sve instance klasifikovati u veéu klasu. Takav je slucaj sa
testovima koji ustanovljavaju da li je pacijent oboleo od neke bolesti. Ako bolest ima samo 1% ljudi u populaciji,
test koji bi uvek prijavljivao da pacijent nema bolest imao bi ta¢nost od 99%, ali bi bio neupotrebljiv. Otud se
koriste i druge mere. Dve Cesto koriSéene mere su preciznost (eng. precision) i odziv (eng. recall).

Definicija 11.21 (Preciznost i odziv). Za datu matricu konfuzije modela, preciznost modela predstavlja
udeo stvarno pozitivnih instanci medu onima koje su klasifikovane kao pozitivne:

SP

pree="op P

a odziv modela predstavlja udeo instanci koje su klasifikovane kao pozitivne medu onima koje zaista jesu
pozitivne:
SP

dziv = ———
odziv SPLIN

Intuitivno, prva mera nam kaze koliko ¢esto smo u pravu kada tvrdimo da je neka instanca od interesa, dok
druga govori koliki udeo instanci od interesa uspevamo da detektujemo. Pozeljno je da ove vrednosti budu §to
vecée. Svaka od ove dve mere lako se maksimizuje odvojeno, te je uvek potrebno razmatrati ih zajedno. Ako
nikad ne tvrdimo da je neka instanca pozitivna, nikad ne gresimo u pozitivnoj klasifikaciji i preciznost je jednaka
1 (podrazumevamo da je u ovom kontekstu 0/0 jednako 1), ali ¢e tada odziv biti 0. S druge strane, ako sve
instance proglasimo za pozitivne odziv je jednak 1, ali ée preciznost biti mala (jednaka udelu pozitivne klase).
Kako je ponekad tesko razmatrati dve mere paralelno, posebno kada se Zeli poredenje dva ili vise razli¢itih
modela, ¢esto se koristi njihova harmonijska sredina, takozvana F; mera. Harmonijska sredina bliza je nizoj od
dve vrednosti koje se usrednjavaju, tako da se na taj nacin dobija stroza ocena od aritmeticke sredine. Primer
konteksta u kojem se ova mera koristi je pronalazenje dokumenata iz neke kolekcije koji odgovaraju nekom
upitu, na primer prilikom pretrage na vebu. Korisna je i jer, za razliku od ta¢nosti, ne daje nerealisti¢nu sliku
u sluaju neizbalansiranih klasa.

Primer 11.21. Neka je testirano 400 ispitanika. Od toga 5 imagju bolest zbog koje se testiraju, a ostali ne.
Neka je test dao pozitivnu klasifikaciju u sluéaju 8 osobe koje sve tri imaju bolest. Matrica konfuzije data
je narednom tabelom.
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[ P[]~ ]
KP || 8 0
KN || 2| 395

Odavde se mogu izracunati mere kvaliteta:
398
tacnost = — = 0.
acnos 200 0.995
3
= — = 1
prec = 2
3
dziv= - = 0.6
odziv = -
1-0.6
F, =2 =0.75
T 1406

Tacnost je izuzetno visoka i sugeriSe odlicno ponasanje klasifikatora. Preciznost sugerise isto, ali pozna-
vanje udela stvarno pozitivnih otkriva da je ovaj utisak laZan zato Sto je identifikovan mali broj elemenata
pozitivne klase. Kako Fy; mera uzima w obzir i preciznost i odziv i po njoj se vidi da klasifikator ipak nije
dobar kao sto deluje na osnovu tacnosti.

Primer 11.22. Pretpostavimo da je potrebno razviti sistem koji prepoznaje potencijalne teroriste medu
putnicima na nekom aerodromu. Kroz aerodrom prode dnevno oko 100000 putnika, a océekivani broj poten-
cijalnih terorista je, ma primer, 4. Sistem procenu pravi na osnovu vise informacija, ukljucujuéi starosnu
dob putnika, drZavljanstvo, zemlje iz koje putuje i zemlje u koju putuje, arhivu ekstremistickih pokreta i
slicno. Svaki putnik oznacen kao potencijalni terorista mora da prode kroz detaljnu dodatnu proveru.

Ako bi sistem trivijalno za svakog putnika davao odgovor ,ne“ (tj. procenu da nije potencijalni terorista),
onda bi sistem imao odliénu taénost (99996/100000 = 99.996%), ali je jasno da je takav sistem potpuno
beskoristan. Upotrebljivost ovakvog sistema mora se proveriti kroz druge mere kvaliteta. U ovom slucaju,
preciznost je savrsena (jednaka 1) jer sistem nikoga nije pogresno oznacio kao teroristu, ali odziv je jednak
0, $to jasno ukazuje da je sistem beskorisan. F| mera je takode jednaka 0.

Upotrebljivost ima razlicite aspekte i ponekad postavlja suprotstavljene zahteve. U ovom konkretnom
problemu, sa aspekta bezbednosti, potrebno je da odziv bude jednak 1 ili Sto blizi toj vrednosti. Da bi se to
obezbedilo, potrebno je sprovoditi dodatne provere nad Sto veéim brojem putnika. Medutim, s druge strane,
sa aspekta aerodromske logistike i ugodaja putnika, potrebno je da i preciznost bude $to veca, jer nije moguce
organizovati dodatni pregled za veliki broj putnika, niti je poZeljno izlagati putnike neprijatnosti i qubitku
uremena.

Pretpostavimo da je ponasanje sistema opisano matricom konfuzije koja je data u narednoj tabeli.

L [P[ N |
KP || 3| 5996
KN |[ 1 | 94000

Odatle se mogu izracunati mere kvaliteta:

94003

= 0.94
100000 094003

tacnost =

3
— 2 ~0.0005
Pree= 5999

3
dziv = — = 0.
odziv 1 0.75

0.0005 - 0.75
Fp=2—
0.7505
Tacnost je losija nego kod prethodnog, trivijalnog sistema, ali i dalje deluje visoka. Ipak, poredenjem Fy
mera moglo bi se zakljuciti da ovaj sistem nije mnogo bolji od prethodnog sistema, ali se razlozi bolje vide
analizom ostalih mera. Preciznost je ocito vrlo niska, a ni odziv verovatno nije dovoljno visok za prakticnu
upotrebljivost ovakvog sistema.

~ 0.001
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11.8.3 Tehnike evaluacije i konfigurisanja algoritama ucenja

Pored izbora mere kvaliteta, bitno je izabrati i na¢in na koji se ta mera ocenjuje. Cesta praksa je da
se model trenira na trening skupu, a da se evaluira na odvojenom skupu podataka za testiranje. Pritom se
podela raspolozivih podataka na podatke za trening i podatke za testiranje vrsi slu¢ajnim izborom podataka za
testiranje. Postoje i naprednije i pouzdanije tehnike evaluacije.

Tako nije ocigledno da je u vezi sa tehnikama evaluacije, u nastavku ée biti razmotreno dugo odlagano pitanje
izbora vrednosti regularizacionog hiperparametra A, kao i broja suseda k i maksimalne dubine stabla odluc¢ivanja
za koje smo najavili da éemo ih razmatrati skupa. Izbor vrednosti ovih hiperparametara predstavlja samo primer
opstijeg problema konfigurisanja algoritama ucenja. U opStem slu¢aju, algoritmi u¢enja se mogu podesavati na
razli¢ite nafine, pri ¢emu razli¢ite konfiguracije daju razli¢ite modele za iste ulazne podatke. U nastavku ée biti
rei samo o izboru hiperparametra A, ali se diskusija odnosi i na probleme konfigurisanja algoritama ucenja u
opstijem smislu.

Za dati skup podataka, svakoj vrednosti hiperparametra A odgovara neka vrednost parametara w) op-
timalna za taj skup podataka i samim tim neki model fy, (x). Postavlja se pitanje koji od ovih modela je
najbolji. Osim ako je dostupna velika koli¢ina podataka, male vrednosti hiperparametra A\ uzrokuju lose re-
zultate zbog preprilagodavanja, a velike vrednosti uzrokuju lose rezultate zbog premale fleksibilnosti modela.
Pozeljne vrednosti hiperparametra se obi¢no nalaze negde izmedu dva ekstrema. Stoga je prvi korak u pro-
nalaZenju pogodne vrednosti odredivanje granica intervala u kojem ée se vrednost traziti, §to se obi¢no radi
na osnovu iskustva i ustaljenih praksi. Recimo, interval [10~7,1] je dovoljno §irok u veéini slu¢ajeva. Potom
se formira niz vrednosti hiperparametra koje se ispituju. Na primer, Cesto se koristi geometrijska progresija
A =10"7, A =1076,..., Ag = 10°. Potom se model za svaku od tih vrednosti evaluira i bira se najbolji. Ipak,
postavlja se pitanje kako se vrsi evaluacija.

Prva ideja bi bila da se za svaku od izabranih vrednosti hiperparametra izvrsi treniranje na trening skupu i
da se dobijeni model evaluira na test skupu nekom merom kvaliteta i da se izabere najbolji od njih. Pazljivijim
razmatranjem se uvida da je ovaj postupak pogresan. Naime, na ovaj nacin se podaci iz test skupa koriste pri
izboru modela, §to je sve deo treninga i samim tim i oni predstavljaju deo trening skupa. Medutim, disjunktnost
trening i test skupa je osnovno pravilo evaluacije modela u masinskom ucéenju. Korektan postupak bi bio da se
umesto podele ukupnog skupa podataka na trening i test skup izvrsi njegova podela na trening skup, validacioni
skup i test skup. Tada se na trening skupu vr§i treniranje svakog od modela (dobijenih za razli¢ite vrednosti \;),
na validacionom skupu se vrsi evaluacija na osnovu koje se bira najbolji model (koji odgovara nekoj vrednosti
hiperparametra lambda) i potom se taj model evaluira na test skupu i tako dobijena mera predstavlja finalnu
meru kvaliteta modela.

Hiperparametar koji se obi¢no ne bira pomoc¢u validacionog, ve¢ pomocu trening skupa je brzina ucenja.
Naime, brzina ucenja bitno uti¢e na postizanje i brzinu konvergencije procesa minimizacije greske. Kako se ta
minimizacija vrsi na trening skupu, na njemu se i posmatra njen napredak. Nasuprot tome, ostali hiperparametri
(poput regularizacionog hiperparametra ili broja neurona i broja slojeva neuronske mreze) sustinski su vezani
za kvalitet generalizacije modela na druge podatke, te se oni biraju na validacionom skupu.

11.9 llustracija prakticne primene masinskog ucenja

Sirenje industrijskih primena metoda masinskog ucenja dovelo je do potrebe za olakSavanjem njihovog im-
plementiranja i za nekim vidom standardizacije koda. To je dovelo do razvoja velikog broja biblioteka koje
olaksavaju rad sa metodama masinskog ucenja, zahvaljujuéi kojima korisnici sve rede sami implementiraju
izabrane algoritme. Umesto toga, koriste se gotove implementacije i korisnici se fokusiraju na reSavanje i mo-
delovanje problema na nesto apstraktnijem nivou. Naredna diskusija i primer koji sledi stavljaju akcenat na
metode nadgledanog ucenja i neuronske mreze, ali situacija je vrlo sli¢na i u drugim oblastima masinskog ucenja.

Jedna od najsire koriséenih biblioteka za masinsko ucenje je biblioteka scikit-learn koja pruza mogucénost
korisnicima da na jednostavan nacin, ¢esto u svega nekoliko linija, primene §irok spektar algoritama i pomoénih
alata. Ipak, ta jednostavnost dolazi i sa ograni¢enjima koja su posebno vidljiva u radu sa neuronskim mrezama,
te su meduvremenu razvijene i druge, slozenije i fleksibilnije biblioteke.

Dostupne biblioteke za trening neuronskih mreza znacajno variraju po nivou apstrakcije koji omoguéavaju
korisniku. Neke od njih, poput pomenute biblioteke scikit-learn, pokuSavaju da definisanje mreze maksimalno
pojednostave, po cenu znacajnih ogranic¢enja fleksibilnosti. U takvim bibliotekama od korisnika se obi¢no oéekuje
da jednoj ili manjem broju funkcija koje vrse trening, kao argumente prosledi informacije o arhitekturi mreze
(poput broja slojeva, broja neurona po sloju i vrste aktivacione funkcije), osnovne hiperparametre (poput
brzine utenja, regularizacionog hiperparametra i drugih), kao i podatke na kojima je potrebno trenirati mrezu.
Druge biblioteke, poput biblioteka TensorFlow i PyTorch, korisniku pruzaju maksimalnu fleksibilnost, po cenu
potrebe za dubljim razumevanjem modela, strukture biblioteke i obimnijeg pisanja programskog kdda. U sluc¢aju
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Slika 11.11: Uzorak skupa podataka MNIST.

ovakvih biblioteka, korisnik piSe programski kod kojim se definiSe arhitektura mreze, mehanizam ucitavanja i
pretprocesiranja podataka, metoda za optimizaciju i procedura kojom se pomenuti elementi koriste kako bi
se izvr§io trening, belezile statistike treninga i vrsila validacija i testiranje modela. Ovaj pristup ilustrovan je
detaljnije u nastavku. Neke biblioteke kao §to je Keras, pokuSavaju da pronadu srednji put izmedu ova dva
ekstrema.

Primer treniranja neuronske mreZe za klasifikaciju slika. Treniranje neuronske mreze je netrivijalan
posao. Podsetimo se — neuronska mreza odredena je svojom arhitekturom i vrednostima parametara. Za datu
arhitekturu, vrednosti parametara dobijaju se minimizacijom greske. Izbor arhitekture predstavlja veéi izazov,
pa ¢e u daljem tekstu akcenat biti na njemu. Sve faze treniranja biée ilustrovane kédom u programskom jezi-
ku Python uz koriséenje biblioteke PyTorch. Proces treniranja bic¢e ilustrovan u pojednostavljenom obliku na
primeru prepoznavanja rukom pisanih cifara.

Za ilustraciju procesa treninga mreze bice koriséen skup MNIST, koji se ¢esto koristi za poredenje razlicitih
modela masinskog ucenja. Ovaj skup sadrzi deset klasa, sa jednakim brojem slika, koje odgovaraju razli¢itim
ciframa. Slike su crno-bele, dimenzija 28 x 28, ali se sdme cifre uklapaju u kvadrate dimenzija 20 x 20 u sredistu
slike. Skup se sastoji se od 60000 instanci za trening i 10000 instanci za testiranje. Uzorak skupa moze se videti
na slici 11.11.

Podatke je obi¢no potrebno uéitati i na neki nacin transformisati u pogodan oblik. Naredni deo koda prikazuje
jednostavan nacin da se sa interneta dopreme MNIST podaci, da se konvertuju u PyTorch tenzore i da se
transformisu tako da vrednosti piksela imaju prosek 0 i standardnu devijaciju 1.

transform = Compose([transforms.ToTensor(),
transforms.Normalize((0), (1))]1)

train_set = MNIST(root=’./data’,
train=True,
download=True,
transform=transform)
test_set = MNIST(root=’./data’,
train=False,
download=True,
transform=transform)

Izbor arhitekture i njeno podeSavanje nosi sa sobom ozbiljnu opasnost od nepravilne evaluacije modela i
najpre ¢emo se fokusirati na to pitanje. Kao §to je ranije receno, model se bira kori§éenjem validacionog skupa
(a ne korisc¢enjem test skupa). Validacioni skup kreira se kao reprezentativan podskup polaznog trening skupa
od 60000 instanci: novi trening skup ¢iniée 50000 instanci, a validacioni skup ¢iniée 10000 preostalih instanci.
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Ova podela sprovodi se slu¢ajnim izborom instanci, ali koristeéi stratifikaciju, tako da svaka klasa ima jednako
instanci i u trening i u validacionom skupu.

targets = train_set.targets

indices = np.arange(len(targets))

train_idx, valid_idx = train_test_split(indices,
test_size=1/6,
shuffle=True,
stratify=targets)

Funkcija train_test_split vraca indekse instanci (a ne sime instance) iz polaznog skupu koje ¢e ¢initi
novi trening i validacioni skup. Poslednji korak koji se ti¢e pripreme podataka je definisanje objekata koji ée
vriti u¢itavanje podataka u radnu memoriju u toku treninga. Usled podele trening skupa posredstvom skupova
indeksa, definisanje ovih objekata za trening i validacioni skup je malo komplikovanije nego za test skup.

train_sampler = SubsetRandomSampler(train_idx)
valid_sampler = SubsetRandomSampler(valid_idx)

train_loader = Dataloader(train_set,
batch_size=50,
sampler=train_sampler)
valid_loader = Dataloader(train_set,
batch_size=len(valid_sampler),
sampler=valid_sampler)
test_loader = Dataloader(test_set,
batch_size=len(test_set))

Utitavanje podataka vrsi se po zahtevu u glavnoj proceduri treninga i u ovom kodu se pretpostavlja da ée biti
isporuéivani paketi od 50 instanci pri svakom takvom zahtevu. Naime, u kontekstu neuronskih mreza uobicajeno
je da se gradijentni spust ne primenjuje na ceo skup podataka, ve¢ se u svakom koraku ratuna gradijent greske
na nekom podskupu podataka. Jedan razlog za to je Sto veli¢ina podataka moze biti prevelika imajuéi u vidu
memorijska ograni¢enja, ali ima i drugih koji se ti¢u brzine optimizacije i kvaliteta generalizacije (i u te razloge
nec¢emo ulaziti). Veli¢ina podskupa Cesto se meri desetinama ili stotinama. U nasem slucaju, koristice se veli¢ina
50 (naknadno je provereno da je trening robustan na promene ove veli¢ine, odnosno da se postiZzu prakti¢no
isti rezultati sa nesto veéim ili manjim vrednostima). Podskupovi se biraju tako §to se instance trening skupa
nasumice podele u podskupove zadate veli¢ine i koriste se nekim redom bez ponavljanja dok se ne iskoriste sve.
Jedan prolaz kroz sve podatke u toku optimizacije se naziva epohom. Sledec¢a epoha sastoji se od novog prolaza.
Kako se validacioni i test skup ne koriste pri gradijentnom spustu, a mogu da stanu u radnu memoriju, oni se
u ovom primeru uéitavaju u celosti.

Namece se pitanje od kakve arhitekture krenuti i kako je modifikovati. Kako se radi o slikama, biée kori§éena
konvolutivna mreza. Filteri koji se koriste u obradi slika najc¢esée su dimenzija 3 x 3 ili 5 x 5. Probaéemo da
koristimo filtere dimenzija 3 x 3. Mreza bi trebalo da ima nekoliko slojeva kako bi bila u stanju da konstruise
nesto sloZenije atribute i kako bi neuroni na visim slojevima uspeli da obuhvate informacije sa veéeg dela slike.
Ukoliko se koriste 3 sloja i nakon svakog se upotrebi agregacija dimenzija 2 x 2, svi izlazi nakon poslednjeg sloja
agregacije ¢e biti dimenzija 1 x 1 i mogu se proslediti potpuno povezanoj mrezi. Zato mozemo krenuti od mreze
od 3 sloja konvolucija 3 x 3, prac¢enih agregacijama 2 x 2 i ReLU aktivacionim funkcijama. Pitanje je koliko filtera
staviti u svaki sloj. Tipi¢no se sa dubinom smanjuju dimenzije matrica koje su izlazi konvolutivnih slojeva, ali
se povecava broj filtera kako bi se o¢uvala informacija iz polazne slike, te se broj filtera ¢esto udvostrucuje u
odnosu na prethodni sloj. Krenu¢emo od minimalisti¢kog dizajna i pretpostaviti da prvi sloj ima 2 filtera, drugi
4 1 treéi 8. Potpuno povezani sloj ée biti jedan i uvek ¢ée imati onoliko ulaza koliko ima filtera na poslednjem
sloju i 10 izlaza, posto postoji 10 cifara. Ovakva arhitektura verovatno je premala za bilo kakve prakti¢ne
primene i ne ofekujemo da moze da se dovoljno prilagodi podacima, ali moze posluziti kao polazna tacka u
ovom jednostavnom primeru. Svaka sledeca arhitektura koju budemo isprobali ¢e imati dvostruko vise filtera u
prvom sloju nego prethodna, a svaki njen sloj ¢e imati dvostruko vise filtera nego prethodni. Arhitekturu ¢emo
birati tako §to ¢emo pratiti ta¢nost modela na validacionom skupu i poveé¢avati arhitekturu dok dobijena ta¢nost
raste. Na kraju ¢emo se oprediliti za arhitekturu koja postize maksimalnu ta¢nost na validacionom skupu. Tako
izabranu arhitekturu na kraju ¢emo evaluirati na test skupu.

Polazna arhitektura definisana je narednim kodom. U konstruktoru se defini§u konvolutivni slojevi, slojevi
agregacije maksimumom i potpuno povezani sloj. Konvolutivni slojevi se definiSu navodenjem broja ulaznih
kanala, broja izlaznih kanala i veli¢ine kernela (u ovom sluc¢aju uvek 3 x 3). Slojevi agregacije definiu se
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navodenjem dimenzija agregacije (u ovom slu¢aju uvek 2 x 2). Potpuno povezani sloj slika vrednosti poslednjih
8 kanala u 10 novih vrednosti. U funkciji forward definiSe se izra¢uavanje koje mreza vr§i. Pored primena slojeva
definisanih u konstruktuoru primecuje se i primena ReLU atkviacione funkcije. Primetimo da se funkcija softmax
ne primenjuje u datom kodu. Naime, nju biblioteka sdma izracunava pri izracunavanju unakrsne entropije kao
funkcije greske.

class Net(nn.Module):
def __init__(self):
super (Net, self).__init__()
self.convl = nn.Conv2d(1, 2, 3)
self.conv2 = nn.Conv2d(2, 4, 3)
self.conv3 = nn.Conv2d(4, 8, 3)
self.pooll = nn.MaxPool2d(2, 2)
self.pool2 = nn.MaxPool2d(2, 2)
self.pool3 = nn.MaxPool2d(2, 2)
self.fcl = nn.Linear(8, 10)

def forward(self, x):

= self.pooll(F.relu(self.convil(x)))
self .pool2(F.relu(self.conv2(x)))
self.pool3(F.relu(self.conv3(x)))
= x.view(-1, 8)

self.fcl(x)

return x

Lo T T T
nn

Naredni kod instancira mrezu, funkciju greske i metod optimizacije. Kao funkciju greske koristimo uobiéajeni
izbor unakrsne entropije. ,Adam® je u praksi Cesto koris¢eno unapredenje gradijentnog spusta. Potrebno je
proslediti mu parametre mreze i brzinu ucenja.

net = Net()
loss_fn = nn.CrossEntropyLoss()
optimizer = optim.Adam(net.parameters(), 1r=0.001)

Brzina ucenja je vrlo bitan hiperparametar i u eksperimentima neéemo koristiti jednu fiksiranu vrednost kao
u ovom primeru koda, ve¢ éemo je birati empirijski, isprobavsi razli¢ite vrednosti ovog hiperparametra. Kona¢no
¢ée biti kori§éena ona koja najbrze smanjuje vrednost greske. Detalji ¢e biti prikazani kasnije.

Evaluacija modela vrsi se kako na validacionom skupu u toku treninga, tako i na test skupu na kraju
celokupnog procesa treninga. U ovom primeru evaluacija se sastoji od izracunavanja tac¢nosti (definisane u
poglavlju 11.8.2). Imajué¢i u vidu da su sve klase jednako bitne i da su sve podjednako zastupljene u sva
tri skupa, tac¢nost je adekvatna mera kvaliteta klasifikacije. Naredni kod izracunava ta¢nost na nekom skupu
podataka. Kontekst torch.no_grad() govori da se izra¢unavanja vr§e bez ¢uvanja informacija koje algoritmu
propagacije unazad sluze da izrac¢una gradijent (Sto se u toku validacije i testiranja i ne radi).

def accuracy(model, data_loader):
images, labels = next(iter(data_loader))
with torch.no_grad():
outputs = model (images)
_, predicted = torch.max(outputs.data, dim=1)
correct = (predicted == labels).sum().item()
return 100 * correct / labels.size(0)

Naredni kod prikazuje proceduru treninga. Koristi¢emo 10 epoha. Ako bi se uocilo da ta¢nost i dalje raste
u poslednjim epohama, trening bi mogao biti produzen. U svakoj epohi prolazi se kroz ceo trening skup i za
svaki od podksupova na kojima se vrsi trening mreze radi se sledece: anulira se tekuca vrednost gradijenta,
izracunavaju se izlazne vrednosti mreze, izracunava se greska, poziva se algoritam propagacije unazad i vrsi se
korak optimizacije. Nakon §to je trening u datoj epohi zavren, pre prelaska na sledeéu, vrsi se validacija.

for epoch in range(10):
for inputs, labels in train_loader:
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Slika 11.12: PonaSanje funkcije greske na trening skupu kroz 10 epoha treninga za razli¢ite brzine ucenja.
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Slika 11.13: Ponasanje ta¢nosti na validacionom skupu kroz 10 epoha treninga za razlicite brzine ucenja.

optimizer.zero_grad()

outputs = net(inputs)

loss = loss_fn(outputs, labels)
loss.backward()
optimizer.step()

print (accuracy(net, valid_loader))

Na kraju celokupnog treninga, §to ukljuc¢uje izbor arhitekture i svih hiperparametara, testiranje se vrsi
naredbom print (accuracy(net, test_loader)).

Varirajmo brzinu ucenja za polaznu arhitekturu sa dva filtera u prvom sloju. Vrednosti poput 1 su tipi¢no
vrlo visoke, pa éemo isprobati niz vrednosti 1, 0.1, 0.01, 0.001 i 0.0001, a ako bude potrebe, moZemo nastaviti
dalje. Na slici 11.12 prikazano je kako se smanjuje vrednost funkcije greske na trening skupu kroz 10 epoha za
razli¢ite brzine ucenja. Zarad rac¢unske efikasnosti treninga, vrednost greske e; se u svakom koraku ¢ izratunava
samo na tekuéem podskupu trening skupa (u nasem slu¢aju velicine 50). Takve vrednosti se uprosecavaju u
svakom koraku tako §to se od tekuéeg proseka my;_; izra¢unava novi po formuli m; = 0.9m;_1 + 0.1e;. Na
grafiku je prikazana ova vrednost na kraju svake epohe. Primeéuje se da su vrednosti 1 i 0.1 toliko velike da se
greska ne smanjuje. Za sve ostale, greska se smanjuje, ali je vrednost 0.001 najbolja. Primetimo da je u sluc¢aju
vrednosti 0.0001 optimizacija sporija i stoga neéemo ni isprobavati manje vrednosti. U ovom primeru, brzina
ucenja birana je na osnovu rezultata na trening skupu, a ne na validacionom skupu, za razliku od izbora drugih
hiperparametara. Ova praksa diskutovana je u poglavlju 11.8. Na slici 11.13 je prikazano i ponaSanje ta¢nosti
na validacionom skupu, ali zaklju€ak o brzini ucenja je isti.

Za svaku veli¢inu arhitekture koju éemo isprobati, koristiéemo prethodni nacin izbora brzine ucenja i taj
postupak nadalje neéemo komentarisati. Na slici 11.14 prikazano je ponaSanje tacnosti na validacionom skupu
kroz 10 epoha za razli¢ite veli¢ine arhitekture. U svim slufajevima osim za najmanju arhitekturu, uéenje je
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Slika 11.14: PonaSanje tacnosti na validacionom skupu kroz 10 epoha treninga za razli¢ite veli¢ine arhitekture.
Brojevi u legendi predstavljaju broj konvolutivnih filtera u prvom sloju mreze.

zavrSavano u 10 epoha. Arhitekture sa 32 i 64 filtera u prvom sloju o¢ito se ponaSaju najbolje, ali se sa
pove¢anem sa 32 na 64 ne dobija na tacnosti. Isti rezultat — 98.85%, dobija se i sa 128 filtera u prvom sloju,
tako da éemo se odluciti za 32. Konaé¢no, evaluiranjem na test skupu modela nau¢enog sa ovom arhitekturom
dobija se tatnost od 98.57%. Ona odgovara ta¢nosti sa validacionog skupa, §to znaéi da izabrani model dobro
generalizuje.

Treba imati u vidu da je prethodni postupak pojednostavljen i da je za reSavanje realnih problema, ipak
potrebno vise znanja i iskustva. NajéeSée se umesto samostalnog dizajna arhitekture koriste veé¢ postojeée
arhitekture, koje su ¢esto definisane u razli¢itim veli¢inama, tako da je moguée, u prethodno opisanom duhu,
birati jednu od njih. Cesto se koriste i modeli koji su ve¢ istrenirani na nekom bogatom skupu slika, pa se samo
prilagodavaju skupu kojim raspolaze korisnik. Sli¢na je situacija i u slu¢aju drugih vrsta podataka.

11.10 Primeri primena nadgledanog ucenja

Primeri prakti¢nih primena nadgledanog ucenja su u poslednjoj deceniji sve brojniji. Najuzbudljivije i prak-
ti¢no najvaznije primene odnose se na neuronske mreze, pa ¢e i akcenat u daljem tekstu biti na njima, pre svega
na obradi slika i teksta. Ipak, bice diskutovane i primene drugih metoda.

11.10.1 Prepoznavanje rukom pisanih cifara

Problem prepoznavanja rukom pisanih cifara predstavlja ,,hello world‘ problem za neuronske mreze. On je
specijalan slu¢aj opstijeg problema prepoznavanja rukom pisanog teksta i vazan je u mnogim kontekstima, poput
digitalizacije pisanog teksta, prepoznavanja teksta na tabletima i slicno. Kao skup podataka u eksperimentima
vezanim za ovaj problem obi¢no se koristi ve¢ pomenuti skup MNIST sa 60000 slika za trening i 10000 slika za
testiranje, dimenzija 28 x 28.

Na ovom skupu testirano je, tokom prethodnih godina, mnogo razli¢itih tehnika masinskog ucenja. Rani,
jednostavniji pristupi, pravili su relativno velike greske. Na primer, neuronska mreza bez skrivenih slojeva imala
je tatnost od 88%, a sa dodatnim pretprocesiranjima podataka ta¢nost 91.6%. Metod k najblizih suseda sa
euklidskim rastojanjem postigao je 95% tacnosti, a uz odredeno pretprocesiranje podataka i izmenu metrike
cak 98.8%. Potpuno povezana mreZza sa 5 skrivenih slojeva (sa 500 do 2500 neurona po sloju) i dodatnim
pretprocesiranjima podataka postigla je tatnost od 99.6%. Od potpuno povezanih mreza sa jednim ili dva
skrivena sloja moZe se ocekivati tatnost od oko 98%. Konvolutivne neuronske mreze lako postizu ta¢nost od
preko 99% i bez pretprocesiranja podataka, $to je i ofekivano imajuéi u vidu da su namenjene obradi slika.
Najbolji rezultat od 99.8% prikazan na zvani¢noj strani MNIST-a postignut je od strane skupa od 35 dubokih
konvolutivnih mreza. Kako razli¢ite mreze mogu predvideti razlicite klase, bira se ona koju je predvidelo najvise
mreza. Imajuéi u vidu dostignute procente, moze se smatrati da je ovaj problem lak. Ipak, treba imati u vidu da
je skup podataka pazljivo sastavljen i da bi u realisti¢nijem kontekstu bio tezi. Na primer, prepoznavanje cifara
sa fotografija papira pri razli¢itim osvetljenjima, odstojanjima i sli¢no sigurno bi predstavljalo veéi izazov.

Razmotrimo primer jedne konkretne arhitekture, nesto pojednostavljenu varijaciju mreze LeNet-5 iz 1998. go-
dine. Ova arhitektura prikazana je shematski na slici 11.15. Sastoji se od dva konvolutivna sloja isprepletana
sa dva sloja agregacije, iza kojih slede tri potpuno povezana sloja. Prvi konvolutivni sloj sastoji se od 6 filte-
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Slika 11.15: Arhitektura mreze LeNet-5.

ra dimenzija 5 x 5, a drugi od 16 filtera istih dimenzija. Oba sloja agregacije vrie agregaciju uprosecevanjem
dimenzija 2 x 2, tako da su njihovi izlazi dvostruko manjih dimenzija nego ulazi. Potpuno povezani slojevi
imaju 120, 84 i 10 neurona. Aktivacione funkcije na svim nivoima osim poslednjeg su hiperboli¢ki tangens, a na
poslednjem softmax. Primetimo da su dimenzije ulaza 32 x 32, iako su slike u MNIST skupu dimenzija 28 x 28,
a unutar njih sam broj staje u centralnu oblast dimenzija 20 x 20. Postavlja se pitanje zasto je bilo potrebno
ovakvo prosirivanje ulaza. Svaki neuron u prvom nivou slike ,yidi” 5 x 5 vrednosti iz ulazne slike. Neuroni koji
su u slojevima blizim izlazu ,vide” vecée delove slike jer vrSe izracunavanja nad izlazima vise neurona prethodnog
sloja. Deo slike koji neuron ,yidi” naziva se receptivno polje. Prosirivanje slike na dimenzije 32 x 32 vrsi se kako bi
se osiguralo da je za svaki sloj, svaki piksel iz centralnog kvadrata dimenzija 20 x 20 u centru receptivnog polja
nekog neurona. Ova arhitektura postigla je ta¢nost od 98.6%. Originalna, ne§to komplikovanija, meza LeNet-5,
postigla je tac¢nost od 99.1%

11.10.2 Detekcija objekata na slikama

Prepoznavanje objekata na slikama je problem od velikog prakti¢nog znacaja. U autonomnoj voznji bitno je
prepoznati druge ucesnike u saobracaju, saobradajne znake i sli¢no. Prepoznavanje lica moze sluziti identifikaciji
ljudi u razlicite svrhe (koje se mogu smatrati legitimnim ili ne). Pristupi reSavanju ovih problema su raznovrsni.
Ovde ¢e biti diskutovan jedan pristup, zasnovan na konvolutivnim neuronskim mrezama, poznatiji kao YOLO
(you only look once). YOLO je poznat po svojoj brzini i preciznosti.!®> Primer detekcije objekata dat je na slici
11.16.

Opigimo najpre kako funkcionige ve¢ trenirana mreza. Slika se deli na S x S disjunktnih pravougaonih ¢éelija,
kao §to je prikazano na slici 11.17 (levo). Za detekciju objekta zaduZena je ¢elija u kojoj je centar tog objekta.
Za ¢eliju je vezan konvolutivni klasifikator kojim se objekat prepoznat u toj celiji klasifikuje u jednu od klasa,
sa pratecom verovatnocom. Klasifikacija je ilustrovana slikom 11.17 (dole). Za svaku ¢eliju vezan je i unapred
definisan broj konvolutivnih mreza za regresiju ¢ija je svrha da predvide pouzdanost detekcije objekta (koja
zavisi od verovatnoce koju daje klasifikator), kao i pravougaonik (stranica paralelnih koordinatnim osama) koji

13Qvaj pristup ima vige varijanti. U ovom opisu akcenat nije na njegovim najmodernijim detaljima, veé¢ na klju¢nim idejama.
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sadrzi ceo objekat od znacaja. Taj pravougaonik predvida se predvidanjem z i y koordinata centra, §irine i
visine. Predvideni pravougaonici prikazani su na slici 11.17 (gore). MreZa predvida skor koji odrazava ukupnu
pouzdanost detekcije i koji je jednak proizvodu sledece dve veli¢ine:

e verovatnoca koju daje klasifikator — ova veli¢ina odrazava sigurnost klasifikatora u predlozenu klasu objek-
ta;

o IoU skor'* za predvideni pravougaonik i stvarni pravougaonik koji obuhvata objekat na slici — ova veli¢ina
odrazava preciznost detekcije.

Ukoliko ovaj skor pouzdanosti detekcije ima veéu vrednost od nekog unapred definisanog praga, smatra se da je
detekcija uspesna. U suprotnom, pravougaonik kojem ovaj skor odgovara se zanemaruje. Oc¢igledno je da broj
objekata koje YOLO mozZe da detektuje zavisi od broja éelija S x S, pa je taj broj znacajan hiperparametar.
Primer pravougaonika vezanih za celiju moZe se videti na slici 11.17 (levo), a gruba shema modela vezanog za
¢éeliju na slici 11.18.

Slika 11.17: Tlustracija rada YOLO mreZe. Levo je prikazana ulazna slika izdeljena na ¢elije. Dole su razli¢itim
bojama prikazane razli¢ite klase objekata koji se prepoznaju u svakoj ¢eliji. Gore su prikazana predvidanja svih
pravougaonika koji obuhvataju objekte, pritom se znacajno preklapajuéi. Desno je prikazan finalni izlaz nakon
izbora manjeg broja relevantnih pravougaonika.

(z,y,w,h) |—|—| pouzdanost |

(z,y,w,h) |—|—| pouzdanost |

automobil: 0.05
osoba: 0.10

kamion: 0.02 (’:elija(Ll)

Y OLO=

¢elija(S,S)

Slika 11.18: Shema modela pridruZenog éeliji.

410U skor (eng. intersection over union) za dva pravougaonika jednak je koli¢niku povrsine njihovog preseka i povrsine njihove
unije.
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Pri primeni modela, dolazi do znaajnog preklapanja velikog broja predvidenih pravougaonika (kao §to pri-
kazuje slika 11.17) koji mogu prepoznavati iste ili razli¢ite objekte, sa razli¢itim pouzdanostima. Heuristika koja
se koristi kako bi se otklonio ovaj problem podrazumeva sortiranje predlozenih pravougaonika po pouzdanosti
i njihovu selekciju na sledeéi nafin. Bira se i zadrzava pravougaonik sa najvecom pouzdanoséu. Odbacuju se
svi pravougaonici &ji je ToU skor sa tim pravougaonikom veéi od nekog unapred odabranog praga. Analogan
postupak se nastavlja nad preostalim pravougaonicima sve dok taj skup nije prazan. Izabrani pravougaonici
¢ine predvidanje modela i ilustrovani su slikom 11.17 (desno).

Postavlja se pitanje kako ovako slozene modele treba trenirati. Za svaki od modela treba da budu poznate
ciljne vrednosti na svakoj slici i za svaki treba da bude definisana greska na sledeéi nacin.

e Za trening klasifikacionih modela potrebno je da za svaki objekat na svakoj od slika bude unapred obelezena
klasa (na primer, od strane Coveka). Za svaki objekat na slici, klasifikatoru celije koja sadrzi centar tog
objekta pridruzuje se kao greska unakrsna entropija njegovog predvidanja i stvarne klase tog objekta (na
nacin opisan u poglavlju 11.5.2). Za datu sliku, klasifikatori vezani za ¢elije koje ne sadrZe centar nijednog
objekta po definiciji imaju gresku 0.

e Kako bi se trenirao regresioni model koji predvidaja koordinate centra i dimenzije pravougaonika, potrebno
je da za svaki objekat na slici budu obeleZene ove vrednosti. Za svaki tako obelezen pravougaonik P,
odgovaran je regresioni model iz odgovarajuce ¢elije Ciji izlaz je pravougaonik koji se najvise preklapa sa
P. Greska tog regresionog modela je suma kvadratnih gre§aka izmedu 4 obelezene i 4 predvidene vrednosti
koje definisu pravougaonik. Modeli koji nisu odgovorni ni za jedan obelezeni pravougaonik po definiciji
imaju gresku 0.

e Za regresione modele koji predvidaju pouzdanost, ciljna promenljiva se za svaki obelezeni pravougaonik
definise kao proizvod naredne dve vrednosti. Prva je verovatnoca najverovatnije klase prema predvidanju
klasifikatora u ¢eliji koja odgovara obelezenom pravougaoniku P. Druga je IoU skor izmedu pravougaonika
P i pravougaonika koji je rezultat modela odgovornog za P. Greska tih regresionih modela je suma
kvadratnih gresaka izmedu tog proizvoda i predvidene vrednosti. Modelima éelija koje ne odgovaraju
nijednom objektu pridruzuje se greska O.

Ukupna greska se dobija sabiranjem svih navedenih gresaka po svim slikama iz trening skupa, uz odredene
tezinske koeficijente koji se mogu podesavati kako bi se dobili bolji rezultati. Tako dobijena greska minimizuje
se gradijentnim metodama optimizacije. U ovom opisu nismo diskutovali konkretnu arhitekturu mreze posto
detalji arhitekture nisu jednoznaéno definisani.

11.10.3 Prepoznavanje poze sa slika

Jedna od primena konvolutivnih mreza je i prepoznavanje poza u kojima se osobe nalaze na slikama. Primer
prepoznatih poza dat je na slici 11.19. Jedan od kljuénih elemenata u reSavanju ovog problema je odredivanje
pozicija zglobova. Ipak, pozicije zglobova nisu dovoljne za odredivanje poze. Naime, pitanje je koji zglob treba
povezati sa kojim. Cak i u slu¢aju da se na slici nalazi samo jedna osoba i da su poznate lokacije svih njenih
zglobova, iako je jasno da treba povezati njeno koleno sa ¢lankom, u nekim pozama ¢lanak jedne noge moze
biti blizi kolenu druge, pa moze doéi do greske. U slucaju da slika sadrzi veéi broj osoba, ovaj problem jos
je izraZeniji. Zato je, pored detektovanja zglobova, potrebno predvideti i orijentacije delova tela (podlaktice,
potkolenice, itd).

Metod OpenPose vrsi prepoznavanje poze tela u dve faze. U prvoj fazi odreduje pozicije zglobova i orijentacije
delova tela, a u drugoj fazi povezuje zglobove i tako vr§i prepoznavanje poze. Na maginskom uéenju zasnovana je
ova prva faza i ona ¢e biti grubo opisana u nastavku. Koristi se konvolutivna mreza koja se trenira na mnostvu
slika i ruéno napravljenih izlaza — slika na kojima su pogodno oznacene pozicije zglobova i orijentacije delova
tela. Za svaku novu ulaznu sliku, model daje dve vrste izlaza: mape pouzdanosti i vektorska polja. Pozicije
zglobova odreduju se mapama pouzdanosti, a orijentacije delova tela vektorskim poljima. Postoji po jedna
mapa pouzdanosti za svaku vrstu zgloba i to je slika istih dimenzija kao §to je ulazna. Konkretno, mapa koja
odgovara levom laktu detekuje leve laktove svih ljudi na zadatoj ulaznoj slici, a mapa koja odgovara levom
ramenu detektuje sva leva ramena na zadatoj ulaznoj slici. Mapa pouzdanosti ima visoku vrednost tamo gde
je najverovatnije da se na slici nalazi konkretan zglob, a nisku tamo gde to nije verovatno. Postoji po jedno
vektorsko polje za svaki deo tela (na primer, desna podlaktica) i ono svakom pikselu ulazne slike pridruzuje
dvodimenzioni vektor koji predstavlja koordinate vektora koji odreduje kako je orijentisan deo tela kojem taj
piksel pripada. Ovo je ilustrovano na slici 11.20.

Kao funkcija greske za obe vrste predvidanja koristi se kvadratna greska izmedu predvidene i stvarne vred-
nosti kako za mapu pouzdanosti, tako i za vektorska polja koja odreduju orijentaciju delova tela.
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Slika 11.20: Primer ulazne slike (levo), mapa pouzdanosti za dve vrste zgloba (gore desno) i vektorskog polja
koje definige orijentaciju dela tela koji ih povezuje (dole desno).

U drugoj fazi, metod OpenPose na osnovu dobijenih mapa pouzdanosti i vektorskih polja odreduje §ta se sa
¢ime povezuje. To nije trivijalno uraditi ¢ak ni kad su raspolozive savr§ene mape pouzdanosti i vektorska polja.
Ovaj problem je NP-tezak problem kombinatorne optimizacije (gde je dimenzija problema ukupan broj zglobova
svih osoba na slici). Za njega postoji efikasno aproksimativno resenje ¢iji je kvalitet dovoljan za prakti¢ne potrebe,
ali nece biti ovde opisan.

11.10.4 Masinsko prevodenje i srodni problemi

Rekurentne mreZe najéesée nalaze svoju primenu u obradi prirodnog jezika. Jedna od najzanimljivijih takvih
primena je maginsko prevodenje teksta sa jednog jezika na drugi. Prvo ée biti opisan jedan od ranih nacina na
koji se vr8i masinsko prevodenje pomocu rekurentnih mreza, a onda ¢ée biti dat osvrt na to kako se na slican
nacin mogu refiti problemi sumiranja teksta i opisivanja slika tekstom.

Osnova masinskog prevodenja pomoc¢u neuronskih mreza je enkoder-dekoder arhitektura. Sastoji se od dve
rekurentne mreZe. Prva se naziva enkoderom i uloga joj je da pro€ita ulaznu refenicu (ukljuéujuéi znak za
kraj refenice) i da u poslednjem koraku pruZi njenu reprezentaciju u vidu vektora fiksne dimenzije — svog
skrivenog stanja. Druga se naziva dekoder i uloga joj je da polazeéi od tog vektora kao svog inicijalnog skrivenog
stanja, generiSe prevod polazne re€enice na drugi jezik (uklju¢ujuéi znak za kraj reCenice). Ova arhitektura (u
razmotanom obliku) ilustrovana je na slici 11.21.

Ako je xi,...,x7 polazna refenica, ¢ reprezentacija generisana od strane enkodera, a yi,...,y7 tacan
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Slika 11.21: Tustracija enkoder-dekoder arhitekture. Slova A, B i C' predstavljaju ulazne rec¢i, a W, X, Y i Z
izlazne reci, a EOS kraj sekvence.

prevod, ucenje se vr§i maksimizovanjem verodostojnosti parametara w:

T/
Py(y1,...yrr|x1,.. ., xr) = [ [ Pu(yile,yr, .. yio1)
t=1

Pritom, raspodela Py (y¢|c,y1,.-.,¥t—1) se definiSe pomoc¢u funkcije softmax nad izlazima mreze. Naravno, kao
i ranije, ne maksimizuje se verodostojnost, ve¢ se minimizuje negativnha vrednost logaritma verodostojnosti u
odnosu na neki skup parova recenica na dva razli¢ita jezika.

U ranim eksperimentima sa ovim modelom, ustanovljeno je da lakse u¢i kada se obrne redosled re¢i ulazne
reCenice, posto je za generisanje prvih re¢i prevoda potrebno imati informacije iz prvih reéi ulazne recenice, koje
su pouzdanije sacuvane u skrivenom stanju enkodera ukoliko se te re¢i pojave na kraju. Naravno, ovo znati da ce
generisanje poslednjih re¢i prevoda biti teZe. Treba imati u vidu da je ovaj problem svojstven i ¢oveku. Naime,
kada pro¢itamo re¢enicu na jednom jeziku, ako je ona duga i komplikovana, nije nam lako da je celu prevedemo
odjednom na drugi jezik. Obi¢no éemo u toku prevodenja s vremena na vreme obracati paznju na razliite
delove ulazne re¢enice dok ne kompletiramo prevod. Ovo je inspirisalo mehanizam paZnje (eng. attention) koji
danas predstavlja nezaobilazan deo neuronskih modela za obradu prirodnog jezika. Objasni¢emo ga detaljnije.
Neka su hy, ..., hp skrivena stanja enkodera. Prethodni model koristi samo poslednje stanje enkodera i koristi
ga da inicijalizuje prvo stanje dekodera. Umesto toga, mehanizam paznje pretpostavlja da se izlaz generise na
osnovu stanja dekodera s; i vektora konteksta c; koji se ra¢una u svakom koraku na sledeéi nacin:

eaw(si)hj)
C; = E ——————h;
Zf—l eow (sihy) J

Jj=1

Primetimo da su vrednosti
eaw (Si 7hj )

T - h
Zk‘:l eaw(su k)

nenegativne i da u zbiru daju vrednost 1. Otud vektor c; predstavlja tezinski prosek stanja enkodera. Kojim
stanjima ée biti data veéa tezina, odnosno na koje delove ulazne recenice ée biti obradena paznja, zavisi od
vrednosti aw(s;, h;). Funkcija aw predstavlja potpuno povezanu neuronsku mrezu ¢ija je uloga da prepozna
relevantna stanja enkodera h; za dato stanje dekodera s; i da im pridruzi ve¢u vrednost. Kako sada dekoder
ima pristup svim skrivenim stanjima enkodera i ima mehanizam njihovog izbora (mehanizam paZnje) u svakom
koraku, posao enkodera je znacajno olakSan — vi§e nije neophodno da sve relevantne informacije, uklju¢ujuéi
one sa pocetka re¢enice, budu sa¢uvane u jednom vektoru.

U izvornoj implementaciji ovog pristupa, za treniranje je kori§éen dvojezi¢ni paralelni korpus koji svaku
reCenicu uparuje sa njenim prevodom. Ukupna veli¢ina korpusa bila je 348 miliona reéi. Korpusi pomoc¢u kojih
se treniraju najnoviji modeli za prevodenje i razne druge poslove obrade prirodnog jezika su znacajno veéi.

Vrlo sli¢ni modeli predstavljaju osnovu i za problem sumiranja teksta — generisanje kratkih sazetaka teksta
koji sadrze najvaznije informacije iz njega. Taj problem moZe se smatrati problemom masinskog prevodenja na
isti jezik sa gubitkom. Otud i sli¢nost osnovnog mehanizma.

Jos§ jedan srodan problem je opisivanje slika. Naime, o tom problemu mozZe se razmisljati kao o problemu
prevodenja sa ,,jezika slike” na, recimo, srpski jezik. Pritom se enkoder implementira pomoc¢u konvolutivne mreze
koja predstavlja prirodan izbor za obradu slika. Poslednji sloj mreze predstavlja skriveno stanje koje se predaje
dekoderu.

Ovi primeri ukazuju na jedan zanimljiv opstiji zaklju¢ak — skriveno stanje predstavlja znalenje ulaznog
sadrzaja. Enkoder ekstrahuje to znacenje iz ulazne reprezentacije, a dekoder ga transformiSe u izlaznu reprezen-
zaciju. Postoji jo§ argumenata koji opravdavaju razmi§ljanje o vektorskim reprezenzacijama koje daju skrivena
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stanja enkodera kao o znacéenju i javljaju se i u mnogim drugim kontekstima. Na primer, uo¢eno je da je vek-
torska aritmetika nad tim reprezentacijama Cesto saglasna sa znatenjima ulaznih objekata. Konkretno, ako su
a, b, c,d vektorske reprezentacije (dobijene iz enkodera) re¢i Pariz, Francuska, Rim i Italija, ispostavlja se da
vazi a — b + d = c, iako enkoder uopste nije treniran da prepoznaje relaciju glavni grad, veé je treniran na
velikom neobelezenom skupu podataka samo pokusavajuéi da za svaku reé¢ §to bolje pogodi re¢i u njenoj okolini
pri svakom njenom pojavljivanu u tekstu. Stavise, isto zapaZanje vazi i za mnoge druge relacije i ak je na ovaj
nacin moguce odgovarati na pitanja o analogijama. Ovo i druga sli¢na zapazanja stvorila su novu podoblast
obrade prirodnog jezika — razumevanje prirodnog jezika, ali dalja diskusija na tu temu izlazi iz okvira ove knjige.

11.10.5 Kilasifikacija teksta algoritmom £ najblizih suseda

Mnoge metode masginskog ucenja, pa i algoritam k najblizih suseda, formulisane su tako da se jednostavno
primenjuju na numericke podatke, ali tesko na tekst. Rekurentne mreze prirodno rade sa tekstualnim podacima,
ali nose mnostvo tehnickih izazova poput hardverske zahtevnosti i trikova koji olakSavaju trening i, pored toga,
traze velike koli¢ine podataka. Otud ne moraju u svim primenama biti prvi izbor. Kako bi se primenili stariji
i jednostavniji algoritmi, potrebni su nacini da se tekstualni podaci predstave u numeri¢kom obliku. U obradi
teksta, proteinskih sekvenci i slicnih podataka, ¢esto se za predstavljanje podataka u numeri¢kom obliku koriste
n-gramski profili.

Ako je data niska S = s185...sy nad azbukom 3, gde je N pozitivan ceo broj, n-gram niske S, za n < N,
je bilo koja podniska susednih simbola duzine n. Na primer, za nisku sad_ili_nikad, 1-grami su: s, a, d, _, 1,
1, i, _,n,1i,k,a,d 2-grami su: sa, ad, d_, _i, il, 1i, i_, _n, ni, ik, ka, ad. 3-grami su: sad, ad_, d_1i, _il,
ili, 1i_, i_n, _ni, nik, ika, kad, itd.

N-gramski profil niske je lista uredenih parova (n-gram, frekvencija), gde su frekvencije izratunate za sve
n-grame niske.

Osnovne prednosti kori$¢enja n-grama su robusnost (na primer, nisu mnogo osetljivi na greske u kucanju
ili na pojavljivanje re¢i u razli¢itim gramati¢kim oblicima), nezavisnost od domena koji se analizira, efikasnost
(dovoljan je jedan prolaz kroz tekst) i jednostavnost. Mana je eksponencijalna zavisnost broja mogucih n-grama
u odnosu na duZinu n-grama.

N-gramski profili uspesno se koriste u razli¢itim primenama koje uklju¢uju prepoznavanje autorstva tekstova,
prepoznavanje jezika kojim je tekst pisan, prepoznavanje govora i odredene probleme iz oblasti bioinformatike.
n-gramski profili ¢esto se koriste u sadejstvu sa metodom k najblizih suseda.

Razmotriéemo na konkretnom primeru klasifikaciju tekstova na osnovu jezika. Srpski i engleski jezik bice
predstavljeni po jednim kra¢im tekstom oznatenim sa S1 i E1. Posto se izracunaju frekvencije n-grama za ta dva
teksta, njihovi n-gramski profili ¢ine trening skup. Test skup ¢e biti dobijen na osnovu Cetiri kratka teksta od
kojih su dva na srpskom oznagena sa S2 i S3, a dva na engleskom jeziku oznacena sa E2 i E3.'% Klasifikacija ¢e
biti izvrSena pomocu algoritma jednog najbliZeg suseda. U tekstovima na srpskom jeziku nisu koriséena srpska
slova kako bi se izbegla laka identifikacija na osnovu pisma.

S1: U prethodnom delu prikazani su teorijski okviri i algoritmi pomocu kojih je moguce sprovoditi logicko
zakljucivanje. Iako zakljucci moraju nuzno slediti iz zadatih pretpostavki, proces njihovog dokazaivanja nije
pravolinijski vec ukljucuje odredene odluke o pravcu u kome ce se postupak sprovoditi. Drugim recima, uocljivo
je traganje za dokazom nekog tvrdenja. Primera radi, u primeni procedure DPLL moguce je uociti i korake
zakljucivanja i korake pretrage. Kada se uoci jedinicna klauza u nekoj formuli, njeno zadovoljenje je nuzno
i predstavlja korak zakljucivanja. S druge strane kada je nemoguce direktno zakljucivanje, potrebno je pret-
postaviti vrednost iskazne promenljive. U daljem toku dokazivanja, ta akcija ce se pokazati kao opravdana ili
neopravdana. U sluéaju da se pokaze kao neopravdana, preduzima se alternativna akcija. Znaci, situacija u kojoj
nije moguce izvrsiti direktno zakljucivanje zahteva primenu pretrage.

Manje apstraktan primer je upravljanje robotskom rukom. Pretpostavimo da robotska ruka ima nekoliko me-
hanickih zglobova cije se kretanje kontrolise elektricnim impulsima. Pritom, neki zglobovi omogucavaju rotacije
samo oko jedne ose (kao ljudski lakat ili zglobovi na pristima), a drugi rotaciju oko veceg broja osa (kao ljudsko
rame ili zglobovi u korenu prstiju). Pokret hvatanja case ovakvom robotskom rukom je netrivijalan zadatak, ali
se moze razbiti na sekvencu atomicnih koraka — pokreta pojedinacnih zglobova oko razlicitih osa za odreden
ugao. Mozemo zamisliti da se ovi koraci izvrsavaju strogo jedan po jedan u kom bi slucaju kretanje ruke bilo
znacajno razlicito od ljudskog i sporo, ali bi problem bio laksi jer ne bi bila potrebna sinhronizacija razlicitih
zglobova i svaki bi se pojedinacno dovodio u zeljeni polozaj. Druga mogucnost je da se kretanja zglobova izvode
simultano, kao kod coveka, pri tom povecavajuci broj mogucih kombinacija u svakom trenutku.

15Tekst S1 potice iz radne verzije ove knjige, S2 je preuzet iz knjige Programiranje 1 Filipa Mari¢a i Predraga Jani¢i¢a, a S3
sa Vikipedije. Tekst E1 preuzet je iz ¢lanka The Al Chasers Patrika Takera, E2 iz Rata Svetova H. Dz. Velsa, a E3 iz Stenfordske
enciklopedije filozofije.
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Dati primeri motivisu razmisljanje o pretrazi kao o nalazenju niza akcija kojima se ostvaruje cilj kada
to ne moze biti ostvareno pojedinacnim akcijama. Iako u opstem slucaju ovakva definicija ne mora delovati
adekvatno, u kontekstu vestacke inteligencije u kome obicno pretpostavljamo postojanje nekog entiteta koji
deluje preduzimanjem nekih akcija (agenta), ona je prirodna.

E1: There are two paths to achieving an AGI, says Peter Voss, a software developer and founder of the firm
Adaptive A.I. Inc. One way, he says, is to continue developing narrow AI, and the systems will become generally
competent. It will become obvious how to do that. When that will happen or how it will come about, whether
through simbots or some DARPA challenge or something, I dont know. It would be a combination of those kinds
of things. The other approach is to specifically engineer a system that can learn and think. Thats the approach
that [my firm] is taking. Absolutely I think thats possible, and I think its closer than most people think five to 10
years, tops. The two approaches outlined by Vosseither tinkering with mundane programs to make them more
capable and effective or designing a single comprehensive AGI system speak to the long-standing philosophical
feud that lies at the heart of AI research: the war between the neats and the scruffies. J. Storrs Hall, author
of Beyond AI: Creating the Conscience of the Machine (Prometheus Books, 2007), reduces this dichotomy to a
scientific approach vs. an engineering mind-set. The neats are after a single, elegant solution to the answer of
human intelligence, Hall says. Theyre trying to explain the human mind by turning it into a math problem. The
scruffies just want to build something, write narrow AI codes, make little machines, little advancements, use
whatever is available, and hammer away until something happens. The neat approach descends from computer
science in its purest form, particularly the war game studies of Von Neumann and his colleagues in the 1930s and
1940s. The 1997 defeat of world chess champion Garry Kasparov by IBMs Deep Blue computer is considered by
many the seminal neat success. Up until that moment, the mainstream scientific community generally accepted
the premise that Als could be written to perform specific tasks reasonably well, but largely resisted the notion of
superhuman computing ability. Deep Blue proved that an AT entity could outperform a human at a supposedly
human task, perceiving a chess board (Deep Blue could see 200 million board positions per second) and plotting
a strategy (74 moves ahead as opposed to 10, the human record).

S2: Precizni postupci za resavanje matematickih problema postojali su u vreme starogrckih matematicara
(npr. Euklidov algoritam za odredivanje najveceg zajednickog delioca dva broja), a i pre toga. Ipak, sve do
pocetka dvadesetog veka nije se uvidala potreba za preciznim definisanjem pojma algoritma. Tada je, u jeku
reforme i novog utemeljivanja matematike, postavljeno pitanje da li postoji algoritam kojim se (pojednostavljeno
receno) mogu dokazati sve matematicke teoreme. Da bi se ovaj problem uopste razmatrao, bilo je neophodno
najpre definisati (matematicki precizno) sta je to precizan postupak, odnosno sta je to algoritam.

S3: Dositej Obradovic (svetovno ime Dimitrije) (Cakovo, 1744 — Beograd, 1811) je bio srpski prosvetitelj i
reformator revolucionarnog perioda nacionalnog budjenja i preporoda. Rodjen je u rumunskom delu Banata
tadasnje Austrije. Skolovao se za kaludjera, ali je napustio taj poziv i krenuo na putovanja po celoj Evropi,
gde je primio ideje evropskog prosvetiteljstva i racionalizma. Ponesen takvim idejama radio je na prosvecivanju
svog naroda, prevodio je razna dela medju kojima su najpoznatije Ezopove basne, a potom je i sam pisao dela,
prvenstveno programskog tipa, medju kojima je najpoznatije ,,Zivot i prikljucenija“. Dositej je bio prvi popecitelj
(ministar) prosvete u Sovjetu i tvorac svecane pesme ,Vostani Serbie“. Njegovi ostaci pocivaju u Beogradu, na
ulazu u Sabornu crkvu.

E2: The planet Mars, I scarcely need remind the reader, revolves about the sun at a mean distance of
140,000,000 miles, and the light and heat it receives from the sun is barely half of that received by this world. It
must be, if the nebular hypothesis has any truth, older than our world; and long before this earth ceased to be
molten, life upon its surface must have begun its course. The fact that it is scarcely one seventh of the volume
of the earth must have accelerated its cooling to the temperature at which life could begin. It has air and water
and all that is necessary for the support of animated existence.

E3: Principia Mathematica, the landmark work in formal logic written by Alfred North Whitehead and Ber-
trand Russell, was first published in three volumes in 1910, 1912 and 1913. Written as a defense of logicism (the
view that mathematics is in some significant sense reducible to logic) the book was instrumental in developing
and popularizing modern mathematical logic. It also served as a major impetus for research in the foundati-
ons of mathematics throughout the twentieth century. Along with the Organon written by Aristotle and the
Grundgesetze der Arithmetik written by Gottlob Frege, it remains one of the most influential books on logic
ever written.
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Koriste se n-grami duzine 3, tj. koristi se vrednost n = 3. Iz tekstova S1 i E1 izdvojeno je po 10 najfre-
kventnijih n-grama. Ovi n-gramski profili ¢ini¢e svojstva instanci. Svojstva trening i test skupa dati su u tabeli
11.2.

] n-gram H Trening skup H Test skup \
S1 El S2 S3 E2 E3
JE 0.0129 | 0 0.0131 | 0.0201 | O 0
_PR 0.0125 | 0.0023 || 0.0098 | 0.0148 | 0 0
ANJ 0.0076 | O 0.0082 | 0.0027 | 0 0
KO 0.0076 | O 0.0016 | 0.0027 | 0 0
JA 0.0076 | O 0.0033 | 0.0040 | 0 0
_JE 0.0067 | O 0.0082 | 0.0121 | O 0
_PO 0.0067 | 0.0009 || 0.0147 | 0.0080 | 0 0.0016

SE 0.0062 | 0.0018 || 0.0049 | 0.0027 | 0.0016 | 0.0032

NJE 0.0058 | O 0.0065 | 0.0027 | O 0

U 0.0058 | O 0.0033 | 0.0067 | O 0

_TH 0 0.0212 || O 0 0.0270 | 0.0175
THE 0 0.0148 || O 0 0.0202 | 0.0191
HE 0 0.0120 || O 0 0.0185 | 0.0127
ING 0 0.0088 || O 0 0.0017 | 0.0032
NG_ 0 0.0078 || O 0 0.0034 | 0.0048
~_CO 0.0004 | 0.0074 || O 0 0.0051 | O

ER_ 0.0009 | 0.0069 || O 0 0.0051 | 0.0032
ND 0 0.0065 || O 0 0.0101 | 0.0079
_TO 0.0018 | 0.0065 || 0.0049 | O 0.0034 | 0.0016
TO_ 0.0009 | 0.0065 || 0.0033 | O 0.0034 | 0.0016

Tabela 11.2: Trening i test skup za klasifikaciju tekstova prema jeziku. Za svaki 3-gram prikazana je njegova
frekvencija u tekstu S1 i E1.

Prilikom Kklasifikacije bi¢e koris¢eno Euklidsko rastojanje

d(52, S1) = 0.0124
d(S2, E1) = 0.0417
d(S3,51) = 0.0133
d(S3, E1) = 0.0450
d(E2,S1) = 0.0482
d(E2, E1) = 0.0149
d(E3,S1) = 0.0397
d(E3,E1) = 0.0141

Posto je rastojanje od instance S2 do S1 manje nego od S2 do E1, zakljucuje se da je S1 najblizi sused
instance S2. Zbog toga se instanca S2 prepoznaje kao tekst na sprskom jeziku. Sli¢no se ispravno zakljucuje i da
je S3 tekst na srpskom, E2 tekst na engleskom i E3, takode, tekst na engleskom jeziku. Posebno je zanimljivo
da tekstovi S3 i E2 po svom sadrzaju nemaju dodira sa instancama za trening S1 i E1, §to ne ometa uspesnu
klasifikaciju.

11.10.6 Prepoznavanje poze i delova tela iz dubinskih slika stablima odlucivanja

Majkrosoftov sistem Kinekt (eng. Microsoft Kinect) sa svojom mogucéno$éu prepoznavanja poze tela igraca
predstavlja jedan od zanimljivijih primera primene masinskog ucenja koja je doprla do velikog broja ljudi.
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Sistem prepoznaje poze i pokrete igraca i preduzima akcije u igri u skladu sa njima. Kinekt je prvi sistem koji je
omogucéio prepoznavanje punog spektra pokreta i veliku robusnost u odnosu na oblik tela, odeéu i sli¢no, a pri
brzini od 200 slika u sekundi. Ovakva brzina posledica je dve odluke u dizajnu sistema. Prvo, svojstva na osnovu
kojih se uéi definisana su tako da se izrazito brzo izra¢unavaju. Drugo, koriste se stabla odluc¢ivanja, a kod njih
je postupak predvidanja vrlo brz, znacajno brzi nego kod modernih neuronskih mreza: u slu¢aju izbalansiranih
stabala, vreme je logaritamsko u odnosu na veli¢inu stabla. Sistem se u potpunosti oslanja na slike dubinske
kamere koje kao vrednost svakog piksela daju dubinu — rastojanje od kamere do lokacije na objektu na kojoj
se taj piksel nalazi.

Sistem je treniran na osnovu viSe stotina hiljada dubinskih slika (pravih i simuliranih), pri ¢emu je za
svaku takvu sliku dostupna i druga, njoj odgovarajuca slika sa datim informacijama o delovima tela kojima
pikseli pripadaju (ilustracija na slici 11.22). Prepoznavanje dela tela vr§i se za svaki piksel pomoc¢u skupa
stabala odluéivanja, takozvane slucajne sume. Kao i svaki model, i ovaj zahteva svojstva na osnovu kojih ée se
vrsiti predvidanja. Svaki piksel opisan je skupom svojstava uniformne strukture. Za dati piksel, svako svojstvo
predstavlja razliku izmedu dubina neka dva, pogodno odabrana, piksela bliska polaznom. Neka je dj(x) dubina
piksela na poziciji x na slici I (u slucaju pozicija koje su van slike ili na pozadini, za dubinu se uzima velika
pozitivna vrednost). Onda, za par vektora # = (u, v) u prostoru koordinata slike, odgovarajuce svojstvo piksela
x definisano je na sledeéi nadin:

ot = dr (x4 25 ) i (x+ ¥

Razmotrimo smisao ovog svojstva. Za dati piksel x, x + u/di(x) predstavlja piksel u relativnom susedstvu u
smeru vektora u. Deljenje dubinom piksela x sluzi da umanji pomeraj na slici u slu¢aju daljih piksela kako bi
relativni odnos pomeraja za piksele na razli¢itim dubinama ostao isti. Onda svojstvo definisano za dati par 6
predstavlja razliku dubina odgovarajuéih suseda datog piksela x. Mnostvo ovakvih svojstava za razli¢ite parove 6
opisuje oblik okoline piksela x, §to moze dati dovoljno informacija za prepoznavanje dela tela. Jedan od klju¢nih
motiva za izbor ovakvih svojstava je njihovo izrazito brzo izra¢unavanje. Konkretno, za izra¢unavanje jednog
svojstva potrebno je izvr§iti samo tri ¢itanja iz memorije kako bi se odredile dubine i pet aritmetic¢kih operacija

kako bi se izracunala njegova vrednost.
? ) " \ R | \
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Slika 11.22: Dubinske slike i odgovarajuce slike sa obelezenim delovima tela.
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Algoritam ucenja je po duhu sli¢an algoritmu ID3 koji je predstavljen u poglavlju 11.7, ali kako su vrednosti
svojstava neprekidne, ID3 se ne moze direktno primeniti. Dodatno, jedno stablo je manje moéno od veéeg broja
relativno nezavisnih stabala, pa se umesto jednog koristi Suma stabala. Najpre ¢emo opisati kako se trenira
jedno stablo, a potom kako se vrsi zajednicko odlucivanje pomocu veceg broja stabala.

Algoritam utenja primenjuje se nad skupom piksela D koji je dobijen nasumi¢nim izborom po 2000 piksela
sa svake slike. Algoritam je odreden slede¢om rekurzivnom procedurom:

1. Nasumice generisati testove kao parove ¢ = (6, 7), gde je 7 skalar.

2. Za svaki test ¢, izracunati dobitak informacije kada se podaci podele na skup D;(¢) u kojem su pikseli za
koje je vrednost svojstva fy manja od praga 7 i na skup D, (¢) koji sadr7i ostale piksele.

3. Izabrati za koren stabla test ¢* za koji je dobitak informacije maksimalan.

4. Rekurzivno konstruisati levo podstablo nad skupom piksela D;(¢*) i desno nad skupom D,.(¢*).
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Svako stablo ¢t u svakom listu definife raspodelu po klasama P;(c|I,x) gde je verovatnoca svake klase ¢
propocionalna broju piksela iz trening skupa koji su pridruZeni tom listu, a pripadaju klasi ¢. Naravno, nije
za svaki list potrebno ¢uvati sve instance koje su mu u treningu pridruZene, ve¢ samo (diskretnu) raspodelu
verovatnoce po klasama. Kada je na ovaj nafin generisano 7' stabala, raspodela verovatnoce po klasama se
definige kao

T
1
P(cL,x) = T Z Pi(c|1, %),
i=1

a za datu sliku I i piksel x, klasa se prirodno bira kao najverovatnija klasa u odnosu na ovu raspodelu.

Primetimo da pomenuta relativna nezavisnost stabala dolazi iz nasumi¢nog izbora podataka i testova pri
njihovoj izgradnji. Osnovna ideja algoritma je da ée ovako generisana stabla gresiti nezavisno jedna od drugih,
pa ako je svako od njih bolje od sluéajnog pogadanja, veéina stabala ¢ée biti u pravu i moéi ée da nadglasa
manjinu koja gresi na datoj instanci.

Na ovaj natin, moguce je oznaciti sve piksele najverovatnijim klasama koje se odnose na delove tela. Ipak,
za potrebe pradenja pokreta, to je previe sirova informacija. Umesto da se koriste pozicije svih piksela koji
¢ine neki deo tela, pozeljnije je koristiti svega nekoliko reprezentativnih tacaka. Ovo se postize klasterovanjem
odnosno grupisanjem svih tacaka koje ¢ine neki deo tela i uzimanjem centralnih tacaka tih klastera koje nadalje
predstavljaju taj deo tela. Na ovaj nacin je mogucée oceniti pozicije razlic¢itih delova tela, a u procesu klasterovanja
se eliminiSe i Sum koji nastaje usled pogresne klasifikacije malog broja piksela.
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Nenadgledano masinsko ucenje

Nenadgledano ucenje je vid masinskog ucenja kod kojeg nisu date vrednosti ciljne promenljive. Naravno,
masinsko ufenje ne moze dati korisnu informaciju ni iz Cega. Algoritmi nadgledanog ucenja su takvi da cesto
mogu uéiti bilo kakve zakonitosti u datim podacima, a da se to §to se uci definiSe vrednostima ciljne promenljive.
Kako u sluéaju nenadgledanog uéenja tih ciljnih vrednosti nema, ono §to se uc¢i mora biti definisano samim
algoritmom. Dakle, algoritmi nenadgledanog ucenja su algoritmi specificne namene.

Veéina problema koji odgovaraju ovoj grupi potpada pod probleme klasterovanja, ucenja reprezentacije i
detekcije anomalija:

Klasterovanje predstavlja uoavanje grupa u podacima, $to govori nesto o strukturi podataka i moze biti
korisno u razli¢ite svrhe, o kojima ée biti re¢i u nastavku.

Ucéenje reprezentacije predstavlja sve znacajniju vrstu zadataka u masinskom ucenju. Neretko podaci ni-
su u obliku u kojem ih algoritam ucenja ili ¢ovek mogu lako iskoristiti. Na primer, algoritmi masinskog
ucenja obi¢no zahtevaju vise parametara ukoliko podaci imaju vi§e dimenzija i zahtevaju vi§e rac¢unskih
operacija, a podaci su ¢esto visokodimenzionalni — recimo, 1000000 dimenzija u sluc¢aju slika kod kojih
svaki piksel predstavlja jednu dimenziju ili 100000 dimenzija u slucaju obrade teksta gde se za svojstva
koriste frekvencije pojedinih rec¢i. Medutim, ovako visoka dimenzionalnost najcesSée je posledica izbora
reprezentacije podataka. Na primer, slike lica, ¢ak i u rezoluciji 1000 x 1000, ne popunjavaju ravhomerno
1000000-dimenzionalni prostor, veé¢ samo njegov delié. Ostatak odgovara drugim slikama, od kojih mnoge
ne predstavljaju ni§ta prepoznatljivo ¢oveku. To sugeriSe da postoji reprezentacija manje dimenzionalno-
sti koja takode opisuje sva lica. Nalazenje takvih reprezentacija i ucenje nad njima znacajno poveéava
uspesnost algoritama ucenja. Nekada ovakvi algoritmi sluze i za smanjenje dimenzionalnosti podataka
na dve ili tri dimenzije koje najbolje oslikavaju njihovu varijabilnost, §to omoguéava ¢oveku da u nekim
sluéajevima posmatranjem uoci neke vazne aspekte podataka.

Detekcija anomalija se ti¢e uoCavanja podataka koji odudaraju od ostalih, bilo kako bi se izbacili iz skupa
podataka, ¢ime se Cesto olakSava njihovo modelovanje i analiza, bilo kako bi se dalje analizirali. Primera
radi, transakcije kreditnim karticama koje predstavljaju prevaru, lako mogu odudarati od uobi¢ajenog
nacina na koji korisnik koristi karticu, bilo po vremenu upotrebe, bilo po vrsti usluge ili proizvoda koji se
kupuje, bilo po iznosu transakcije. Sliéno vazi i za upade u ra¢unarske sisteme — ta vrsta ponaganja ¢esto
odudara od uobifajenog ponasanja korisnika.

U nastavku ¢emo se fokusirati na problem klasterovanja.

12.1 Klasterovanje

Klasterovanje predstavlja identifikaciju grupa u datim podacima. Potreba za re§avanjem ovakvog zadatka
moze se javiti u razli¢itim prakti¢nim problemima, poput identifikacije zajednica u dru§tvenim mreZama (na
primer, za potrebe oglasavanja), detekcije raznorodnih tkiva na medicinskim snimcima, ustanovljavanja zajed-
ni¢kog porekla jezika, identifikacije grupa zivih biéa i, specifi¢no, ljudskih zajednica i sli¢no. Pored primena koje
u sebi direktno kriju problem klasterovanja, ova tehnike korisne su i u pretprocesiranju podataka na koje kasnije
treba da budu primenjene metode nadgledanog uéenja. Na primer, u slu¢aju obrade ogromnog broja podataka,
cele grupe podataka mogu biti zamenjene svojim reprezentativnim predstavnicima. Ovo nije uvek idealno sa
tacke gledista kvaliteta dobijenog prediktivnog modela, ali sa tacke gledista vremenske i memorijske efikasnosti
moze biti isplativo.

209
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Slika 12.1: Razli¢ita klasterovanja nad istim podacima: jedan klaster (gore levo), dva klastera (gore desno), cetiri
klastera (dole levo), Sest klastera (dole desno).

Pojam klasterovanja nije jednoznacno definisan. Kao S$to primer prikazan na slici 12.1 ukazuje, u jednom
skupu moze se identifikovati vige razli¢itih grupisanja, ¢esto razli¢ite granularnosti. Pritom, takvi slu¢ajevi nisu
posledica nedovoljnog promigljanja definicije klasterovanja, veé¢ raznovrsnosti konteksta u kojima se grupisanje
moze vr§iti i ciljeva koji se pomocu klasterovanja Zele postié¢i. Za ocekivati je da je nekada potrebno izvrsiti
grublje klasterovanje — u manji broj klastera, a nekada finije — u ve¢i broj klastera. Algoritmi klasterovanja
obi¢no omogucavaju podeSavanje nivoa granularnosti tj. broja klastera koji se u podacima pronalazi.

Pojam klasterovanja nije jednoznatno definisan ne samo u odnosu na broj klastera koji se u podacima mogu
naéi, veé¢ i u odnosu na ideju §ta jednu grupu instanci ¢ini klasterom. U odnosu na to, postoji vise neformalnih
definicija klasterovanja. Globularni ili centri¢ni klasteri su grupe tacaka koje popunjavaju unutrasnjost lopte
ili, opstije, elipsoida. Dobro razdvojeni klasteri su grupe tacaka koje su blize drugim tackama svoje grupe nego
bilo kojoj tacki iz neke druge grupe. Gustinski klasteri su klasteri ¢ije su tacke razdvojene od tafaka drugih
klastera regionima manje gustine. Hijerarhijski klasteri su ili pojedinacne tacke ili klasteri ¢ije su tacke takode
organizovane u strukturu hijerarhijskih klastera.

U nastavku je prikazano nekoliko jednostavnih, a ¢esto kori§éenih algoritama klasterovanja.

12.1.1 Algoritam £ sredina

Algoritam k sredina pronalazi k klastera koje predstavlja pomocu k teZista tih klastera, od kojih se svako
dobija uprosetavanjem elemenata datog klastera. Taj korak ¢ini algoritam primenljivim samo na podatke koji se
mogu uprosecavati, poput vektora. Postoje uopstenja algoritma i na drugacije vrste podataka, ali o njima ovde
nece biti reci. Polaznih k teziSta bira se nasumi¢no (mada, ako korisnik zna nesto o strukturi svojih podataka,
mogu biti i unapred data), a potom se ponavljaju koraci pregrupisavanja tacaka u nove klastere prema bliskosti
sa postojeéim tezistima i prera¢unavanja novih tezigta sve dok se ona menjaju. Algoritam je preciznije formulisan
na slici 12.2.

Primer klastera koje pronalazi ovaj algoritam, dat je na slici 12.3. Moze se pokazati da ovaj algoritam

minimizuje veli¢inu
k

Z Z d(X7 Ci)Q

i=1 xeC;
gde je d euklidsko rastojanje, C; i-ti klaster, a c; njegovo teziste. Na osnovu toga moze se nesto zakljuciti
i o njegovom ponasanju. Zahvaljujuéi tome §to je zasnovan na minimizaciji euklidskog rastojanja, algoritam
tezi pronalazenju klastera u obliku lopte. Kako je rastojanje kvadrirano, algoritam je osetljiv na podatke koji
znacajno odudaraju od ostalih. Naime, u slu¢aju takvog podatka, vece rastojanje ¢e uticati na ukupnu gresku
neproporcionano u odnosu na ostala rastojanja i takav podatak ée neproporcionalno uticati na lokaciju tezista.
Takode, ako gustina podataka, tj. tacaka prostora ne varira drasti¢no i rastojanja medu klasterima nisu velika,
algoritam preferira klastere sa sli¢nim brojem tacaka u njima, posto bi u suprotnom brojan klaster sadrzao i
tacke dalje od teziSta koje bi znafajno povecavale sumu kvadrata rastojanja.

Cinjenica da algoritam k sredina minimizuje navedenu sumu navodi na njenu dalju analizu. Bitno je pitanje

da 1i ona ima jedan globalni minimum, odnosno da li je najbolje klasterovanje u odnosu na datu sumu kvadrata
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[ Algoritam: Algoritam £ sredina }
Ulaz: Trening skup 7' C R™, broj klastera k
Izlaz: Particionisanje skupa 7' na disjunktne neprazne podskupove C1,...,Cy
1: Nasumice izaberi tezista cq,...,cy iz skupa T
2: ponavljaj
3 Postavi skupove C1,...,C) na prazne skupove;
4: za svaku instancu x € T radi
5 pronadi teziste c; koje je najblize instanci x;
6 dodaj x u skup Cj;
7 Izracunaj proseke ¢y, ..., c instanci iz skupova C1,...,Cy;
8: dok nije ispunjen uslov da su teziSta ista kao u prethodnoj iteraciji;
9: vrati C1, ..., C} kao resenje.

Slika 12.2: Algoritam klasterovanja k sredina.

Slika 12.3: Klasteri pronadeni algoritmom k sredina.

rastojanja jedinstveno. Odgovor na ovo pitanje je negativan. Moguée je da postoji veéi broj klasterovanja
jednakog kvaliteta. Jedan primer u kojem bi to bilo i intuitivno je kada su tacke uniformno rasporedene unutar
kruga i potrebno ih je podeliti na dva klastera. Rotiranje dobijenih tezista u odnosu na centar kruga daje
podjednako dobro klasterovanje. Drugim recima, u slucaju takvog skupa podataka, postoji puno globalnih, i
samim tim podjednako dobrih, minimuma. Takva situacija nije zabrinjavajuca. Ipak, ispostavlja se da mogu
postojati i lokalni minimumi slabijeg kvaliteta od globalnog i da algoritam moZe naéi takav minimum, §to
nije dobro. Ovaj problem ublazava se tako $to se klasterovanje pokreée veéi broj puta sa razli¢itim inicijalnim
tezistima, a za rezultat se uzima klasterovanje sa najmanjom vredno$éi sume kvadrata rastojanja.

Algoritam k sredina omogucava fleksibilnost pri pronalaZenju klastera kroz moguénost pode§avanja broja k.
Ipak, ta fleksibilnost ¢esto vodi do nedoumica jer u praksi ¢esto nije jasno kako izabrati broj k. Jedno heuristi¢ko
pravilo je ,pravilo lakta“ koje sugeriSe da se za razli¢ite vrednosti broja k izvrsi klasterovanje, da se nacrta grafik
zavisnosti sume kvadrata rastojanja u zavisnosti od k i da se izabere klasterovanje koje odgovara broju k koji
odgovara tacki nagle promene brzine opadanja grafika, tj. na njegovom ,laktu®. Ovakva situacija prikazana je
na grafiku 12.4. Intuitivno obrazloZenje je da su nakon ,lakta“ klasteri ve¢ homogeni i dodavanje novih tezista
ne doprinosi znac¢ajno smanjenju sume kvadrata rastojanja.

12.1.2 DBSCAN

Algoritam DBSCAN (eng. density-based spatial clustering of applications with noise) sluzi za detekciju gu-
stingkih klastera i nije ograni¢en njihovim oblikom. Algoritam ima dva hiperparametra — rastojanje ¢ i minimalan
broj tacaka p. Algoritam razvrstava tacke na tacke koje Cine jezgro — Cija € okolina sadrzi bar u tacaka, granicne
tacke — koje u svojoj okolini imaju neku tacku koja ¢ini jezgro i tac¢ke koje ¢ine Sum — koje nisu ni graniéne niti
Cine jezgro. Tacke koje ¢ine Sum se zanemaruju, dok se ostale grupiSu u razli¢ite klastere na osnovu bliskosti.
Tlustracija vrsta tacaka data je na slici 12.5. Algoritam je preciznije opisan na slici 12.6.

DBSCAN ocigledno ne pretpostavlja oblik klastera, tako da se moze koristiti za detekciju klastera najra-
zli¢itijih oblika ako ih je moguée razdvojiti regionima niZe gustine. Jo§ jedna dobra strana ovog algoritma je to
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Slika 12.4: Pravilo lakta sugeriSe da za broj k treba uzeti vrednost koja odgovara uspravnoj isprekidanoj liniji.
Na z osi je broj klastera, a na y osi suma kvadrata rastojanja.

Slika 12.5: Tri vrste tacaka kojima operise algoritam DBSCAN (za vrednost p = 4): (zelenim) kruzi¢ima oznacene
su tacke jezgra, (Zutim) kvadrati¢éima grani¢ne tatke, a (crvenim) trougli¢ima tatke koje ¢ine Sum.

[ Algoritam: Algoritam DBSCAN ]

Ulaz: Trening skup 7', rastojanje ¢ i broj u
Izlaz: Particionisanje skupa 7" na disjunktne neprazne podskupove C1,...,C}
1: Formiraj skup C svih tacaka cija € okolina sadrzi bar p tacaka;
2: Formiraj skup B svih tacaka iz T'\ C koje u svojoj ¢ okolini imaju bar jednu tacku iz C;

3: Formiraj graf G Ciji su Cvorovi tacke iz C U BB, a grana postoji izmedu svake dve tacke koje su na rastojanju
najvise ¢;

4: vrati komponente povezanosti (Y, ..., Cy grafa G kao resenje.

Slika 12.6: Algoritam klasterovanja DBSCAN.

§to moze odstraniti odudarajuée podatke kao §to je sum (dok je algoritam k najblizih suseda vrlo osetljiv na
njihovo prisustvo). Potencijalni problem nastaje kada su klasteri, iako razdvojeni, sami vrlo razli¢ite gustine.
Naime, u okolini vrlo gustog klastera, Sum moZe imati ve¢u gustinu nego ceo drugi klaster (koji ipak moze
biti prepoznatljiv po tome §to ¢e znatajno odudarati po gustini od svoje okoline). Kao i u slu¢aju algoritma k
sredina, nema jasnih op§tih pravila za izbor vrednosti € i p.
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Slika 12.7: Primer hijerarhijskog klasterovanja nekih indoevropskih jezika.

12.1.3 Hijerahijsko klasterovanje

Hijerarhijsko klasterovanje konstruiSe stablo u ¢ijim se listovima nalaze instance trening skupa, a unutrasnji
¢vorovi defini§u strukturu klastera. Klaster koji odgovara nekom unutrasnjem ¢voru sastoji se iz klastera koji
odgovaraju njegovim direktnim potomcima. Problem klasterovanja svodi se na problem konstrukcije ovakvog
stabla. Postoji viSe pristupa refavanju ovog problema. Jedan koji se ¢esto koristi je hijerarhijsko aglomerativno
klasterovange pri kojem se skup klastera inicijalizuje pojedina¢nim instancama, a potom se u svakom koraku,
spajaju dva najslicnija klastera u jedan, ¢ime se konstruise binarno stablo. Takvo stablo naziva se dendogram
i ilustrovano je na slici 12.7. Sli¢nost nad klasterima nije trivijalno definisati i ne postoji jedan izbor. Najéesée
se definise neka mera sli¢nosti ili rastojanja nad pojedinatnim instancama (poput euklidskog rastojanja), pa se
mera sli¢nosti ili rastojanja klastera defini§e na osnovu nje. Na primer, rastojanje izmedu dva klastera moze
se definisati kao minimum, prosek ili maksimum rastojanja njihovih elemenata. Precizniji opis hijerarhijskog
aglomerativnog klasterovanja dat je na slici 12.8. Ovaj opis koristi meru rastojanja, ali se algoritam lako moze
izraziti i u terminima sli¢nosti.

[ Algoritam: Algoritam aglomerativnog hijerarhijskog klasterovanja }

Ulaz: Trening skup T' = {x1,...,Xy}, mera rastojanja izmedu klastera d

Izlaz: Stablo klasterovanja T

1: Inicijalizuj skup C na skup listova {{(x1,0)},...,{(xn,0)}};

2: ponavljaj

3 IzraCunaj rastojanja d;; = d(c;, c;) medu svim elementima (c;, d;), (¢;,d;) € C;

4: Pronadi najblizi par elemenata (c;,d;), (¢;,d;) iz C;

5 Konstruisi unutradnji cvor (c; U c;, d;;) i dodaj mu Evorove (c;,d;) i (c;,d;) kao direktne potomke;
6:  C« (C\{(ci,di), (cj,d;)}) U{(ci Ucj,dij)};

7: dok nije ispunjen uslov da je skup C jednoclan;

8: Vrati stablo Ciji je koren jedini cvor u skupu C.

Slika 12.8: Algoritam aglomerativnog hijerarhijskog klasterovanja.
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Secenjem stabla na razli¢itim nivoima mogu se dobiti klasterovanja razli¢ite granularnosti. Konkretno, za
neku vrednost rastojanja d, na osnovu stabla mogucée je identifikovati poslednji skup C koji je u toku kreiranja
stabla nastao spajanjem ¢vorova Cije rastojanje ne prelazi datu vrednost d. Dobra strana ovakvog klasterovanja
je to §to pruza vise informacija nego algoritmi koji pronalaze samo jednu podelu podataka na klastere. Takode,
razli¢itim izborima mere sli¢nosti nad klasterima mogu se dobiti razli¢iti klasteri. LoSa strana algoritma je to
§to u toku rada izra¢unavanje sli¢nosti svih klastera sa svim klasterima vodi visokoj vremenskoj, a najcesée i
prostornoj slozenosti zbog ¢uvanja matrice rastojanja.

12.2 Primeri primena klasterovanja

Kao $to je ve¢ navedeno, klasterovanje se ¢esto koristi kao korak pretprocesiranja podataka za potrebe nad-
gledanog uéenja. Ipak, zanimljivije je razmotriti primere primena u kojima je rezultat klasterovanja relevantan
sam za sebe. U nastavku diskutujemo dve takve primene.

12.2.1 Utvrdivanje srodnosti prirodnih jezika

Jedno od kljuénih pitanja uporedne lingvistike je ustanovljavanje srodnosti izmedu postojeéih prirodnih je-
zika. Smatra se da se svi jezici mogu hijerarhijski grupisati u skladu sa njihovom srodno§éu koja je posledica
nastanka viSe jezika od zajednickog pretka, takozvanog proto jezika. Ovaj postupak grupisanja moze se hijerar-
hijski ponavljati. Iako ne postoji saglasnost u vezi sa taénim brojem grupa i njima odgovarajuéih proto jezika,
obi¢no postoji saglasnost do nekog nivoa grupisanja. Na primer, neke jezicke grupe su grupe indo-evropskih, sino-
tibetanskih, turkijskih i uralskih jezika. Neke od podgrupa indo-evropskih jezika su germanska, balto-slovenska,
indo-iranska i keltska. Ove grupe se mogu dalje deliti. Ovakvo grupisanje obi¢no se ustanovljava temeljnom
viSedecenijskom analizom koju sprovode zajednice lingvista koje se bave ovim problemima. Nekada postoje ne-
slaganja u vezi sa pripadnostima nekih jezika odredenim podgrupama, posebno u vezi sa starim jezicima na
kojima nema mnogo pisanih dokumenata (Cesto su to samo natpisi u kamenu).

Zanimljivo je da se ovakva grupisanja vrse i automatskim metodama — metodama hijerarhijskog klasterovanja
koje prirodno formiraju ugnezdene klastere. Naravno, pitanje je kako predstaviti jezike tako da se nad njima
moze izvrsiti klasterovanje i kako meriti sliénost izmedu njih. Jedan nacin da se ovo uradi sastoji se u uparivanju
odgovarajucih reci razli¢itih jezika. Sli¢nost dva jezika se onda moze kvantifikovati zbirom edit rastojanja po svim
parovima odgovarajuéih reéi za ta dva jezika. Koristeéi te informacije, moguée je primeniti neku od diskutovanih
tehnika hijerarhijskog klasterovanja. Izbor skupa re¢i kojima ¢ée biti predstavljeni jezici moZe uticati na ishode
klasterovanja. Na primer, skorasnja preuzimanja iz stranih jezika verovatno ¢e mnoge jezike uéiniti naizgled
srodnim sa engleskim jezikom. Otud je u tom izboru potrebno ucesée stru¢njaka koji bi sugerisali koje grupe
reci su bolje za ovakva istrazivanja (na primer, re¢i za male brojeve, floru, faunu, zemljoradnju i sli¢no). Naravno,
postupak moze biti i slozeniji od opisanog ili zasnovan na drugacijoj reprezentaciji. Recimo, jezik bi se mogao
predstaviti frekvencijama bigrama izra¢unatih iz velikog neobelezenog korpusa. Takvi vektori mogu se porediti
euklidskim rastojanjem. Ishod hijerarhijskog klasterovanja nekih predstavnika indoevropskih jezika zasnovanog
na bigramskoj reprezentaciji i euklidskom rastojanju dat je naslici 12.7. Jasno se mogu prepoznati karakteristi¢ne
podgrupe ove familije jezika.

Primetimo da je ovakav postupak mogao biti primenjen (i primenjuje se) i za utvrdivanje srodnosti Zivih biéa,
na osnovu njihovog genetskog materijala koji se takode moze predstaviti tekstom u vidu nizova aminokiselina
od kojih svakoj odgovara po jedno slovo.

12.2.2 Smanjenje palete boja slike

Nekada je potrebno smanjiti broj razli¢itih nijansi boja koje su prisutne na slici. Ovo moze biti radeno u
svrhe smanjenja zapisa slike ili zbog potreba §tampe. Jedan od moguéih pristupa bi bio uo¢avanje sli¢nih nijansi
i njihova zamena jednom nijansom koja je u nekom smislu najsli¢nija svima njima. Pretpostavimo da se slika
predstavlja pomoéu 24-bitnog zapisa u kojem su boje predstavljene pomodu intenziteta crvene, zelene i plave
boje (tzv. RGB sistem boja) tako da se intenzitet svake od njih predstavlja pomocu jednog bajta brojevima od 0
do 255. Ovakav zapis dozvoljava opisivanje preko 16 miliona boja. Za zapis slike rezolucije 1000 x 1000, potrebno
je 3 miliona bajtova. Ukoliko bi se broj razli¢itih boja sveo na 256, bilo bi potrebno, bez ikakve kompresije,
milion bajtova za zapis slike u kojem bi svakom pikselu bio pridruzen jednobajtni kéd boje i bilo bi potrebno
256 x 3 bajtova za predstavljanje palete — niza od 256 24-bitnih brojeva koji predstavljaju izbor 256 kori§éenih
nijansi iz polaznog 24-bitnog sistema. Problem se sastoji u identifikaciji izbora podskupa, odnosno palete boja
koje ¢e posluziti za aproksimaciju svih ostalih boja na slici. Pritom, ta paleta moze da varira od slike do slike i
bira se tako da bude pogodna za konkretnu sliku.
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Jedan jednostavan pristup smanjenju palete sastoji se u klasterovanju piksela pomoc¢u algoritma k sredina
u onoliko klastera kolika je Zeljena veli¢ina palete. Kao §to je refeno, ovaj algoritam minimizuje sume kvadrata
rastojanja podataka od odgovarajuéih tezista. Neka su podaci svi pikseli na slici, predstavljeni RGB vrednostima
svojih boja. Nakon izvrSavanja algoritma, za aproksimaciju svake boje moze se koristiti odgovarajuce teziste
koje se interpretira kao boja u RGB sistemu. Ona su izabrana tako da budu u proseku najsli¢nija svim bojama
iz klastera. Na slici 12.9 dat je primer smanjenja palete polazne slike na ukupno 10 boja, na dva naéina —
nasumic¢nim izborom od 166075 boja sa polazne slike i pomoc¢u klasterovanja algoritmom k sredina. U oba
slu¢aja, rezultujuce slike se dobijaju tako §to se boja svakog piksela zameni najbliZom bojom iz palete. O&igledno,
pristup zasnovan na klasterovanju daje bolji rezultat, iako se moze primetiti jasna granica izmedu dve nijanse
neba, nedostatak crvene boje u markaciji na kamenu i sivkasta boja zemljista.
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Slika 12.9: Slika durmitorskog vrha Zupci, slika koja je od nje dobijena smanjenjem palete na 10 nasumi¢no
izabranih od 166075 boja sa polazne slike i slika koja je od polazne dobijena smanjenjem palete pomocu algoritma
k sredina.



Glava 13

Ucenje potkrepljivanjem

Mnogi problemi prirodno se reSavaju nizom akcija koje svojim zajednickim efektom dovode do cilja. O¢igledan
primer je igranje strateskih igara poput Saha, ali i mnogi problemi robotike, planiranja, upravljanja i sli¢no.
U takvim problemima, ¢esto za neku akciju u nizu nije lako reéi da li je bila ispravna ili nije. U Sahu, na
primer, gubitak figure ¢esto je lo§, ali se u nekim situacijama figure namerno Zrtvuju kako bi na duZe staze
bio postignut neki cilj. U takvim problemima obi¢no je lako reé¢i samo da li je problem uspe$no reSen &itavim
nizom akcija, a netrivijalna je preraspodela zasluga za uspeh ili neuspeh na pojedinac¢ne akcije. Dodatno, ishod
neke konkretne akcije zavisi od konteksta u kojem je preduzeta. U §ahu, uzimanje protivnikove figure moze
imati razli¢ite posledice zavisno od toga da li je ta figura bila ¢uvana ili nije. Ovo je tipi¢an scenario u kojem
se koristi takozvano ucenje potkrepljivanjem (eng. reinforcement learning), koje predstavlja pristup maginskom
ucenju inspirisan ucenjem pomocu pokusaja i gresSaka, Cesto prisutnim kod Zivotinja. Cilj ove vrste ucenja je
da se, na osnovu iskustava iz mnostva pokusaja reSavanja problema, nauci kako da se biraju adekvatne akcije u
razli¢itim situacijama u toku reSavanja problema.

Ucenje potkrepljivanjem pretpostavlja postojanje agenta koji svojim akcijama moze da interaguje sa okruZe-
njem. Pri svakoj akciji menja se stanje okruzenja, a agent dobija odredenu nagradu predstavljenu realnim brojem.
Politika je preslikavanje iz skupa stanja u skup akcija i nju agent koristi za odluéivanje, tj. za izbor akcije. U
cilju reSavanja zadatog problema, agent treba da nauéi politiku koja maksimizuje sumu svih nagrada koje dobija
u procesu interagovanja. Kako bi se to ostvarilo, algoritmi ucenja potkrepljivanjem tragajuéi za optimalnom
politikom preraspodeljuju ukupnu dobijenu nagradu na akcije koje su bile zasluzne za njeno dobijanje, iako ta
informacija nije dostupna eksplicitno. Pomenuti pojmovi biée definisani precizno u nastavku.

U nekim problemima akcije se preduzimaju u diskretnim vremenskim koracima, dok je u nekim problemima
vreme neprekidno i postoji moguénost preduzimanja akcija u bilo kom trenutku. U skladu sa tim, razlikujemo
diskretne i neprekidne probleme uéenja potkrepljivanjem. Ova glava odnosi se na diskretne probleme.

Resavanje problema pomocu ucenja potkrepljivanjem zahteva najpre uocavanje pomenutih elemenata u
datom problemu. Skupovi akcija i stanja nekad su odredeni sdmom definicijom problema, ali ih je nekada
moguce i pogodno definisati ili aproksimirati u fazi modelovanja a u cilju efikasnijeg resavanja problema. U
reSavanju problema ovim pristupom, jedan od najvaznijih izbora je nacin na koji se definiSe nagrada. Potrebno
je definisati i formu politike, ali to ne ilustrujemo u pocetnim primerima.

Veoma su vazni koncept stanja i odnos agenta i okruzenja. Razmotrimo primer robota ¢iji je cilj da podigne
neki predmet sa poda ispred sebe. Verovatno je prva intuitivna pretpostavka da je pogodno da se robot modeluje
kao agent, a da prostor u kojem se kreée i objekti u njemu, uklju¢ujuéi predmet od interesa, predstavljaju
okruzenje. Medutim, pazljivijim razmatranjem problema zakljucuje se da je kljuéni problem nauéiti kako pomocéu
elektri¢nih impulsa koji se Salju motorima robotskih ruku i nogu postiéi njihovo adekvatno pokretanje. Zato
je pogodnije da se i ti motori, odnosno ruke i noge robota, smatraju delom okruzenja, a ne agenta. Obi¢no je
pogodno da granica izmedu agenta i okruZenja ne koincidira sa nama intuitivnom fizickom granicom, ve¢ da
bude postavljena bliZe agentu.

Primer 13.1. U slucaju Saha, agent je igrac. OkruZenje Cine igrac-protivnik i tabla sa figurama (pretposta-
vljamo da se ne koristi sat). Stanja su uredene 64-orke &iji je svaki element jedna Sahovska figura ili prazno
polje. Akcije koje agent moZe da preduzme su legalni Sahovski potezi u datoj poziciji. Akcije se preduzimaju
u diskretnim koracima, pa je problem ocito diskretan. Nagrada moZe biti 1 za potez kojim agent neposredno
dobija partiju, —1 za potez neposredno nakon kojeg ga drugi igra¢ matira, a 0 u svim ostalim potezima.
Tipicna greska v modelovanju ovog problema bila bi da se nagrade definisu kao pozitivne vrednosti pri sva-
kom potezu kojim agent uzima protivnicku figuru. Na ovaj nacin agent bi mogao da nauci da uzme veliki
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broj protivnickih figura, ¢ak i po cenu da ubrzo izqubi partiju. Zbog toga je prilikom definisanja nagrada
vrlo vazno voditi racuna o tome da politika koja vodi maksimalnoj nagradi zaista vodi resenju problema.
U sluéaju Saha, kako je cilj igre matirati protivnika, a ne imati $to vise figura, najbezbednije je nagradu
definisati strogo u skladu sa tim ciljem, kao $to je predloZeno u ovom primeru.

Primer 13.2. U radunarskoj igri Pong dva igraca se reketima dobacuju lopticom sa ciljem da suprotni
igrac¢ ne uspe da vrati lopticu. Igra se zavrsava kada se loptica nade iza reketa jednog od igraca. Taj igrac
je izgubio igru, a drugi je pobedio. Oba igraca imaju po jedan reket i oni se kreéu duZ vertikalnih ivica
ekrana. Agent je ponovo igraé. Moguce akcije su pomeranje reketa ili nagore ili nadole i preduzimaju se
vise puta u sekundi, ali u diskretnim koracima. Dakle, problem je diskretan. OkruZenje ¢ine loptica i drugi
igrac¢. Stanja su u idealnom sluc¢aju odredena lokacijom loptice, njenim vektorom brzine, lokacijama reketa
oba igraca i njihovim vektorima brzine. Qude se javlja jedan od kljuénih problema vezanih za predstavljanje
stanja. Naime, igra Pong ne daje neposredno informacije o vektorima kretanja i brzini objekata, veé samo
generise slike jednu za drugom u skladu sa kretanjem objekata. Stoga ove veli¢ine nisu neposredno dostupne
i ne mogu se direktno koristiti prilikom ucenja. Ove informacije mogle bi se aproksimirati tako da se stanje
definise kao razlika dve slike dobijene u susednim trenucima. Sve pomenute veli¢ine vidljive su u takvoj
reprezentaciji, kao Sto je ilustrovano narednim slikama koja prikazuje dva tekva stanja. Pretpostavlja se da
su boje na slikama u igri kodirane brojevima 0 ¢ 1. Prilikom oduzimanga tako kodiranih slika, dobijaju se
nove slike sa pikselima ¢ije su vrednosti —1, 0 ili 1. Na sledecoj slici koja to ilustruje, tamno-ljubic¢asta boja
oznacava vrednost —1, zelena vrednost 0, a Zuta vrednost 1. U prvom stanju se vidi da se loptica kreée gore
desno, a oba reketa nagore, pri cemu desni znacajno brze nego levi. Na drugoj se loptica kreée dole desno,
levi reket sporo nadole, a desni sporo nagore.

Problem je pogodno modelovati tako da se daje nagrada 1 u koraku u kom je agent neposredno dobio
partiju ($to je korak u kojem se loptica nade iza protivnikovog reketa), —1 kada ju je izgubio (odnosno kad
se loptica nade iza njegovog reketa) i 0 u svakom drugom koraku. Na prvi pogled, moZda bi imalo smisla
dati agentu nagradu 1 kad god uspesno vrati lopticu. Medutim, u tom sluc¢aju bi traZena politika (ona koja
maksimizuje ukupnu ostvarenu nagradu) bila takva da agent svaki put vrati lopticu, ali tako da i protivnik
takode moze lako da je vrati. Naime, Sto se igra duZe igra, ovakva politika vodi vecoj ukupnoj nagradi.

U prethodnim primerima, nagrade razli¢ite od nule dobijaju se vrlo retko — na kraju partije. Takve nagrade
nazivaju se proredenim. Opravdana je bojazan da na osnovu tako definisanih nagrada agent ne moze lako nauciti
da reSava slozene probleme, §to moZe biti motivacija da se nagrade definiu drugacije i da se agent nagraduje
CeSce (recimo prilikom ostvarivanja nekih potciljeva). Ipak, kao §to je ilustrovano prethodnim primerima, ljudska
procena moze biti pogresna te agent moze da naudi neZeljeno ponasanje koje zaista maksimizuje lose definisanu
nagradu. Zato je kori§éenje proredenih nagrada ipak standardna praksa — obi¢no se agentu daje pozitivna
nagrada samo kada ostvari konaé¢ni cilj, odnosno da se nagradom agentu ukazuje na to koji cilj treba da ostvari,
a ne kako treba da ga ostvari.

Primer 13.3. Neka je potrebno upravljati helikopterom tako da se kreée unapred zadatom putanjom od
jedne do druge tacke u praznom prostoru. PoZeljno je zadati put precéi sto brze. Kako su helikopteri skupi,
pretpostavka je da se ucéenje primarno obavlja u simulatoru. Agent je pilot helikoptera, a okruZenje je
simulator fizickog prostora u kojem se nalazi helikopter. Stanje bi moglo biti definisano vektorom poloZaja
tezista helikoptera w odnosu na neki fiksirani koordinatni sistem, izvodom tog vektora u odnosu na vreme (3to
je vektor brzine kretanja), vektorom orijentacije helikoptera (na primer, vektorom teZiste-nos) i njegovim
izvodom u odnosu na vreme. Ouakva definicija stanja moZda ne sadrzi sve relevantne informacije. Na
primer, drugi izvodi pomenutih vektora su takode relevantni jer predstavljaju ubrzanja. Ukoliko se ovakva
definicija stanja ispostavi manjkavom u praksi, moZe se probati sa drugacijom. Akcije se mogu definisati u
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terminima komandi koje pilot ima na raspolaganju. I takve akcije su neprekidne jer ukljucuju pomeranje
upravljacke palice u neprekidnom prostoru. Ove akcije mogu se diskretizovati, ali postoje i algoritmi ucenja
koji to ne zahtevaju.

U ovom primeru @ vreme je neprekidno, pa se w ovom sluc¢aju radi o kontinualnom problemu ucenja
potkrepljivanjem. To znaci da je potrebno ili diskretizovati vreme ili koristiti naprednije algoritme ucenja
koji bi, umesto sumiranja, vrsili integraljenje nagrade. U ostatku primera pretpostavicemo da se vrsi dis-
kretizacija vremena.

Potrebno je definisati i nagrade. Helikopter treba da ostvari dva cilja. Prvi je da se drZi zadate putanje,
a drugi je da brzo prede put. Nagrada koja se daje u svakom koraku mogla bi biti definisana kao zbir sledeée
dve komponente. Jedna bi bila negativno rastojanje od definisane putanje, ¢ime se favorizuje let po putangi
ili u njenoj bliskoj okolini. Druga komponenta bila bi —1 ¢ime bi bilo favorizovano brze kretanje. Naime, ako
svaki korak nosi negativnu nagradu, kako bi ukupna nagrada bila veéa, potrebno je problem resiti u manjem
broju koraka. Ove komponente mogu imati razlidite teZinske faktore pri sumiranju. Ti teZinski faktori treba
da odgovaraju relativnom znacaju navedenih ciljeva.

U navedenim primerima, od prvog ka poslednjem raste sloboda u modelovanju relevantnih elemenata pro-
blema ucenja, pa ¢ak i u definisanju samog problema, kao i kompleksnost reSenja. U praksi, situacija je ¢esto
slicna situaciji opisanoj u primeru 13.3. Ipak, primer 13.1 sakriva pravu slozenost problema koji se resava. To
§to je ponekad, kao u tom primeru, lako definisati osnovne elemente problema ucenja, ne znaé¢i da je tako kreiran
model problema pogodan za uspesno uéenje.

Problem ucenja potkrepljivanjem mozZe se prirodno povezati sa pretragom. I u pretrazi figuriSu odredena
stanja i mogu se preduzimati akcije (na primer, izbor grada u koji ¢e se oti¢i). Pretraga se obi¢no sprovodi
primenom racunski zahtevnih algoritama na instancu problema koju je potrebno resiti kako bi se naslo optimalno
ili priblizno optimalno reSenje. U slucaju ucenja potkrepljivanjem, kako bi se dobila politika, ratunski zahtevan
proces ulenja obavlja se na mnostvu podataka proisteklih iz interakcija sa okruZzenjem u fazi treninga. Potom
se nautena politika primenjuje za (obi¢no) vrlo brzo aproksimativno resavanje nove instance.

Naredna poglavlja bave se trima vaznim temama. Prva je postavljanje formalnog okvira, Markovljevog
procesa odlucivanja, koji opisuje okruzenje i u kojem se razmatra interakcija agenta sa okruzenjem. Druga je
pronalazenje optimalnih politika u odnosu na tako definisano okruZenje pri ¢emu pretpostavljamo da nam je
njegov formalni opis (Markovljev proces odluéivanja) potpuno poznat. Ta pretpostavka obi¢no nije ispunjena.
Dodatno, nalazenje optimalne politike pod takvom pretpostavkom ne predstavlja ucenje jer se ne oslanja na
podatke iz iskustva, ve¢ predstavlja reSavanje (do na Zeljenu ta¢nost) na osnovu potpunog i formalnog opisa
problema. Ipak, koncepti i algoritmi koji ¢e biti diskutovani pod ovom pretpostavkom (da je okruZenje potpuno
poznato) predstavljaju vazan korak ka trecoj temi — algoritmima ucenja u nepoznatom okruZenju na osnovu
iskustva iz interakcije sa njim.

13.1 Markovljevi procesi odlucivanja

Markovljev proces odlu¢ivanja je uobic¢ajeni formalni okvir u kojem se opisuju problemi koji se resSavaju
ucéenjem potkrepljivanjem. Njegovo razumevanje je prvi korak ka konstrukeciji algoritama u ovoj oblasti.

Definicija 13.1 (Markovljev proces odlucivanja). Markovljev proces odlu¢ivanja (eng. Markov decision
process) je uredena petorka (S, A, R, T,p) gde je S skup stanja, A je skup akcija, R C R je skup nagrada,
T je trajektorija, odnosno niz slucajnih promenljivih

So, Ao, Ro, S1, A1, R1,52, 42, Ro, . ..

takvih da vazi Sy € S, Ay € Ai Ry € R za svakot >0, p: S xR xS x A— R je funkcija prelaska takva
da za svako t > 0 vazi
p(s',r|s,a) = P(Si11 =8, Ry =7|S; = s, Ay = a).

Ukoliko se iz nekog stanja ne mozZe preéi ni u jedno drugo, to stanje se nazive zavrSnim stanjem.

U ovoj definiciji i u nastavku, P oznacava verovatnoéu. Uloga funkcije prelaska je da definiSe verovatnoce sa
kojima se iz nekog stanja pri preduzetoj akciji prelazi u neko drugo stanje, a da se pri tome dobija odredena
nagrada. Primetimo da su funkcijom prelaska, izmedu ostalog, odredene nagrade u konkretnim situacijama,
kao i da li se iz jednog stanja uopste moze do¢i u drugo stanje. Ukoliko se iz s ne moze doéi u s’, onda je
p(s’,r]s,a) = 0 za svaku vrednost a i svaku vrednost r. Ukoliko se iz s moze doéi u s, onda je p(s',7|s,a)
razli¢ito od nule makar za jednu vrednost a i jednu vrednost r.
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Ukoliko je za neki problem Markovljev proces odlu¢ivanja poznat, govorimo o problemu sa poznatim okruZenjem.
U suprotnom, govorimo o problemu sa nepoznatim okruzenjem. Isti problem moze biti problem sa poznatim ili
nepoznatim okruzenjem, u zavisnosti od toga da li je Markovljev proces odluéivanja koji ga opisuje poznat ili
ne. Jedan isti problem moze da modeluje viSe razli¢itih Markovljevih procesa odluc¢ivanja.

Definicija 13.2 (Deterministi¢ko i stohastitko okruzenje). Ako u datorn Markovljevom procesu odlucivanja
za svako stanje s i svaku akciju a, za tacéno jedan par vrednosti s’ i v vaZi p(s',r|s,a) = 1, dok za ostale
parove vaZi p(s’,r|s,a) = 0, onda se za funkciju prelaska i za okruenje kafe da su deterministicki. U
suprotnom, kaZe se da su stohasticki.

Primer 13.4. Prethodni primeri predstavljaju Markovljeve procese i veé ilustruju koncepte stanja, akcija i
nagrada, pa samim tim i koncepta trajektorije koja predstavija niz tih velicina. Funkcija prelaska u slucaju
Saha i igre Pong je deterministicka. Na primer, u slucaju Saha, potezom a iz datog stanja s prelazi se u
jedinstveno odredeno stanje s', pri cemu se dobija (jednoznacno odredena) nagrada r u skladu sa opisanom
definicijom nagrada. Verovatnoca da se odigravanjem istog poteza u istom polaznom stanju prede u neko
stanje s"” # s’ ili da se pri tome dobije neka nagrada v’ # r jednaka je 0.

U sluc¢aju voZnje helikoptera, praktiéno upotrebljiv opis stanja ne moZe uzeti u obzir sve zamislive faktore
koji uticu na kretanje helikoptera. Zato, u zavisnosti od faktora koji nisu uzeti u obzir, helikopter iz jednog
stanja pri datoj akciji moZe preéi u razli¢ita, iako bliska, nova stanja. Odatle sledi da funkcija prelaska ne
mora biti deterministicka.

Razmotrimo dva jednostavna primera na kojima ¢emo ilustrovati glavne koncepte koji se izlazu u ovoj glavi,
kako ih budemo uvodili.

Primer 13.5. Pas ima vlasnika. Pas predstavlja agenta, a vlasnik okruZenje. Pas moZe da preduzme akcije
Lustati“ i ,sesti, po svom izboru. Viasnik moze psu izdati komandu ,sedi!“ ili ,stoj!“ (tj. moZe traZiti psu
da sedi ili da stoji) — to su moguéa stanja okruZenja. Pored njih, smatraéemo da postoji jos samo zavrsno
stanje ,kraj“. Pocetno stanje moZe biti jedno od postojeca dva, sa jednakim verovatnocéama. Ukoliko pas
uradi kako mu vlasnik kazZe, dobija keks. U suprotnom, ne dobija nista. Dakle, nagrade mogu biti 1 ili 0.
Pri bilo kojoj preduzetoj akciji, prelazi se u zavrsno stanje.

Primer 13.6. Razmotrimo igru koja se odvija u jednostavnom svetu — na tabli dimenzija 5 X 5 polja, koja
ima rupu umesto polja (3,3) i cilj na polju (3,1). Indeksiranje pocinje od 0 i prvi indeks oznacéava vrstu, a
drugi kolonu. Tabla je prikazana narednom slikom.

Agent se moZe kretati po tabli, a zadatak mu je da dode do ciljnog polja. On moZe da se krece po tabli po
jedno polje levo, desno, gore ili dole. Skup stanja prirodno je skup polja table, a skup akcija je skup smerova
kretanja {+,—,1,1}. Preduzimanje jedne takve akcije ne mora uvek da vodi do polja koje se nalazi u smeru
koji je odreden preduzetom akcijom, veé se to deSava sa verovatnoéom (3, a sa verovatnoéom 1 — (3 agent
ide nasumice u jednom od preostala tri smera. Pad sa table (u rupu ili preko ivice) rezultuje nagradom —1
i krajem igre, dostizange cilja nagradom 1 i krajem igre, a ostali ishodi nagradom 0.

Definicija Markovljevog procesa odludivanja podrazumeva da, pri preduzimanju neke akcije, verovatnoca
prelaska iz jednog stanja u drugo uz neku prateéu nagradu ne zavisi ni od ¢ega drugog osim od neposredno
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prethodnog stanja i preduzete akcije. Drugim re¢ima, za Markovljev proces odlu¢ivanja vazi:
P(St7 Rt71|507 A07 ROa ceey Stfla Atfl) = P(St7 Rt71|St717 Atfl)

Ovo svojstvo se naziva Markovljevim svojstvom i govori da ako je poznato trenutno stanje procesa, za za-
klju¢ivanje o njegovoj buduénosti nije potrebno poznavanje njegove proslosti. Drugim re¢ima, ako znamo tre-
nutno stanje, nije bitno kako se do njega stiglo. Na primer, u slu¢aju Saha, stanje table i informacija o tome koji
je igra¢ na potezu daju dovoljno podataka za analizu daljeg toka igre. Kako se do tog stanja stiglo, za potrebe
buduéeg razmatranja potpuno je nebitno.!

Trajektorija izrazava interakcije agenta sa okruzenjem. Otud, ona zavisi delom od funkcije prelaska koja
definiSe okruzenje, a delom od ponasanja agenta. Ponasanje agenta formalizuje se pomoc¢u pojma politike.

Definicija 13.3 (Politika). Neka je dat Markovljev proces odluéivanja sa skupom akcija A i skupom stanja
S. Uslovna raspodela verovatnoée nad akcijama a € A za dato stanje s € S naziva se politika (eng. policy )
i oznacava 7(a|s). Politika je deterministika ukoliko je za svako stanje verovatnoéa jedne od akcija jednaka
1, dok su verovatnoée ostalih akcija jednake 0. U suprotnom, politika je stohasticka.

Agent u stanju s preduzima akciju a sa verovatno¢om 7(a|s). Kako je ponaanje agenta opisano isklju¢ivo
politikom, pojmovi agenta i njegove politike mogu se poistovetiti.

Primetimo da stohasti¢nost politike nema veze sa stohastiénos§éu okruzenja. I u deterministi¢kom i u stoha-
stickom okruzenju ponaSanje agenta moze se modelovati i deterministickom i stohastickom politikom.

Primer 13.7. Pas iz primera 13.5, moZe se voditi razlicitim politikama. Na primer, moZe uvek uraditi ono
Sto vlasnik trazi. MozZe wvek da uradi suprotno. Ili moZe wvek stajati ili uvek sedeti, nezavisno od toga Sta
vlasnik kaZe. Ovo su sve moguée deterministicke politike. Jedna stohasticka politika bila bi da sa jednakom
verovatnoéom bira jednu od dve moguée akcije.

Primer 13.8. U sluc¢aju problema iz primera 13.6, moZemo formulisati razlicite politike. Na primer, jedna
deterministicka politika za svako stanje pridruzuje verovatnocéu 1 akciji kretanja udesno, a verovatnocéu 0
svim ostalim akcijama. MoZemo formulisati takve jednostavne politike i za druge smerove. Pored ovako
jednostavnih konstantnih politika, mogli bismo u svakom polju izabrati tacno jedan smer kretanja koji bi
imao verovatnoéu 1, dok bi svi ostali imali verovatnoéu 0. Deterministickih politika ima 423, jer za svako od
23 polja osim rupe i cilja moZemo izabrati jedan smer na 4 nacina. Jednostavan primer stohasticke politike
je politika koja u svakom stanju svakoj akciji pridruzuje verovatnocéu 0.25.

Kada je poznata politika 7 na osnovu koje agent donosi odluke, moguée je definisati zajedni¢ku raspodelu
promenljivih koje ¢ine trajektoriju

T = S()7AO;ROvslaA17R17S27A27R27 oo

Ako je P(Sp) raspodela moguéih polaznih stanja agenta, 7 politika prema kojoj agent donosi odluke i p funkcija
prelaska, ta zajednic¢ka raspodela jednaka je:

P(r) = P(5) HT"(At|St)p(St+17Rt|StaAt) (13.1)
=0

Niz konkretnih vrednosti sluéajnih promenljivih koje ¢ine trajektoriju, nazivamo epizodom. U slu¢aju nekih
problema ima smisla govoriti o kona¢nim epizodama, kao u slu¢aju §aha ili u primeru sa psom, dok u nekim,
kao u slucaju sveta iz primera 13.6, ima smisla govoriti o beskona¢nim epizodama. Kako bi se izbegla diskusija
po ovim slucajevima prilikom razvijanja teorije ucenja potkrepljivanjem, pretpostavlja se da je trajektorija
beskona¢na uz dodatni trik za konacne epizode: u takvim problemima, uvodi se dodatno zavrsno stanje u koje
se prelazi bilo kojom akcijom iz svakog stanja u kojem se epizoda prirodno zavr§ava. U takvom dodatnom
zavr§nom stanju, svaka akcija ponovo vodi u to isto stanje. Dodatno, nagrada pri bilo kom prelasku u takvo
zavr§no stanje jednaka je nuli. Ova konvencija ne menja sustinski razmatrane probleme i u daljem tekstu é¢emo
je povremeno koristiti, ali bez eksplicitnog naglasavanja kako bismo pojednostavili izlaganje. Konkretnije, pri
definisanju teorijskih koncepata konvenciju ¢emo primenjivati, dok u primerima i algoritmima neé¢emo. Time je
zaokruzen formalni okvir u kojem se obi¢no razmatra ponaganje agenta u nekom okruzenju.

LOvo nije sasvim ta¢no, zbog nekoliko izuzetaka: na primer, nekad se iz same pozicije ne moze zakljuciti da li je jos uvek
dozvoljeno sprovesti rokadu.
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Primer 13.9. U slucaju primera sa psom jedna epizoda bi mogla biti
sedi!, ustati, 0, kraj.

Owva epizoda se u skladu sa prethodnom konvencijom moze beskonacno produziti, ali uvek prelazeéi w dodatno
zavrsno stanje sa nagradom 0. U slucaju problema iz primera 13.6, epizoda bi mogla biti

(07 O)?‘l” 0’ (170)’\1” 0) (270)’\L’ 07 (37 O)’ %’ 1) (37 1)'

I ona bi se mogla beskonacno produZiti.

13.2 Resavanje Markovljevih procesa odlucivanja

Pod resavanjem Markovljevih procesa odlu¢ivanja podrazumeva se pronalazenje optimalne politike za agenta
koji dela u okruZenju definisanom tim Markovljevim procesom odluéivanja. Potrebno je najpre ustanoviti kako
se meri kvalitet politika i §ta znac¢i da je politika optimalna. U tom cilju se uvodi nekoliko vaznih pomoénih
koncepata. Potom je potrebno razmatrati algoritamske aspekte njenog izrac¢unavanja. Kao sto je veé¢ najavljeno,
ovo poglavlje ne bavi se ucenjem jer se u njemu ne vrsi ocenjivanje vrednosti parametara nekog modela na
osnovu podataka iz iskustva, ve¢ se Markovljev proces odlu¢ivanja reSava (do na Zeljenu ta¢nost) na osnovu
potpunog opisa problema i poznatih verovatnocéa prelaska. O uéenju, kada te verovatnoée nisu poznate, biée reci
u narednom poglavlju.

Naredna definicija uvodi pojam ukupnog dobitka koji agent ostvaruje u toku jedne epizode.

Definicija 13.4 (Dobitak). Za dati Markovljev proces odluc¢ivanja, dobitak (eng. gain) poéev od koraka t
je slu¢ajna promenljiva definisana kao red

Gy = Z’YkRH-k
k=0

gde je v realan broj iz intervala [0, 1] koji se naziva faktorom umanjenja (eng. discount factor). Podrazumeva
se da vazi 0° = 1.

Na osnovu prethodne definicije i konvencije o predstavljanju svih epizoda kao beskonac¢nih, dobitak u
zavrSnom stanju je uvek 0. Razmotrimo ulogu hiperparametra . U slucaju da su nagrade ogranicene, §to
je prihvatljiva pretpostavka, ako vazi v < 1, onda dobitak konvergira (za konacne epizode, sve nagrade pocev
od nekog stanja jednake su nuli, pa tada dobitak konvergira i ako je v = 1). Pored toga, faktor umanjenja ima i
intuitivni smisao — omogucéava nam da vagamo znacaj kratkorocnih i dugoro¢nih nagrada. Ukoliko vazi v = 0,
politika koja maksimizuje dobitak bila bi pohlepna — u svakom koraku bila bi izabrana akcija koja nudi najveéu
nagradu koja se moze dobiti u tom koraku. Sto su vrednosti 7 vece, to dobitak sa vecom tezinom uzima u obzir
buducée nagrade.

Primer 13.10. Ukoliko pas iz primera 13.5, kada mu vlasnik kaZe ,sedi!“, zaista sedne, dobiée nagradu
1. Kako se epizoda time zavriava i vrednost dobitka (od pocetnog stanja) ée biti jednak 1 (bez obzira na
to kolika je vrednost hiperparametra ). Sliéno je i ako stoji kada mu vlasnik kaZe ,stoj!“. Ukoliko uradi
suprotno, vrednost dobitka u takvoj epizodi ée biti 0.

Primer 13.11. U slucaju sveta iz primera 13.6, agent se moZe kretati od gornjeg levog ugla tri koraka
udesno, pa tri koraka nadole. Podsetimo se, pad sa table rezultuje nagradom —1, dostizanje cilja nagradom
1, a ostali ishodi nagradom 0. Ako je faktor umanjenja v jednak 0.9, vrednost dobitka od polaznog trenutka
je:

1-0409-04+092-04+0.9%-0+0.9*-0+0.9°- (—1) = —0.59

udesno nadole

U slu¢aju da je faktor umangenja jednak 0.99, vrednost dobitka jednaka je —0.95.

Kao i kod igranja igara, u u¢enju potkrepljivanjem vazan je pojam vrednosti stanja (analogan vrednosti
pozicije). Vrednost stanja je u vezi sa dobitkom koji agent moZe da ostvari od tog stanja. Kako i okruzenje
i politika mogu biti stohasti¢ki, dobitak od datog stanja moze biti razli¢it u zavisnosti od akcija koje agent
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ubuduée preduzme. Zbog toga se vrednost stanja definiSe pomocéu oéekivanja dobitka, pri ¢emu se misli na
otekivanje u odnosu na zajedni¢ku raspodelu P(7) svih promenljivih u trajektoriji, to jest, na otekivanje po
svim epizodama.

Definicija 13.5 (Funkcije vrednosti). Za dati Markovljev proces odlucivanja, océekivani dobitak koji agent
dobija prateéi politiku 7 iz nekog stanja s jednak je

1)71—(8) = E[Gt‘St = S]

i naziva se funkcija vrednosti stanja (eng. state value function). Ocekivani dobitak koji agent dobija prateéi
politiku m nakon $to u stanju s preduzme akciju a jednaka je

qr(8,a) = E[G¢|St = s, At = d]

i naziva se funkcija vrednosti akcije u stanju (eng. state-action value function). U oba slucaja, ocekivanje
dobitka Gy racuna se u odnosu na raspodelu datu formulom (13.1, strana 221).

Naglasimo dva detalja u definiciji 13.5. Prvo, zbog Markovljevog svojstva, nebitno je o kom trenutku ¢ se radi.
Drugo, posto je dobitak u zavr$nom stanju jednak 0, i vrednost zavr§nog stanja ili neke akcije u zavr§nom stanju
mora biti jednaka O.

Primer 13.12. Razmotrimo tri politike kojima se moZe voditi pas iz primera 13.5. Politika m pretpo-
stavlja da cée pas sa verovatnoéom 1 poslusati vlasnika. Politika wo pretpostavilja da ée sa verovatnocéom 1
uraditi suprotno. Politika 73 pretpostavlja da ée akcija biti izabrana nasumice izmedu dve mogudée akcije sa
jednakom verovatnoéom.

Izracunajmo funkcije vrednosti stanja v odnosu na ove politike. Kako ée epizode sadrzati samo jednu
nagradu, vrednost hiperparametra v nije bitna. U svim primerima pretpostavijamo da se prvom akcijom
smatra akcija ,sesti, a drugom akcija ,ustati“. Vrednost stanja kraj ée biti 0, imajuéi u vidu da je to
zavrsno stanje i da nema daljih nagrada.

U, (sedi!) = E, [Go|So = sedi/]
= E,,[Ro + vG1|So = sedi/]
=1-(1+~E;, [G1]|S1 = kraj)) +0- (0 + vEx, [G1|S1 = kraj])
=1-1+0-0=1

Pri prelasku sa drugog na treéi red, upotrebljena je definicija matematickog ocekivanja (u odnosu na ras-
podelu definisanu politikomn), njegova linearnost i poznavanje funkcije prelaska.

vy, (stoj!) = Er, [Go|So = stoj!]
= Eq, [Ro +7G1]So = stoj]]
=0-(0+~Er [G1]S1 = krag]) + 1 - (1 + vEx, [G1]S1 = kraj])
=0-0+1-1=1

Ur, (sedi!) = Ex,[Go|So = sedi/]
= En,[Ro +vG1]So = sedi/]
=0-(14+9Ex,[G1]S1 = kraj]) + 1 - (0 + VE,[G1]S1 = kraj))
=0-1+1-0=0

U, (stoj!) = Er, [Go|So = stoj!]
= Er,[Ro +7G1]So = stoj!]
=1-(0+9Ex,[G1]|S1 = kraj]) + 0 - (1 +~Ex, [G1]S1 = kraj])
=1-04+0-1=0
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Uy (sedi!) = E, [Go|So = sedi!]
= En[Ro +vG1|So = sedi/]
= 0.5 (1 4+ vEx,[G1]S1 = krag]) + 0.5 - (0 + vEr, [G1|S1 = kraj])
=05-1+05-0=0.5

Urg (St07!) = Ex,[GolSo = stoj!]
= Ex;[Ro +7G1|So = stoj!]
= 0.5 (0 4+ ~Ex, [G1]S1 = kraj]) + 0.5 - (1 + YE,, [G1|S1 = kraj])
=05-0+05-1=0.5

Mozemo vrlo jednostavno izracunati i odgovarajuée funkcije vrednosti akcije u stanju. Uradicemo to
samo za politiku 7.

G, (sedi! sesti) = E;, [Go|So = sedil, Ag = sesti)
= En, [Ro +vG1]So = sedi!, Ay = sesti]
=1+Ex [G1|S1 = kraj])
=1

G, (sedil; ustati) = E., [Go|So = sedi!, Ay = ustati]
= E,,[Ro + 7G1|So = sedi!, Ag = ustati]
=0+ vEx, [G1]S1 = kraj))
=0

qr, (stogl, sesti) = Ex, [Go|So = stoj!, Ag = sesti]
= E, [Ro +vG1]So = stoj!, Ay = sesti]
=0 aF ’YEﬂl [Gl‘Sl = km]])
=0

qr, (stojl, ustati) = E., [Go|So = stoj!, Ag = ustati]
= E,, [Ro + vG1|So = stoj!, Ay = ustati]
=1+ ’YETrl [Gl‘Sl = km]])
=1

Funkcija vrednosti stanja i funkcija vrednosti akcije u stanju mogu se jednostavno povezati:
vr(s) = E[G¢|Sy = s] = ZW(‘1|5)E[Gt|St =s, A =a]l= Zﬁ(a|5)%(5,a)
Mogucée je i izraziti funkciju ¢ preko funkcije v:
qr(s,a) = E[G¢|St = s, At = q]
= E[R; + vG41|S; = 5, Ay = d]
= p(s',7]s,a) (r + VE[Grs1|Sis1 = 5'])

slr

= Zp(s’, rls,a) (r + yv(s"))

s, r
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Primetimo da je lak3e u terminima funkcije ¢ izraziti funkciju v nego obratno. Naime, prvi smer podrazumeva
da je, pored vrednosti funkcije ¢, poznata i politika 7 §to je u praksi obi¢no slucaj, posto se politika koristi za
upravljanje agentom. Drugi smer podrazumeva da je, pored vrednosti funkcije v, poznata i funkcija prelaska, to
jest, da je poznato funkcionisanje okruZenja, $to ¢esto nije tacno, jer je okruZenje tesko precizno modelovati (osim
u retkim slucajevima, poput nekih igara). Na primer, u slu¢aju voznje helikoptera tesko je precizno modelovati
kretanja vazduha koja bi mogla uticati na ishode akcija pilota u odredenim stanjima. Kako je u svakom stanju
potrebno birati akciju, pa stoga i poznavati njenu vrednost u datom stanju, algoritmi ucenja potkrepljivanjem u
nepoznatom okruZenju (koji ¢e biti prikazani u narednim poglavljima) biée zasnovani na aproksimaciji funkcije
¢r, a ne na aproksimaciji funkcije v;.

Funkcije vrednosti omogucavaju merenje kvaliteta politika i definisanje parcijalnog poretka nad njima.

Definicija 13.6 (Parcijalni poredak nad politikama). Ukoliko u nekom Markovljevom procesu odlucivanja
za sva stanja s € S vazi
Ury (8) = vy (8)

onda pisemo w1 > o i kaZemo da je politika m bolja ili jednaka od politike 7o za taj Markovljev proces
odlucivanja.

Sledeca teorema izrazava fundamentalno svojstvo Markovljevih procesa odluc¢ivanja.

Teorema 13.1. Za svaki Markovljev proces odlucivanja postoji bar jedna politika 7, takva da za svaku
politiku 7 vaZi w, > w. Bilo koja takva politika naziva se optimalnom politikom.

Primer 13.13. Za psa iz primera 13.5, politika m po kojoj pas sluSa gazdu bolja je od politike wo po kojoj
radi suprotno ili politike w3 pri kojoj se ponasa nasumice. Stavise, politika 71 je optimalna.

Sve optimalne politike dele istu funkciju vrednosti stanja i istu funkciju vrednosti akcije u stanju:

vi(8) = max v, (8)

4.(5,0) = maxg.(s, a)
zasve s € Sia € A. Ove funkcije vrednosti nazivamo optimalnim funkcijama vrednosti. Moguénost da se
optimalne politike razlikuju iako imaju iste funkcije vrednosti moze delovati neintuitivno. Razmotrimo deter-
ministi¢cku varijantu okruZenja iz primera 13.6. Da bismo dogli do cilja iz polja u gornjem levom uglu, svejedno
je da li éemo prvo krenuti nadole ili udesno. Zbog toga postoje barem dve optimalne politike koje se razlikuju
u akciji koju preduzimaju na ovom polju, a vrednost polja je ista ako se agent nadalje ponasa optimalno.

Uo¢imo da vazi prirodna veza izmedu optimalnih funkcija vrednosti:

v4(8) = max g«(s,a)
a
posto se najveéi otekivani dobitak u nekom stanju dobija preduzimanjem najbolje akcije u tom stanju (naravno,
ovo se moze i formalno dokazati).
Primetimo da poznavanje funkcije ¢, omogudéava izracunavanje bar jedne optimalne politike. Kako je u

svakom stanju najpoZeljnija akcija ona koja daje najveéu otekivanu nagradu u datom stanju, sledeé¢a (determi-
nisticka) politika je optimalna:

1 ako vaZi a = argmax, g«(s,a
m.(als) :{ 0 inace (o)

Jedan naéin da se izra¢una funkcija g, pruzaju takozvane Belmanove jednakosti koje izrazavaju rekurentne
veze funkcija vrednosti. Konkretno, za funkciju v, vazi:

Vi (s) = max q.(s, a)
= max E.,[G:|S: = s, A = a]
= max Er, [Rt + vGt41|S: = s, At = d]
= mngp(s’, rls,a)(r +vEx, [Gri1[Set1 = )

= mgXZp(s/, rls,a)(r +yv.(s"))

s’ r
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Belmanova jednakost za funkciju g, je:

q:(s,a) = Zp(s',r|s,a) (r —l—vm@xq*(s',a'))

s',r

Intuitivni smisao poslednje jednakosti je sledeéi: najveéi dobitak pri preduzimanju akcije a u stanju s zavisi od
neposredno dobijene nagrade i najveceg dobitka koji se moze dobiti iz stanja u koje se dospe nakon preduzimanja
akcije. Pritom, kako razli¢iti prelasci u naredna stanja mogu biti razli¢ito verovatni, potrebno je neposredno
dobijene nagrade i buduée dobitke mnoziti verovatno¢ama tih prelaza kao tezinskim faktorima.

Ove jednacine omoguéavaju izracunavanje funkcija vrednosti narednim iterativnim postupcima, poznatim
kao iteriranje vrednosti (eng. value iteration):

v(s) max Zp(s’7 rls,a)(r +yv(s'))

s'r

za svako s, kao i
a(s,0) & S p(s',7ls,0) (r + ymaxq(s',a))
a/

s’ r

za svako s i a. U slu¢aju konanih skupova S i A, iteriranje vrednosti konvergira ka v, i ¢. za proizvoljne
inicijalne vrednosti funkcija v i q.

Kada su funkcije vrednosti aproksimirane, moguée je na osnovu njih aproksimirati optimalnu politiku, ¢ime
je Markovljev proces odluéivanja priblizno (a €esto i tatno) resen. Ipak, ako su skupovi stanja i akcija velike
kardinalnosti, algoritam iteriranja vrednosti ¢e biti previSe spor za prakti¢nu upotrebu. Ako su beskonacni, onda
ovaj algoritam nije ni primenljiv. Takode, kao §to je refeno ranije, ovaj postupak ne smatramo ucenjem jer se
radi o egzaktnom reSavanju problema (do na Zeljenu ta¢nost) na osnovu formalnog opisa, a ne o ocenjivanju
parametara na osnovu podataka dobijenih iz iskustva.

Primer 13.14. U kontekstu primera 13.6, razmotrimo pitanje kakva je optimalna funkcija vrednosti sta-
nja v, za neke konkretne vrednosti verovatnoée B i hiperparametra . Funkcija v, izracunata iteriranjem
vrednosti, ilustrovana je na slici 13.1 za razli¢ite njihove vrednosti: optimalna politika je da se za svako
polje izabere akcija ka najintenzivnije Zutom susednom polju.

Opsti trend je da su vrednosti stanja veée ako je polje bliZe cilju, a dalje od rupe i ivica, a da su
mange ako je polje dalje od cilja, a bliZe rupi i ivicama. U slucaju 5 = 1 i v = 1, svako polje osim
rupe ima vrednost 1. To je tako jer je sa svakog drugog polja mogucée bez greske doéi do cilja. Za 5 = 1,
smangivanjem faktora umanjenja, ocekivano, polja bliza cilju postaju vrednija. Preciznije, ako je B = 1,
vrednost svakog polja osim cilja i rupe je v*~' gde je k minimalan broj poteza potrebnih za dolazak do
cilja. Ipak, to nije nuzno tako i za druge vrednosti verovatnoée B. Za 5 = 0.25, tj. u sluc¢aju nasumiénog
kretanja, polja iznad ciljnog postaju vrednija sa smanjenjem hiperparametra ~v. Naime, zbog eksponencijalnog
umangjivanje buduéih nagrada, nagrade na susednim poljima vise doprinose vrednosti polja nego nagrade na
daljim poljima. Stoga, moguénost ostvarivanja nagrade 1 jednim potezom vodi poveéanju ocenjene vrednosti
tog polja u odnosu na polja dalja od cilja. Poveéanje vrednosti tog polja dalje pogoduje poveéanju vrednosti
njemu okolnih polja.

Pri smanjivanju verovatnoce (3, ponasanje agenta postaje sve nasumicnije i Sanse da naide na polje sa
nagradom se smanjuju, Sto se vidi kroz vrednosti polja.

13.3 Ucenje u nepoznatom okruzenju

Algoritam iteriranja vrednosti primenljiv je samo ako je okruZenje poznato, odnosno ako je poznat Markovljev
proces odlucgivanja (skupovi stanja i akcija i funkcija prelaska). U realnim primenama to je retko ispunjeno.
Tako nam funkcionisanje razli¢itih okruzZenja moZe biti razumljivo na nekom nivou intuicije, to nije dovoljno za
primenu prethodnog algoritma. U takvim situacijama, potrebno je paralelno sa odredivanjem optimalne politike
upoznavati i okruzenje u kojem agent dela, §to sugeriSe da agent mora istrazivati svoje okruzenje preduzimajuéi
akcije koje ¢e ga odvesti u razli¢ita stanja. Agent bi to mogao posti¢i preduzimanjem nasumi¢nih akcija u
razli¢itim stanjima, ali bi takav algoritam bio previ§e spor jer ne bi koristio nikakvu informaciju iz okruzenja
kao smernicu za efikasnije ucenje. Postoji viSe principa na kojima se konstruisu upotrebljivi algoritmi ucenja u
nepoznatom okruzenju i u ovom poglavlju éemo razmotriti dva. Pritom, razmoti¢emo najpre ucenje u konaénim
prostorima stanja i akcija, a potom i u€enje u beskonaénim prostorima koje nosi nove izazove.
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Slika 13.1: Prikaz optimalne funkcije vrednosti stanja za razli¢ite vrednosti verovatnoce § i hiperparametra ~.
Zuta boja oznacava vrednost 1, a tamno ljubiasta vrednost —1. Po redovima, verovatnoée § su 1, 0.7 i 0.25.
Po kolonama, vrednosti hiperparametra v su 1, 0.9 i 0.5.
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13.3.1 Ucenje u konacnim prostorima stanja i akcija

Kao §to je veé receno, algoritmi ucenja potkrepljivanjem u nepoznatom okruzenju obi¢no su zasnovani na
aproksimaciji funkcije ¢, a ne na aproksimaciji funkcije v. Primetimo da u Belmanovim jednakostima figurise
ocekivanje zbira tekuce nagrade i vrednosti buduceg stanja:

0.(5,0) = (s, rls,a) (r +ymaxa.(s',a'))
a/

s',r

Ocekivanja se Cesto ocenjuju uzorackim prosekom, pri ¢emu se uzorak moze dobiti tako §to ée agent intera-
govati sa okruZenjem. U ekstremnom slucaju, taj uzorak moze sadrzati samo jedno opazanje koje se dobija
preduzimanjem neke akcije a u nekom stanju s, pri ¢emu se prelazi u stanje s’ i dobija nagrada r:

q«(s,a) =1+ ymax q.(s',a")
a/

O¢tigledan problem u ovom pristupu je to §to funkcija ¢, nije poznata — upravo ona se ocenjuje. Klju¢ni korak
u izvodenju novog algoritma je da se, umesto kori§éenja stvarne vrednosti funkcije g., koristi funkcija kojom je
aproksimiramo. Tu funkciju ozna¢i¢emo jednostavno sa ¢. Funkciju ¢ ocenjujemo (tj. u¢imo) tako §to zasebno
ocenjujemo vrednosti ¢(a, ) za svaki par stanje-akcija. Kako su, na osnovu pretpostavke, skupovi stanja i akcija
konatni, poznavanje ovih vrednosti daje trazenu reprezentaciju funkcije g. Kako se funkcija ¢ menja u toku
procesa njenog ocenjivanja, ovaj postupak potrebno je sprovoditi iterativno. Iterativni postupak omogudéava
i sakupljanje veceg broja opazZanja. Ona se usrednjavaju pokretnim prosekom ocena funkcije vrednosti koje
se dobijaju u razli¢itim koracima. Preciznije, algoritam ocene funkcije vrednosti akcije u stanju zasniva se na
sledeéem pravilu azuriranja koje se sprovodi pri prelazu iz stanja s u stanje s’ preduzimanjem akcije a uz
nagradu r:
q(s,a) «+ (1 —ay)q(s,a) + as(r + 7y max q(s',a"))

gde je oy € [0,1], za t = 1,2, 3, ... hiperparametar koji i ovde zovemo brzinom ucenja, odnosno hiperparametar
koji vaga znacaj tekuce i novodobijene ocene u iteraciji t. Kao i u slu¢aju gradijentnog spusta (poglavlje 4.1),
za konvergenciju je dovoljno da niz o, zadovoljava uslove:

(o) o
g Qapy = 00 E at2<oo.
t=0 t=0

Tako je definisano pravilo azuriranja ocene pri jednoj akciji, algoritam nije do kraja definisan. Naime, pitanje
je koju akciju agent preduzima u nekom stanju kako bi generisao prelaz. Moze se pokazati da je za konvergen-
ciju dovoljno preduzimati akcije tako da se svi parovi stanja i akcija poseéuju beskona¢no puta. Naravno, u
prakticnim primenama ¢ée se taj proces odvijati u samo kona¢no mnogo koraka. Nacin na koji se ovo realizuje
u praksi je koris¢enje e-pohlepne politike. e-pohlepna politika u odnosu na datu funkciju ¢ je politika koja sa
verovatno¢om 1 — e bira najbolju akciju u odnosu na (tekuéu) funkciju ¢, a preostale akcije sa medusobno
jednakim verovatnoéama, odnosno:

1—¢ ako a =argmax, q(s,a’)
Tge(als) = e A
AT inace

Hiperparametar ¢ treba da bude strogo veéi od 0, ali se tipi¢no smanjuje tokom treninga. Kada se zavrsi jedna
epizoda, tj. kada se u nekoj iteraciji dostigne zavrino stanje s’, pokreée se nova epizoda, kako bi se nastavilo
ucenje. Kako je vrednost ¢(s’,a’) za svako zavr$no stanje s’ i svaku akciju o’ jednaka 0, izraz max, ¢(s’,a’)
definisan je i u zavrsnim stanjima s’ i u njima ima vrednost 0. Jedna varijanta ovakvog postupka precizirana je
algoritmom 13.2 i naziva se ¢-ucenje (eng. g-learning).

Algoritam ¢-ucenja je, naravno, moguce primeniti i na probleme u kojima je okruZenje poznato. Na primer,
za probleme sa velikim brojem stanja i akcija ¢esto se koriste varijante algoritama za ucenje u nepoznatom
okruzenju, jer je za njih algoritam iteriranja vrednosti prakti¢no neprimenljiv.

Primer 13.15. Primer 13.5 je izrazito jednostavan i potpuno nezanimljiv za reSavanje ako je okruzenje
poznato. U slucaju da pretpostavimo da pas ne poznaje okruZenje, tj. nme razume smisao komandi svog
vlasnika, primer postaje ilustrativniji.

U ovom primeru primeniéemo algoritam q-uéenja (algoritam 13.2) i sprovesti evaluaciju koja prati
tok njegovog izvrsavanja. Brzina ucenja oy je konstantna i jednaka 0.1 za svako t. Vrednost ¢; jednaka je
min(1/t,0.1). Vrednost v nije bitna posto su sve epizode duZine 1 (jer se u ovom okruZenju od polaznog
stanja uvek jednom akcijom dolazi do zavrsnog stanja). Koristicemo 100 epizoda, Sto u ovom konkretnom
okruZenju znac¢i 100 iteracija, tj. vazi N = 100. Funkcija q je na pocetku inicijalizovana vrednoséu 0 za
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[ Algoritam: Algoritam g-ucenja. }

Ulaz: Broj iteracija N, niz vrednosti oy, as, ..., ay i niz vrednosti 1,3, ...,6N

Izlaz: Aproksimacija funkcije ¢,

1: inicijalizuj ¢ na 0 za sve parove s i a;
2: inicijalizuj stanje s na polazno stanje;
3t 1;

4: ponavljaj
5

u stanju s preduzmi akciju a izabranu u skladu sa raspodelom 7, ., (-|s) i opazi nagradu r i novo stanje

st

6 q(s,a) < (L = ar)q(s,a) + ou(r + v maxar q(s',a’));
7 ako je stanje s’ zavrsno onda

8: postavi stanje s na polazno stanje;

9: inace

10: postavi stanje s na s;

11: t<+—t+1;

12: dok nije ispunjen uslov ¢t > N;

13: vrati ¢ kao resenje.

Slika 13.2: Algoritam g-ucenja.

sve parove stanja i akcija. Nakon svake epizode, privremeno se prekida izvr§avanje algoritma q-ucenja i
evaluira se pohlepna politika izvedena iz tekuce funkcije q tako Sto se izracunava proseéna nagrada na osnovu
20 epizoda (koje pocinju nasumicno izabranim stanjima). Na narednoj slici (levo) prikazan je grafik takvih
nagrada u odnosu na broj epizoda iz kojih je agent ucio. Vidimo da je nakon 6 epizoda pas naucio optimalnu
politiku (odnosno da uvek treba da poslusa komande vlasnika). Pretpostavimo da pas na pocetku iz nekog
razloga ima potpuno suprotno razumevanje vlasnikovih komandi. U tom sluc¢aju, ucenje je znacajno sporije.
Sa naredne slike (desno), vidi se da je potrebno mnogo vise epizoda da bi se naucilo optimalno ponadanje.

1.0 1.0

0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

0 0
0 10 20 30 40 50 60 l 0 10 20 30 40 50 60

Zanimljivo je prikazati i funkciju q u toku uéenja. Na narednoj slici (gore), prikazane su vrednosti funk-
cije q kroz 100 epizoda pod pretpostavkom da je funkcija q inicijalizovana nulama. Svaka slic¢ica predstavija
matricu dimenzija 2 X 2 gde vrste odgovaraju stanjima (0 — ,sedi!, 1 — ,stoj!“), a kolone akcijama (0 —
Hsesti, 1 — Justati“). Boja odraZava njihovu vrednost. Vidi se da algoritam jos dugo konvergira ka pravim
vrednostima funkcije q i nakon $to je naucena optimalna politika. Ocenjivanje vrednosti q funkcije i jeste
zahtevniji problem od ucenja optimalne politike, ali u praksi najcéesée nije neophodno. Prikaz funkcije q u
toku ucenja kada je inicijalizovana tako da pas bira suprotnu akciju od gazdine komande takode je prikazan
na narednoj slici (dole).
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Prethodni primer demonstrira da epizoda moze biti vrlo kratka i u tom slu¢aju, u€enje se vrsi iz potencijalno
velikog broja epizoda. Takode, procedura evaluacije upotrebljena u tom primeru, pa i u narednim, ne bi se
koristila u praksi jer generise veliki broj epizoda koje se ne koriste za ucenje, ali je za potrebe ilustracije taj
pristup dobar jer daje nepristrasnu ocenu kvaliteta tekuée politike.

Primer 13.16. Demonstrirajmo ponaSanje algoritma q-ucenja i na okruZenju iz primera 13.6. I u ovom
okruZenju Markovljev proces odluc¢ivanga je poznat, sto omoguéava poredenje sa algoritmom iteriranja vred-
nosti. Za pocetak, pretpostavimo da je okruzenje deterministicko, odnosno da ée se agent sigurno kretati u
smeru koji odabere.

Algoritam q-ucenja w ovom primeru koristi brzinu ucenja oy = 0.01 za svako t. Kao i u primeru 13.15,
vrednost €, jednaka je 1/t ukoliko je taj kolicnik veéi od 0.1, a u suprotnom je jednaka 0.1. Vrednost -y
jednaka je 0.99. Svaka epizoda pocinje na nasumiéno odabranom polju koje nije ni rupa ni ciljno polje. Broj
iteracija je N = 15000. Algoritam uspeva da nauci politiku koja wvek vodi do ciljnog stanja za oko 3000
epizoda (ovaj broj moZe da varira zbog sluéajnog izbora akcija pri ucenju). Naucéena politika ilustrovana je
u narednoj tabeli. Strelice predstavljaju akciju sa najveéom vrednoséu w datom stanju. Ciljno polje i rupa
Su prazni.

R “
] 0 2 I 2 Bl N
=l |« |«
— — 1
T T« |« |«

Primetimo da akcija kretanja nagore na polju (1,4) nije optimalna u smislu najveéeg umanjenog dobitka.
Naime, finalna nagrada bila bi nesto veéa ako bi put do cilja bio kraéi, Sto bi se moglo postiéi kretanjem
ulevo ili nadole. To ukazuje da je bilo prostora za dalje ucenje. Ipak, i ova politika uvek vodi do ciljnog
polja.

Uporedimo ponasanje q-ucenja sa algoritmom iteriranja vrednosti. Ocekuje se da algoritam iteriranja
vrednosti brZe dolazi do optimalne politike, imajuéi uw vidu da koristi znanje o poznatom Markovijevom
procesu odlucivanja, dok g-ucenje ne koristi tu informaciju. Ipak, kako je priroda ova dva algoritma znacéajno
razlic¢ita nije th lako uporediti. U slucaju q-uéenja mogli bismo pratiti unapredenje naucenog znanja u odnosu
na broj epizoda iz kojih algoritam uci, ali kod iteriranja vrednosti ne postoji koncept epizoda. Ono Sto je
zajednicko za oba algoritma je da vrse izracunavanja tekuce aproksimacije funkcije q i broj tih izra¢unavanja
moZe se uzeti kao mera uloZenog racunskog truda u odnosu na koju se moze izraziti kvalitet naucenog znanja.
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Taj kvalitet moze se ustanoviti usputnom evaluacijom, kao w primeru 13.15. U ovom sluc¢aju je koriséeno 100
epizoda za izracunavange prosecne nagrade. Na narednoj slici (levo) prikazani su grafici prosecne nagrade u
odnosu na broj izacunavangja vrednosti funkcije q za iteriranje vrednosti (plavo) i za q-uéenje (narandzasto).
Vidi se da iteriranje vrednosti brZe i stabilnije postiZe maksimalnu nagradu, sto je i ocekivano.
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Razmotrimo i slucaj stohastickog okruzenja, pri ¢emu je verovatnoéa kretanja u izabranom smeru 0.7,
a u svakom od preostalih 0.1. Grafici prosecne nagrade za oba algoritma prikazani su na prethodnoj slici
(desno). Za oba algoritma vidljiva je odredena nestabilnost performansi. U sluéaju iteriranja vrednosti,
ona potice samo od stohasticnosti okruZenja prilikom evaluacije. U toku uéenja, iteriranje vrednosti ima
potpunu informaciju o okruZenju i koristi tacne verovatnoce prelaska. S druge strane, q-ucenje je podloZno
i stohasticnosti u vreme ucenja i zbog toga dostize nesto nize vrednosti prosecne nagrade.

Algoritam g-u¢enja reSava problem nepoznavanja okruzenja, ali ne i problem velikih ili beskona¢nih skupova
stanja i akcija, kakav je sluc¢aj u diskutovanom primeru igranja Saha. Naime, u takvom sluc¢aju nije jasno kako
Cuvati informacije o aproksimaciji ¢(s,a) u rac¢unaru i kako dovoljno puta posetiti sve parove stanja i akcija
tako da aproksimacija bude dovoljno dobra za prakti¢ne potrebe. U slu¢aju §aha, nezamislivo je da ¢ée sva
moguca stanja biti videna prilikom treninga. Dodatno, ovako treniran agent se ne mozZe snaéi ni u jednom
stanju koje ranije nije video, ¢ak i ako je to stanje sliéno veé videnim. Drugim re¢ima, algoritam ne generalizuje
na nepoznate situacije te je i njega tesko smatrati algoritmom uéenja. Ovi problemi se otklanjaju pristupima
kakve diskutujemo u narednom potpoglavlju.

13.3.2 Ucenje u beskonacnom prostoru stanja i konaCnom prostoru akcija

U velikom broju prakti¢no relevantnih primena, prostor stanja je beskonacan ili je konac¢an ali previse veliki
za, prethodno izlozene metode. Nekada nije ni diskretan kao Sto te metode pretpostavljaju, ve¢ kontinualan.
Zbog toga nije moguce koristiti algoritam g-ufenja (slika 13.2) u kojem se funkcija ¢ reprezentuje kao skup
vrednosti za sve pojedina¢ne parove stanje-akcija, te je potrebno definisati nove pristupe. ReSenje ovog problema
diskutova¢emo najpre uz pretpostavku o konatnosti skupa akcija, §to je dovoljno dobro za mnostvo primena.

Primer 13.17. Problem balansiranja Stapa na kolicima dobro je poznat primer problema upravljanja u
neprekidnim a samim tim 1 beskonacnim prostorima stanja. Pretpostavilja se da kolica mogu da se krecu
levo-desno po podlozi bez trenja i da je Stap za njih zakacen pomocéu zgloba oko kojeg moze slobodno da
rotira. Na narednom prikazu iz kolekcije okruZenja OpenAl Gym, Stap je prikazan braon bojom, a kolica
crnom.

U polaznom stanju, Stap je skoro uspravan, stogi pod malim uglom u odnosu na vertikalu. Na kolica je moguce
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primengivati jedinicnu silu ulevo ili udesno, $to dovodi do njihovog kretanja u datom smeru. Interakcija se
odvija u diskretnim trenucima, sa razmakom od 0.02 sekunde. Epizoda se zavrsava ako se kolica udalje 2.4
jedinice od polaznog stanja, ako je ugao Stapa u odnosu na vertikalu veéi od 12 stepeni ili ako je proslo
200 koraka. U ovom problemu, skup akcija je ocigledan — primeniti silu na kolica ili ulevo ili udesno. Skup
stanja je skup cetvorki realnih brojeva, koje ukljucuju koordinatu kolica duZ ose levo-desno, brzinu kolica,
ugao Stapa i ugaonu brzinu Stapa. Ovo su ocito neprekidne velicine. Nagrada je 1 za svaki korak do kraja
epizode. Kao i uvek, cilj je maksimizovati dobitak od pocetnog trenutka.

Klju¢no zapaZanje ucenja potkrepljivanjem u beskona¢nim prostorima stanja je da se funkcija ¢, moze uciti,
kao i u drugim pristupima masinskog ucenja, uvodenjem parametrizovanog modela ¢, nad nekom reprezenta-
cijom stanja i akcija. Kada je skup akcija konacan (3to je tekuca pretpostavka), nije neophodno traZiti posebnu
reprezentaciju za njih — mogu se tretirati kao bilo koje kategoricke promenljive. Sto se tice stanja, ili je potrebno
predstaviti ih unapred definisanim skupom svojstava ili je potrebno upotrebiti model koji je u stanju da sam
izabere takva svojstva i time kreira pogodnu reprezentaciju (kao $to mogu duboke neuronske mreZe ako se stanja
predstavljaju slikama kao, na primer, u video igrama).

Razmotriéemo jedan algoritam inspirisan algoritmom g-uéenja. Pravilo azuriranja aproksimacije funkcije ¢
u g-uCenju je:

q(s,a) < (1 —ap)q(s,a) + ag(r + 7 max q(s',a))

gde je s’ stanje u koje se prelazi preduzimanjem akcije a u stanju s i koje je poznato iz konkretne epizode i gde
je t redni broj iteracije, a a; brzina ucenja. Jednostavnim preuredivanjem ¢lanova dobija se sledece:

q(87 CL) A q(s, a) + Olt(T + VH}Lan(S/, a/) - Q(S7 a))

Algoritam inspirisan ovim pravilom, a koji je zasnovan na parametarskoj aproksimaciji gy funkcije ¢, koristi
sledece pravilo azuriranja parametara:

W W+ ay(r + ymax gw (s, a’) — qw(s,a))Vwaw(s, a) (13.2)

Ostatak algoritma bice isti kao u g-ucenju (algoritam 13.2). Dve navedene iterativne operacije imaju jedan
analogni element, ali da se razlikuju po tome §to se u prvoj azurira vrednost ¢(s,a) a u drugoj vrednost w, kao
i po tome §to se u drugoj operaciji javlja gradijent aproksimacije gy po parametrima w. Kako je skup akcija
konac¢an, odgovarajuca politika 7 definiSe se prirodno, na sledeéi natin:

1 ako vazi a = arg max, qw (s, a
m(als) —{ 0 inace ()

Ukoliko funkcija gw (8, a) predstavlja duboku neuronsku mrezu, prethodni algoritam naziva se dubokim q-ucenjem
(eng. deep q-learning). Kljuéni problem u primeni ovakvog algoritma je to §to on ne mora konvergirati. Postoji niz
poboljsanja koja vode ka pouzdanijoj i brzoj konvergenciji, ali po pravilu su algoritmi ucenja potkrepljivanjem,
zbog nestabilnosti optimizacije, tezi za primenu od algoritama nadgledanog ucenja.

Primer 13.18. Pri primeni algoritma dubokog q-ucenja w problemu balansiranja Stapa, za aproksimaciju
qw funkcije q., koristicemo vrlo jednostavnu neuronsku mrezu. MreZa ima 4 ulaza, posto je stanje opisano
pomocu 4 realna broja. Ima dva izlaza koji aproksimiraju vrednosti funkcije q za dve akcije (levo i desno)
u datom ulaznom stanju. Vrednost aproksimacije qw(s,a) dobija se tako Sto se mreZi na ulazu dd stanje
s i ocita se vrednost na izlazu koji odgovara akciji a. Arhitektura je mogla biti i drugacije definisana (na
primer, tako §to bi i s i a bili dati na ulazu mreZe, a vrednost gw (s, a) na izlazu). Koristicemo 3 sloja sa po
20 neurona i ReLU aktivacione funkcije. Vrednost € e-pohlepne politike je 1/t gde je t redni broj epizode.
Za brzinu ucenja « koriséena je vrednost 0.005.

Evaluacija se sprovodi kao u primeru 13.15. Nakon svake epizode uéenja, ra¢una se proseéna nagrada
(uprosecena na 100 epizoda testiranja) za tekuéu politiku. Naredna slika prikazuje proseénu nagradu u
odnosu na do tada upotrebljeni broj epizoda za treniranje.
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Sa slike se vidi da je algoritam u stanju da resi problem (odnosno da dostigne ukupnu nagradu 200) u prvih
200 epizoda ucenja, ali se takode vidi i nestabilnost usled koje model moZe da izgubi na kvalitetu, ali ¢« da se
potom ponovo popravija. Ukoliko algoritam u nekoj iteraciji uspe da nade dobar model, nije ni bitno da li
ée posle toga oscilovati. Naime moguce je zapamtiti tekuéi model kad god on po prosecnoj nagradi prevazide
prethodno zapamdéeni. Kada se trening zavrsi, u primeni se moze koristiti poslednji zapamdéeni model.

13.3.3 Ucenje u beskonacnom prostoru stanja i beskonacnom prostoru akcija

U sluéaju beskonacnih prostora akcija, algoritam dubokog g-ucenja nije lako upotrebljiv. Naime, ¢ak i ako bi
uspesno bila aproksimirana funkcija g. (s, a), za zadato stanje s, najbolja akcija a (jedna od beskona¢no mnogo)
bi se uvek morala traziti nekim optimizacionim algoritmom nad funkcijom ¢ (s,a). Funkcija vrednosti ¢, u
sluéaju beskona¢nog skupa akcija, jednostavno ne predstavlja pogodnu reprezentaciju za odredivanje trazene
politike. Umesto nje, alternativni pristup, koji se ¢esto koristi u u€enju potkrepljivanjem (a moze biti korigéen
i u sluéaju kona¢nog prostora akcija), zasniva se na direktnom ucenju politike 7y, (definisane parametrima w),
umesto ucenja funkcije g.. Primetimo da je u slu¢aju neprekidnih akcija koje odgovaraju realnom intervalu,
politiku 7 (a|s) moguée modelovati, na primer, normalnom raspodelom N (fw(s),02) za neko o2, gde fi(s)
moze da predstavlja neuronsku mrezu koja vrdi regresiju. U tom sluc¢aju, ta mreza za konkretno, dato stanje
s direktno izra¢unava preporucene akcije. Naredni pristup moze se koristiti i u slu¢aju neprekidnih i u sluc¢aju
diskretnih skupova akcija.

Kao sto je receno, cilj uéenja potkrepljivanjem je maksimizovanje ocekivanog dobitka:

J(w) = Ep, [Go]

pri ¢emu je Py, zajednitka raspodela promenljivih u trajektoriji u slu¢aju kori§éenja politike 7y, :

Py (1) = P(S0) [ [ 7w (Ae|St)p(Sts1, RelSi, Ay)

t=0

Za maksimizaciju ocekivanja mozemo, kao i u drugim sli¢nim situacijama, da koristimo metod gradijentnog
uspona. Gradijent Vy, J(w) se moze izvesti kao u nastavku (nisu navedena obrazloZenja izvodenja). U izvodenju,
e oznatava konkretnu epizodu trajektorije 7, odnosno niz konkretnih vrednosti slu¢ajnih promenljivih koje ¢ine
niz 7. Konkretna vrednost dobitka Gy za epizodu e, tj. vrednost > .-, ~'r; oznafena je sa r(e). Ocekivani
dobitak u odnosu na raspodelu Py (7), izratunava se uobi¢ajeno, tako $to se integrale vrednosti r(e) pomnozene
sa njihovim verovatno¢ama Py (e).

VwJ( ) V EP ]

_ v, /
= /r(e)Vwa(e)de

_ / r<e)7v;;f . ()e> Py (e)de

_ / r(€) (Vi 10g Pu(€)) Pu(e)de
= Epw [Govw log PW(T)}
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Dalje, vazi

Vw log Pw(e) = Vw <log P(so) + Z(IOng(at|3t) + logp(5t+1,7"t|3t7at))>
=0

= Z Vw log mw (at|st)
t=0

odnosno

va(W) = Epw

Go Z Vw log ﬂw(at|st)]

t=0
Navedeni gradijent, koji je izraZzen ocekivanjem, uobi¢ajeno se aproksimira uzorafkim prosekom:
1 &
Vwd (W) ~ ~ Z r(e;) Z Vw log mw(ait]sit)-
i=1 t=0
gde je T; duzina i-te epizode. Na ovoj ¢injenici zasnovan je algoritam Reinforce prikazan u svom najjednostav-
nijem obliku algoritmom 13.3. U ovoj formulaciji pretpostavlja se da se gradijent aproksimira na osnovu uzorka

koji ¢ini samo jedna epizoda:
T

Vwd(w) = r(e) Z Vw log Ty (a]st).
t=0

[ Algoritam: Algoritam Reinforce. }

Ulaz: Broj iteracija NV

Izlaz: Aproksimacija my, optimalne politike
1: nasumicno inicijalizuj w;
2t 1

3: ponavljaj
4: generisati epizodu e = sg, ag, 7o, S1, - - - , ST, ap, r7 koris¢enjem politike 7y ;
5; izracunati nagradu r(e);
T
6 W< w+a (r(e) Do Ve logﬂw(at|st));
7 t—t+1;

8: dok nije ispunjen uslov ¢t = N;

9: vrati 7y kao resenje.

Slika 13.3: Algoritam Reinforce.

U algoritmu Reinforce, ne koriste se deterministi¢ke politike. Jedan razlog je to §to je izvod takve politike u
odnosu na parametre w ili jednak nuli ili nedefinisan, te stoga nije upotrebljiv za azuriranje parametara. Drugi
razlog je vezan za diverzitet epizoda koje se pomocu njih u ovom algoritmu mogu generisati. Ukoliko je polazno
stanje uvek isto i ukoliko je okruZenje deterministitko (§to je slu¢aj, na primer, u mnogim igrama), za datu
politiku, uvek ¢e biti generisana ista epizoda. Zato se u algoritmu Reinforce obi¢no koristi neka diferencijabilna
reprezentacija politike koja daje pozitivnu (iako moZzda malu) verovatnoéu svim akcijama da budu izabrane u
svakom stanju. Na primer, ako je skup akcija konacan, pogodna reprezentacija je neuronska mreza sa onoliko
izlaza koliko postoji akcija i softmax aktivacionom funkcijom na izlazu.

Algoritam Reinforce osnova je vise algoritama uéenja potkrepljivanjem korigéenih u praksi. Njegova mana
u odnosu na algoritme zasnovane na ¢ funkciji je ve¢a nestabilnost treninga koja se ¢esto ublazava dodatnim
tehnikama koje izlaze iz okvira ove knjige.

Primer 13.19. Algoritam Reinforce se takode moZe primeniti na problem balansiranja $tapa. Za mreZu
koja modeluje funkciju my koriséena je ista arhitektura i ista brzina ucenja kao za modelovanje funkcije
qw U sluc¢aju algoritma dubokog q-ucenja (videti primer 13.18), uz korigéenje softmax funkcije na izlazima,
kako bi se modelovala politika koja predstavija raspodelu nad dve moguce akcije. Sa naredne slike vidi se da
je i algoritam Reinforce uspeSan u reSavanju ovog problema, ali da do resenja dolazi tek nakon skoro 400
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Sprovedeni eksperimenti sugerisu da se algoritam dubokog q-ucenja pokazao znatno boljim pri resavanju
ovog problema kako po brzini reSavanja problema, tako i po obimu eksperimenata koji je bio dovoljan da se
dode do zadovoljavajucih rezultata. Ipak, taj zakljucak se ne moze lako wopstiti na druge probleme, pa je u
praksi cesto potrebno razmotriti vise razlicitih algoritama.

13.4 Primene ucenja potkrepljivanjem

U nastavku prikazujemo nekoliko primera primena uéenja potkrepljivanjem. Naglasimo da do sada diskuto-
vani algoritmi, iako se mogu primeniti na date probleme, ne bi na njima dali rezultate upotrebljive u praksi.
Algoritmi stvarno kori§éeni u praksi su, iako izgradeni na sli¢énim osnovima, ipak znatno komplikovaniji.

13.4.1 Ucenje potkrepljivanjem u strateskim igrama za dva igraca na primeru igre iks-oks

Igranje igara jedan je od tradicionalnih izazova vestacke inteligencije. Jedna zanimljiva klasa igara su stra-
teske igre u kojima dva igraa igraju jedan protiv drugog i najviSe jedan od njih pobeduje (videti glavu 5).
Takve igre su Sah, iks-oks, go i druge. Neki od najimpresivnijih uspeha masinskog ucenja su uspesi bas na
ovom polju. Konkretno, u¢enjem potkrepljivanjem trenirani su agenti koji u sahu, gou i drugim srodnim igrama
nadmaguju najbolje ljudske igrace. Jedan od najpoznatijih ovakvih sistema (Eiji opis izlazi iz okvira ove knjige)
je AlphaZero koji kombinuje uéenje potkrepljivanjem, neuronske mreze (videti poglavlje 11.5) i Monte Karlo
pretragu stabla igre (videti poglavlje 5.4.9).

Specificnost problema ucenja u ovom kontekstu je postojanje dva igraca. Ukoliko se igra¢i modeluju po
jednim agentom, oba agenta mogu se smatrati delom okruZenja drugog agenta. Postavlja se pitanje na koji
nacin onda jedan agent treba da igra dok obuc¢avamo drugog. Ukoliko bi igrao po nekoj predefinisanoj strategiji,
drugi agent bi mozda nauc¢io da efikasno igra samo protiv te strategije. Ukoliko bi igrao nasumice, mozda bi
bio potreban ogroman broj odigranih partija kako bi drugi agent naucio da dobro igra jer bi agent koji igra
nasumice retko igrao dobro. Pristup koji se za ucenje u ovakvom kontekstu ¢esto koristi poznat je kao trening
igranjem protiv samog sebe (eng. self-play). U ovom pristupu, postoji samo jedan agent, on bira poteze za oba
igrata i ufenje se vrdi na osnovu poteza oba igraca (umesto da jedan od igraca i njegovi potezi budu tretirani
samo kao deo okruZenja). U nastavku ¢emo ovaj pristup ilustrovati samo na primeru igre iks-oks, ali sa osvrtima
i na neke druge igre.

U igri iks-oks, okruzenje ¢ini tabla dimenzija 3 x 3 na kojoj igra¢i naizmeni¢no upisuje simbole X i O na
prazna polja. Inicijalno su sva polja prazna. Partija se zavrSava nakon prvog poteza nakon kojeg se na tabli
vertikalno, horizontalno ili dijagonalno nalaze tri ista simbola (i tada je pobedio igra¢ ¢iji je to simbol) ili kad
su sva polja popunjena (i tada je ishod nereSen). Svaka konfiguracija table sa razli¢itim upisanim simbolima
predstavlja po jedno stanje. Partija poCinje potezom igrata X (pa opis stanja implicitno sadrzi i informaciju o
tome koji igra¢ je na potezu). Igra se moze modelovati Markovljevim procesom odluéivanja na sledeéi nadin.
Agent igra naizmeni¢no u ime igrafa X pa u ime igra¢a O. Nakon svakog poteza agent dobija nagradu 0, osim
ukoliko su nakon poslednjeg poteza na tabli duz nekog pravca upisana tri simbola X kada dobija nagradu 1, i
ukoliko su na tabli duz nekog pravca upisana tri simbola O, kada dobija nagradu —1.

Algoritam g-uenja se na ovako definisan problem ne moZe primeniti direktno, jer takva primena ne bi
odgovarala igri dva suprotstavljena igraca (veé bi oba igraca stremila da maksimizuju nagradu, a ona je najveéa
kada zavrs$no stanje sadrZi niz od tri simbola X). Jedno moguce resenje sastoji se u promeni perspektive tj. u
transformaciji stanja igre tako da ga agent uvek razmatra iz perspektive jednog istog igraca. Zahvaljujuéi tome,
i funkcija ¢ bi¢e definisana samo iz perspektive tog igrata. Primera radi, u 8ahu nije klju¢no da 1i su figure
bele ili crne, veé¢ da li pripadaju igracu koji je na potezu (i u ¢ije ime agent bira potez) ili pripadaju njegovom
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Slika 13.4: Osam simetri¢nih stanja u igri iks-oks. Ako je poredak relevantnih simbola X < O < _, onda je
kanonsko stanje za ovaj skup prvo prikazano stanje: (X, X, _, _, O, _, , _, _)-

protivniku. Ukoliko se ustanovi dogovor da bele figure uvek pripadaju agentu, a da su crne uvek protivnicke, u
sluéaju da je na potezu crni, promena perspektive se vrsi rotacijom table za 180° i promenom boja svih figura:
bele postaju crne, a crne postaju bele. U slucaju igre iks-oks, agentu uvek pripada simbol X, a u slu¢aju da je na
potezu O, promena perspektive vrgi se zamenom svih simbola X simbolima O, a svih simbola O simbolima X.
U fazi primene, na osnovu funkcije ¢ mogu se dobiti potezi za oba igraca — za drugog igra¢a primenom promene
perspektive, nalazenjem najboljeg poteza i onda primenom promene perspektive unazad. Naravno, podrazumeva
se da se sve ove izmene vr$e nad reprezentacijom koja je u implementaciji odabrana za predstavljanje stanja.
Ako je s stanje igre, oznacimo sa s' bas stanje s, a sa s~! stanje dobijeno promenom perspektive u skladu sa
datom igrom. Neka promenljiva p uzima vrednosti 1 i —1 u zavisnosti od toga koji igra¢ je na potezu (igracu
X odgovara vrednost 1, a igracu O vrednost —1). Ova operacija analogno se definiSe i za akcije. I nagradu je
potrebno modifikovati tako da odgovara perspektivi igraca. Kako igra¢ svojim potezom nikad ne mozZe izgubiti
(barem je tako u igri iks-oks), iz perspektive igraca nagrada mozZe biti samo 0 ili 1. Ovo se jednostavno postize
promenom znaka nagrade u zavisnosti od toga koji igra¢ je na potezu, odnosno izracunavanjem izraza p - 7.
Konac¢no, treba imati u vidu da ono §to je dobro za jednog igraca, lose je za drugog, i obratno. Stoga, pri oceni
nove vrednosti izabrane akcije u polaznom stanju, maksimalnu vrednost akcije u novom stanju ne treba dodavati
veé je treba oduzimati od tekuce nagrade. Na osnovu navedenih razmatranja, pravilo uéenja pri igranju protiv
samog sebe formuliSemo na sledeéi nagin:

q(s?,a”) « (1 — au)q(s”,a”) + au(p -1 — VHE}X(J(S’*Z), a™")).

Primetimo da se u ovom pravilu funkcija ¢ zaista uvek izra¢unava za stanja i akcije iz perspektive jednog igraca,
§to je obezbedeno promenljivom p i znakovima ispred nje.

Bitno svojstvo ovog algoritma je da ukoliko se dva igraca mogu naéi u analognim stanjima (tj. u istom
stanju, gledano iz svoje perspektive), iskustva oba igraca mogu doprineti azuriranju istog para stanja i akcije.
Tlustracije radi, ukoliko u Sahu beli nauc¢i da matira crnog kralja pomoc¢u dva topa, crni moze matirati belog
kralja pomoc¢u dva topa na isti nac¢in, bez obzira na to Sto je konkretna strategija naucena iz iskustva belog.
Ipak, u nekim igrama, poput igre iks-oks, igraci se nikad ne mogu naéi u istim konfiguracijama table (pa ovako
unapredeno ucenje ne dolazi do izraZaja). Naime, tabla uvek ima paran broj upisanih simbola kada je na potezu
igrat¢ X, a neparan broj upisanih simbola kada je na potezu igra¢ O.

Igra iks-oks ima relativno veliki broj stanja. Ipak, mnoga od tih stanja su simetri¢na i informacija o vrednosti
jednog od njih, odnosi se i na simetri¢na stanja. Simetrije su odredene rotacijom table za 90° i jednom refleksijom
table (tj. diedarskom grupom od 8 elemenata). Za bilo koje polazno stanje, svako njemu simetri¢no stanje moZe
se dobiti primenom najvise ¢etiri navedene transformacije. Primetimo da neka od simetri¢nih stanja mogu biti
jednaka, pa stoga razli¢itih simetri¢nih stanja mozZe biti i manje od 8. Na primer, rotacijama i refleksijama se
od prazne table dobija ista tabla. Svaki skup simetri¢nih stanja moze se predstaviti jednim kanonskim stanjem.
Ovo nije vazno samo zbog smanjenja tabele kojom se predstavlja funkcija g, ve¢ i zbog vece efikasnosti ucenja.
Naime, ukoliko se sva medusobno simetri¢na stanja poistovete, znanje nauceno o jednom od tih stanja, vazi i
za sva njemu simetri¢na stanja, iako ona u toku uéenja mozda nisu ni poseéena. Sva stanja mogu se predstaviti
niskom od 9 karaktera (X, O i _ za prazno polje) koji predstavljaju sadrZzaj polja table. U implementaciji
se svaki skup simetri¢nih stanja predstavlja onim medu njima koje ima leksikografski najmanju tekstualnu
reprezentaciju (slika 13.4).

Implementacija opisanog algoritma koristi brzinu ucenja a; = 0.01. Vrednost ¢; jednaka je 1/(Lﬁj +1).
Vrednost v jednaka je 1. Broj iteracija jednak je N = 140000, tj. oko 20000 odigranih partija. Kvalitet tekuce
politike ustanovljava se usputnom evaluacijom, kao u primeru 13.15. U toj evaluaciji, za izraGunavanje procenta
dobijenih partija, koriéeno je 1000 partija protiv igraca koji nasumi¢no bira poteze. Na slici 13.5 prikazan je
grafik procenta dobijenih partija u odnosu na broj odigranih partija iz kojih je uc¢eno, kada agent igra kao igrat
X (levo) i kada agent igra kao igra¢ O (desno). Ve¢ ucedi iz prvih 6000 odigranih partija, agent uspeva da
pobedi u skoro svim partijama odigranim u evaluaciji kada igra kao igra¢ X. Ne uspeva u svim, jer protivnik i
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Slika 13.5: Procenat dobijenih partija u evaluaciji za igraca X (levo) i za igraca O (desno) u odnosu na broj
odigranih partija iz kojih agent uéi.

Slika 13.6: U igri Space Invaders igra¢ upravlja topom pri dnu slike koji moze da se krece levo-desno i da puca
na vanzemaljce koji se spustaju na Zemlju.

nasumic¢nom igrom nekada moze postic¢i neresen rezultat. Poredenja radi, igra¢ koji igra nasumice kao X, protiv
igrata koji igra nasumice kao O, pobeduje u oko 30% partija. Uspesnost agenta kada igra kao igra¢ O je niza,
§to je u skladu sa ¢injenicom da u igri iks-oks igra¢ X ima prednost.

13.4.2 lIgranje igara sa Atarija

Tako nije zaista prakti¢na, jedna od poznatijih primena u¢enja potkrepljivanjem je igranje igara sa Atarija
2600,% poput prethodno pomenute igre Pong, Space Invaders i drugih. Jedna situacija iz igre Space Invaders u
kojoj je cilj unistiti §to vise neprijateljskih svemirskih brodova prikazana je na slici 13.6.

Za svaku igru, treniran je zaseban agent zasnovan na konvolutivnoj mrezi. Potrebno je da agent igra igru
samo na osnovu slika ekrana, isto kao i ¢ovek. Model funkcije vrednosti akcije je konvolutivna mreZa ¢iji je ulaz
reprezentacija stanja dobijena na osnovu slika, poput stanja diskutovanog za igru Pong iz primera 13.2. Pored
ulaza, algoritam ucenja dobija i nagrade na kraju partije. U slucaju Ponga, nagrada je 1 kad god je partija
dobijena, a —1 kad je izgubljena. Dakle, ciljna funkcija nije poznata, ve¢ su poznate nagrade koje slede nakon
nekog niza akcija, te je u¢enje potkrepljivanjem pogodan okvir za re§avanje ovog problema.

Konvolutivna mreza koja se koristi u svim igrama modeluje funkciju vrednosti stanja i akcije. Ilustrovana
je na slici 13.7. Umesto dva ulaza — stanja i akcije, ima samo jedan ulaz — sliku koja predstavlja stanje, dok za
svaku akciju ima po jedan izlaz koji daje vrednost te akcije u datom stanju. Ovakva odluka doneta je kako se pri

2Tgragka konzola iz 1977.
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Slika 13.7: Arhitektura mreze za igranje igara sa Atarija.

izboru poteza u datom stanju ne bi za svaku akciju iz pocetka vrsilo izra¢unavanje u mrezi, veé se izratunavanje
vrsi samo jednom i odjednom se dobijaju vrednosti svih akcija i preduzima se najbolja.

Algoritam kori$éen za treniranje agenta zasnovan je na pravilu (13.2, strana 232) dubokog g-u¢enja. Sadrzi
i nekoliko poboljSanja ¢iji je cilj da stabilizuju proces ucenja, §to je potvrdeno empirijski. Prvo, trojke stanja
akcija i nagrada ¢uvaju se u jednom baferu unapred definisane veli¢ine kako bi se iz njih moglo ponovo uéiti bez
potrebe da se ponovo dogode u igri. Mreza se u svakom koraku uenja trenira na osnovu uzorka trojki izabranog
iz tog bafera, a ne na osnovu poslednje trojke. Drugo, vrednosti ¢w (s, a) i Vwgw (s, @) izracunavaju se na osnovu
tekuée verzije mreze, dok se vrednost r + max, qw(s’,a’) izracunava na osnovu takozvane ,zamrznute* verzije
te mreze Ciji se parametri ne azuriraju u svakom koraku ucenja, ve¢ povremeno, na primer — na nekoliko hiljada
gradijentnih koraka, jednostavno preuzimajuéi parametre iz tekuée mreze.

Ovaj algoritam postiZe rezultate u nivou profesionalnih ljudskih igraca na 49 razlicitih igara sa Atarija.

13.4.3 Opisivanje slika tekstom

U glavi o nadgledanom ulenju (glava 11), pomenut je jedan pristup opisivanju slika koji se zasniva na
enkoder-dekoder arhitekturi, nalik prevodenju teksta sa jednog na drugi jezik. Pri tome, slika se kodira pomoc¢u
konvolutivne mrezZe, a potom se generisanje teksta, tj. dekodiranje vrsi rekurentnom mrezom, kao §to je ilustro-
vano na slici 13.8. Pretpostavlja se da je za svaku sliku dato nekoliko taénih reéenica, imajuéi u vidu da razli¢iti
ljudi ne bi istovetno opisali sliku. Kako je izbor re¢i u svakom koraku generisanja klasifikacioni problem, osnovni
pristup podrazumevao bi kori§éenje unakrsne entropije kao funkcije greske prilikom treniranja mreze. Medutim,
primeceno je da re¢enice koje se dobijaju Cesto ne li¢e dovoljno na recenice kakve bi formulisali ljudi, §to motivise
kori¢enje drugacijih ciljnih funkcija. Postoji mnostvo metrika koje se u evaluaciji koriste za poredenje pravih
tekstova sa maginski generisanim tekstovima. Jedna takva mera sli¢nosti je BLEU. Neka je data jedna generisana
reCenica od N reéi i nekoliko referentnih reenica koje se smatraju ispravnim. Tada je za svaku re¢ generisane
reCenice moguce izra¢unati maksimalan broj m njenih pojavljivanja medu referentnim rec¢enicama i broj njenih
pojavljivanja n u generisanoj recenici. Tada se toj rec¢i moze pridruZiti ocena min(m,n)/N, a ovakve ocene mogu
se uproseCiti po svim generisanim re¢ima, sto predstavlja BLEU metriku. Pored ove, postoji mnostvo drugih
metrika koje odrazavaju razlic¢ita svojstva generisanog teksta, a najnaprednije poéivaju na definisanju grafova
koji odrazavaju semantiku re¢enica i ¢ijim uparivanjem se ra¢una poklapanje re¢enica po smislu. Ovakve metrike
Cesto se linearno kombinuju kako bi ukupna metrika uzela u obzir sve aspekte koje pojedina¢ne metrike mere.
Dodatno, istrazivanja sa ljudskim ispitanicima su pokazala da neke od ovih metrika dobro koreliraju sa ljudskim
sudom o dobrom prevodu. Zbog toga, bilo bi poZeljno koristiti ovakve metrike za definisanje funkcije greske u
procesu treniranja. Medutim, one nisu diferencijabilne i ¢ak su deo po deo konstantne u odnosu na parametre
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Slika 13.8: Gruba ilustracija arhitekture enkoder-dekoder mreze za opisivanje slika.

modela, §to predstavlja veliki problem za gradijentne metode. Jedna od ideja kako bi se uéenje zasnovalo na
optimizaciji ovakvih metrika pociva na ucenju potkrepljivanjem.

Primetimo da ovaj problem predstavlja problem nadgledanog u¢enja imajuéi u vidu da su za slike dati taéni
opisi. Namece se pitanje zasto bi se ufenje potkrepljivanjem koristilo u ovakvom kontekstu. U uobiéajenom
kontekstu nadgledanog ucenja, oekuje se da funkcija greske ima upotrebljiv gradijent, §to ovde, kao §to je veé
konstatovano, nije slu¢aj. S druge strane, u ucenju potkrepljivanjem, informacija o kvalitetu modela moze se
dati nagradom, za koju nema zahteva da bude diferencijabilna u odnosu na parametre modela. Dakle, klju¢ni
razlog za kori§éenje uéenja potkrepljivanjem je tehnicki, a ne sustinski, ali ni§ta manje vazan ukoliko je potrebno
optimizovati pomenute metrike.

Problem opisivanja slike tekstom formuliSe se kao problem ucenja potkrepljivanjem na sledeé¢i nac¢in. Agent
se modeluje rekurentnom neuronskom mrezom poput one na slici 13.8. Stanje agenta predstavlja se skrivenim
stanjem mreZe koje se na pocetku inicijalizuje na izlaz konvolutivnog enkodera. Akcije su re¢i. Epizoda se sastoji
u generisanju recenice kao niza uzastopno preduzetih akcija — pojedinac¢nih reéi. Nagrada je 0 u svakom koraku,
osim u poslednjem, kada je nagrada jednaka vrednosti metrike koja se optimizuje za tako generisanu recenicu i
skup referentnih re¢enica. Algoritam koji se koristi u treningu zasnovan je na algoritmu Reinforce, ali koristi niz
relativno naprednih trikova koji stabilizuju i ubrzavaju proces optimizacije.

Ovaj primer pruza jo§ vazniji nauk od toga kako opisivati slike pomoc¢u masinskog uéenja. On ukazuje da je
generalno mogucée optimizovati nediferencijabilne funkcije greske ako se problem nadgledanog uéenja formulise
kao problem ucenja potkrepljivanjem. Pritom se plaé¢a cena sporijeg i nestabilnijeg treninga, kao i kompleksnijeg
dizajna algoritma kojim se nastoje ublaziti ti problemi.

13.4.4 Automatski dizajn novih lekova

Automatski dizajn novih jedinjenja predstavlja vazan problem farmaceutske industrije i aktivnu oblast
istrazivanja viSe od petnaest godina. Raniji pristupi obi¢no su se zasnivali na optimizacionim metodama prime-
njenim na neku funkciju koja oslikava Zeljena svojstva molekula. Ovaj problem je vrlo tezak jer se procenjuje
da je broj molekula koji se mogu sintetizovati, a koji predstavljaju potencijalne lekove izmedu 103° i 10%°. Ovde
¢e biti prikazan jedan pristup, nazvan ReLeaSE (eng. reinforcement learning for structural evolution) zasnovan
na ucenju potkrepljivanjem.

Arhitektura podrazumeva postojanje dve mreZe — jedne generativne, koja predlaze nove hemijski moguce
molekule i igra ulogu agenta, odnosno politike i druge prediktivne, koja predvida razli¢ita svojstva od interesa
predloZzenog molekula (poput tatke topljenja, hidrofobnosti, broja benzenovih prstena, broja hemijskih grupa
poput -OH, -NHs, itd) i koja predstavlja pomo¢ni element u svrhe definisanja nagrade. Obe mreZe prvo se
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Slika 13.9: Lebdenje helikoptera u mestu u obrnutom polozaju.

treniraju nadgledanim uéenjem pomocu dostupnih obelezenih podataka (koje ¢ini preko milion jedinjenja), a
potom se generativna mreZa trenira uéenjem potkrepljivanjem.

Molekuli su visoko strukturirani objekti kojima je teze baratati nego slikama i vektorima. Otud se prvo
postavlja pitanje njihove reprezentacije u kontekstu neuronskih mreza. Na sre¢u, postoje tekstualna kodiranja
grafova i specificno, hemijskih struktura. Jedna takva reprezentacija naziva se SMILES. U njoj se, na primer,
molekul aspirina zapisuje kao [CC(=0)OC1=CC=CC=C1C(=0)0], ali ne¢emo ulaziti u detalje te sintakse.
Onda se skup stanja agenta moZe predstaviti kao skup validnih SMILES niski do neke unapred predvidene
duzine. Akcije odgovaraju slovima SMILES azbuke. Nagrade su 0 u svim nezavr$nim stanjima, a u zavr§nom
stanju s se defini§u kao

r(s) = f(P(s))

gde je P prediktivna mreza, a f ru¢no dizajnirana funkcija ¢iji izbor zavisi od Zeljenih svojstava jedinjenja. Na
primer, ako je potrebno maksimizovati tatku topljenja i minimizovati hidrofobnost jedinjenja, funkcija f bi bila
razlika predvidene tacke topljenja i predvidene hidrofobnosti, pri ¢emu su te procene dobijene od strane mreze
P. Uctenje se sprovodi algoritmom Reinforce, pri ¢emu treba imati u vidu da se prediktivna mreZa ne trenira
nakon inicijalnog treninga nadgledanim ucenjem.

Sintaksa SMILES niski, odnosno struktura molekula koju predstavljaju, nije jednostavna i obi¢ne rekurentne
mreze nisu se pokazale dovoljno dobrim u njihovom generisanju, pa generativna mreza ukljucuje i odredene
netrivijalne nadogradnje.

Veliki problem ranijih mehanizama za dizajn novih molekula je to §to Cesto generi§u hemijski neispravne
kandidate. Ispostavlja se da generativna mreZa trenirana na opisani nacin generi§e validne molekule u 95%
slucajeva, od ¢ega manje od 0.1% od milion generisanih struktura predstavljaju molekule iz trening skupa,
tj. mreza nije samo naucila trening podatke napamet. Stavige, prema standardnoj metodologiji procene tezine
hemijske sinteze predlozenih molekula, mreza skoro uvek predlaze molekule koje je lako sintetizovati.

13.4.5 Autonomno upravljanje helikopterom

Autonomno upravljanje helikopterima smatra se teZzim problemom od upravljanja vazduhoplovima sa fiksi-
ranim krilima. Upravljanje helikopterom pri malim brzinama posebno je tesko. Dodatno, pri malim brzinama,
jedan od najtezih manevara je lebdenje u mestu u obrnutom polozaju — sa elisom nanize, kao §to prikazuje
slika 13.9. U ovom polozaju poseban izazov je stabilnost, posto je centar mase visoko. Ovaj manevar nije od
velikog prakti¢nog znacaja, ali je zanimljiv kao ozbiljan izazov za automatizaciju upravljanja, pa zato disku-
tujemo kako je reSen ucenjem potkrepljivanjem. Navedeni pristup moze se upotrebiti za uéenje lebdenja i u
drugim polozajima, pretpostavljajuéi da su fizicki odrzivi. U eksperimentima je kori§éen helikopter na daljinsko
upravljanje duzine 150cm, visine 56cm i tezine oko 8kg i motorom od 46 kubika.

Opigimo prvo nacin upravljanja helikopterom. Veéinom helikoptera se upravlja pomoéu &etiri kontrole:
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e uzduzni nagib helikoptera, ¢ime se helikopter naginje napred ili nazad, ¢ime se kontrolie ubrzanje u smeru
duz helikoptera;

e nagib helikoptera u stranu, ¢ime se helikopter naginje levo ili desno, ¢ime se kontroli§e ubrzanje u stranu;
e nagib oStrica glavne elise, ¢ime se kontrolise potisak glavne elise;
e nagib oStrica pomoc¢ne elise, ¢ime se kontroli§e rotacija helikoptera oko uspravne ose.

Bitan problem u ucenju upravljanja helikopterom je taj §to se ne moZe eksperimentisati sa nasumicno
izabranim akcijama, kao §to u¢enje potkrepljivanjem pretpostavlja, posto su helikopteri skupi, a takve akcije
mogu voditi njihovom padu. Zato je prvi korak izgradnja verodostojnog simulatora u kojem ¢e potom biti vrseno
treniranje. Simulator je modelovan nadgledanim u¢enjem na osnovu 391 sekunde ljudski kontrolisanog leta u
toku kojeg je helikopter leteo u obrnutom poloZaju. Pritom su paméene informacije o letu 10 puta u sekundi.
Svaki od ovih zapisa sadrzi informaciju o stanju helikoptera i preduzetoj akciji pilota. Na osnovu ovih podataka,
treniran je model nadgledanog ucéenja kojim se za dato stanje i akciju predvida buduée stanje. Simulator na to
predvidanje dodaje odredeni Sum, kako bi modelovao stohasti¢nost okruzenja. Vazno pitanje je, naravno, §ta su
akcije i stanja. Akcije su Cetiri nabrojane kontrole numericki predstavljene realnim brojevima iz intervala [—1, 1].
Reprezentacija stanja je ne§to komplikovanija. Ona treba da izrazi poziciju, orijentaciju i brzinu helikoptera.
Ako bi se koordinatni sistem vezao za neku fiksiranu tacku spoljnog sveta i imao fiksiranu orijentaciju, modelu
simulatora bilo bi teSko da nauéi invarijantnost zakona fizike u odnosu na translacije i rotacije. Naime, ako je
helikopter u jednoj tacki prostora za datu akciju imao odredenu promenu stanja, model bi usled malog uzorka
mogao nauciti da je za tu promenu stanja bila bitna i lokacija na kojoj se helikopter nalazio, iako nije. Otud se
spoljni koordinatni sistem koristi za definisanje uglova rotacije helikoptera oko tri ose (eng. roll, pitch, yaw) i
ugaone brzine rotacije oko tih osa, ali se za lokaciju i ubrzanje koristi referentni sistem vezan za sam helikopter.
Kako je u njemu lokacija konstantna, ona se ni ne ¢uva eksplicitno, ve¢ samo brzina duZ osa tog koordinatnog
sistema. Stanje se onda definiSe vektorom ubrzanja, uglova rotacije i ugaonih brzina. Prilikom modelovanja
simulatora, model ne mora da predvida uglove rotacije, posto se oni uvek mogu dobiti integracijom na osnovu
ugaonih brzina.

Kada je nadgledanim ucenjem definisan simulator, koristi se ucenje potkrepljivanjem kako bi se trenirao
helikopter da leti u nekom (recimo obrnutom) poloZaju u tom simulatoru. Akcije su o¢ito kontinualne, pa je
pogodno koristiti algoritam Reinforce, a politiku predstaviti normalnom raspodelom u odnosu na izlaze mreze
koja predvida vrednosti za 4 akcije. Nagrada se moze definisati na sledeéi nacin:

—(axllx = x"[13 + axI%[I3 + aglld — &[5 + ag [ H]3)

pri ¢emu vektori x i ¢ oznacavaju vektore pozicije i uglova rotacije helikoptera, zvezdica oznacava Zeljene
vrednosti, a tacka brzinu, odnosno izvod u odnosu na vreme. Koeficijenti o su empirijski izabrani tako da svi
izrazi budu istog reda veli¢ine. Ova nagrada je utoliko veca ukoliko je helikopter blize Zeljenoj tacki i orijentaciji
i §to je mirniji.






Spisak preuzetih slika

Slika 11.5 napravljena je po uzoru na sliku iz kolekcije [23].
Slika 11.6 napravljena je po uzoru na sliku iz kolekcije [23].
Slika 11.11 preuzeta je sa Vikipedije.

Slika 11.15 preuzeta je uz modifikacije iz izvornog rada [9].
Slika 11.16 preuzeta je iz izvornog rada [17].

Slika 11.17 preuzeta je iz izvornog rada [17].

Slika 11.19 preuzeta je iz izvornog rada [4].

Slika 11.20 preuzeta je iz izvornog rada [4].

Slika 11.21 preuzeta je iz izvornog rada [22].

Slika 11.22 preuzeta je iz izvornog rada [21].

Slika 13.6 preuzeta je iz kolekcije okruzenja OpenAI Gym.
Slika 13.7 preuzeta je iz izvornog rada [11].

Slika 13.8 preuzeta je iz izvornog rada [12].

Slika 13.9 preuzeta je iz izvornog rada [13].
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