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I'naBa 1

AHaJIM3a KOPEKTHOCTH aJropuraMa

Jenoeu iiexcitia y naciexy cy upeyseiiu u3 ckpuititie “Ilpoipamuparse 2”7, aymiopa Ilpegpaia Januuuha u @uauiia
Mapuha.

HcnpaBHOCT Tj. KOPEKTHOCT je CYHITMHCKAa OCOOMHA ajropurama u rporpama. Mako ce Hekaja y Mpakcu KOPHCTe
MporpamH 3a Koje ce 3Ha Jia MOHeKa MOry Jia 1ajy U HeTauHe pe3yJsraTe, TO Hajuelihe HUje cilydaj v Oj1 porpama
ce 3axTeBa Ja Oy/ie MPAaKTUYHO afCOMYTHO HEMOrPEIIUB.

JenHo Of EHTpAHMX MHUTaka Y Pa3Bojy Mporpama je MUTame HBeroBe UCIpaBHOCTH (KopekTtHocTH). CodTBep je
y JIAHAIIEM CBETY NMPHUCYTaH Ha CBAKOM KOpakKy: codTBEp KOHTPOJIMIIIE MHOTO TOra — 0J] ODaHKOBHUX padyyHa U
KOMIIOHEHTH TeJIeBM30pa U ayTOMOOWIIA, IO HyKJIEAapHUX eeKTpaHa, aBUOHA M CBEMHUPCKHUX JIETeJIMIA. Y CBOM TOM
cobTBepY HEMHHOBHO CY IPUCYTHE U Tpellke. ['perika y (hyHKIMOHKCaY Aa/bUHCKOT yIIpaB/baya 3a TeleBU30p MO-
ke OUTH Tek y3Hemupyjyha, anu rpemika y (pyHKIIMOHMCaky HyK/IeapHe eJIeKTpaHe MOXe NMATH pa3opHe MOoCeaunIIe.
Hajonachuje rperke cy oHe Koje MOTy Jia JOBEIy JO BEJIMKUX TPOIIKOBA, WK jOLI TOpe, A0 TyOUTKa JbYACKHX K-
Bota. Heke on kaTacTpoda Koje cy oIIuTeno3HaTe cy eKciuio3uja pakere Apuane 1996. y3pokoBaHa KOHBEP3UjOM
Opoja u3 1me3neceT4eTBOPOOUTHOT PEATHOT Y IIECHAECTOOUTHU 11€I00POjHU 3aIKuC KOja je IoBesa J0 MpeKopaverha,
3atuM naj catenuta Kpuocar (enri. Cryosat) 2005. roauHe ycieq rpenike y cogTBepy 300r Koje HUje Ha Bpeme
JOIIIO IO pa3jBajama caTelMTa U pakeTe Koja ra je Hocuia komrao je Eeponcky YHujy oko 135 muinoHa eBpa,
3aTHM TpeIIka y HyMEpUIKOM KoIpoliecopy mpornecopa Pentium 1994. y3pokoBaHa MOrpeniHAM MHIEKCHMA Y Te-
™eH for y okBupy codpTBepa KOju je paauo Au3ajH Yuia, Kao U maj opdutepa nocaaror Ha Mapc 1999. y3pokoBan
YHLEHUIIOM Ja je 1e0 copTBepa KOPUCTUO METPHUUKE, a Ieo cohTBEPa eHryiecke jeaunuiie. Mehytum, garanne cog-
TBEPCKE I'PelIKe U 1aJbe Ce HeITPECTaHO jaBibajy M OHE KOLITajy CBETCKY EKOHOMM]jy MUIMjap/e fojapa. EBo HeKux
0]1 Haj3aHUMJBUBU]JUX:

* He HapounTo omacaH, ajqu BeoOMa 3aHMMJBMB IIPUMEp Tpellke je Tpemika y mporpamy Microsoft Excel 2007
KOjH, 300T Ipellke y airoputMy popMaTrpama OpojeBa Ipe IpUKa3uBama, Pe3yraT u3padyyHaBama U3pasa
77.1 * 850 npukasyje kao 100 000 (MaKO je MHTEPHO KOPEKTHO cauyBaH).

¢ V Jloc Arhenecy je 14. cenremdpa 2004. ronuHe BHUIIIE 0] YETHPUCTO aBHOHA Y OIM3WHU aepOIpoMa HCTOBPE-
MEHO M3TryOmIo Be3y ca KOHTpoJioM Jeta. Ha cpehy, 3axBasbyjyhn pesepBHOj onpeMu yHyTap caMuX aBHOHa,
1o Hecpehe HWIak HUje JOIITO. Y3POK I'yOWTKa Bese Oua je rpelka Mmpekopadermha y Opojady MIJIMCEKYHIH
y OKBHUpY CHCTeMa 32 KOMyHHKalMjy ca aBuoHuMa. [la uponuja Oyae Beha, oBa rpeiika je duiia oTKpuBeHa
paHuje, aJii NOIITO je Jo oTKpuha JoIIo Kaja je Beh cucteM OMO MCIOPYYeH U MHCTAIMpPaH Ha HEKOJIMKO
aepo/ipoMa, HeroBa jeJIHOCTaBHA MOMNpPaBKa U 3aMeHa Huje Ouia Mmoryha. Ymecro tora, Ipenopy4eHo je aa
ce cucTeM peceryje cBakux 30 JaHa Kako JI0 IpeKopaderma He ou gonuio. [Iponenypa HUje MCIOMITOBaHa U
TpellKa ce jaBuiia Mociie Ta9HO 232 MWJIMCEKYH/IM, OTHOCHO 49,7 maHa of] yKJby4YrBamba CHCTEMA.

e Buiie o neT npoiieHaTa neH3MoHepa v npumasnana cougjaide nomohu y Hemaukoj je npuBpeMeHO OCTajio
0e3 cor HoBIIa Kaja je 2005. roguHe yBeieH HOBU padyHapcKu cucteM. ['pelnika je HacTasa 300r Tora ITo je
CHCTEM, KOjH je 3aXTeBao JIeCeTOIM(peHn 3arc CBUX OpojeBa pauyHa, KOJ CTApUjUX pavuyHa KOju Cy MMald
ocaM W JieeT [uapa Opojese AOMymhaBao Hyjlama, ajli ca IECHE YMECTO ca JIEBE CTPaHe Kako je Tpedajo.

e JenHa daka y Amepuiu je Ha cBoj 106. pohenaan noduia Mo3uB Aa MOpa Ja KpeHe y KOy, jep je CUCTeM
denexuno roquHe nomohy nse nudpe.

» Kommanuje Dell u Apple mopase cy Tokom 2006. roguHe qa KOPUCHUIIIMA 3aMeHe BUIIE O ITeT MIJIMOHA JIaTl-



I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

TOII pauyHapa 300r rpelike y qu3ajHy datepuje KoMIaHuje Sony Koja je y3poKoBaJia Jja ce HEKOJIMKO padyHapa
3ananm.

1.1 OO0aum HCNUTHBAKHA KOPEKTHOCTH

VY pa3Bujamy TexHHMKa BepudUKalMje Iporpama, HOTPeOHO je Hajlnpe Mpelu3Ho (POpMYJIUCATH MOjaM KOPEKTHO-
CTH Tj. MCIPAaBHOCTH Nporpama. VcripaBHOCT IporpaMa InourBa Ha rnojmy cnenuduxammje. Crenmdukanyja je,
He)OpPMaITHO, OTIHC KeJEHOT MOHaIlaka MporpaMa Koju Tpeda Hamucati. CrienmduKariija ce 0OMIHO 3a1aje y Tep-
MUHMMA MpeycJoBa Tj. YCJIOBA KOje YJIa3HU MapaMeTpy IMporpaMa 3a0B0OJbaBajy, Kao 1 MOCTYCJI0BA Tj. YCIOBa
KOje pe3ysITaTy u3pauyHaBama Mopajy Aa 3a0Bojbe. Kaja je mosHarta crierudukaiyja, moTpedHo je BeprupruKoBaTu
Iporpam, Tj. A0Ka3aTu [a OH 3a[0BOJbaBa CHELU(pUKALH]y.

KOpeKTHOCT Ce OorIeJa Kpo3 JiBa acCIiCKTa:

NMapuujaaHa KOPeKTHOCT: CBaKa BPEJHOCT KOjy alrOpUTaM U3pauyHa 3a yJa3He IapaMeTpe KOju 3aJ0BOJbaBajy
cneuvpukaiyjy (Tj. MpegycoB) Mopa J1a 330BOJbU crielrpUKaiyjy (Tj. HOCTYCJIOB).

3aycTaB/bamb€ AJTOPUTAM MOpa J1a Ce 3ayCTaBH 3a CBE yJa3e KOjU 3a0B0JbaBajy celupuKanyjy (Tj. MpeaycoB).

Behuna anroputama koje hemo npoydaBaTh y OBOM Kypcy Ouhe MOTIyHu Tj. 3aycTaBjbahe ce 3a cBe JONYIITEHe
ynase. 3a 3aycraBibajyhe mapuujaqHo KOpPEeKTHE aqropuTMe KaXeMo Ja Cy TOTAJHO KOPeKTHH. VHTepecaHTHO,
JIOKa3aHO je Jia He TOCTOje aJITOPUTMH KOjuMa OM ce UCITUTHBAJIA TOpe HaBeIeHa CBOjCTBA aJITOpUTaMa.

INocTynak nmoka3uBama Ja je NporpaM UCIpaBaH Ha3KBa ce BepH(pHKoBame mporpaMa. [IBa OCHOBHa MpUCTyMa
BepU(pUKaALUjH CY:

JUHAMHMYKA Bepu(uKamuja mnoapasymeBa MpoBEpY UCIPABHOCTH Y (ha3u U3BpIIIaBamba MporpaMa, Hajuerihe my-
TEM TeCTUPamba;

cTaTHYKa Bepu(pUKanmja noapasyMeBa aHAIM3Y U3BOPHOT KOJa ITporpaMa, 4ecto kopumhemeM (popMaHiX Me-
TOJIa ¥ MaTeMaTUIKOT arnapaTa.

CHcTeMaTHYHO TECTUpAE je CUI'YPHO Haj3HadajHHjU OOJIMK MOCTU3ama BUCOKOT CTETleHa MCIIPABHOCTH MTporpama.
TecrupareM Ha BelieM Opojy MCIIpaBHUX yia3a U yropehuBambeM N0OUjeHHX U OYCKMBAHUX Pe3ysITaTa MOXe Ce OT-
KPHUTHU BeJMKHU Opoj rpemmaka. Harmacumo u ma ce TecTHpameM He MOe MOKa3aTu Ja je Mporpam KopekrtaH, Beh
caMmo Ja Huje KopekTaH. Hawme, mpakThyHO HMKaJa HUje Moryhe MCHHTATH MOHAIAmke Mporpama daIrl Ha CBUM
WCTIpaBHUM yJa3uMa. Beh nporpam koju cabupa asa 32-0utHa dpoja uma 232 - 232 = 264 ycnpaprux komduHanmja
yJIa3HHX MapaMeTapa ¥ MCLPITHO TECTHUpare OBAaKBOI IporpaMa ou Tpajasio roquHaMa. 3aTo ce UCLPITHO TeCTHpa-
e CKOPO HUKaJa He CIIPOBOAM, Beli ce mporpamMu TecTupajy Tako Ja ce a3y OMpajy MakJbUBO, TAKO 1A TIOKPH)Y
pasinuKTe rpaHe TOKOM HM3BplIaBama nporpama. OOMYHO ce JOIAaTHO MoceDHO TecTHpa MOHAIlame IporpaMa Ha
HEKUM I'paHUYHUM yJa3uMa (eHr1. edge cases, corner cases), jep IporpaMu IoHeKaaa He odpalyjy cBe crienyjaiHe
clly4ajeBe Kako Ou Tpedasio. MHOIM CHCTeMH 3a y4ere porpaMupara (TaKo3BaHU I'pejaepy, eHri. grader) oLemyjy
y4YeHHMUKa pellera TecTupambeM Ha BeheM Opojy TecT-nipiMepa 1 caBeT NOYETHUIMMA je 12 TOKOM ydera 00aBe3HO
KOPHCTE OBAaKBe CHCTEME.

O mertomama cTaTU4Ke BeprduKalyje duhe BuIlle peur y HACTaBKY OBOT IOTJIaBba.

1.2 Heke 4yecTe rpemke y nporpaMmmuma

Cpaku ucIpaBaH Iporpam Mopa Ja dyJe 3aCHOBaH Ha MCIIPaBHOM aylropuTMy. Jlakiie, o[ HEHCIIPaBHOT aJropuTMa
HHje Moryhe HarpaBUTH UCTIPaBaH MPOrpaM U OCHOBHA CTBAp ITPUJIMKOM IHCakha UCIPABHUX Mporpama je 1a ce odes-
Oe/in CIIpaBHOCT alIrOpUTMa KOjH ce IpuMemsyje. Ca Ipyre cTpaHe, alTOpUTMH CE OIUCY jy YeCTO Ha allCTPaKTHHUjEM
HHMBOY HEro IITO Cy CaMH IMPOrpamMH, U MHOTH JIETJbH Ce 3aHeMapyjy. 3aTo ce yclie] JeTajba UMIUIEMEHTalHje Off
WCIIPAaBHOT AJITOPUTMa MOXe JOOUTH HercpaBaH rmporpaM. HaBemmMo Heke yecTe rpemike.

e JenHa on Hajuemhux rpeiaka MpejacTaBba rpelrka npekopauema (eHri. overflow). Haume, ako ce y um-
IUIEMEHTALjU1 oJadepe OpOjeBHU THII MOJlaTaka KOjUM ce He MOTY MCIPaBHO MPeJCTABUTH CBU MOAALY, TaAa
Mporpam Jaje HeucrnpaBHe pe3yiraTte. YecrT je ciydaj Ja mporpaMmep ogadepe TUN MOJATaKa KOjU MOXe Oa
pEemnpe3eHTy je UCTIPaBHO U yJa3He U U3J1a3He BpeAHOCTH, MehyTrM, Jemmasa ce 1a Mefype3yntaTv He Mory Ja
Ce PeNpe3eHTyjy UCTIPABHO, IITO CE TeKE MPUMETH, & AOBOJHM JIO TPEIIKE.



1.3. THAYKTUBHO-PERYP3UBHA KOHCTPYKIINJA

¢ Yecra rpelnka je mpekopaudeme rpanuna Hu3a (eHr. buffer overflow). Ha mpumep, ako cMo y HU3Y ofiBO-
ju mecto 3a 30 dpojesa, oHza je Moryhe ynucusaTté BpeaHOCTH camo Ha nosunmje 0, 1, . .., 29. HapounTto
je kpurruHa nosuniyja 30 (Tj. y OMIITEM CiIydajy MO3UIja n 32 HU3 of] . eeMeHata). [lomTo y caBpeMeHuM
MPOrpaMcKUM je3uluMa Opojame Mo3uiidja y Hu30BuMa Kpehe o1 Hysie, Ha NO3ULIMjy n HUje Moryhe yrnucu-
BaTH BpegHOCTH. Y je3uky C++ ce He BpIIM IPOBepa OIcera npe MpUCTyIa eJeMeHTUMAa Hu3a (Tj. BeKTopa)
M OJTOBOPHOCT je Mporpamepa fa ode3desy Aa ce He NPHCTYIA BaH IPaHUNA - Y CYIIPOTHOM je TIOHAIambe
nporpamMa HeJe(UHNCAHO, INTO 3HAYM JIa POrpaM MOXE J1a HACTaBH J1a paii HEUCIIPABHO U Mocye ofpefeHor
dpoja nHCTpyKIMja Ja dyle MpeKUHYT O] CTpaHe ONEepPaTHBHOT CHCTeMa, ajld M Jia Ipelllka Moxe Ja mpohe
HEOMaXeHO. YKOJMKO Y MeT/bU Y HU3 YIUCYjeMO MOIaTKE YUju OpOoj He 3HAMO YHAIpe[l, HEOMXOAHO je Jia mpe
CBAKOTI' yIuca IMpOBEPUMO [Ja JIM Ce YIIUC BPIIM YHyTap IpaHula Hu3a (MM J1a KOPUCTHMO HEKH OOJIMK HH3a
KOJH JIOTYIITA ayTOMATCKO IPOIIMPHUBAE JO/IaBa-eM HOBUX eJleMeHara).

* Yecra rpenika je Heodpahare naxme Ha cienujajaHe ciaydajese. Ha nprumep, ako y HU3Y TpakKMMO TIPBH
€JIEMEHT KOjH 33/I0BOJbaBa HEKM yCJIOB, HEONXOJHO je Aa 00e30eqrMo [ja MporpaM KOPEeKTHO pagu Uy CIIy-
Yajy KaJa HHjeJaH eJeMeHT He 3aJJ0BoJbaBa Taj ycioB. Tpeda max/puBO Mpely3upary Aa v (pyHKIMja Taga
Tpeda a BpaTH Opoj eneMeHaTa HUu3a WiH, Ha IpuMep, -1, u Tpeda ocurypartu Jia ce y KOAy KOjH MO31Ba OBY
(pyHKIIMOHAIHOCT JOOPO pearyje Ha CUTYallljy y KOjoj TpaXkeHH eleMeHT He nocToju. CrienyjanHu ciydajeBu
Hajuelthe HacTajy Kaja HeKe BpeJHOCTH He IOCToje (Kaja je HEKH CKYyIl YMje eJIeMEeHTe pa3MaTpaMo Mpas3aH),
3aTHM KaJia Cy yJa3He BPEAHOCTH Y HEKOM CIIELjalHOM OiHOCY (Ha MpUMep, Aa JIM TEOMETPHjCKH MPorpam
WCIIPaBHO Pajii aKko Cy yHeTe Tauke KoJIMHeapHe) 1 caumyHo. [Ipu Tom, Tpeda maxbhBO MPELy3npaTi CHewy-
(pukanmjy 3a1aTKa U OAPEIUTH KOjU CHEIHjaTHU CIIyYajeBU jecy, a KOju HUCY JOMYIITEHH CHEeU(UKAIIA]jOM.
IToHOBO je moTpedHO 0OpaTUTH MaXkbY Ha TO J1a UAKO YJIA3HHU MapaMeTpy MOHEKaaa He MOTy OUTH Y HEKOM CIie-
L1jJTHOM OJJHOCY, TO He 3HauM ja Mehypesysratu Hehe duTH y TOM OJIHOCY, 112 je OHJa NOTPEedHO Mporpame
UMK MPUJIATOIMTH Jja 0dpaTe Maxiby Ha CBE CHELjaIHE CIydajeBe.

1.3 HMNHAYKTHBHO-PEeKYP3UBHA KOHCTPYKIHja

KipyuHa nzeja y KOHCTPYKLIMjH aJITOPUTaMa je TO [a je KOHCTPYKIIMja alropuTaMa BeoMa TeCHO MOBe3aHa ca JOKa3u-
BambeM TeopeMa MaTeMaTHUKOM MHAyKIHjoM. MaTreMaTH4Ka HHAYKIMja, y CBOM OCHOBHOM ODJIMKY, je cienehu
Hau4uH J0Ka3UBamba 0COOMHA MpUpoAHUX OpojeBa. Heka je P npon3Bo/bHO CBOjCTBO KOje ce MOoxe (popMyJvcaTu 3a
npuponHe dpojese. Tama Baxku

(P(0) A (Yn)(P(n) = P(n+1))) = (Vn)(P(n))

Haxuie, 1a ducMo KoKa3amy 1a CBakM MpUpojaH Opoj uma Heko cBojctBo P (Tj. na duemo mokazamu (Vn)(P(n))),
JOBOJBHO je Ja JOKaKeMO [a Hyna umMa To cBojcTBo (1j. P(0)) 1 ga [OKa)eMo ja MM HeKH Opoj MMa TO CBOjCTBO,
MMa I'a U ’eroB cieadenuk (Tj. na qokaxemo (Vn)(P(n) = P(n+1))). IIpBo TBphere ce HasuBa a3a HHAYKUHMjE,
a Apyro MHAYKTHUBHH Kopak. [IpyHunun MmatemMaTiuke MHAyKLHj€ je IPUIMYHO jacaH — Ha OCHOBY Oa3e 3HaMo j1a
r“Ma CBOjCTBO P, Ha OCHOBY KOpakKa Ja beH ce0eHUK Tj. | uMa cBOjcTBO P, Ha OCHOBY KOPaKa [1a FeroB CJIe10EHUK
Tj. 2 mMa cBojctBo P utn. VHTYWTHBHO HaMm je jacHO Ja Ha OBaj HAYMH MOXEMO CTHOH 10 OMJIO KOT MPHUPOIHOT
dpoja, Koju cUTYpHO MOpa MMaTu cBOjcTBO P. Baza ce Moxe (opmyiicaty 1 3a Behie BpeTHOCTH Of1 HyJIe, Al OHJa
caMo MOKEeMO J1a TBPAUMO [a eJIeMEeHTH KOju ¢y Behu miH jenHaku o Oa3e uMmajy cBOjcTBO P.

OCHOBHH NPHUCTYN KOHCTPYKIIMje aJITOPUTaMa je T3B. HHAYKTHBHH Tj. PeKyp3uBHHM npucTyn. OH y CBOM OCHOB-
HOM OOJIMKY TOIpa3yMeBa Jia ce pellierhe nmpodsiema Behe quMeH3Hje MpoHaia3y Tako MITO YMEMO Aa PEIrMO Mpo-
dnieM ucTor o0/1MKa, alny Mame AUMEH3Uje U Ja Of peliema Tor mpodsiema 1001jeMo pelewe npodiemMa Behe 1u-
MeH3uje (y HalpeIHUjuM odnuuuma je Moryhe u Ja ce peuraBa Behu Opoj npodsiema Mame auMeHnsuje). [Ipurom
3a MIOYeTHE JMMEH3Hje MpodiieMa pelehe MOpaMo Jla M3padyHaBaMo AMPEKTHO, Oe3 jasber cBohema Ha MmpodiieMe
Mame JUMeH3Hje. AKO ce MPUINKOM cBohema auMeHsmja rmpodjieMa YBeK CMamyje, KOHCTPYHCAaH! alrOpUTMH he
Ce YBEK 3ayCTaB/baTH.

* VMruieMeHTaI#ja aJiropuT™Ma Moxe OUTH TaKBa Jla IPOMEHJBUBE YHYTAP MET/he UTEPATUBHO aKypHpajy CBOje
BPEJHOCTY KPEHYBIIN Ofi BPEJHOCTH KOje MpeJICTaB/bajy pellieha eJeMEeHTapHUX IpodieMa, Ia 10 Kpajhbux
BPEIHOCTH KOje MPEACTaBIbajy pellera 3aaTor npodsiema. I1omro je 0BO MPUWIMYHO CIMYHO NMPUHLIUITY Ma-
TeMaTHuKe MHAYKIHje, KakeMo Ja je aaropuraMm JerHIcaH HHAYKTUBHO.

* MmnnemeHTanyja Moxe OUTH TakBa Ja (pyHKIIMja KOja pellaBa MoJIa3Hu MpodieM cama cede mo3usa ja Ou
peria mpodJIeM UCTOr ODIMKa, Al Mame AUMEH3Hje (OCHM Yy Ciydajy eJIeMEeHTapHHX IpodieMa, Koju ce
JUPEKTHO pelliaBajy) M Tajga KakeMo J1a je aJroputaM AeprUHICaH PeKypP3UBHO.
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MHIyKTHBHA KOHCTPYKIIMja JIS)KH Y OCHOBHHU MPAKTHYHO CBUX UTEPATHBHUX AJTOpHTaMa KOje CMO JIO caja pa3Ma-
Tpamu. Ha mpumep, anropuram n3padyHaBama 30mMpa cepuje OpojeBa (Ha mpumep, 30Mpa eleMeHaTa HEKOT HH3a)
MoYMBa Ha TOMeE Ja 3HaMO Jia u3padyHamo 30up mnpasHe cepuje (to je 0) u ga ako 3Hamo 30up cepuje on k eneme-
HaTa, TaJa YMeMO Jla U3pauyyHaMo U 30Up cepuje Koja ce JI00Mja MPOIIUPUBAKEM Te cepuje AomatHuM k + 1-BuM
€JIEeMEHTOM (TO PaguMO TaKO ILITO J0TaJallby 30Mp yBehamo 3a Taj HOBU €JIEMEHT).

int zbir = 0;
for (int 1 = 0; 1 < a.size(); i++)
zbir = zbir + a[i];

Jlakje, 1 'y OBOM aJIFOPUTMY MMaMO MHAYKTUBHY 0a3y (Koja oroBapa MHULMjaIM3aLju IPOMEHJBUBE TIpe ylacka
y TIeT/bY) Ml MHAYKTUBHU KOpakK (KOjU oJroBapa Tesly NeTbe, y KOM ce a)Kypupa BpeHOCT pe3yTyjyhe mpoMeHsbuBe,
y OBOM CITy4ajy 30upa). baza Moske oAroBapary 1 cydajy jeIHOWIAHOT (a He 00aBe3HO Mpa3HOT) HU3a, aJli Taga He
MOXEMO Jla TapaHTyjeMo Aa hie ajaropuraM paguTH UCTIPABHO Y CIIydajy Impas3Hor Hu3a. To oaroapa BapijaHTH aJiro-
pUTMa y K0joj 30Mp MHMILIMjaar3yjeMo Ha IPBU eJIEeMEHT HU3a, Ia Ta yBehaBamo peioM 3a jeJaH Mo jeJaH eleMEeHT
on nosuniyje 1 Hamambe.

Pexyp3uBHa umIIeMeHTalMja U3padyHaBamba 301pa eleMeHaTa Hiu3a Moxe Outu ciefieha (y 10j ce NPUIUKOM pe-
11aBama npoodsiemMa AuMeHsuje n > () eKCIUIMLIUTHO 3aXTeBa pellaBambe IpodsieMa JUMeHsuje 1 — 1).

int zbir(int a[], int n) {

if (n == 0)
return 0;
else

return zbir(a, n-1) + a[n-1];

}

HedurHncame arroputaMma WHIYKTUBHO-PEKYP3UBOM KOHCTPYKLIMjOM je Y BeoMa TECHO] Be3U ca JOKa3UBAbEeM HhH-
XOBe KopeKTHOCcTH. Mako noctoje (popManHu OKBUPHU 32 JOKa3UBake KOPEKTHOCTH UMIIEPATUBHUX Mporpama (mpe
cBera Xopoea aoiuka), Mu heMo ce DaBUTH UCK/bYUYHMBO He(pOpMAIHUM JIOKa3uMa U Be3a u3Mel)y JIOTHKE y KOjoj
BPIIMMO JI0OKa3MBambe M (MMIIEPaTUBHOT) IIPOrpaMCcKOr je3uKa y KOjeM ce MporpaM u3paxkasa duhe mpuimyHo He-
¢opmaiHa.

Penymo u 1a hemo npuiMkoM J0Ka3uBama KOPEKTHOCTU MporpaMa 0OMYHO UTHOPHUCATH OrpaHMYeHha 3aImca Opo-
jeBa y pauyHapy u noapaszymeBahemo j1a je orcer OpojeBa HEOrpaHUYEH U Ja Ce peajiHU OpOojeBHU 3aIucyjy ca Mak-
cumasiHoM nipeumsHomhy. Jlakne, Hehemo odpahari nmaxmy Ha rpelike Koje MOTy HacTaTH yciel NpeKopaderma
WM IOTKOpaYetha BPETHOCTH TOKOM U3BONeha apUTMETUIKHX Ofepaliuja (MaKo peasHo TO YeCTO MOXKe OUTH Y3POK
rpeliaka y mporpammuma).

1.3.1 Jloka3 KOpPeKTHOCTHU PeKYpP3UBHUX (PYHKIUja

IIpodaem: [ledpunucatu pyHKIUjy KOja oapelyje MUHMMYM HeNpa3HOT HKU3a OpojeBa U JOKa3aTH HEHY KOPEeKT-
HOCT.

AJiropuTam ce BeomMa jeIHOCTABHO KOHCTPYHMIIIE MHIYKTUBHO-PEKYP3UBHOM KOHCTPYKIMjoM. [luMeH31ja mpodsieMa
y OBOM IIpUMEPY je Opoj eneMeHaTa Hu3a.

ba3za: Ako HU3 UMa caMo je/iaH eJIeMeHT, Taja je Taj eJIeMEHT YjeJHO U MUHUMYM.

Kopak: V cynpoTHOM, MPETIIOCTABUMO J]a HEKAKO YMEMO Jia PelIMO TIPpodJieM 3a Mamy TUMEH3HUjy U Ha OCHOBY
TOra TIOKYINIAjMO J1a JOOHjeMO pelllerhe 3a 1eo Hu3. [lakiie, IpeTrocTaBuMo 2 je AyKuHa Hu3a n > 1 1 aa
ymemo s1a Halemo Opoj m Koju IpeAcTaB/ba MUHIMYM IPBUX 1 — 1 eeMeHaTta Hu3a. MUHIMYM IieJIor Hr3a
Iy’)KWHE N je Marbu 0J] OpojeBa m U IMpeocTalior, n-ToT e1eMeHTa Hu3a (ako Opojame kpehe of 0, To je eneMeHT
Ap—1 )

Ha ocHoBy oBora moxemo gepuHUcaTh PeKyp3UBHY (PYHKIIH]Y.

#include <iostream>

using namespace std;

int min2(int a, int b) {
return a <b ? a : b;
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int minNiza(int a[], int n) {

if (n == 1)
return af[0];
else {

int m = minNiza(a, n-1);
return min2(m, a[n-1]);

int main() {
int a[] = {3, 5, 4, 1, 6, 2, 7};
int n = sizeof(a) / sizeof(int);
cout << minNiza(a, n) << endl;

}

Petiumo u na cMo ymecto aedunucama pyHkigje min2 3a oapehuBambe MUHUMYMa Ba Opoja MOIJIM KOPUCTUTH
u ¢yHkmjy std: :min u3 3amaema <algorithm>. Mnak, y oBum nporpamuma HeheMo KOPUCTHUTH crieldruuHe
MoryhHocTH jesuka C++, 1a dOMCMO HarTacviM Ja TeXHUKE KOje Y OBOM TIOTJIaBJby YBOAMMO HHCY HU TI0 YeMy CIie-
IUpUIHE 32 Taj je3UK.

KopekTHOCT peTxoHoTr ajiroput™Ma ce Mosxe (popMyJMcaT y oOJMKy ciegehe Teopeme.

Teopema: 3a cBaku Helpas3aH HU3 ¢ (HU3 3a KOjH je ayxkuHa |a| > 1) u3a cBako 1 < n < |a| no3us minNiza(a,
n) Bpaha Hajmamu Mel)y IpBUX n eJeMeHTa Hu3a a (ca a M n Cy o0eNeXeHe BPeIHOCTH HU3a a U IIPOMEHJbHBE N, a
ca |a| nyxvHa HU3a ).

Ty TeopeMy MOXeMO JOKa3aTH UHIYKIIH]OM.

¢ Basy uHnykiuje npeacraeba cinydaj n = 1, 1j. no3uB minNiza(a, 1). Ha ocHoBy nedununuje dpyHkmuje
minNiza pesynrar je a[ 0] Tj. mpBU WiaH HU3A a U TaJa TBpHEHE TPUBH]ATTHO BaXH (jep je OH yjeTHO HajMarbu
Mehy npBux 1 eseMeHarta HU3a).

 Kao MHIYKTHUBHY XMIIOTE3y MOXEMO IIPETIIOCTABUTH 1a ako Baxu 1 < n — 1 < |al, Taga no3us minNiza(a,
n-1) Bpaha Hajmary off IpBUX N — 1 efleMeHarta Hu3a a. M3 Te mpeTrnocTaBKe MOTPeOHO je Aa JOKakeMo Jia 3a
n Koje 3amoBosbaBa 1 < n < |a| mo3uB minNiza(a, n) Bpaha HajMaru Off IPBUX N eJleMeHaTa HU3a a (Mpu
TOM je a HempasaH Hu3). Ha ocHoBy medununmje ¢pynkimje minNiza, mosue minNiza(a, n) he Bparutu
MUHUMYM OpojeBa m (KOju MmpeacTaBba pe3yaraT nosusa minNiza(a, n-1)) u a,_;. Iomro cy ycnoBu
WHIYKTUBHE XUIIOTE3€ 33J0BOJLEHH, Ha OCHOBY MHAYKTHBHE XHIIOTe3€e 3HaMo Jia he m dutm Hajmamu mely
npBux n — 1 egeMeHaTa Hu3a a. 3ato he MuUHUMYM Opoja m U n-TOT eleMeHTa Hu3a (eJleMeHTa a,,—1) OuTn
HajMamu Meh)y IpBuX n eJleMeHaTa HA3a a.

[Ipumehyjemo orpomMHy carqHOCT W3Mel)y peKyp3vuBHE KOHCTPYKIIMje alrOpUTMa M MHAYKTHBHOT JOKAa3a FETOBE
KopekTHocTH. CTora ciodoJHO MOKEMO Aa KaXeMOo Ja Cy peKyp3uja U UHAYKIUja “IBe CTpaHe ucte Meaabe” (MH-
JYKLHjy KOPUCTMO Kao TEXHUKY JOKa3UBamba, a PeKyp3Hjy Kao TEXHUKY AerHNCcama (PyHKLHja Tj. KOHCTPYKLHje
ajgropurama).

Peunmo u a je oBaj 00MK Kopuiihewa MaTeMaTUUKe MHAYKLMje MaJIo HeCTaHIapJaH, jep ce He KOPUCTU JUPEKTHO
MHJIyKIIFja Mo MPUPOJHNM OpojeBruMa, Beh ce KOpUCTH MHAYKIHMja IO CTPYKTYpH peKyp3uBHE (yHKIHUjE y KOjoj ce,
W3 TIPETIIOCTaBKe J1a CBaKM PEKyp3WBHH MO3WB Bpaha KOpeKTaH pe3yiTar, JoKasyje Aa pyHKIHja Bpaha KopeKkTaH
pe3ynrar. TakBa Teopema MHAYKIMje ce MOXKe JOKa3aTH Ha OCHOBY KJIACHYHE MaTeMaTHUYKe MHIYKLHje 10 Opojy
PEKyp3MBHHUX TI03KBa, MO/l MIPETIIOCTABKOM Ja ce JOKake Ja ce peKyp3uBHa (DyHKIIMja YBEK 3ayCTaBiba.

1.3.2 HOKaZ} KOPEKTHOCTHU UTEPATUBHUX aJIlOpUTamMa - I/IHBapI/lj AHTE MEeT/bE

JemaH o] OCHOBHUX IIOjMOBA y aHAIW3M M pa3yMeBarby UTEPaTHBHUX IporpaMa cy HHBapujaHTe meTbu. To cy
JIOTMYKH YCJIOBH KOJjU Bake HEMOCPEIHO Ipe MeT/be, 3aTUM HAKOH CBAaKOT M3BpILABaha HApeadu y Tely MeTbe U
HEIoCpe/IHO HaKOH U3BpIllaBama liesle newbe. KoprcHe MHBapujaHTe Cy OHE KOje rapaHTyjy KOPEeKTHOCT alropur-
Ma KOjH Ta TeT/ba UMILUIeMEeHTUpa. VIHBapHjaHTe CYIITUHCKH OIHUCYjY 3HAYCHE CBUX MPOMEH/BUBUX YHYTAp MET/be.
WiycTpyjmo mojaM WHBapUjaHTe Ha jeTHOM jeJHOCTABHOM IPHMEpY.

Pasmotpumo criepehy, kiiacuHy MMIUIEMEHTAIM]y ajropuTMa 3a ogpeljBambe MUHMMYMa HeTpa3HoT Hu3a dpojesa.

#include <iostream>
#include <algorithm>
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using namespace std;

int min2(int a, int b) {
return a <b ? a : b;

int minNiza(const vector<int>& a) {
int m = a[0];
for (int 1 = 1; 1 < a.size(); i++)
m = min2(m, a[l]);
return m;

int main() {
vector<int> a{3, 5, 4, 1, 6, 2, 7};
cout << minNiza(a) << endl;

}

V cBaKOM KOpaky MeT/be, Ie0 HU3a YMju MUHUMYM 3HaMO HOCTaje AyXH 3a IO jeflaH eJeMeHT. AJropuraMm Kpehe
oJ npepuKca HU3a JykuHe 1 1 1ocTaB/ba MPOMEHJBMBY M HAa BPETHOCT IIPBOT eJIeMEHTa HU3a Gy. Y CBAKOM KOPaKy
neT/be, NPETIOCTaBbaMo Jia IPOMEHJBUBA 1M CAIIPKK BPEJHOCT MUHMMYMa IIPBUX ¢ eJleMeHaTa HU3a, & OHJIA Y Telly
nebe oOpaljeHn 1e0 HU3a MPOIMpyY jeMo JoAajyhu ¢ 4+ 1-Bu exeMeHT Hi3a, Ha MO3UNUjH ¢. MUHIMYM HPOIIAPEHOT
HM3a ce U3pavyyHaBa Ka0 MUHUMYM MHHMMYMa IIPBUX { eJleMeHaTa HU3a (Yuja je BpeHOCT CMellITeHa Y IPOMEHIbHBOj
M) ¥ JOJATHOT eleMeHTa Hu3a a;. HakoH u3BplaBama Tejla newbe, €0 HU3a YMji MUHUMYM je IIO3HAT je MPOIIMpeH
Ha ¢ + 1 enemenT. Ha kpajy nemse je ¢ jeiHaKko ayKWHU HU3a, Ma TPOMEHJ/bHBA M CaJPXK MUHIMYM LIEJIOT HU3a.

Ipe nero 1o npehemo Ha hopMaTHK TOKA3 ITPETXOJIOT pa3MaTparba, CKPEHUMO MaKiby Ha TO JIa UMEHOBAHE BeJIMYU-
He y MaTeMaTHIM (TauHKje JIredpy) U y IporpaMuparmy uMajy pasnnunre ocoonte. Haume, nMeHOBaHe BEJIMUMHE Y
MaTeMaTuI (apamMeTpH, HeTIo3HaTe) 03HAYaBajy jeJHy BPEAHOCT 0K Y (MMIIEpaTHBHOM) IPOTrpaMHparby MIMEHOBa-
He BeJIMYMHE UMajy JUHAMUYKY KapaKTep 1 Memajy CBOje BPeAHOCTH TOKOM M3BpIIIaBama Mporpama 1o npaBuinmMa
3agaTM caMuM porpamoM. Ha mpumep, Opojauka mpoMeHsbrBa 1 y HEKOj METJbH MOKE PEOM UMATH BPEJHOCTH 1,
2 u 3. [Ja ducMo HaIpaBWIN pa3iuKy u3Mel)y MpoMeH/BUBUX M BbUXOBUX TeKyNHX BpeIHOCTH, KOpUcTHheMo pasim-
9qUT (POHT - IPOMEH/BUBY MporpaMa hemo odesieskaBaTh ca 1, a leHy BPeIHOCT ca ¢. AKO XKeJUMO J1a Pa3IMKyjeMOo
CTapy ¥ HOBY BPEJHOCT IIPOMEHJbUBE 1, KOpUCTUNEMO O3HAKe 7 U ¢’. AKO KeJIMMO Jia HATIACKMO JIa je IPOMEHbHBA
peloM y3uMalia HeKy CepHjy BpeIHOCTH, KOPUCTUNEMO O3HaKe %o (IMOYETHA BPEIHOCT MPOMEHbUBE 1), i1, 12, ... ¥
CHTYyallfjama y KOjuMa ce BPeIHOCT IIPOMEHJ/bHBE HE MeHa (Ha MPUMED, aKo je Ay’KMHa HU3a TOKOM IIeJIOT Tpajama
mporpama ucra), Hehemo odpahatu maxmwy Ha pa3iuKy u3Mely mpomMeHspMBe Mporpama (HIIp. N) U BeHe BPEIHOCTH
(amp. n). Enemente HuzoBa hemo Takohe odenexaBaTy MHAEKCMMA U 0OUYHO heMo mpeTnocTabaty 1a Opojame
kpehe ox HyJe (HIIp. ag, a1, ...).

dopmaHO, MOXEMO foKa3aTH ciesehy Teopemy.

Teopema: Ako je HU3 @ IyXHHE 1 > 1, HEMOCPEAHO Mpe TMOYETKA MET/be, Y CBAKOM KOPaKy IMeT/be (M Ha FBeHOM
MOYETKY, HEMOCPEHO HAKOH IPOBEPE YCIIOBA, A M Ha HeHOM Kpajy, HEMIOCPEAHO HAaKOH M3BPIABama Tesa), Kao
Y HAKOH M3BpIIaBama rene newse Baku Ja je 1 < ¢ < m u ga je m MUHMMYM MpBUX ¢ eJleMeHaTa Hu3a (TIe je ¢
Tekyha BpeTHOCT poMeHJbHBe 1, a m Tekyha BpeIHOCT IpOMEHJbHBE M).

Ogo TBpheme MOKeMo T0Ka3aTH MHAYKIMJOM U TO TI0 OpOjy U3BpIIaBamka Tela metsbe (0deexumo Taj dpoj ca k).
Hamomennmo camo na hemo netsy for cmarpati camo ckpahenniiom 3a ietpy while, Tako na hemo nHunmMjanm3a-
1IUjy MeT/be cMaTpaTH 3a KO KOjU ce U3BpIlaBa Ipe MeTsbe, T0OK heMo Kopak MeT/be CMaTpaTu Kao Mocje/ by Hapeady
TeJa MeTbe.

int n = a.size();
int m = a[0];
int 1 = 1;

while (1 < n) {
m = min2(m, a[i]);
1+4;
Takobe, nmrunuTaO hiemo mogpa3symeBaTH Jla ce TOKOM M3BpINaBama MeT/be HU3 HU Y jeJHOM TPEHYTKY He Meha
(¥ TO ce eKCIUTMLIMTHO MOXe JOKa3aTH MHAYKIWjoM). Hu mpomMeHsprBa N He Meba CBOjy BPEAHOCT.



1.3. THAYKTUBHO-PERYP3UBHA KOHCTPYKIINJA

Ha ducmo y moka3y OWiM TMpelu3HHju, OOeNeXKUMO ca Mg, My, ..., Mk, ... BPEIHOCTH TMPOMEHJbMBE M, a ca
10,1, - - -, ik, - . . BpeZHOCT IpoMersblBe 1 HakoH 0, 1, ..., k, ... u3BpIIaBama Tena newse. [lomro mpoMenspruBa n
HE Mea CBOjy BPEIHOCT, ynoTpedbaBaheMo caMo O3HaKy 7.

¢ Basy unaykiuje uynnu cnydaj k = 0 Tj. clly4aj Kajia ce TeJio IeTbe Huje jorn u3spumio. [pe ynacka y netry
NpoMeH/buBa i ce nHuIMjanu3yje Ha 1 (Baxku 49 = 1). [lomTo npernocraB/baMo Aa je HU3 Helpas3aH, BaKu
mjel < i =iy =1 < n. [IpoMensprBa M ce MHUIMjATU3Y je Ha BpeaHoCT a[0] (Baxu mg = ag), OITO
je 3aucTa MUHAMYM jeHOWIAHOT TpedpuKca Hi3a a. [lakiie, ycIioBH Cy 3aI0BOJbEHH TIpe MPBOT U3BPIIaBakha
TeJa neTbe.

* [IpernocraBumo caia Kao MHAYKTHUBHY XMIOTe3Y Ja TBpherme BaXku HAKOH & M3BpIllaBamba Tesa rnewbe. [lakie,
MPETIIOCTAB/haMO JIa YCIIOBU TeOpeMe BaXe 32 BPETHOCTH Mg U i Tj. Ha je 1 < i), < n ¥ 1a je my jeHaKO
MUHAMYMY TIPBHIX ¢} €JIeMeHaTa Hu3a (ca i U My, 0desekaBaMo BPeJHOCTH MTPOMEHJBMBHUX HAKOH k M3BpIIa-
Bamba TeNa MeTbe). AKO je yCIIOB MeT/be UCIYHheH, To ie yjeqHo OUTH 1 BpeAHOCTH IIPOMEHJBUBUX HA MOYETKY
TeJia IeT/be, Mpe BeHoT k + 1-Bor n3BpimaBama. HakoH k m3BpIaBama Tesia netbe Baku J1a je i, = k+ 1, jep
je mpoMeHJbMBa 1 MMaJia MoYeTHy BpeqHocT 1 u TayHo k myTa je yBehana 3a 1 (1 0BO Ou ce (popMaHO MOIJIO
JIOKa3aTh UHIYKIIUJOM).

W3 nHOyKTUBHE XUITOTE3€ 1 MTPETIIOCTAaBKeE 12 je YCIOB IeThe 1 < N HCIybeH (Tj. Ja je i < 1) JOKaKUMO Ja
HakoH k + 1 u3BpIIaBarma Tela MeTbe YCJIOBH TeOpeMe BaXe W 32 BPEAHOCTH My 41 M i1 (Ca Mpy1 U ig11
o0eJieskaBaMo BPeHOCTY MPOMEHJBUBUX HAKOH k + 1 M3BpIIIaBama Tena rnembe). BpemHoCTH my41 M k41 ce
MOTY JIaKO OJPEIUTH Ha OCHOBY BPETHOCTU 1k, U 1, aHAJM30M jeJHOT M3BpIlIaBama Tela neTbe. Baxu na je
k41 =9 +1 =k+2 3aro,momro jel < iy =k+1<n,Baxuumpgajel <ipy1 =k+2<n,mna
j€ YCJIOB KOjH ce OJJHOCH Ha PaclioH BPeIHOCTH NpOMeHsbrBe 1 odyBaH. JJOKaXUMO U J1a je M1 MUHAMYM
IPBUX ¢} €IEMEHTa HUu3a. Baxu 1a je my 1 MUHEMYM BPeIHOCTY 1, U €1€MEHTa a;, , Tj. ai+1. Ha ocHOBY
WHIYKTHBHE XUIIOTE3€ 3HAMO J1a je M) MAUHUMYM IpBHX i, = k + 1 enemenarta Huza. 3arto he my41 Outn
MHHUMYM IpBUX k + 2 ejeMeHaTta Hu3a (3aKJbYYHO Ca €JIEMEHTOM (1), IITO j€ TAYHO %) €JIEMEeHaTa HH3a,
Ta U JIpyry yCJIOB OCTaje OuyBaH.

O3Ha4yMMO ca % ¥ M BPeAHOCTH NPOMEH/BMBUX 1 M M HAKOH M3BpIIaBama rnewbe. Ha ocHOBY 1okazaHor TBphema
3HaMO J1a yCJIOBH HaBEJCHH Y FeMy Bake M HAKOH 3aBpIIeTKa newhe. Kaja ce newpa 3aBpiy, Baxu aa je ¢ = n (jep
Ha OCHOBY ITpBOT ycJioBa 3HaMo 1a je 1 < ¢ < m, a ycinoB nembe 1 < n HUje ucnymeH). Ha ocHOBy apyror ycioBa
3HaMO JIa je M MUHHMYM 7 YWIaHOBa HU3a (ILITO je 3arpaBo LIeo HU3, jep je n Ieropa IyXKuHa), Tj. Ja MPOMEH/bUBA
M cafp:KK TPakeHy BPEJHOCT, YMME je JOKa3aHa MapliyjaJHa KOPEeKTHOCT. 3ayCTaBibambe Ce JOKa3yje jeJHOCTABHO
TaKo IITO Ce JJOKaXke a Ce y CBAKOM KOpPaKy NeT/be HEeHeraTMBHa BPeTHOCT 1, — ¢ cMambyje 3a 1o 1, ok He noctaHe 0.

AKO pa3MOTPUMO CTPYKTYPY IPETXOJHOT pa3MaTparba, MOXEeMO YCTAHOBUTH []a CMO UIEHTH(PUKOBAIIN JIOTHUKE YCIIO-
BE KOjU Cy MCITyHeHH HEMOCPEJHO TPe U HEMOCPeTHO HAKOH CBAKOT M3BpIliaBarba Telia NeT/be. TakBU yCIOBH ce Ha-
31Bajy HHBapHjaHTe neTbe. [la ducmo 1okazanu J1a je HeKd YCJIOB MHBApHUjaHTa MET/be, IOBOJBHO je /1a TIOKaKeMO:

(1) ma Taj ycnoB Baxu Ipe MpBOT yJlacKa y NeTby U

(2) nma w3 mpeTnocTaBKe Jia Taj YCJIOB BaKM MPe HEKOT M3BpIIABaba Tesa MeT/be U Aa je YCJIOB NET/be UCITYHhEeH
JOKaKEMO J1a Taj yCJIOB BaXKM M HAKOH M3BPIIABaba Tesa MeT/be.

Te nBe YnmEHHUIIE HAM, HA OCHOBY MHAYKTHBHOI apryMeHTa, rapaHTyjy Aa he ycioB OMTH HMCIyH-eH Ipe W Hocje
CBake urepalyje nembe, Kao U HAKOH U3BpIIIaBama leie NMeTbe (aKo ce OHa MKaja 3aycTaBu), Tj. Aa he Taj ycios
OUTH MHBapHjaHTa NeTbe (Taj I0KA3 ce MOXe CIPOBECTU KJIACMYHOM MaTeMaTU4KOM MHIYKIIMjOM Ha OCHOBY Opoja
M3BpIIaBaka TeJia newbe). [IprMeTnMo 1a IpBY KOpak OAroBapa A0Ka3uBamwy 0a3e MHIAYKIIMje, a JPYTH IOKA3UBaby
MHIYKTUBHOT KOPaKa.

Cpaka nemba UMa IIyHO UHBApHjaHTH, MeyTHM, O]l UHTEpeca Cy HaM caMO OHe MHBapHjaHTe Koje y KOMOMHALIUjH ca
YCJIOBOM NpeKKa MeTbe (Mo MPETIOCTABKOM Ja MeT/ba HUje MPEeKMHyTa HapedoM break) mMImImpajy ycioB Koju
HaM je noTpedaH HaKoH MeTbe. AKO je IeT/ba jeIMHa Y HEKOM aJrOpUTMY, OOMYHO je TO OHJa YCJIOB KOPEKTHOCTH
camor anrroputma. Jlakiie, HAKOH JIOKa3a JieMe KOja YMHM OCHOBY JJOKa3a Ja je HeKH YCJIOB MHBApHWjaHTa IeTibe,
noTpedHO je Jia IOKakeMo 1

(3) nma w3 Tora ja MHBapHjaHTA BaXKM HAKOH 3aBpLIETKA NIETJbE U JIa YCJIOB IET/be HUj€ UCITYHhEH CJIEAN KOPEKTHOCT
aJITOpUTMA.

Jlaksie, omira CTpyKTypa aHajM3e Iporpama KopuihemeM HHBapUjaHTH ce MOJe OIUcaTH Ha ciiefehn HauuH.

<incijalizacija>



I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

while (<uslov>)

<telo>

W3oimyjMo KJby4HE e0Be MPETXOAHOT JOKa3a M MPUKaXUMO UX y ¢opmary koju hemo u yOyayhe KopuctuTu npu-
JIMKOM JOKa3MBara MHBApUjaHTH MeTbH (MHAYKIM]ja he y TUM JoKa3uMma OUTH caMO MMIUTHLIMTHA).

Jlema: Ako je HU3 a nyxkuHe n > 1, yenoB ma je 1 < 4 < n W Ja je m MHUHUMYM IpPBHUX ¢ eJeMeHaTa HH3a je
MHBapHjaHTa reT/be (TAe ca ¢ odenexxaBaMo TeKyhy BpeJHOCT MPOMEHJbUBE 1, a ca m TeKyhy BpeJHOCT IPOMEHIbIBE
m).

¢ Tlpe ymacka y netpy mpoMeHsbuBa i ce mHUNMjam3yje Ha 1 (Baxu ¢ = 1). TlomTo mpeTmnocTaBmbaMo J1a je Hi3
HerpasaH, Baxu Ja je 1 < ¢ < n. [IpoMeH/bMBa M ce MHULIMjaIn3yje Ha BpeqHocT a[ 0] (Baxu m = ag), ITO
j€ 3aMcTa MUHUMYM jeIHOYJIaHOT MpeduKca HU3a q.

* [IpernocraBumo aa TBpheme Baky HAKOH yJIacka y MeT/by Tj. Aa je BPEAHOCT MPOMEHJBHBE M (03HAYMMO je ca
m) jeAHaKa MUHHUMYMY TIPBHX ¢ WIAHOBA HU3A (TJ€ je ¢ BPeAHOCT IPOMEH/bUBE 1 Ha yJIACKy y METIhY), 1a je
1 <14 < n, Kao u J1a je yCJIOB MeT/be UCIYEH Tj. Ja je ¢ < n.

TMo1To je HAKOH M3BPIIABAKba TeNa METhe BpeJHOCT NpoMeHblBe 1 yBehaHa 3a jeman, Baxu na je i’ =i + 1
(rme ca i’ oDesiekaBaMO BPEAHOCT IPOMEHJBHMBE ¢ HAKOH W3BPLIABAK-A TeJIa U KOpaka newbe). Tlomro je Baku
majei < nul <i<n,HaKOH U3BPILIABa-A TENA IETIbe, Baxuhe ga je 1 < i’ < n.

Hosa BpeaHOCT IpOMEH/bUBE M (03HAYMMO je ca ') duhie jeaHaka Mar0j ol BpeIHOCTH M U a;. Ha ocHOBY
MPETIIOCTaBKE BAXHM JIa je m jeHaKO MUHMMYMY NPBHX ¢ €JeMeHaTa HH3a, Tj. MHHHMYyMY OpojeBa ag, ...,
a;_1,Mma je m’ jeqHako MUHUMYMy OpojeBa ag, . .., a;, IITO j€ YIPaBO MUHMMYM IIPBUX 7 + 1 eleMeHara Hu3a,
na je 3aucra ' MUHAMYM IIPBHX 7’ eJleMeHaTa HU3a.

Teopema: HakoH n3BpiuaBama net/be, IPOMEHIBUBA M CaAPKA MUHUMYM LIEJIOT HU3A.

Ha ocHoBy nnBapujante Baxu 1a je 1 < ¢ < n, a HOIITO MO 3aBPUIETKY MET/bE HEH YCIOB HUje UCIYHEH, BAXU A
je @ = n. Ha ocHOBY MHBapHjaHTe BaXXH U Jja IPOMEHJBMBA M CapKK MIUHIUMYM IIPBUX ¢ €leMeHaTa HK3a, a TIOIITO
jet = n, me je n Opoj WiaHOBa HU3A, TO j€ 3aIPaBO MUHIUMYM IIJIOT HHA3A.

YV HacTaBKy OBOT IOIJIaBjba BujieheMo joln HEeKOJIMKO MpUMepa pHMeHe TEXHUKE MHBapHjaHTe neTbe. Mopa ce npu-
3HATH Jla KaJa ce TEXHUKa KOPUCTH MOTITYHO (hOPMAITHO, J1a OM ce JJoKa3asia KOPeKTHOCT Beh HanmmcaHoT MporpaMcKor
KOJIa, TO He JieJlyje HapOounTo MHCHHpHIIyhe (TOroToBo, ako Cy MPOrpaMy jeTHOCTABHH M aKO je jeIHOCTaBHO MHTY-
UTUBHO pa3yMeTH pa3Jiore bUXOBe KOPEKTHOCTH). PeTKO Kajia ce y IpaKTUYHOM IPOrpaMHUparhy KOPEKTHOCT 3aKCTa
JIOKa3yje MoTmnyHo (opmMasiHO (OCUM y ciiydyajy codpTBEpa KOju MOXe Ja YIpO3M BeJMKU Opoj KMBOTA, MOIMYT, HA
npuMep, coTBEpa KOju yrpasiba METpo-cucteMoM Y Ilapusy, koju jecte y MOTIyHOCTH (DOPMATHO BEPUMPUKOBAH).
Mebytum, aprymMeHTe U WHBapHjaHTe Ha KOjUMa KOPEKTHOCT TOYMBA MIporpamMep 4ecTo “IpoBPTH Mo riaBu”. Bu-
Jehemo u f1a ce TeXHHKA WHBAPUjaHTH MOXE YNOTPeOUTH M IIpe Hero IITO je MpOorpaM HalWcaH y Lby U3BOhema
MIPOrpaMCKOT Kojia 13 crienrpukaryje. JacHe MHBapyjaHTe YeCTO jeJHO3HAYHO yKa3yjy Ha TO KaKO MPOrpaMcKu KO
Tpeda a u3riie/la U Ha Taj HAUYMH MOMaxy y MpoIecy MporpaMupama.

3ajany Koju cy ofadpaHy HUCY HU 110 YeMy ocedHH — OHM he OUTH TIOHOB/EHHM Y NOIJIAB/BUMA Y KOjUMa ce yBOJe
OIIIITE [IPOTrpaMepPCKe TEXHUKE KOje Ce Y IbUMa IIPUMEY Y.

3anarak: Tpodojka

Harmmmcatn mporpam Koju y4uTaBa HU3 IeIMX OpojeBa a 3aTUM ra TPaHC(OPMHUILE TaKO 1A eJIEMEHTH Oy1y OAe/bEeHH
y TpH JieJia y 3aBHUCHOCTH O] 3a/IaTUX BpeaTHoCTH A 1 B. Y mpBoM feiy ¢y eJleMeHTH MambU O] 3aJ1aTe BPEeIHOCTH
A (BpeaHoCTH M3 MHTepBaJia [—00, A)), y Apyrom eneMeHTH Belid WM jeHAKU 3a/]aTOj BPEAHOCTH A 1 Marbyl WK
jenHaku 3aqaToj BpeqHoctu B (BpenHoctu u3 unTepBana [A, B)), a y tpehem enlemenTH Behu 0/ 3a1aTe BpeIHOCTH
B (Bpennoct 13 unTepBaia (B, +00)). Huje SuTHO y KOM ce peJociiefly Hajla3e eJIEMEHTH YHyTap Ae/oBa. YIuTaTu
€JIeMeHTe y HU3, a 3aTUM PEOpraHu30BaTh PEIOCIe]] eJieMeHaTa y TOM HU3Y (He KOPUCTUTH IIOMONHE HU30Be).

VYaa3: V jenHoj MMHUjM cTaHAApAHOT yJia3a Hajlas3u ce Opoj enemMeHaTa Huza, N, a 3aTUM ce, Y HapeAHO] JMHUjU
Hajla3e eJIEeMEHTH HM3a Pa3/IBOjeHH pasManimMa. Y Iocliebe JIBe JIMHMje ce Hanase neian Opojesu A u B onBojeHn
NPa3HUHOM, | IpU ToMe je A < B.



1.3. THAYKTUBHO-PERYP3UBHA KOHCTPYKIINJA

N3na3: Vcnmcatn enemeHTe pesyiryjyher HU3a Ha cTaHAapAHM M3ia3 (Moryhe je ucrmcaTé eleMeHTe CBake o[
TpPU TpyIie y TocedDHOM pefy, pa3dBojeHe pa3MalriMa, a Moryhe je ucricaTv ¥ Ieo HU3 y jeIHOM peay WX Y BHIIe
penosa).

ITpumep

Yaaz Hznaz
10 12
1354857236 5
3 7
5

Pememe

A W
o un

Jelan npoJsa3 Kpo3 HU3

3ajgatak MO}eMO pelIUTH NoMohy caMo jeJHOr MpoJia3a Kpo3 HU3 U TO “y MecTy” Tj. ©e3 xopuuhema noMohHor
HHU3a. AJITopriTaM y HACTaBKY TIO3HAT je TIOJ Ha3uBOM “XoJIaHJCKa 3acTaBa Tpodojka” (erri. Dutch national flag) u
npunucyje ce yyBeHoM uHgopmarmdapy [dajkcrpu (enrn. Edsger W. Dijkstra).

OpnpixaBahemo Tpu npoMeHbMBe [, d U i 1 TOKOM meT/be HameTHyhemo na Baku 0 < [ < ¢ < d < n u 1a Bake
cnepnehu ycioBH.

* V untepsany nosuiwja [0, [) Hanasuhe ce eeMeHTH Marbu o1 A Tj. OpojeBu u3 nHTEpBaia (—oo, A),

* y uHTepBay nosuimja (1, ¢) Hamasuhe ce elleMeHTH U3 UHTepBana [A, B,

* y MHTEpBay MO3MIIMja [i, d) Hamasuhe ce eIeMeHTH KOjH jOIIl HUCY UCITHTAHH,

* y MHTepBaJly Ho3uija [d, n) Hanasuhe ce efeMeHTH Koju cy Belin o1 B Tj. esleMeHTH u3 uHTepBaia (B, +00).

Jaxsie, ofpkaBaMo pacriopes <<<<===??7>>>, TJle Cy ca < 00eJIeKeHN eIeMEHTH IIPBE IPyIie, ca = eJleMEHTH Apyre,
ca ? enemeHTH Tpehe rpyIe, a ca > eJIEMEHTH YeTBPTE IPyIIe.

Jla Ou MHBapHjaHTa BaXXWJIa Ipe ylacKa y MeT/by, jacHO je 1a Mopa na Baxku 1a je ¢ = 0 ud = n (jep Cy CBU eleMeHTH
u3 uHTepBana [i, d) = [0, n) HeucrmtaHn). Takobe, 1a SrcMo duim curypHu a cy u untepsaiy [0, 1) cBu ereMeHTH
Maru o7 A, Taj MHTepBaT MOpa OMTH Ipa3aH U Mopa Ha Baxu Aa je | = (. HakoH oBakBe MHMLMjanM3aLije U
untepsai [l,4) = [0,0) u uaTepBai [d,n) = [n,n) je NpasaH, Ma 3aI0BObaBA HAMETHYTH yCJIOB.

INewra he ce u3BpIIaBaTH JAOK IoJl UMa HEMCIIMTAHUX eJieMeHara, a To je JIOK je ¢ < d. Pa3morpumo kako Tpeda na
U3Iea TeJIo TET/be, 1a O YCIOBY OWITH OJIP)KaHH.

* AKO je eJIeMEeHT Ha TIO3UILIUjU ¢ Marbk o1 Opoja A tana hemo ra 3aMeHUTH ca eIeMEHTOM Ha O3ULUju | (TTpBUM
esleMeHTOM U3 uHTepBana [A, B]), HakoH yera MoxeMo yBeharv u i u [.

* V CcynpoTHOM, aKO je eJIEMEHT Ha HO3ULIUjHU | Matbu WK jefiHak o1 B on npunana unrepsany [A, B] u Beh je
Ha CBOM JIOITYIITEHOM MECTY, Ila CaMO MOKeMO yBehaTH BpeJHOCT ¢.

* V cynpoTHOM enieMeHT je Behu o B 1 TaJja MOKeMO CMambUTH BPeTHOCT d M PA3MEHUTH €JIEMEHT Ha MO3ULIUj U
i ca eJIeMEeHTOM Ha (YMameHOj) mo3uimju d, He Memajyhu BpeqHocT 4 (1a OU ce eJIeMeHT KOjH je YIpaBo
JIOBEJICH Ha MO3ULH]Y ¢ MOTao UCIUTATH y HAPEIHOj UTepaLjH).

Ha xpajy membe Baxu na je i = d. Y3 ocTase HAMETHYTE YCIIOBE TBphErE OfaTIIE CeM (EEMEHTH U3 MHTEPBANIA
nozuiwja [0, 1) cy Mamu on A, efeMeHTH U3 UHTepBana nosunyja [1, 1) = [I, d) cy usmehy A u B, untepBai Herpe-
[JIe/IaHuX eeMeHara [i, d) je mpasaH, IOK Cy eleMeHTH U3 uHTepBaia [d, n) Behu o B. [lakie, HU3 je pa3dujeH Ha
HajoBe3ane cermete [0, 1), [I, d) u [d,n) 1 y cBakOM cerMeHTy ce Hajla3e OAroBapajyhu egeMeHTH.

IIpumep. Pasmorprmo paj aroputMa Ha jeqHom npumepy. Heka je A = 4, B = 7 v Heka HU3 UMa caapxkaj 5 1
8 6 3 9 4 2.V HacraBKy hemo NpHUKa3aTH CTakbe HI3a TOKOM H3BOeHa alropuT™a.

d
1863942

A~

]
a

51863942
i



I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

1 d
12365498
i
AHamu3a cJI0KeHOCTH. Y CBaKOM KOpaky IeTbe ce wiM yBehasa 1 wim cmamyje d, JOK ce He CyCpeTHy, LITO ce
meraea y n kopaka. ClI0X)eHOCT OBOI IpHCTYMa je, rakie, O(n).

// funkcija organizuje elemente vektora tako da se prvo nalaze elementi
// za koje vazi da su iz intervala (-Inf, A), nakon toga dolaze
// elementi i1z intervala [A, B], 1 nakon toga elementi iz intervala
// (B, Inf)
void podelaNiza(vector<int>& niz, int A, int B) {
// - u intervalu pozicija [0, 1) su elementi iz intervala (-Inf, A)
// - u intervalu pozicija [l, 1) su elementi iz intervala [A, B]
// - u intervalu pozicija [1, d) su jos neispitani elementi
// - u intervalu pozicija [d, n) su elementi iz intervala (B, Inf)
int 1 =0, 1 =0, d=niz.size();
// dok god postoje neispitani elementi
while (1 < d) {
if (niz[1] < A)
// menjamo tekuci element sa prvim elementom iz intervala [A, BJ]
swap (niz[i++], niz[1++]);
else if (niz[i] <= B)
// tekuci element ostaje na svom mestu
1++;
else
// menjamo tekuci element sa poslednjim neispitanim
swap(niz[i], niz[--d]);

3anarak: IIpBu Ko ju Huje qe/bUB
Pasmorpumo Hus Opojesa 210, 2310, 390, 30, 510, 66, 6, 138, 46, 106, 59, 17, 23. OH je MUHTepeCaHTaH U3 HEKOJIUKO

pasnora. Ha mpumep, npBux et dpojesa je mesbrBo ca 10, a mocie HujenaH Opoj Huje nessus ca 10. TIpBux mecet
Opojesa je mapHoO, a Tociie ¢y cBU OpojeBu HemapHH. [IpBux ocam OpojeBa je mepuBO ca 6, a TIocje HUjeqaH Opoj

10



1.3. THAYKTUBHO-PERYP3UBHA KOHCTPYKIINJA

Huje nespuB ca 6. [IpBa mBa Opoja cy nespuBa ca 210, a mocne Hujenan Opoj Huje nersuB ca 210, uta. Tlokymaj na
nponaljen jorr oBakBHUX MPABIIHOCTH. Hamuim rporpam Koju 3a CBakM YHETH Jenvial ogpelyje Kommko dpojesa
je aesbrBO BuMe. CMaTpaty ia 3a CBAaKU yHETH Je/uIal] Baky HaBeJleHa IIPaBUIHOCT.

Vaa3: Ca crannapisor yiasa ce yunrasa 0poj n (1 < n < 10°), a 3aTuM y HapeIHOM pejty 1. IPUPOJHUX Opoje-
Ba (Mamux o 10'®) passojenux no jegnum pasmakoM. HakoH Tora ce 10 Kpaja yJiaza yHOCE J€JIMOLM (CBAKM y
MOCEOHOM pefly). 3a CBakM Jejnall Ce CUTYPHO 3Ha (M TO HHje OTPEedHO MpoBepaBaTh) Ja ce y HU3Yy Hajase IpBO
OpojeBu Koju jecy, a 3aTUM OpOjeBU KOjU HUCY Je/bUBU TUM JETHOIEM.

N3na3: 3a cBaky yHeTH Jeimialn y MOCEOHOM pejly UCITHCaTH Opoj eneMeHaTa Hu3a KOju Cy ’hUMe JebUBH.

IIpumep

Yaaz Hznaz
13 5
210 2310 390 30 510 66 6 138 46 106 59 17 23 10
10 8
2 10
6 0
2 5
4

15

Pememne

bunapna nperpara

3axBaspyjyhyl MHTEpECaHTHOj OCOOMHM HM3a, 3aaTaK e(hbUKACHO MOXe OUTH pellleH TPUMEHOM aJITOpUTMa OMHapHEe
nperpare. Y IUTamwy je BApHjaHTa alrOpuTMa OMHapHE MpeTpare y KOM ce YMECTO MO3UIIMje KOHKPETHE BPEAHOCTH Y
COPTUPAHOM HHU3Y 3aXTeBa IIPOHAJIAKEH-E IIPBE MO3ULIKje Ha KOjOj Ce HaJla3u eJIEMEHT KOjH 3aJJ0BOJbaBa HEKH YCIIOB.
Hawwme, nog npeTnocTaBKoM Jia ce y HU3Y IIPBO HaJlase eIleMEeHTH KO jU He 38J10B0JbaBajy Taj yCIIOB, a 3aTUM CJIEMEHTH
KOjY 3a/I0BOJbABAjy Taj YCJIOB, iiperomHy wiauky (TPEHyTaK Kaja ce W3 jeJHe Mpesasd y JpYyry rpymy eleMeHaTa)
MoskeMo Haliu OuHapHOM nperparoM. Jlakie, ako je HU3 odJMKa - ---- - - +++++++, OMHAPHOM IIPETParoM MOXeMO
npoHahu nos3unyjy nociewer MIUHyca, IpBor IUTyca, Opoj MUHYyca WM Opoj IUIyceBa, 1€ CMO ca - O3HAuMIU OHE
eJIEMEHTe KOjU He 33/I0BOJbaBajy, a ca + OHe eJIeMEHTe KOjH 3a/10BOJbaBajy JaTH YCJIOB.

Pyuno umnuiemMeHTHpaHa OuHapHa nperpara

TokoMm paza anropurMa, oApkaBamo JBe IpoMeH/brBe [ U d TakBe Ja Baxku MHBapjaHta 1a je 0 <[ < d+1<n
U 1a cy

* JsieBo of | Tj. y uHTepBay nosuuuja [0, ) eTeMEHTH KOjU He 3a10BOJbaBajy yCIIOB,
* jiecHO o1 d Tj. y uHTepBaity no3unuja (d, n) eleMeHTH KOjH 33]10BOJbaBajy yCJIOB.

V wunTepBany nosuimja [I, d] Hamase ce eJeMEHTH YMju CTATyC jOlI Huje Mo3HaT. Ha MoYeTKy Cy CBH eleMEHTH
HETO3HATH, I1a je jacHO Ja uHtepsa [l, d] Tpeba nHumMjammsopary Ha [0, n — 1], Tj. npomeHsbuBy [ Tpeba vHUIMja-
JIM30BaTH Ha HyIy, a d Ha BpeaHocT n — 1. MHtepamu [0, 1) u (d, n) cy npasHy, Na je MHBapHjaHTa OuyBaHa (YCJIOB
I <d+1cecogunal < n, MTO je TPUBUjATHO HCITYHEHO).

Axo uHTepBa nosuiuja ([, d] Huje npasan Tj. axo je I < d, nponanasumo My cpemuty s = [ + | 45 |.

¢ AKO eJleMeHT Ha TO3WIMjU S 3370BOJbaBa YCJIOB, TaJa HA OCHOBY MOHOTOHOCTH YCJIOB 33aJ0BOJbaBajy U CBU
€JIEMEHTH JIeCHO Of S. 3aTo momepamo d 3a jeTHO MECTO JIEBO Of CpPeAWHE Tj. BPEAHOCT MpOMEH/bUBE d
rocTaB/bamMo Ha s — 1.

¢ AKO eJIeMeHT Ha TIO3HUIIVjH S He 3aJJ0BOJhaBa YCJIOB, TaJja HA OCHOBY MOHOTOHOCTH YCJIOB HE 337J0BOJbaBajy HU
CBM €JIEMEHTH JIEBO Of S. 3aTo MoMepamo [ 3a jeIHO MECTO JEeCHO Of] CpPeJHHE Tj. BPEIHOCT MPOMEHJbUBE [
rocTaB/baMo Ha s + 1.

IMperpara Tpaje cBe OOK ce uHTepBai [l, d| He ucnpasny, 1j. OoK je | < d. Tana je | = d + 1 u enemeHTH KOju He
3a[J0BOJbABA]Y YCIIOB ce Hanase Ha nosunujama [0,1) = [0, d], JOK ce eJleMEeHTH KOjH He 3a[J0BOJbaBa]y YCIIOB Hajla3e
Ha nosuimjama (d,n) = [d+ 1,n) = [I,n). [dakne, NpBH eJeMEHT KOjH 3aI0BOJbABA YCIIOB je Ha MO3WIMjH [, a
HOCJIetbY KOJU HE 3310BOJbBA YCIIOB HA MO3ULIMjH d.

IIpumep. Ilpukaxumo paj anropuT™Ma Ha jeJHOM IPUMEpY.
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I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

1 d
1735911286
S

1 d
1735911286
S
1d
1735911286
S
d 1

1735911286
VmrremeHTanuja ce Moske HalpaBUTH Ha ciieehn HauuH.

int prviKojiNijeDeljiv(const vector<long long>& a, long long k) {
int n = a.size();
int 1 =0, d =n-1;
while (1 <= d) {
ints=1+(d-1) / 2;
if (a[s] % k !'= 0)

d=s - 1;
else
1l=s+1;
}
return 1;

}

Hoka3 kopekTHOCTH. JIoKaxnMo (DOPMaTHO KOPEKTHOCT OBOT arOpUTMa. Y3 IMOMEHYTe YCJIOBE MHBApHjaHTa je
nmaBaxu0<!<d+1<n.

Hakon urnimjammsanuje [ = 0, d = n — 1, ycnou cy ucnysenu (uutepsan [0, 1) u (d, n) cy mpasHu, JOK je yCIIOB
0 <1< d+1 < nexsuBanentad ycioBy 0 < 0 < n < n U TPUBHjAJTHO j€ UCIYEEH.

Axo uHTepBan nosuiyja [!, d] Huje npasas T1j. ako je | < d, mpoHAIA3MMO My CpeauHy s = [ + L@J Iomrro je

l<d,Baxmupmjel <s<d.

e AKO eJIeMEeHT Ha MO3ULIMjH S 33/I0BOJbaBa YCIIOB, TaJa HA OCHOBY MOHOTOHOCTH YCIIOB 32[J0BOJbaBajy U CBU
€JIEMEHTH IeCHO O] S. 3aTO BPEIHOCT IIPOMEHJbIBE d NMOCTaB/baMO Ha s — 1 (HOBE BPEJHOCTH IIPOMEHIBUBUX
cyl’ =1lud = s —1). TuMe uHBapujaHTa OCTaje Ha CHa3M (IOCEDHO, CBM €JIEMEHTH Y UHTEPBAILY TO3ULIMjA
(s — 1,n) = [s,n) 3amoBobaBajy ycios). Baxu u ycio 0 < I’ < d' + 1 < n, jep je OH eKBUBaNECHTaH
yemopy 0 <1 < s < n.

¢ AKO eJIEMEHT Ha MO3HUIIMjH S He 33/I0B0JbaBa YCIIOB, Tajla HA OCHOBY MOHOTOHOCTH YCJIOB HE 33/I0BOJbaBajy HU
CBH €JIEMEHTH JIEBO OJ1 S. 3aTO BPEAHOCT IPOMEHJbUBE | IIOCTaBIbaMO Ha s+ 1 (HOBE BPeIHOCTH ITPOMEHIBUBHX
cyl’ = s+1ud = d). Tume nuBapujanTa octaje oapxana (MocedHO, HUjeIaH EIEMEHT Y MHTEPBAITY O3ULIKja
(0,1) = [0, s] e 3amoBosbaBa ycioB). Baku u ycinoB 0 < I’ < d' + 1 < n Koju je eKBUBAIEHTaH yCIIOBY
0<s+1<d+1<n.

Kana ce unTtepBan ucnpasuy, taja je I > d, manomro Baxu 0 < [ < d+1 < n,Baxuul = d+ 1. Ha
OCHOBY MHBapHjaHTe 3HAMO Jia Cy eJIEMEHTH KOjU 3a/I0BOJbaBajy yciioB Ha mosuimjama (d, n) = [I, n]. 3arto je npeu
€JIEMEHT KOjH 33/I0BOJbaBa yCJIOB je Ha Mo3uiju [ (IITo je yjelHo u Opoj eJeMeHaTa KOju He 3a[J0BOJbaBajy YCIIOB).
EneMeHTH KOjU HE 33/10BOJbaBajy yciioB cy Ha nosuimjama [0,1) = [0,d + 1) = [0, d], na je mocnery eneMeHT
KOjU HE 33/10BOJbaBa Ha MO3ULKjH d.

3aycTaBbame ce JIAKO JI0Ka3yje Tako INTO ce JI0Kasyje JIa Ce y CBAKOM KOPaKy MeTbe MHTepBa (I, d] Tj. merosa
nyxuHa d — [ 4+ 1 cMamyje, To je nprindHo ounrieaHo ukaga je !’ =lud = s—1 < duxkamajel <l' = s+1
ud =d.

Anamm3a cjoxeHoctd. IlomTo ce y cBakoM KOpaky Iperpare IIMpUHA MHTepBaja [l, d| mperooBy, momTo ce
uHHIMjaTHO Kpehe o uHTepBaa [0, n—1] Koju MMa n eNleMeHaTa U [OIITO Ce aJITOPUTaM 3aBpIliaBa KaJia ce HHTEPBa
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1.3. THAYKTUBHO-PERYP3UBHA KOHCTPYKIINJA

n

ucnpasHu, cioxkenoct amropurma je O(logn). Hanwme, ayxuHa nutepsana nocne k kopaka je | 7+ | u Baxu ma je
|35 | < 1kanaje k > log, n.

HcnpaBibame rpemaka Ha 0CHOBY popMaJiHe aHAIN3E KOa

Kapa je k61 KopekTtas, Joka3 je 00muHO HenHpopMmatuBaH. [lomaxe HaM Ja “MHpPHO CriaBamo”, ajly HUIITA BHIIE
on Tora. MHOToO MHTepeCaHTHMja CUTYallija ce JieliaBa y ciydajy Kaja HaM (hOpMaiHO PE30HOBAbE O KOy IMoMaske
Jla IETEKTY jeMO U UCIIPaBUMO Tpellke y mporpamy (T3B. Oaroe). [ornenajmMo HapeIHU MOKYyIIaj UMIUIEMEHTAIIH]e
aJIropuT™Ma.

int 1 =0, d = n;
while (1 < d) {

ints=1+(-1) / 2;
1

if (a[s] % k != 0)
d =s-1;

else
1 = s+1;

}

cout << d+1 << '\n';

Ha ocHOBY MHIMjamM3anuje Jenyje Ja MoKyIIaBaMo Jia IPETPa kKMo Tony3aTBopern untepsal (I, d). Tomrro je y
MUTaby OMHApHA MpeTpara, u3miesaa fa ce Hamehe uaBapujanTa 1a je 0 <! < d < nupacy:

* cBu enementH u3 [0, 1) neswuBu ca k,
* HHjeaH eJIEMEHT U3 uHTepBana [d, n) Huje nesbus ca k.

Ha nouetky cy oda Ta MHTepBaJia Ipa3Ha, Ia MHBapHjaHTa 3a caja JoOpo (PyHKIMOHUINE. AKO MOIJIeJaMO YCIIOB
nembe, eiyje 1a neTba pajy I0K ce MHTEPBA HeMO3HATHX eJleMeHata [[, d) He ucnpasHu (3aucra, Kaja je I > d,
Taj MHTepBaJl je Ipa3aH). 3a cajia cBe paau Kako Tpeda. [okymamo caja fa NpoBepUMO Ja JIM U3BpIIABae Tesa
NeT/be OJpKaBa NMHBAPUjaHTY.

* AKo ag HUje esbuB ca k, Tajia ce npoMensbuBa d ocTaBba Ha BpeqHoct d' = s — 1. Ha ocHOBY MHBapujaHTe
Tpeba jia BaXH 1a HUjelaH eleMeHT y uHTepBany [d’,n) Huje OesbuB ca k. MelyTum, MU TO He 3Hamo, jep
caMo 3HaMo J1a je a HUje IeJbMB ca k, aJli He 3HaMO J1a a1 HUje iesbuB ca k. [lakie, oBlie ce CUTypHO Kpuje
rpemka y kogy. Axo nomeny d = s-13amenumo cad = s, Tanga he nHBapujaHTa OuTH opkaHa (jep 3HAMO
Ia as HUje nesbuB ca k, Ta ca k Hehe OWTH IebUB HUjeaH eJIEMEHT 13a Hhera).

* AKo a, jecTe nelbuB ca k, Taga ce mpoMerbrBa | mocrasiba Ha BpeaHocT I = s + 1. Ha ocHOBY MHBapHjaHTe
Tpeba /ia BaXH Jia Cy CBU eleMeHTH y uHTepsaiy [0, I') nessusu ca k, mehyTim, 1o he oBzie 6utn ncnymeHo, jep
je as nerbuB ca k, ma cy ca k JIeJbMBH M CBH €JIEMEHTH UCTIpe]] Bera. [lakiie, y OBOM CIIyJajy je KOJ KOpeKTaH
Y MHBapHWjaHTa OCTaje OllpKaHa.

Ha kpajy, kajga ce nempa 3aBpII MOKEMO 3aKJbyUUTH Ja Baxu 1a je [ = d (jep cBe Bpeme Baxu Aa je | < d, a HaKOH
neTbe He Baxu 1a je | < d). Y Koy ce 3a MO3UIIMjy IPBOT eJleMeHTa KOjU HUje JAeJbUB ca k TporrialiaBa Mno3uiuja
d + 1. Mako je y opuruHaiHOj BapujaHTy Kozja L Moo de3 npodiema Ja ce 3aMeHH ca d+1, y 0BOj BapujaHTH TO
Huje Moryhe. Hamme, My Ha OCHOBY MHBapHjaHTe OBOT KOZIa 3HAMO J1a ce Ha MO3UIMjU | = d Hajla3! eJeMeHT KOju
HUje [eJbrB ca k, a Ja ce Ha Mo3WIMju | — 1 Hajasu eJxeMeHT KOju jecTe esbuB ca k (ocum kaga je [ = 0 u taga
HeMa eJleMeHaTa JeJbUBHUX ca k). 3aTo Kpajiby pe3yiITaT Hije KOPeKTaH U MOTPEedHO ra je 3aMeHNTH ca d, jep ce mpBu
€JIEMEHT KOjU HUje JeJbUB ca k Hasla3u Ha MO3UIMju d (OCUM KajJa Cy CBU eJIeMEeHTH JieJbUBH ca k, Kajia je d = n, HO
W Taja je d ucnpaBHa oBpatHa BpeqHocT). Jlakie, (hopManTHOM aHAIM30M CMO OTKPHJIMA M MCIIPABUIIH JIBE I'PElIKe.

ITporpamepu decTo mporpam MCIpaBibajy TaKo MITO HACYMUIIE MOKYIIIABa]y Jia IIoMepe MHAEKce 3a 1 JIEBO MM JeCHO,
Ja 3aMEHE Mare Ca Mame WIM jeJHAKO W CIMYHO. Beh Ha oBako KpaTKMM Iporpamuma ce BUAM Jia je MPOCTOp
Moryhux KoMOMHaIMja BEJUKH, a a je MOryhHOCT 3a rpeliky NPUIMKOM TaKBOT €KCIIEPMMEHTATHOT ITPUCTYIIa BEOMa
Besuka. Crora je yBek dosbe 3acTaTd, (hOpMATIHO aHAIU3UPATH 1ITA je MOTpeOHO Aa KOA pajy U MCHPaBUTHU ra Ha
OCHOBY pe3yJrTara (hopMajHe aHaIu3e.

Ha kpajy, cKpeHIMO MaXiy Ha jOII jeJaH JeTab MCHpaBbeHOr mporpamMa. llapiujasHa KOPEKTHOCT je jacHa Ha
OCHOBY aHAJI3¢e KOjy CMO CIIPOBeJH, MehyTrM, 3aycTaBibarbe MOKe OUTU JOBEACHO Y MUTakbe, C 003UPOM Ha Hapealy
d = s. 3aycrapspame JI0Ka3yjeMo TaKo IITO MOKAa3y jeMO J1a Ce y CBAKOM KOpajy cMamy je Opoj HEMo3HATUX eJieMeHara,
Tj. 1a myxwuHa uHTepBaina [l, d) Koja je jemHaka d — | y cBakoM Kopaky newbe onana. Iomro je ! < d nuHBapujanra,
CMarbUBarb¢ He MOXe TpajaTd JOBeKa, Ia ce Y HeKOM TPeHYTKy nporpam 3aycrabba. [locTaBiba ce muTame Ja Ju
ce d — [ cmamyje 1 'y U3MEemheHOM KOy Y KoMe ce jaBiba Hapenda d=s. OAroBop je NoTpBpAaH, a 00pasiokeme je
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I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

cynmunso. [IpBo, Ha OCHOBY yciioBa neTbe Baxu 1a je | < d. Jae, BpeOHOCT s ce n3padyHaBa Hapendbom s = 1
+ (d - 1)/ 2mronHam ma je s = L#J 300r 320KpyXHBamba HAHWKE, BAXH Ja je s < d ¥ 3aTO ce HaKOH
oapehuBama d’ = s, I’ = | Bpegnoct d' — I’ cmamyje y ogHocy Ha d — [. Baxu u ga je | < s, any mowro je y
apyrojrpanu I’ = s+ 1ud = d, Bpeanocr d’ — I’ ce oner cmamyje y ogHocy Ha d — [. Jla je 3a0KpyKUBarbe KOjUM
ciyvajem BpueHo HaBuie (Hp. s = L + (d - 1 + 1) / 2), nporpam Ou Morao yracTtv y OecKOHauHy NeTiby.

int prviKojiNijeDeljiv(const vector<long long>& a, long long k) {
int n = a.size();
int 1 =0, d = n;
while (1 < d) {
ints=1+(d -1/ 2;
if (a[s] % k !'= 0)

d=s;
else
1l=s+1;
}
return d;

}

Bugu gpyiauuja pewierba 060t 3agaitika.

3anarak: Hajmamu Opoj Ko ju Huje 30Up ejieMeHaTa CKyna
Har je ckyn npupoaHux Opojesa (3agatr y o0JIMKy copThupaHor Hu3a). OapeauTy HajMamy IpUpoaH Opoj Koju HUje
30Mp HEKMX eJIeMeHaTa TOT CKyIa (CBaKM eJIEMEHT CKyIla MOKe CaMo jeJHOM YUeCTBOBATH Yy 30UpY).

Vaas: Ca crangapaHor yiasa ce yuurasa 0poj n (1 < n < 10%), a 3aTuM y HapeaHOM pejly COPTHpaH HU3 O T
Pa3IMYMTHX PUPOJHMX Opojesa Marux o 102,

M3na3: Ha crangapaHy u3fa3 UCIMCATH TPaXk€HU HajMamM MPUPOAaH Opoj KOjU HUje 30Mp HEKHX eJleMeHaTa Tor
CKyma.

ITpumep

Yaaz Hznaz
8 30
1247 15 32 35 48

Pememe

UumeHnIa Jla Cy eJIeMEHTH COPTHPaHM OJIaKIlaBa pelere 3ajarka. Odpahusahemo eneMeHT 1o eneMeHT U op-
’kaBaheMo rpaHuIly 10 KOje CMO CUTYPHH JIa Ce CBaKM OpOj MOXe IPEeICTABUTH Kao 30Mp HEKor MojcKyna. Moxaa
Mano n3HeHalyjyhe, Ta TpaHUIa je y CBAKOM KOpaKy jefHaKa 30Mpy CBUX TPEHYTHO YUMTAaHHX eJeMeHaTa. AKO je
HOBH yYHTaHU eJeMeHT cTporo Behu of] 301pa cBUX MPEeTXOJHUX eleMeHaTa yeehaHor 3a jeaH, oHia ce Taj yBehanu
30Up HE MOXe JOOUTH Kao MOACKYI. Y CYMpPOTHOM MOXEMO OWTH CUTYpHH Ja ce cBu OpojeBu on 0 ma ao 30upa
CBUX eJleMeHaTa (y KOjU je yKJby4eH ¥ HOBU eJIeMEeHT) MOTY JIOOMTH Kao 30up Hekor nojackyna. Havme, momro je y
MPETXOAHOM KOpaky Omiio Moryhe nodutu cse dpojese o 1 10 30upa cBUX ejleMeHata Oe3 Tor HOBOT, Kajla Y CBE Te
TIOZICKYTIOBE YKJBYUMMO HOBH eJIeMeHT JoOnhemo cBe OpojeBe oA TOr HOBOT eJIeMEeHTa, 11 [0 301pa CBHX eJleMeHaTa
ca TUM HOBUM EJIEMEHTOM.

IIpumep. Ha mpumep, Heka je gat Hu3 1, 2, 3, 5, 14, 20, 27.

* 0 MOxeMo 100uMTH Kao 30up mpasHor ckyma { }.

* 1 Moxemo mo0uTH Kao 30up ckyma {1}.

 Kaja y npeTxojiHe CKyIOBe YK/bYUHMO U 2, MOKXEMO JOOUTH CBe OpojeBe 3akibydHo ca 3 (2 kao {2} u 3 kao
{1,2}).

 Kaja y npeTxojiHe CKyIoBe YK/bYUHMO U 3, MOKEMO JI0OUTH cBe dpojese 3akibyuHo ca 6 (4 kao {1, 3}, 5 kao
{2,3} n6kao {1,2,3}).

» Kana y mperxoHe CKyIoBe YK/bYy4MMO 5 MOXeMo g00uTH cBe dpojee 3aksbydHo ca 11 (7 kao {2,5}, 8 kao
{1,2,5} u9 kao {1,3,5}, 10kao {2,3,5} u 11 kao {1,2,3,5}).

¢ Tlomro je Hapenuu dpoj 14, jacHo je ma ce Opoj 12 He MOXke HUKAKO TOOHTH.

int n;
cin >> n;
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1.3. THAYKTUBHO-PERYP3UBHA KOHCTPYKIINJA

int mozeDo = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x; cin >> x;
if (x > mozeDo + 1)
break;
mozeDo += X;
}

cout << mozeDo + 1 << endl;

Anamm3a caoxenocru. Ilporpam ce pemaBa jeJHUM MPOJIACKOM KPO3 HU3 OpojeBa M CJIOKEHOCT je MPUINYHO
ounrneno O(n).

Joxa3 kopeKTHOCTH. JIoKaXnuMo 1 (hOPMaITHO KOPEKTHOCT, OBOT JITOPUTMA Tj. TIPOrpama AaTor y MPUJIOoTy.

Jlema: Heka je m BpemHocT npomenpuBe mozeDo. MHBapujanTa newse je ma je 0 < ¢ < n, 1a je m 30up NpBHX &
eJleMeHaTa HU3a U [1a ce cBaku Opoj u3 uHTepBaia [0, m] Moxe JoOUTH Kao 30Mp HEKOT MOJICKYIa NPBHX | elleMeHaTa
HM3aA.

IIpe ynacka y newny je ¢ = 0 u m = 0. 30up npBux ¢ = 0 eleMeHarta Hu3a je no AeduHULU|U Hyna (Tj. m). bpoj
0 je jemuru enement uatepBaia [0, m] = [0, 0] u oH ce Moxe moduTH Kao 30up nmpasHor mojackymna (Tj. 0 exemenara
MOJIA3HOT HHU3a).

IMpernocraBumo aa TBpheme Baxku Mpe yjacka y IeTby.

* Axo je a; > m+ 1, TBpauMO Ja je m + 1 TpakeHH HajMawu Opoj. Ha ocHOBY MHBapujaHTe 3HaMO Ja Cy CBU
Opojeru u3 uHTepBana [0, m| MOKPUBEHH, TAKO Ja Matbk Opoj o1 m + 1 He Moxe duth pelnere. [JoKakuMo
Ja dpoj m + 1 He moxe dutu 30up noackyna. Ilomro je HU3 cOpTHpaH, CBU €JIeMEHTH O 4; 0 Qp_1 Cy
crporo Behu og m + 1. Jlakiie, HU jeaH Of TUX eJleMeHaTa He cMe OMTH YKJbYU€eH Y MOJCKYI jep OU BbUXOBUM
yKJbyurBameM 30uMp Beh mpemammo m + 1. Tloackym ce Mopa cacTtojaTé camo Off eJeMeHarta ag A0 G;—1,
MehyTrM, TIOIITO je 1 HBUXOB 301p, 30Mp CBAKOT BUXOBOT MOJCKYIIA je Malku WK jeqHak m. Hakie, m + 1
ce He MOJe TIOCTHNY 1 OH je TPakeHO pelleHe.

e Ako jea; < m+ 1, tama jem’ = m + a;, ' = i + 1 v TBpaOMMO Ja je m’ 30Up CBUX eleMeHaTa ag, ...,
a; 4 oa ce cBaku Opoj u3 unrepsaia [0, m’] Moke mpeacTaBUTH KAo 30Mp HEKOT MOJCKYIA mpBux i’ = 4 + 1
esemMeHaTa Hu3a. [IpBa TBpOma je MPUINYHO OYMIVIEHA, jep je IO MPETIOCTaBLH 1 30Mp CBUX eleMeHaTa
ag, ..., a;—1,am’ = m + a;. Ha ocHOBy mpeTnocraBke 3Hamo Ja cBu Opojesu u3 [0, m| Mory dut 30MpoBU
TOZICKYIIOBA TPBUX i eleMeHara Hu3a. CIMYHO 1 CBU OpOjeBH U3 MHTEPBANA [a;, a; + ] ce MOry JIODHUTH Kao
30up HeKor MojCKyna npeux i = i + 1 ejgementa Huza. Hanme, Taj mojackyn he Outu yHuja eliemMeHTa a; U
OHOT NOJICKYIa NIPBUX ¢ eJleMeHaTa HU3a Ydju je 30Up jeqHak pasauuu usmely tor Opoja u Opoja a; — OH je u3
[0, m], ma Ha OCHOBY MPETIIOCTABKE TaKaB MOACKYI noctoju. Iomrro je a; < m + 1 yuuja unrepsana [0, m| u
[ai, a; +m] je [0, a; +m] = [0,m']. 3ato je cBaku enemenT u3 [0, m’] jemHaK 30MpPY HEKOT MOICKYIIA IIPBUX
i/ eJleMeHaTa HU3a, 11a MHBAPMjAHTa OCTaje OuyBaHa.

Teopema: Cryuaj kajia ce neT/ba 3aBpIIY MPEKUAOM, jep je a; > m + 1 je Beh pazmotpen. Kana ce netspa 3aBpiimy,
BaXHu jia je ¢ = n. Ha ocHOBY MHBapujaHTe m je 30Mp CBHX elleMeHaTa HW3a, U cBaku 0poj u3 [0, m] jecte 36up
HEKOr MO/ICKYINa NPBUX ¢ = 1 eJeMeHaTa H13a, Tj. LeJIor Hu3a. 3aTo je m + 1 HajMam| eIeMEHT KOju Huje Moryhe
Jo0uTH (jep ce yKIbYUMBameM CBUX eJleMeHaTa JoOHja HajBHUIIE /M) U HCIHCAHO PEIlieHhe je UCTIPABHO.

3anarak: bunapau 3anuc

Harmmmmm mporpamM Koju Ha OCHOBY HEO3HAUEHOT IEJIor Opoja 1 (popMHpa U UCICYje HeroB 32-OMTHU OWHApHU
3ammuc.

Vaa3: Ca cranaapaHor ynasa ce yHoct opoj n (0 < n < 232 — 1),
WN3zaa3: Ha cranpapaau uznas ucnucatl 32-0UTHU OMHAPHU 3aruc dpoja n.

ITpumep 1
Vaaz Hznaz
123456 00000000000000011110001001000000
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IIpumep 2

Vaaz Hznaz

16777215 00000000111111121111211111111111
Pememe

Heka je nu3 ox 32 normuke BpegqHocTH nonymweH BpenHomhy false. bunapau 3ammc oxnpelyjemo Tako mro oxape-
hyjemo jemHy mo jenHy dwHapHy 1dpy dpoja, 3mecHa HaleBO. Y CBAaKOM KOPaKy IeTibe ofpeljyjeMo ocTaTak mpu
JeJberby Opoja n ca 2, ¥ Ha HapeTHO MeCTO y Hu3y (Y KOpakKy ¢ Ha MeCTO %) yITICY jeMO true ako je Taj ocTaTak jeJHaK
1. Ha xpajy nemse, HCIIICYjeMO caJipikaj HA3a yHa3a/.

IIpumep. IIprkaxxnmMo M3BpIIABaEkE ATTOPUTMa Ha IpuMepy MipeBohera dpoja 38 y Omnapuu 3ammic. [Tpukazahiemo
caMo KOpake KOjH ce U3Bojie JOK 1 He rnoctane 0 (o7 Tor TpeHyTKa HaJabe HU3 Ce CaMo IOy HhaBa Hyjlama).

n niz b
38

19 0

9 10

4 110

2 0110

1 00110

0 100110

I/IMHHCMGHTHHI/Ija C€ MOKE HAllpaBUTH Ha cnenehn Ha4uH.

// broj koji se prevodi
unsigned long n;
cin >> n;

// niz binarnih cifara, redom, od cifre najmanje do cifre najvece
// tezine
bool binarneCifre[32] = {false};
// prevodjenje
for (int 1 = 0; n > 0; i++, n /= 2)
binarneCifre[i] = n % 2;

// ispisujemo rezultat (od cifre najmanje tezine
for (int 1 = 31; 1 >= 0; 1--)

cout << (binarneCifre[i] ? '1' : '0");
cout << endl;

Joka3 kopeKTHOCTH. [JoKa)XnMo (pOpMaTHO KOPEKTHOCT OBOT &JITOPUTMA.

Jla ducmo nakiie ofpeIuiIv MHBapHjaHTy MPOIIMPUMO MPUMeEP U3BPIIIaBak-a Mporpama BpeaHolhy dunapHor dpoja
TPEHYTHO 3alMCaHOT Y HU3Y b 1 oroBapajyhuM creneHoM JBojKe.

n niz b b 2™
38 0 1
19 0 0 2
9 10 2 4
4 110 6 8
2 0110 6 16
1 00110 6 32
0 100110 38 64

Capa ce 1ako MOXe IPUMETHUTH J1a Y CBAKOM peAy BaXkH ja je 2' . n 4+ b = 38 (3aucra, Baxku 1a jel-38+0=
2:1940=4-94+2=8-44+6=16-2+6=32-1+6=64-0+ 38 = 38.

Jlema: Ycios 2'-n+b = ng je uHBapujaHTa MeTbe, rje je b 5poj TpeHyTHO KOAUPAH HU30M OMHAPHUX 1Hdapa (aKo
JIOTMYKA BPEAHOCT HAa MO3ULMjU k y HU3Y ofrosapa 1mdpu by, Heka je b = Zilzo bi2"), e je i Texyha BpemHOCT
MPOMEHJbUBE 1, JIOK je ng MOYETHa, a 1 TeKyha BpeJHOCT HEO3HaUeHOT dpoja n.

* 3aucra Ha MOYETKY je n = ng, ¢ = 0 m b = 0 ma TBpheme Baxu.

16



1.3. THAYKTUBHO-PERYP3UBHA KOHCTPYKIINJA

e TIpernocraBuMo na TBpheme BaXu MPH YJIacKy y MeTby. [IpoMEeHIbHBE ce TOKOM HM3BpIlIaBama Teja U Kopaka
nembe Merbajy Ha cenehn Haunn. 7' = ndiv2, b = b+ 2 - (nmod2) ni’ =i+ 1. Taga je 2 -n/ + b’ =
21+ (ndiv2) + b+ 2 - nmod2=2%- (2 (ndiv2) + nmod2) + b. Ha ocHoBy nedpunmIImje 11e100pOjHOT
nembera Baku aa je 2 - (ndiv2) + nmod 2 = n, ma je BpeHOCT TIPETXOIHOT M3pa3a jeaHaka 2° - n + b, a Ha
OCHOBY TIPETIIOCTABKE O TOME J]a UHBApHjaHTa BaKH HA YJIACKY Y TeJIO IeT/be 3HAMO JIa je TO jeJHAKO 7.

Teopema: Ilo 3aBprieTky alropuTMa HU3 Cafp:Ky OMHAPHU 3allUC HEO3HAYEHOT Opoja n.

Kako je ro nznacky u3 newbe n = 0, Ha OCHOBY MHBapHjaHTe Baxku J1a je b = mn Tj. Aa HU3 caJipXKy OMHAPHU 3aIKC
ToJTa3HoT dpoja.

3aycTaBipare je IPIINYHO OUMIJIETHO jep je N HeHeraTHBaH Opoj KOjH ce y CBAKOM KOpPaKy CTPUKTHO cMamyje (CBe
JOK HE JIOCTUTHE HYJy).

AHaJM3a CJ0:KeHOCTH. Y OBOM OQJIMKY aJropuT™Ma ce yBeK CIIpoBAM 32 KOpaka, Ma je cJ0kKEHOCT KOHCTaHTHA. Y
OMILTEM CJy4ajy MOKEMO CMaTpaTH Jia je JIMHeapHa y OAHOCY Ha Opoj mudapa y OuHapHOM 3amnucy (OHa Jorapuram-
CKHU 3aBUCH OJ1 BEJIMUMHE Opoja n).

3anarak: bpoj ¢hopmupan oa narux nudpa c JeBa Ha JeCHO

Harnucatu mporpam kojum ce popMupa MprpoaH Opoj ol yuuTaHux Iuapa, ako ce 1pgpe Opoja yuutaBajy cieBa
Ha JiecHo (penoM of i pe HajBehe TexuHe 10 nudpe jeAMHUIA).

Vna3: Cpaka JiuHUja CTAaHJAPHOT yJia3a, BUX HajBUILE 9, capku MO jeaHy mudpy.
M3zaa3: Ha cranpapHom uznasy npukasatu (popMupaHu Opoj.

ITpumep

Yaaz Hznaz
4 4109
1

0

9

Pememe

Yuramo mudpy no mudpy ca cTaHgapAHOT yjas3a, cBe AOK He johemo 10 kpaja u popmupamo dpoj nogaBajyhu my
MpoYnTaHy Py Ha AecHy cTpaHy (Kao IUdpy HajMame TeXUHE). ANTOpUTaM ce HasuBa XopHeposa uiema U Ha
OCHOBY TOI' aJITOpUTMa OpOj ce rpaJy Tako IITO Ce Y CBAKOM KOpakKy IpeTXoiHa BpeJHocT dpoja nomHoxu ca 10
n 1odujeHn npousBoz ce yseha 3a BpegHOCT HapenHe 1ugdpe (Tako ce 1mdpa JONUIIE Ha JIECHH Kpaj MPEeTXOJHOT
dpoja).

IIpumep. AHanusupajmo mpuMep y Kojem yduraBamo peaom mudppe 3, 2, 7 u 5 u Tpeda na modujemo opoj 3275.
Ha ocHOBy JebuHMIMje TIO3ULMOHOT 3aIica Taj Opoj je jeaHak BpemHocTH w3pasa 3 - 102 4+ 2 - 102 + 7- 10 + 5.
MebyTuMm, NpeTXoH M3pa3 MOKEMO u3pauyHaTu Ha cienehun Hauwd ((3 - 10 +2) - 10 + 7) - 10 + 5, mro goBoau
710 XOpHEPORBOT MOCTYIKa. AKO Ce OH UMIUIEMEHTHPA UTEPATUBHO, TPOMEHJBUBA N KOJOM Ce MPEJICTAB/ba BPEIHOCT
dpoja y3uma pemgom Bpeanoctu 0, 3, 32, 327 u 3275.

[omro dpoj nudapa Hje yHampes Mo3HaT, nrudpe hemo yuutaBaté y MeTbl KOjOM yUUTaBaMO OpojeBe 10 Kpaja
CTaHZAApJHOT ya3a.

Bpoj xoju ¢popmupamo mamtuhemMo y IpoMeH/BUBO] N KOjy MHUIMjU3Y jeMOo Ha Hyiy. Kamga mpouutamo mugpy, go-
najeMo je kao nudpy jeauHuna Ha 1o caaa ¢popmupanu opoj. JomaBamwe nudpe jenuHuiia Ha Opoj N, TOCTUKEMO
TaKo IITO TIOMHOXUMO Opoja n ca 10 u mogamo My yuurany mudpy. Ako yHecemo k 1umdapa, Ha ONMcaH HAYMH
udpy KOjy CMO MpBY npounTamn MHOXuhemo ca 10 tauHo k£ — 1 myt, apyry npountaHy nudpy MHOXHMO ca 10
Ta4yHO k — 2 IyTa, ¥ TaKO peJoM, IoCelby npounTaHy 1mdpy He MHOkHUMO ca 10 (To je mudpa jenuHunna).

int cifra;

int n = 03

while (cin >> cifra)
n=ns%10 + cifra;

cout << n << endl;

Joka3 kopekTHOCTH. JloKa)xuMoO U (pOpMaIHO KOpeKTHOCT XopHepoBe cxeme. I[lpermocraBumo aa he ce penom
yuuTaBati madpe ay—1, ai—2, - .., 1, ag. VIHBapHjaHTa MeT/be je TO Ja je n BPEAHOCT Opoja KOju ce moduja
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I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

3aMMcoM JI0 caja IpourTaHux ¥ oOpaheHux mudapa. HakoH ¢ u3BpiiaBama Tejla NETbe TO Cy UUppe o1 ai—1 10
Gj—; V TBPAUMO 1A BaXn

n=(ax—1--.-ax—;)10 = ak_110i_1 + ak_gloi_Q +...+ ak_iloo.

* baza. Hakon 0 u3BpiuaBata Tena newbe Baxu qa jen = 0ud = 0. Bpoj (ak—1 ... ak—;)10 = (@k—1 ... k)10
HeMa HHjeAHy idpy ¥ BPEOHOCT My je HyJa.

* Koparx. TIpeTnoctaBUMO Ja MHBApMjaHTa BaXK Ha yJACKy y Tesio nembe. Heka je i = ¢ + 1. U3 Tena newba
Bugm ce ga je n’ = 10 - n + ag_;_1. IIOMmTO Ha OCHOBY MHAYKTHBHE XMIIOTe3e BaXU . = aj_110°~" +
ap—2107"2 + ... 4 as_;10°, Baxu u ma je

n' = 10(ap_110°"ay 2107724 4ap_;10%)+ar_;—1 = ap_110°+a,_ 210" 1+, . +ap_;10+ap_;_1.
IMomrro je i’ =i + 1, Baxu 1a je

n = ap_;10" 71 + ap_210° "2 4+ ... + ak—ir+110 4+ ag—_y,

a je MHBapyjaHTa OuyBaHa.

Kapna ce metspa 3aBpim, Ouhe yuutano k mudapa, ma he BaxuTa aa je ¢ = k, Tj.

n=(ar_1...ax_i)10 = ap_110""" +ap_ o102 + ... +ay - 10" +ag - 10°,

IITO 3HAYM Ja 1. CAPXKU JIeKaTHy BpeqHOCT Opoja hopMupaHor oj cBux k 1mdapa.

1.4 JlopaTHm 3aJamu 3a BeXKOy

3agarak: ApUTMeTHYKH TPOYTrao

Konuku je 30up OpojeBa y njarom peny cieaeher Tpoyria?

1
2 3 4
5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16

Vaaz: Penuu 6poj k (1 < k < 5-10°), pega Tpoyria unju 30up Tpeda uspauyHaTu (Spojame peaoBa MOYUHE Off
1).

W3na3: 30up BpeAHOCTH Yy 331aTOM pedy Tpoyria.

IIpumep

Yaaz Hznaz
3 35
Pememe
HUrepamuja

Ho pemiema ce Moxe nohu kopuiheweM newbr. Y MpBOj NeTbH ofipeljyjeMo MpBu eneMeHT k-Tor pena, a y3 To
onapehyjemo u dpoj enemenara y wemy. [IpBu esiemeHT ofpelyjeMo Tako 1mTo cadepemo Opoj eeMeHaTa y npeTxoi-
HUX k — 1 penoBa, IOk Opoj enemMeHaTa CBaKor pesia Tako IITO Y CBaKOM KOpakKy dpoj elemMeHaTa MpeTXOQHOT pesa
yBehaBaMmo 3a /1Ba (CBaKM HapeJHH Peji Ma TaYHO J[Ba €JIEMEHTA BHIIIE OJ] MpeTXoAHor). [akJe, y NeT/bu oApKaBamMo
royeTtak U Opoj enemMeHarta Tekyher pesa (MHUIMjalIM3yjeMo MX Ha jeJaH, jep IPBU pel MOYMbe Of jelaH U uMa
TaYyHO jeJaH eieMeHT) U k — 1 myTta nodeTak pena yehaBamo 3a Opoj enemenara tekyher pena, a Opoj enemeHara
Tekyher peza 3a /iBa.

IIpumep. Ilpukaxumo 0BO Ha npuMepy ogpehuBama NpBOr eeMeHTa peja 5.

k  pocetak brojElemenata
1 1 1
2 2 3
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1.4. JIOJATHU 3AJJAIIH 3A BEJKBY

3 5 5
4 10 7
5 17 9

HakoH Tora, y ipyroj netsu ogpeljyjemo 30up eeMeHaTa y k-TOM pelry, TAKO IITO Ha 30Up KO jU MHUIMjaJIU3Y jJeMO Ha
HyJIy I0JlajeMO jellaH [0 jeJaH eJIEMEHT TOr pella, KopuinheweM aropurma cadupama cepuje dpojeBa — eJeMeHTH
Cy y3aCTOITHM MPUPOJHU OPOjeBH, Ma MX je JJako HadpojaTH.

long long zbirRedaTrougla(long long k) {
// odredjujemo prvi broj u k-tom redu trougla
long long pocetak = 1;
long long brojElemenata = 1;
for (int 1 = 1; 1 < k; 1++) {
pocetak += brojElemenata;
brojElemenata += 2;

}

// odredjujemo zbir elemenata u k-tom redu trougla

long long zbir = 0;

for (long long i = pocetak; i < pocetak + brojElemenata; i++)
zbir += 1

return zbir;

}

AHanmn3a cJ102KeHOCTH. Y TIPBOj MeT/br 00MIa3suMo k petoBa KojuMma ofpeljyjemMo moyerak momohy ABe onepariyje
cabupama. [laX/PUBOM aHAJIM30M MOXEMO 3aKJbYUYHTH Aa Y peny k mMa 2k — 1 enemeHara (Majga Ty YMEEHUILY
HUCMO yNOTPeOWIN Y Iporpamy), Koju ce y apyroj ¢asu cadupajy. CroxeHoct ode ase, ma U yKyITHOT pellema je,
nakie, O(k). 3amarak, HApaBHO, MOXE /1A CE PEILM U Y MA0] CJIOKEHOCTH OJf 0Be, Oe3 Kopuilherba MeTIbU.

Joka3 kopekTHOCTH. J[0KaxuMO (pOpManHO KOPEKTHOCT OBOI NOCTyIKa. MHBapujaHTa nerbe je Ja HaKOH m
M3BpIIABaba BEHOT Tesla Baxku 1a je t = m~+1n 1 < 4 < k, Kao 1 Jja MpoMeHspuBa pocetak caapskul IpBy eJleMeHT
pema ¢ = m + 1, a mpomenssuBa brojElemenata campxu dpoj enemenara pega ¢ = m + 1.

e Tlomro ce mpomen/bMBa 1 MHUIMjaM3Yje Ha BpeaHocT 1, HakoH m = (0 kopaka Baxu ga je 1 = 0+ 1 u
1 <1 < k. Tlomrro cy u 00e MpoMeHJbMBE MHULMjAIN30BaHe Ha BpeaHOCT 1, HakoH m = () Kopaka IeT/be,
MIPOMEHJBUBE 3aUCTa caJpxke MPBU eJleMeHaT U Opoj eleMeHatapegat =m+1=0+1=1.

* [IpernocraBuMo Ja MHBapHjaHTa BakM HAKOH 11 KOpaKa IeT/be 1 JIa je YCIIOB NeT/be UCIyHeH Tj. Ja je ¢ < k.

Hokaxumo na TBphere Baku U HAKOH m’ = m + 1 u3BpIIaBara Teja U Kopaka nerbe. ITOmTo HAKOH
U3BpIIIABaba KOpaka Baxu i’ = i + 1, a IOIITO je HAa OCHOBY MHJIyKTUBHE XUIIOTE3€ BAKWIO fia je 1 = m + 1,
Baxu u j1a je i’ = m' + 1. Tlomro je ycioB newbe OUO UCIyHeH, BaXWIo je ¢ < k, ma y3 MHIYKTUBHY

npernoctaBky 1 < i < k,Baxu 1 < ¢/ < k.

O3HaYKMMO ca p ¥ b BpeJHOCTU NTpoMeHbKBUX pocetak u brojElemenata Ha ynasy y Tesio nemse, a ca p’ u
b’ 1UXOBE HOBE BPEJHOCTH, HAKOH M3BPIIEHA TEJIA M KOPaKa IET/be. AHAIU30M JOJ€ENa Y Tely MET/bE, jJACHO
BUIUMO 12 je p’ = p+bu b’ = b+2. Ha 0CHOBY IPETIOCTABKE BAXU [1a je p IPBU €IEMENT peat = m-+1, aa
je bopoj enemenara pena i = m+1. CabupameM npBor eJieMeHTa OWIIO KOT pejia y TPOoyIJia M Opoja eJieMeHaTa
TOT pejia TPOYIJIa I00Uja ce MPBU eJIEMEHT HapeHOT pefa Tpoyria. [lakie, Baku aa je p + b npBu eJleMeHT
penai+ 1 = m+ 2 Tpoyria, na, Baxu aa je p’ = p+bnpeu enemenT pepai’ =i+1=m+2=m'+1. Ha
OCHOBY Jie(pMHHUIIMje TPOYIJIa BAXKU jACHO U JIa CBAKU HAPEIHU peJl MMa U [IBa eJIEMEHTa BHIIIE HErO MPETXO/IHM.
3aro, nomro je b dpoj enemenara pena m + 1, Baxu u ga je b’ = b + 2 Opoj enemenara pega i’ = m’ + 1.

* Ha kpajy nembe ycioB HUje UCITyEbeH, Ia Baxu Ja je ¢ > k. Y3 ycnoB 1 < ¢ < k, Mmopa na Baxu ja je i = k.
Ha ocHoBy nHBapujaHTe 3HaMO Jla IpoMeH/blBa pocetak cagpxu dpoj enemenara pega ¢ = m + 1 = k.
Jaxre, netpa je KOpeKTHO M3BPIIIIIA CBOj 33/1aTaKk M y IIPOMEHJbMBY pocetak cmecTnia pBH eleMeHT pefa
k.

Ha camuan HaumH ce Moxe (popMaHO JOKa3aTH M KOPEKTHOCT Jpyre MeT/be (MHBapHjaHTa je Aa HAKOH 11 HEeHUX
KOpaKa [IPOMeH/bUBa zbir cagp:xu 30up NpBUX m eneMeHata pejia k, a ia IpOMEHJbUBA ¢ CaJp:KU BPEIHOCT eleMeHTa
Ha MO3ULIUJU M y TOM pefy, ako ce nosuuuje opoje of 0).

Hanomena. [IpumeTMo 1a cMO y OBOj IT€T/bH YBEJIM M HOBY ITPOMEHJBUBY KOjOM CMO PETHCTPOBaIM OpOj efleMeHaTa
y Tekyhem peny Tpoyria. To mTo cMo Ty IpOMEH/bMBY MMAJIM Ha pacliojiararby HaM je HMOMOIJIHO [a aXypupamo
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I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

BPEIHOCT MOYETHOT eleMeHTa HapeJHOT pesia, MehyThM, “KpequT” KOju CMO JOOWIIM Ha ITOYETKY Telia EeT/be MOpan
CMO Jja BpaTUMO Ha Kpajy TaKo IITO CMO MOPAJIH Ja aKypUpaMo U BPEAHOCT Te IPOMEHJBHBE (M TaKO j€ IPUIPEMHUMO
3a HapeqHy uTepanyjy). OBa TEXHMKA je MO3HaTa MOoj MMEHOM OjadaBam-e HHAYKTHBHE XHIIOTe3e M YeCTo Ce
KOPHCTH ITPUJIMKOM KOHCTPYKIIMj€ aJropuTama.

3anarak: [IBoOojka

Hanumy nporpaM koju opraHusyje eJeMeHTe Hiu3a Tako Ja IPBO WAy CBH MapHU €lIEMEHTH, a 3aTUM HeMapHU, pU
yeMy MehycoOHM pefocies; MapHUX U HEMAPHUX eJleMeHaTa Huje OuTaH. EneMeHTe npBo y4uTaTH y HU3, a 3aTUM Taj
HU3 TpaHCOpMICAT! Y JMHEAPHOM BpEMEHY (CaMo jeIHUM IpPOoJIa30oM Kpo3 HU3).

Vaa3: Y npBoj IMHUjU cTaHAAPAHOT yaa3a yHeTtu npupogan opoj n (1 < n < 50000) - Opoj enemenara Hu3a, a 'y
Hape/IHOj JINHUja YHeTH N IPUPOJHUX OpojeBaBa y rpanuuama o 1 go 1000.

N3na3: Ha cranapanu u3ia3 ucnucaTé eJeMeHTe Hu3a ypeheHe Ha TpakeH! Ha4vH, pa3/iBOjeHe ca Mo jeJHUM pas-
MAaKOM.

IIpumep

Vaaz Hznaz

10 268104531911
253618910114

Pememe

Tpancdopmanuje Hu3a “y mecry” - [Ba moKa3nBaya

IMocToju HEKOMKO HauMHA J1a ce HU3 “y MecTy  TpaHchOpMHUIle caMO jeJHUM MPOJACKOM KPOo3 HU3 (TU MPUCTYIH
“Majy JIMHeapHy BPEMEHCKY ciioxkeHocT). [IpukazahemMo HEKOIMKO MOryhHOCTH, CBE 3aCHOBAHE HA TEXHUIIU ABa
MOKa3KBava.

Hap}m JE€BO, HENIAPDHU JE€CHO - padMeéHa HAOIIAKHUX

IMpernocraBuhemo aa cy y cBakoM KOpaky MeT/be MMO3HATH MHAEKCH | ¥ d TaKo Ja Cy eJIEMEHTH HU3a IPYIHICAHU TaKO
Ja cy:

* CBH €JIEMEHTH Ha no3uiyjama u3 unreppaia [0, ) mapHw,
* CBU eJIEMEHTH Ha MO3MIMjaMa U3 UHTepBana (I, d| joun Hemperie aHu u
* CBU €JIEMEHTH Ha IMO3MLIjaMa 13 HHTepBaa (d, n) HemapHH.

WuBapujanTa je, makie, ga je pacmopes eleMeHata y HU3y oOyMKa ppp???nnn, e ¢y L u d mosunuja mpBor Tj.
MOCTIEJET HEMIO3HATOT €JIEMEHTa (00€JIEKEHOT YIIUTHUKOM).

Ha noueTky nnnnumjamusyjemo [ Ha Hyity, a d Ha n — 1 (taga cy uarepsa [0,1) u (d, n) npasHu, a CBU eJIEMEHTH y
untepsany [l, d] = [0, n—1] cy jom Henperiepanu). [leTby y MPUHALKITY H3BPIIABAMO JOK jOII KMa HelIPeriielaHiX
enemMeHaTa Tj. Aok je | < d, mehyTuM, y OBOM 3a/1aTKy MOKEMO je 3aBpIIUTH M Kopak paHuje. Ilemsa ce n3Bpimasa
JoK je | < d v 3aBpmmaBa Kajaa je | = d, jep KakaB roj a je Taj mocjeamby HelperiielaHd eIeMeHT Ha MO3UIHjH
[ = d, oH he ce MohM NpUIIOjUTH WJIM JIEBOM WJIM JIECHOM fiesly Hu3a U Hehe dutu norpede rmpemeniraru ra.

V teny newse pagumo cienehe:
« TIpBo rcMTYjeMo Aa JIK je eJIEMEeHT Ha MO3WIUjH [ TTapaH 1 aKo jecTe, OHAa caMmo yBehaBamo BpenHocT [ 3a 1.

¢ V cymnpoTHOM, IIpOBEepaBaMo [ia JiM je eJIeMEeHT Ha TMO3UIIMjU d HelapaH U ako jecTe, OHJIa CaMO YMakbyjeMo
BpeaHocT d 3a 1.

* Ha kpajy, ako HUjeIHa Off IPETXO/IHE ABE IIPOBEpe HHje yCIiena, 3HaMo Ja je eJIeMEeHT Ha MO3MLKjH [ HellapaH,
a eJIeMeHT Ha MO3UIMjU d TIapaH, pa3MeryjeMo ux, yBehasamo [ 3a 1 u ymamyjemo d 3a 1.

Kapa ce nmetpa 3aBpIy, €1€MEHTH Cy y KEJbEHOM Pefociesy.
IIpumep. Ilpukaxumo paj aaropuT™a Ha jeJHOM IPUMEpY.

1 d
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1.4. JIOJATHU 3AJJAIIH 3A BEJKBY

1d
2 8 6 4 5 1 7 3

I/IMI'UICMGHTa]_[I/Ija CE€ MOKE HAIIpABUTH Ha cnenehn Ha4yuH.

// odrzavamo uslov
// [0, 1) - parni

// (d, n) - neparni
// [l, d] - nepoznatti

// u pocetku su svi nepoznati
int 1 =0, d =n-1;
// dok jos ima nepoznatih elemenata
while (1 < d) {
// ako je na mestu l paran, ostavljamo ga na svom mestu 1 pomeramo
// se na naredni element
if (a[l] % 2 == 0)
T++;
// ako je na mestu d neparan, ostavljamo ga na svom mestu 1
// pomeramo se na prethodni element
else if (a[d] % 2 != 0)
d--;
else
// na mestu 1l je neparan, a na mestu d je paran broj, pa ih
// razmenjujemo 1 pomeramo se po oba kraja
swap(a[l++], a[d--1);
}

Anammza caoxenocru. [Ipomensbusa 1 ce yBehasa, a mpoMersbrBa d ce yMambyje CBe JIOK Ce He CYCPETHY, IITO Ce
moraha y TaYHO 1 KOpaka, Ia je yKyIHa coxeHocT anropurma O(n).

oka3 KOpeKTHOCTH. JIoKaXuMo U (pOpMaTHO KOPEKTHOCT MPETXOJHOr aroputMa. TOKOM M3BpILABaha BaXU
paHuje onMcaHa MHBapHjaHTa, aBaxn u ga je 0 <1 < d+1 < n.

Wuannmjam3anyjoM BpeAHOCTH [ Ha HYJTy, a BpeAHOCTU d Ha n — 1 TIOCTHKEMO Ja Cy OBH YCJIOBH Ha MOYETKY 3a/10-
BOJbeHH (jep Cy CBU esleMeHTH y uHTepBaiy [I, d] = [0,n — 1] jour HenpernexaHu).

V teny newse pagumo cienehe:

* TIpBO UcCIUTyjeMO J1a JIM je eJIeMEHT Ha MO3UIIMjH | apaH U ako jecte, OHIa camo yBehaBamo BpeqHoCT [ 3a
1 uMMe HaMeTHyTa MHBapUjaHTa OCTaje [a BaXH. 3auCTa, HapHU Cy O CBH eJleMeHTH u3 uHTepBaia [0, 1),
HapaH je ¥ eJleMeHT Ha MO3UIK]ju [, I1a Cy HapHU CBH ejleMenTH u3 untepsania [0,1] = [0,1), tne je I’ =1+ 1,
HOBa BpeHOCT rpoMersbuBe [. [lomrro je d’ = d, enemenTn Ha nosunyjama us udtepsaa (d', n) cy HeHApHHU.

* V CcympoTHOM, NPOBEpaBaMo Ja JIM je eJeMEHT Ha NO3UUMjH d HelapaH W ako jecte, OHJA caMo yMambyje-
MO BpeIHOCT d 3a | yrMe HaMeTHyTa MHBapHjaHTa OIeT OCTajy Ha CHa3W (apryMeHTalyja je CIMYHA OHOj Yy
MIPETXOAHOM CIIy4ajy).

¢ Ha kpajy, ako HUjeTHa OJ1 IIPETXO/IHE JIBe MIPOBepe HHje yCIiesa, 3HaMo Ja je eJIeMEHT Ha MMO3WIUju | HerlapaH,
a eJIeMEeHT Ha MO3UIIUjU d mapaH, pa3MernyjeMo ux, yehasamo [ 3a 1 1 ymamyjeMo d 3a 1 yuMe UHBapHjaHTa
ocraje jia Baxu. 3aucra, Baku 1a je I’ =1+ 1ud = d — 1. CBu enemeHTH u3 vHTepBaja nosummja [0, 1)
Cy MapHHW, a MapaH je eJeMEeHT Ha Mo3uIMju | (jep je pa3sMeHOM IMapaH eJeMeHT ca TMo3uIdje d JOBEeleH Ha
nosuijy 1). 3ato cy napHu cBu eieMeHTH y untepsaiy [0,1"). ClIudHO, IOIITO CY CBU €IEMEHTH Y HHTEPBATY
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I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

nosunmja (d,n) Owin HemapHM, a IMOLITO je HAKOH pa3MEHe HellapHU ENeMEHT ca MO3uLMje | JOBeIeH Ha
HO3UIH]Y d, HETTAPHU CY W CBU eJIeMeHTH 13 unTeBanta [0, d’).

Kana ce netba 3aBpiiu, pacriope je kopektad. Haume, moiro Ha Kpajy netsbe yeioB [ < d HUje UCIYHbeH, a TOIITO
jel<d+1l,tamajel =dwmjel =d+ 1.

* Ako jel = d+ 1, 3Hamo jia je Hu3 pa3dujeH Ha CErMEHT MapHUX eeMeHara Ha nosuijama [0, ) v HenapHuxX
Ha nosumjama (d,n) = [d+ 1,n) = [, n).

* Pasmotpumo ciyyaj [ = d.

— AKO je eJIeMeHT Ha TO3UIIMjU | TapaH, MOIITO CYy Ha OCHOBY MHBApHjaHTe MapHU W CBU €JIEMEHTH Ha
nosunjama [0, 1), 3Hamo na he napau duth cBU elleMeHTd Ha mosuiujama [0, ], mok he enemeHTH Ha
nosunjama (d,n) = [l + 1, n) durn HenapHu.

— CIM4HO, aKO je eJIEMEHT Ha TO3MIMjU | HemapaH, Tafa Cy NapHU CBU eJIEMeHTH Ha nosuimjama [0, 1), a
HETMAPHH Cy CBH €JIEMEHTH Ha nosuijama [l, n) (jep Ha OCHOBY MHBapHjaHTe 3HAMO /i Cy jOII HemapHU
 efeMeHTH Ha nosuiwjama (d, n) = (I, n)).

VY oda ciy4aja je, nakiie, MOCTUTHYT €JbEHU Paclope] eJeMeHaTa.

[IpumeTnMo fa cMO IPEKUAOM TIeT/be Kafa je | = d, ymTenenu jefHy UTepaiyjy newbe (IITo Hilje HApOUMTO 3HAYA -
HO), aJI CMO 3aKOMIUIMKOBAJIM I0Ka3 KOPEKTHOCTH, T1a e IIPUPOAHO MOCTaBIba MUTAbE KOJIMKO j€ Ta ONTUMHU3ALIHjA
MMaJIa CMUCJIA.

Ilapuu, HemapHy, Na HEMO3HATH
YV oBOM pelliery UHBapHjaHTa je Masio aApyraunja. [lamrumo mHAeke k 1 TeKyhn MHAEKC ¢ ¥ IPETIIOCTaBhaMo J1a Cy

* eJIeMEHTH Ha To3uIMjama u3 uHTepBana [0, k) napHu,
* eJIEMEHTH U3 HHTepBaa [k, 1) HeMapHH,
* eJIeMEHTH U3 MHTepBaJIa [i, 1) jOLI HelperieaH .

HaxJie, HamehemMo MHBapHUjaHTy J1a je pacriope] oOJIMKa pppnnn???, e je ¢ MO3UIHja MPBOT HeMO3HATOT, a k TI03U-
1ja IPBOT HEMapHOT eJIeMeHaTa.

Pa3sMOTPUMO KaKoO Jia U3 UHBAPHMjAHTE 3aKJbyYMMO KaKo Tpeda MHULIMjAIM30BaTH IPOMEHbKBE. T1OIITO Cy CBU ejle-
MEHTH 13 MHTEpBaJIa [i, n) HENperieaHy, IPOMEH/bUBY ¢ MOpaMo MHIMjanu3oBaTi Ha 0. TIomuTo cy cBU eneMeHTH
u3 untepBana [0, k) maphwy, a [k, 7) HetapHu, U k& Mopamo noctaputa Ha 0.

WuBapujaHTa jacHO AMKTHpA M YCIOB newbe. Hanme, metba ce n3BpinaBa JOK joIl MMa HeNperielaHnuX eJleMeHaTa
Tj. JOK je i < m. Y cBakoM Kopaky nerbe ¢ ce yBehasa 3a 1 (KOpHCTMMO KJIaCHUHY Opojauky nemwy for mo
MIPOMEHJBUBO] %), YUME CE CyKaBa MHTEPBaJl HETIPENJIeJaHHX eJleMeHaTa.

Pa3MOTpI/IMO Kako Tpe6a Jla u3rJiesia TeJio retTbe Aa ou I/IHBapI/IjaHTa OCTaJla UCIIymhCHa.

¢ AKo je eneMeHT Ha TeKyhoj NO3ULIMjU ¢ apaH, OHJa ra Pa3MemyjeMo ca MPBUM HEMapHUM €JIEMEHTOM, a TO
je eneMeHT Ha mo3uLMju k. M3y3erak je ciaydaj kaga je k = ¢, Kajia 3armpaBo He J0JIa3u IO pa3MeHe (eeMeHT
ce Mema caM ca codom). Y oda ciydaja ce k yBehasa 3a 1.

* 'V cynpoTHOM, eJIeMeHT Ha TMO3UIIUjH ¢ je HellapaH OH OCTaje Ha CBOM MECTY W Yy Tely IeT/be HUje MOTPedHO
HUIUTA YpaauTy (rpaHy else y Koy HUje OTPeOHO HAaBOAUTH).

ITpumep. Ilpukaxumo paj aaropuT™a Ha jeJHOM IIPUMEpY.

k n
3 87 45 1 6 2
i
k n
3 8 7 45 1 6 2
i
k n
8 3 7 4 5 1 6 2
i

22



1.4. JIOJATHU 3AJJAIIH 3A BEJKBY

k n
8 37 4 5 1 6 2
i
k n
8 4 7 3 5 1 6 2
i
k n

k n
8 4 6 2 5 1 7 3
i

WMruiemeHTaImja ce MOKe HallPaBUTH Ha crieehn HadunH.

// odrzavamo uslov
// [0, k) - parni

// [k, 1) - neparni
// [1, n) - nepoznatti

// u pocetku su svi elementi nepoznati
int k = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// ako je element paran razmenjujemo ga sa prvim neparnim
if (a[i] % 2 == 0)
swap(a[i], a[k++]);
// a ako je neparan, ne pomeramo ga

AHaJnmn3a cJI0’KeHOCTH. Y Tporpamy ce KOpUCTH KJIacH4Ha Opojavka newba for koja ce 3aBpIiaBa y n Kopaka, ma
je ykymHa cioxenoct anropurma O(n).

Joka3 KopeKkTHOCTH. JIoKa)iMO U (OPMATHO KOPEKTHOCT MPETXOHOT MOCTYIKA. Y3 OMUCAHy MHBAPUjAHTY BaXn
nmje0<k<i<n.

Iomro je Ha moueTKy ¢ = k = 0, Bax¥ Jja Cy CBY €lIeMEHTH y uHTepBaiy [i,n) = [0, n) Henperienanu. UHreppamm
[0,k) = [k,4) = [0,0) cy npa3Hu, I1a 3aJ0B0JbaBajy yciose, a TpuBHjaiHo Baxu n 1a je 0 < k < i < n.

VY Teny newse ce Bplie cieaehe akiuje.

* AKo je eneMeHT Ha Tekyhoj NO3UIMjU ¢ TapaH, OHJA Ia pa3MeryjeMo ca IPBUM HEMApHUM €JIEMEHTOM, a TO
je eleMeHT Ha no3unju k. M3y3erak je caydaj Kaga je k = ¢, Kajia 3armpaBo He J0JIa3u 10 pa3MeHe (eJIeMeHT
ce Mema caM ca codom). Y oda cimydaja ce k ysehaa 3a 1. [lakie, Ha OCHOBY MHBapHjaHTe 3HAMO [1a CY
elleMeHTH Ha nosuiujama [0, k) mapHu, /1a je HAKOH pa3MeHe eJIeMEHT Ha MO3WIKjH k MapaH, 1a Cy NapHd U
cBU eneMeHTH Ha nosunmjama [0, k') = [0,k + 1). Enemenrtn Ha nosunmjama [k',7') = [k + 1,1+ 1) cy
HenapHu. Haume, ako je & = ¢, oBaj uHTepBaJl je mpasaH, a ako je k < ¢, Taja je Ipe pa3MeHe eJeMeHT Ha
no3unuju k duo Hemapad (jep Ha OCHOBY MHBapHjaHTe 3HAMO J1a CY CBH eJIeMEHTH Ha ro3unujama [k, i) oumm
HETapHH, Tl CAMUAM THM U eJIeMEeHT Ha TIO3UIMjH k, KOJU je cajia IOoBe/IeH Ha MO3UILIH]Y ©).

* V cynpoTHOM, eJleMeHT Ha MO3UIMjH | je HemapaH OH OCTaje Ha CBOM MecTy. IIOmITO ce y Teny metbe He
JelaBa HUINTa, Baku k' = k u ¢/ = ¢, a vHBapMjaHTa NPUIXYHO OUMIJIEAHO OCTAjE HA CHA3M.

Io 3aBpreTKy mewbe yciioB ¢ < 1 HHje UCIYHEH, 1a OIITO Ha OcHOBY MHBapHjaHTe Baxu 0 < k < ¢ < n, Baxu Aa

23



I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

je i = n. 3aT0 je MHTEPBAI HEMO3HATHX [i, 1) MPa3aH, CBU eleMeHTH 13 uaTepBana [0, k) cy napHu, U3 UHTepBaia
[k,i) = [k, n) cy HEMAPHM ¥ MOCTUTHYT j& TPAKEHU PACTIOPES.

3aycTraBsbarbe ce je[HOCTABHO JIOKa3yje jep ce y CBAKOM KOpaKy CykaBa MHTEPBAI HEMO3HATUX [i, 7).

3agarak: Pazimka cyma g0 Max u o] Max

VHocu ce Mace peaMeTa, OOpeUTH Pa3IuKy CyMe Maca IIpeIMeTa JI0 IIPBOT I0jaB/biBamba IpeaMeTa Hajehe Mace
U CyMe Maca IpeIMeTa Noclie NpBOr MojaB/biBamba Mpeamera Hajeehe mace (mpeamer HajBehe Mace HUje yKyJbydeH
HU Y jeIHy CyMmy).

Vaa3: ¥V npBoj IMHUjM CTaHAAPIHOT YJja3a Hamasu ce Opoj mpeamera n (1 < n < 50000). Cpaka on HapeoHUX
n JIMHUjA CAPKU MO jeJlaH mpupojaH dpoj u3 untepaia [1,50000], Tu SpojeBn MpeAcTaBbajy Mace CBakor of n
npeaMeTa.

M3zna3: Y npBoj MMHKjU CTaHOAPHOT M3Ja3a IPUKa3aTy TPaKEeHY Pas3iIMKy Maca.
ITpumep

Vaaz Hznaz
5 -14
10

13

7

13

4

Objawmrberve

IIpenmer HajBehe mace je 13. 30up Maca rpe HEroBOT MPBOT M0jaBJbUBamka je 10, a mocie HeroBor MpBor 10 jaBJbU-
Bama je 24. 3aTo je TpaxeHa pasiuka -14.

Pememe
JupeKTHO pelieme

Pemiere 0 Kojer ce HajjeTHOCTaBHU]e I0JIa3H je Jla ce Mace CBUX IIpeJMeTa yUnTajy y HU3, Ja Ce HAKOH Tora IpoHahe
nosuuja Hajeher eJeMeHTa y HU3Y U Jia ce 3aTHM OApeau 30Hp eleMeHaTa Hu3a Ipe Te Mo3ulyje 1 30up ejeMeHaTa
HU3a [0CIIe Te MO3ULHje.

OnTuMn3oBaHo penieme

3agaTak MOXEMO PELIUTHU U Oe3 Kopulllhemha HU30Ba. Y OBOM pellieky 3a1aTka heMo KOMOMHOBATH aJITOPUTaM Ofipe-
huBama MakcUMyMa cepHje dpojeBa U aJropuTaM cadupama cepHje yYUTaHuX OpojeBa. Y nempH hemo yuuraBaTH
jemHy 1o jenHy Macy mpeaMeTa, oapskasajyhu mpu ToM 30Mp Maca mpe npBe MojaBe MakCHMaslHe Mace, 30Mp mMaca
TIOCJIe TIPBE 10 jaBe MaKCHMaJIHE Mace ¥ CaMy BPEIHOCT MaKCHMAaJIHE Mace MpeAMeTa.

Ha nouetky yunraBamo Macy IpBor pegMeTa (OH MOCTOjU 10 YCJIOBUMA 3aJaTKa), MAaKCUMyM MHUIMjaJIn3y jeMO Ha
Ty yYMTaHy BpeHOCT, a Ba 301pa Ha HyJ1y (jep Huje BUh)eH HU jefiaH IpeIMeT HU Mpe, HU MOocJie TOT MPBOT NpeMeTa
KOjU je yjeIHO U IIPBO MOjaB/bUBabe 10 TaJa MaKCUMaJIHe Mace).

3aTuM, y NeT/bU yYUTaBaMo OcTalle peaMeTe, jeaH o jeqaH. Moryha cy nBa ciyudaja.

* AKO je Maca y4uTaHOTr IpeaMeTa cTporo Beha oz 10 Tajga MakCMMaslHe Mace, OHAA Taj MpeAMET MpeacTaB/ba
MIPBO T10jaBJbUBAIE MpEeIMeTa MaKCUMaTHe Mace (OH je MaKCHMalHH Off CBHX 10 Taja BufeHHX). 3aTo je
MoTpedHO Ja M3padyyHamo 30Up Maca CBUX MpeaMeTa mpe wera. MehyTum, My 3HaMO BpeTHOCT 30uMpa Maca
CBHX IpeJMeTa IIpe paHujer MpeaMeTa MakCUMallHe Mace, 3HaMO HeToBy Macy M 3HAMO 30Mp Maca IpeaMeTa
HaKOH mera (y Taj 30Up joll HUje YKIJbyUeH TeKyhu peMeT), Tako Ja je 30up npeamera rnpe Tekyher npeaMera
(HOBOT MakcUMyMa) jeJHaK 30upy oBe TpH BpeJHOCTU. MakcuMyM ce axkypupa Ha Macy Tekyher npenmera,
a 30Mp Maca IpeAMeTa Mocyie HOBOT MakCHMyMa ce akyprpa Ha HyJy (jep 3a caga HUCMO BUJIETH HU jeaH
TaKaB IPEAMET).

* ¥ cynpotHOM, Tekyh# IpeIMeT He NpeJICTaB/ba MPBO 0 jaB/bHBakhe MaKCUMyMa (OH je WJIM MambH 0] MAKCUMY-
Ma, WM je jeTHaK MaKCUMYyMY, ajld H1je HeroBO MPBO M0jaB/bUBaE). 3aTO Ce MpeaIMeT MAaKCUMyM He Mea,
He Merba Ce CepHja Mpe/IMeTa Mpe bera, JIOK Ce Cepuja MpeMeTa HAKOH hera MpojykaBa TeKyhum npeiMeToM.
3aTo je y OBOM Cllydajy camo MoTpedHO aXypHpaTH 301p Maca IpeiMeTa Mocjie MAKCUMyMa Tako IITO Ce Taj
30mp yBeha 3a macy Tekyher npenmera.
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Joxa3 kopekTHOCTH. JIOKaXnMo (popMaHO KOPEKTHOCT OBOT' ayiropuTMa. VHBapujaHTy nembe unHe cieaehu

YCJIOBH:
e 1 << n.
* [IpomMeHsbMBa Max caJgpKu BPeJHOCT MaKCMMyMa IIPBHUX ¢ eJleMeHaTa Hu3a (eleMeHata ao, . . ., G;—1). 11per-
MOCTaBJbaMO Jja Ce TIPBO I10jaBJbUBAILE TE€ BPEJHOCTH jaBJba Ha HEKOj mo3uuuju m u3Mehy O u ¢ — 1 1j. ma cy
CBHU €JIEMEHTH o, . . . , Gy —1 CTPOTO MAFU OJ] BPEJHOCTH MPOMEH/BHBE MaX, [ia (,, UMa BPEAHOCT Max, a 1a
CBH €IEMEHTH Gyt 1, - - - , G;—1 UMAjJy BPEAHOCT Behy WM jeAHAKY Of IPOMEHJbHBE MaX.

ITpomenmuBa zbirPreMax cagpxu 30Mp CBHX eJleMeHaTa Ipe MpBOT MOjaB/blBaka MAKCUMAHOT eleMeHTa
Max Tj. BPEAHOCT ag + ... + Gm—1.

ITpomenmuBa zbirPosleMax cagpsku 30up CBUX eleMeHara Ioce MpBOr M0jaB/biBakba MAaKCUMAJIHOT elle-
MEHTa Max Tj. BpPEeIHOCT Qypy1 + ... + Aj—1.

JIoKax1Mo Jia Cy YCJIOBU 3aKCTa MHBApHUjaHTa [ETbe.

IMpe ynacka y netspy, MpOMEHJbMBA MaxX UMa BPEHOCT a, TpoMeHsbuBe zbirPreMax un zbirPosleMax umajy
BpeaHocT 0, a mpomensbuBa i BpenHocT 1. Taga je m = 0, ma cy CBU yCJIOBH UCITYEEHHU (CKYIIOBH eleMeHaTa
ag, .-+ Qm—1 ¥ Amt1,--.,0;—1 Cy IPa3HN).

[MpeTrnocTaBUMO 12 YCIOBH Baxe Mpe yJIacKa y neTby.

— IlpernocraBumo fga je a; crporo Belie on BpegHocty max. Tajga Ha OCHOBY MHBapHujaHTe 3HaMO 1A je

a; cTporo Behe oJ CBUX BPEOHOCTH Ay, . . . , G;—1, I1a C€ HOBAa BPEAHOCT MAKCUMyMa jaBJba Ha MO3UIHjU
m' =1i.
Tana je HoBa BpeqHOCT MpoMeHJbMBe zbirPreMax jenHaka 30upy cTapyx BpeJHOCTH IPOMEHJBHUBUX
zbirPreMax, zbirPosleMax u max, Ima Ha OCHOBY BapHjaHTe BaXH Ja je Ta HOBAa BPEJHOCT je[HAKa
(ag+...+am-1)+am~+ (@ams1+...+a;—1), WTO je jeoHaKo ag + . . . + Gy, —1. OBO je TauHO 30Up
CBUX eJIEMEHATA [IPe HOBE MO3ULIMjE MAKCMMYMa 3a KOjy CMO YTBPIWIIM Ja je nosuuuja m’ = 1. YjeuHo
3a CBe OBE €JIEMEHTE BaXH J]a Cy CTPOrO Mamby O] Max.

Hoga BpeiHOCT ITpOMEHJBMBE MaX jefHAKA j€ a; LITO jecTe HOBA BPEIHOCT MaKCUMyMa.

Hoga BpenHocT nmpomenbuBe zbirPosleMax jemHaka je 0, IITO je jeIHAKO 30UpPY BPEIHOCTH Gy, 41 +
...+ a;_1 (jep je m’ = i, na je Taj cKymn ejeMeHara npasas).

— TpernocTaBUMO 2 je a; Mabe WIH jeTHAKO OJ] BPeAHOCTH max. Tajia ce MpBO M0jaB/bUBAHE MAKCHUMY-
Ma y JieJly Hu3a ag, . . . , a; TOKJIAMa ca MPBUM I10jaB/bUBAEM MaKCUMyMa y ey HU3a dg, ..., 0;_1 U
HaJla3u ce Takohe Ha MO3ULIKjU M, 1A je m’ = m.

IMpomensbuBe max u zbirPreMax He Memajy CBOje BpeQHOCTH (IUTO je y pedy, jep je m' = m, ma je
BPEIHOCT MaX jeHaKa d,, = G/, JIOK je BpeAHOCT mpoMeHbrBe zbirPreMax jemHaka ag + ... +
/-1 =09 + ...+ am,l).

ITpomensbuBa zbirPosleMax yBehaBa cBojy BpeJHOCT 3a a;, 114, TIOIITO je BheHa cTapa BPEAHOCT Ousia
jenHaka am4q + ... a;—1, momro je m’ = mui = i+ 1, BaXu 1a je eHa HOBA BPEJHOCT jeJHaKa
A1+ F+ 0 = Qg1+ ...+ ay—q.

Ha kpajy nempe He Baxu Ja je ¢ < n, Ia MOIMTO je ¢ < n, BaXHU Ja je ¢ = n. 3aTo Ha OCHOBY MHBAapHjaHTe 3HAMO
na nmpomeHsbuBe zbirPreMax zbirPosleMax 3amcta nmajy BpeaHOCTH 30Mpa CBHX eJieMeHarta Ipe IMpBOT U Mocje
TMIPBOT T0jaBJbHBaha MAKCUMAJIHOT €JIeMEeHTa Y JIely HU3a dg - . . G;—1, IITO je 3ampaBo 1ieo HU3 (jep je ¢ = n,an je
yKyIlaH Opoj eaeMeHara).

// ukupan broj predmeta
int n;
cin >> n;

// ucitavanje mase prvog predmeta

int m;

cin >> m;

// najveca do sada ucitana masa

int max = m;

// zbir masa pre najvece do sada ucitane
int zbirPreMax = 0;

// zbir masa posle najvece do sada ucitane
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int zbirPosleMax = 0;
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
// ucitavanje mase sledeceg predmeta
cin >> m;
if (m > max) {
// korekcija najvece mase 1 zbirova
zbirPreMax += max + zbirPosleMax;

max = m;
zbirPosleMax = 0;
} else

zbirPosleMax += m;

}

// prikaz rezultata
cout << zbirPreMax - zbirPosleMax << endl;

3anarak: Odprame nudapa

Vaaz: Ca craHapAHOr yjasa ce yHocH mpupojas opoj n (0 < n < 109).

W3zna3: Ha cranpapaHu usnas UCnucaté dpoj Koju ce qoduja odOprameM Hudapa dpoja n.

IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
12345 54321 12000 21
Pememe

Y oBOM NOCTYIIKY ce KOMOMHY]y ABa ajroput™a. IIpBu je ajiropuTtam 3a ofpehuBama 1udapa y IeKagHOM 3a1ucy
Opoja, 3mecHa HaleBo, ogpehuBameM ocTaTKa Mpy IeT00pOjHOM Aesbery. pyru anropuram je XopHEpoBa cxema
3a ogpelhuBame BpeAHOCTH Opoja Ha OCHOBY HEeroBUX IMpapa cieBa HajiecHo. Taj anropurtaMm je ommcaH y 3aaTKy
bpoj ¢opmupan o natux nudpa ¢ gepa Ha necHo. Ckugamo jenHy 1o jenny mudgpy Opoja n 34ecHa U JOIHCY jeMO
je Ha pe3yJTar, Takohe 3/1ecHa.

IIpumep. PasmMoTpuMo MOCTYNHO paj ajropurMa Ha jeJHOM ITpUMepy.

n
123000
12300
1230
123

12

1

0 321

w oo o N

w
N
AT h WN RO

KopexTHOCT OBOT ajropuT™a ce 3acHuBa Ha cienehoj naBapujanTu. HakoH ¢ kopaka netsse dpoj n caap:ku Opoj Koju
ce 1odMje Kaja ce oJ NOYeTHOr Opoja 1y odpHIIe MoCIeamHX ¢ udapa, 1ok Opoj 7 caapku Opoj Koju ce goduje
0o0pTameM TUX MOCIeqbUX ¢ Hudapa dpoja ng.

I/IMHHCMGHTaL{I/Ija C€ MOKE HAIIpABUTH Ha cnenehn HAa4MH.

int obrni(int n) {
int r = 0;
while (n > 0) {
r=10*%r + n % 10;
n /= 10;
}

return r;

}

Joxa3 kopekTHOCcTH. [lommITO je mporpam HamvcaH y TEpMUHIMA MaTeMaTHIKKX OIlepanyja, ako XeJInMo 1a CIpo-
BEeIEMO MOTIYHO MpeL3aH, MaTeMaTHYKK (hopMaslaH JOKa3, U MHBAPHjaHTy MOPaMO W3PA3HTH y TEPMUHUMA Ma-
TeMaTHUKuX oreparnmja. Haxasoct, mcnocrasuhe ce a Kpajie HyJe y 3anucy Opoja, Koje mocrajy Bogehe Hyse y
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pe3yJITaTy 3Ha4ajHO KOMIUIHKY jy MMPEU3HO U3pakaBame MHBAPHjaHTe M HACTABAK JOKA3a YMHE MPYIMIHO MYKOTPII-
HuM. Hamme, dpoj koju ce odphe Moxe ce 3aBpIIMTH HyJaMa, Tako Ja Ha nmpuMep opojesu 123, 1230, 12300 cu
Majy UCTy BPEAHOCT Op0oja KOju ce 3amucy je UCTUM ITudpama Kao OPUrHHAIHHU OpOj ali y OOpHYTOM MOpeTKy (321).
Anu Opoj Kopaka netmbe Koju he dutu norpedan a ce Ta BpeIHOCT U3pauyHa he ce pa3MKoBaTy y TUM CUTyaljama
(u Ouhe jemnak dpojy uudapa opoja n). OTyna je OUTHO MPUMETUTH Ja je Opoj 3aBpIIHMX HyJa Yy 3amucy Opoja
OWTaH 3a MpeUIoKEeHN AITOPUTAM.

Jlema: VcioB na je ng = n - 10° 4 rev(r) - 10° (rae je s 6poj 3aBPIIHUX HyJa y 3amucy Opoja ng) je MHBapujaHTa
newbe. [Ipu ToMm je Opoj r jemnak O ook je ¢ < s (mma 0 nudapa y 3ammcy), OJHOCHO UMa Ta4qHO ¢ — S nudapa y
3amucy Kajga je ¢ > s u Bojeha nudpa My je paznmuura ox HyJsie. Baxu u ga je n > 0.

JIOKa:KUMO OBY JIEMY.
* [lpe npBor ynacka y netmwy je n = ng, r = 0 u ¢ = 0, na ycjioB OUUIJIEAHO BaXHU.

* TlpernocraBuMoO Ja TBphele BaXu Ha yjacKy y memby. Edekar tena nemwe je ga je n’ = ndiv 10, ga je
r" = 10r+nmod 10 u na je ¢’ = 7+ 1. TTorpedHO je Ia JOKaKEMO J1a BPEIHOCT 1 - 107 + rev(r’)-10° ocraje
jennaka ng. HakoH u3BpiaBarma Tena newbe, ona je jemHaka (n div 10) - 10771 + rev(10r + nmod 10) - 10%.
OBy BPEJHOCT JIA/b€ U3PAYYHABAMO Y 3aBUCHOCTH OJI OJHOCA TIPOMEHJBUBUX i U S.

— Ako je i < s, mewba CKuja HyJe ca Kpaja 3amuca Opoja n, Taga je 7 = 0 m nmod 10 = 0. 3aro je
nperxoaHa BpeaHocT jeanaka (n div 10) - 10771 = (10 - (ndiv 10) +nmod 10) - 10° = n - 10¢, mro je
Ha OCHOBY IIPETIOCTABKE jeTHaKO ng (jep je U y mpeTxoaHoM Kopaky r = 0).

— AKo jei = sTemba je CTHIVIA J0 MpBe Nudpe pa3idduTe o1 HyJie, na je jom yBek 7 = 0, an mod 10 # 0.
Toruro je nmod 10 jeanoumppen 6poj, Baku aa je rev(nmod 10) = nmod 10. Iomro je i = s,
BPEIHOCT M3pa3a Koju (purypuiie y MHBapujantu jeanaka je (ndiv 10) - 104! + (nmod 10) - 10° =
(10 - (ndiv 10) + nmod 10) - 10° = n - 10%, a To je Ha OCHOBY NpeTINOCTaBKe jeaHaKO N (jep je vy
nperxoaHoM kopaky © = 0). Baxu u ga je v’ = nmod 10, ma je 0 < v/ < 10 u 7’ je jennouudpen
Opoj. 3ato Baxu na 1’ uma taudo i’ — s = ¢ + 1 — ¢ = 1 nudpapa u ga My je Boseha nudppa pazimuura
o] HyJIe.

— Ako jei > s, momTo r uMa TavHo ¢ — s 1udapa, Taga Baxu aa je rev(10r +nmod 10) = (nmod 10) -
10°=% + rev(r). 3aucra, u3pa3 ca JieBe CTpaHe O3HAYaBa OPOj KOjH CeE JOoOMja ODPTarbeM pelociena
apa dpoja koju ce o Opoja r noduja nonmcrBameM nudpe n mod 10 (oHa MOke dUTH U Hyna) ¢
necHe ctpane. IlITo ce TM4e M3pasa ca JecHe cTpaHe, HA OCHOBY MHBAapHjaHTe 3HAMO J1a je r Opoj Koju
UMa TauHo i — s uudpapa u oHe ofrosapajy crenenuma og 10° no 10°=°~1. 3aro ce mudpa nmod 10
MHOXemeM ca hakTopoM 10°~* mocTasiba kao npsa nudpa u3a Koje ciefe cse nudpe 3amuca 6poja r y
0oOpHyTOM penocieny. [lakie, JIeBU U IeCHH U3pa3 MMajy UcTy BpeaHocT. Ha ocHoBY Tora, 3HaMo za je
BPE/IHOCT U3Pa3a Koju (PUrypHIlle y MHBAPUjaHTH HAKOH U3BPILABAbA TEJA jeIHAKA 1 - 107 + rev(r’)-10°
= (ndiv 10)-10**! +rev(10r+nmod 10) - 10° = (n div 10)- 107 +((n mod 10) - 10° =5 +rev(r)) - 10°
= (10 (ndiv 10) +nmod 10) - 10 + rev(r) - 10° =n - 10° + rev(r) - 10%, mrTo je jeaHaKo ny Ha OCHOBY
npernocraske. [omro je v’ = 10r+n mod 10, onna Baxu ga r’ uMa jeary uudpy Buiie Hero 7 (Tj. ©Ma
i—s+1 =i — s mdapa), a Bogeha rmdpa je pasmmuunra ox HyJe (Boaeha mudpa ce Hije MPOMEHMIa).

Teopema: HakoH n3BpiuaBata Koja Baxu aa je r = rev(ng).

Momro je n > 0 u HEje n > 0 (jep ce mempa 3aBpmmia), Baku ga je n = 0. 3aro je ng = rev(r) - 10°. Tj.

rev(r) = {gx. Hourro je Boneha nudpa Spoja r pasauumTa o/ HyJie M MOWITO je Moce/Iba Mudpa dpoja g% Takohe

10°
pasnuumnTa o HyJe (jep no MMa TauHO S 3aBPIIHKX HyJa Koje ce e/berbeM ca 10° dpumry), Baxu fia je 7 = rev({p )-
Meljytum, Baku U aa je rev(ng) = rev(1 ), jep rev(ng) uMa TauHo s Boehux Hysa Koje ce Mory odpucartu oe3

108
yTI/IL[aja Ha KOHAa4HU pe3yJaTart.

3aycTaBibame ce JoKa3yje NPUIMYHO jeIHOCTABHO jep je n > ( ¥ KOHCTaHTHO ce cMamyje, 1a Mopa Johu 10 HyJe.

3anarak: PacraB/bame HA IPOCTe YHHUHOLIE

AKO je 1aTo HEKOJIMKO MPOCTHX OpojeBa, BUXOB MPOU3BOJ CE MOXKEe BeoMa JIako u Op30 oapeautu. Mehytum, ako je
JaT MPOU3BO/I, YECTO je BeoMa TEIIKO OJPeAUTH IIpocTe dpojeBe Koju ra cauumanajy. Hamuiny mporpam Koju mro
edukacHyje penaBa Taj mpodJeM.

Vaaz: Ca craHiapaHOT yjla3a ce yHOCH jefial Tipuposan opoj n (1 < n < 2-107).

M3na3: Ha cranpapaxy u3ias MCnucaTy pocTe YMHUoLe Opoja n, ypeleHe ox HajMamux 1o HajBehux, pasiBojeHe
pa3MaKoMm.
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I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

IIpumep

Vaaz HUznasz

900 223355
Pememe

Aurropuram pakropusanmuje

[orenmjanau ynHWONH f dpoja n ce UCTIUTY ]y pPeioM, Y eT/bU, KPEHYBIH o Opoja 2. Y CBaKOM KOPaKy HCIHTYje
ce J1a M je Opoj n ne/buB OpojeM f U IOK Tof jecte /e/bMB, Y YHYTpAIEhO] MET/bH, OH ce Jeiu Opojem f npuja-
B/byjylin py TOM 4MHWIAL f (IIOIITO Ce y CKJIOIY YCJIOBa YHYTpallllhe NeT/be BPIIM IpoBepa AebUBOCTU 1 ca f,
HUje oTpedHa NMocedHa MpoBepa Ae/bUBOCTH HApeIdOM I'paHama npe Te newbe). HakoH Tora npenasu ce Ha cnepehu
MOTEHIIMjaJTHA YMHMJIALL (32 jedaH Behu on mperxonHor). Mako ce Moxke MOMUCIUTH JIa je 32 CBAaKU MOTEHIIUjaJTHUA
YUHWJIALL TOTPeOHO MPOBEPUTH [1a JIU j€ OH IMPOCT Opoj (jep Hac 3aHMMajy caMo MPOCTH YAHUOLM ), TO HHUj€ MOTPEOHO
pagutu. Hamme, y mocTynky nperpare KOju cMO HaBeJH, ako TeKyhu KaHauat f Huje mpocT, OH He MOXe Ja Aeu
Opoj m, jep cMO CBe HeroBe mpocre YrHuolle Beh Jie/berbeM yKIOHWM u3 Opoja n. Ha npumep, kaga f gocturHe
BpeIHOCT 6, Opoj n He MOXe OUTHU JIeJbUB HBHMeE jep je TPEeTXOIHO UCIIPITHO U3/ie/beH OpojeM 2 (a KacHUuje u OpojeM
3). 3aucra, ako MPETIOCTABUMO CYIIPOTHO A2 f eJi i ¥ J1a je f CJoXKeH Opoj, Tafa du f MMao HEeKU MPOCTU YMHUIIALL
MamH O lera v To OM yjeqHo Ouo npoct unHwiIal dpoja n. Mehytum, To HUje Moryhe jep cMo ripe yBehamwa dpoja
f Ha meroBy Tekyhy BpenHOCT yTBpAMIM Ja Tekyhu Opoj n He Moske OUTH JIeJbB HU jeJHUM OpojeM MameM of f
(uHave ducmo ra nemn ca f, a He yBehaBamy f). Jlakiie CI0KeHH YMHUOLM Ce eIMMUHUILY TaKo IITO ce YTBPAHU Aa
Tekyhu Opoj n HUje Ae/bUB BUMa, IITO jé MHOTO e(pHKaCHHje Hero MPUMEHhUBATH Ha FbUX TECT IPOCTOCTH.

Y HajjeaHOCTaBHUjOj UMILIEMEHTALIU]jY, OITMCAHU MOCTYINAK TPaje CBE 0K ce Opoj 1 Ie/beHheM CBOjUM YMHUOLMMA
He cBefie Ha Opoj 1.

AHanm3a cJI0’KeHOCTH. Vako KopeKTaH, aJlropuTaM KOju ce 3aBplliaBa cBohewmeM Opoja Ha 1 je mpuianyHo Heeu-
KacaH ¥ 3a OpojeBe Koju UMajy BeJIMKe ITPOocTe YNHHUOLE Paii BEOMa CIIopo (TIOKYINajTe U3BpIIaBamke Iporpama HIp.
3a Opoj 1000000007). ITpodiem HacTaje jep ce IeUOIH IMOCTEAEr MPOCTOT YNHUOIIA UCTTUTY jy CBe JOK ce He gobhe
1o camor Tor Opoja. C 0d3upoM Ha OorpaHHYEHe OPOjEeBHOT THIA, OPOj YMHMIAIIA MOKEMO CMATPATH MPAKTUIHO
KOHCTAHTHUM (He MOXe uX OuTH Buile of 32), na je cnoxkeHoct O( f), rae je fi Hajsehu mpoct akTop mosasHor
Opoja, mrro je O(n) Kazga je n npoct dpoj.

Ha cpehy, anropuram je jeTHOCTaBHO MOMPABUTH, TAKO IITO CE PACTaB/babE 3ayCTAaBH UMM Ce YTBPAM Ja je TeKyha
BPEIHOCT MPOMEHJbUBE 1 ITPOCT Opoj (a Buaehemo f1a 3a To HUje NOTPedHO YeKaTH Aa BPEJHOCT f JIOCTUTHE 7).

IIpumep. Ilpukaxumo paj aaropuT™Ma Ha jeJHOM IPUMEpY.

-4

cinioc
2
2

3

n
3300
1650
825
825
275
275
275
55
11
11
11
11
11
11
11

1

Vo NOOULTuUuul b, WWNDNDN

11

(I
[ N G

I/IMHHCMCHTHHI/Ija C€ MOKE HAallpaBUTH Ha CH@H@hI/I Ha4uH.

int n;
cin >> n;
int f = 2;
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1.4. JIOJATHU 3AJJAIIH 3A BEJKBY

while (n > 1) {

}

while (n % f == 0) { // dok je n deljivo sa f

cout << f << 7 7 // prijavljujemo pronadeni prost cinilac
n /= f; // delimo broj njime

}

f=f+1; // prelazimo na sledeceg kandidata

cout << endl;

Jloka3 KOpeKTHOCTH. JJOKaKMMO KOPEKTHOCT MPETXOJHOT aJIrOpUTMa U (hOPMAIHO, KOpUIINeheM TEXHUKE UHBa-
pyjantu newbe. LleHTpanHa uHBapujaHTa NeTbe je TO Ja TeKyha BpeAHOCT MPOMEHJbUBE 1 HUje AE/bUBA HU jeJHUM
dpojem u3 mHTEepBaia [2, f), Kao U Aa je moYeTHu OpOj Ny MPOU3BO OO Caa UCIMCAHKUX NPOCTUX OpojeBa u Tekyhe
BPEAHOCTH IPOMEHJBUBE 7.

Ipe ynacka y nemsy je f = 2, na je uHTepBa [2, f) mpas3aH U NpBHU €0 HHBAPHjaHTe TPUBHjATHO BaXd. Baxu u qa
jen = ng 1 Ja HUjeaaH Opoj HUje UCIIMCAaH, Ma U IPYTH JIe0 UHBAPUjaHTE BaXU.

[MpernocraBuMo A2 MHBapHUjaHTa BakM HA YJIACKY y TIET/bY.

* Axo je n nemuB Opojem f, ucriucyje ce dpoj f. OH je ounnieqno ynHWiIal opoja n. IpernocraBumo aa je

CJIOXKEH U JIa ce MOXe pactaButh Kao f = f1 - fo,3a f1 > 1 u fo > 1. Tama 6u Opoj n duo neswuB ca f1 u ca
f2 koju npumnanajy uaTepBaiy [2, f), ITO je CyNpOTHO HHBAPHjaHTH, Ma 3aKJbY4yjeMo Ja d MOpa OUTH MPOCT.
Hemewem dpoja n ca f moduja ce HOBU Opoj n’, Koju Takohe HUje Jie/bUB HU ca jeqHuM dpojem u3 [2, f), na
NIPBH JIeO MHBApHjaHTe OcTaje ouyBaH. [loueTHa BpeJHOCT 7y OCTaje jeHaKa MPOM3BOAY MCIIMCAHNUX OpojeBa
u tekyhe BpesHOCTH 1 (jep je TO BaXWJIo Ha OCHOBY MHBapHjaHTe, UCIUCAHO je f, a n je mojesbeHo ca f), na
U IpyTH 1e0 MHBApHUjaHTE OCTaje OIyBaH.

AKo n Huje nemwuB OpojeM f, Taja ce f yeehasa3a 1 (neka je f' = f + 1). [la Ou IpBu 1€0 MHBapHjaHTE OUO
ofipxaH, Tpeda [ja BaXH 1a N HUje Jie/biB HU ca jeqHuM OpojeM u3 uHtepBaia [2, f') = [2, f], Ho To Baxwu,
jep Ha OCHOBY MHBAapHUjaHTe 3HAMO [a 1 HHje [JeJbUB HU Ca jeAHUM Opojem u3 uHTepBaia [2, f), a Ha OCHOBY
eKCIUTMIIMTHE [TPOBEpe YCJIO0Ba 3HAMO 7a 1 HUje Je/buBo Hu ca f. Hujepan dpoj Huje ucnmcaH, HUTH je Opoj
7 TIPOMEHbEH, I1a IPYTH JAe0 NHBapHjaHTe TPUBHUjaIHO HACTAaB/ba 1A BAKH.

Ha ocHoBYy MHBapujaHTe 3HaMO Ja je ng jeAHaK MPOM3BOAY CBUX MCIHCAHUX NMPOCTUX YMHMIIALIA U TPEHYTHE Bpe]-
HocTtH Opoja n. Ilomro je kaga ce ajiropuTaM 3aBpIlY OHA jegHaka 1, ucnucaHa je npocta akropusauuja dpoja

n.
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I'naBa 2

Ca0:xeHOCT H3pavyHaBama

BaxHO nuTame 3a MPAaKTUYHY MPUMEHY HAIIMCAHUX TPOrpaMa je TO KOJIMKO pecypca Mporpam 3axTeBa 3a CBOje M3Bp-
maBarbe. HajBakHUjU pecypcH Cy CHI'ypHO BpeMe MOTpedHO 3a U3BpIIaBake IporpaMa 1 3ay3eTa MeMopHja, Majia
ce MOTY aHAIM3UPATH U JPYTH pecypcH (Ha mpumep, Kox MoOWIHMX ypelhaja BaxkaH pecypc je yTpOIeHa eHEepruja).
HakJie, 0OOMYHO ce pa3marpa;jy:

* BpeMEHCKA CJIOKEHOCT aJITOPUTMA;
* MpocTOpHA (MEMOPHjCKa) CIOKEHOCT aJITOPUTMA.

Ha npumep, ako jeman mporpam u3padyHaBa notpedas 0poj 3a 10 cekyHau, a Apyru 3a J1Ba U [0 MUHYTA, jacHO je Ja
je TIpBU NporpaM MpakTUYHO NMpUMeMBHjI. MehyTiM, ako NpBH MporpaM 3a CBOje U3BplaBame 3axTeBa mpeko 10
ruradajta Memopuje, Apyru oko 1 ruradajr, a Mu uMamo padyHap ca 4 ruradajTa MeMopuje, IPBU NporpaM Ham je
MIPAaKTUYHO HEYNoTpedspuB (MaKo pagu MHOTO dpike off apyror). Mnak, ¢ 003upom Ha TO []a caBpeMEHH pauyHapCKu
CHCTEMH MMa]y MPWIAYHO BEJIHMKY KOJMYMHY MeMopHje, Bpeme je demthe orpanmdaBajyhu ¢pakTop M y HACTaBKY
hemo ce yenrhe OaBUTH aHAIM30M BpeMEHCKe e(PUKACHOCTH alropuTama.

IIpu TOM, IPUINYHO je pesaTUBHO KOJIMKO Op30 IMporpaM Tpeda ga paau ga OucMo ra cMatpanu edukacHuM. Ha
TIpUMep, aKO IPOrpaM YcIIe Jia 3a 110J1a caTa pelly HeKM HepellleH MaTeMaTHIKY IPodJIeM, KO U Jby/IM TOAMHAMA HICY
MOIJIY /1A pellle, OH je CBaKaKo KOPUCTaH M MOXKEMO ra cMaTpaTu Beoma epukacHuM. Ca apyre cTpaHe, ako Iporpam
yrpaheH y ayToMoOMI KOHTPOJIMILE KOYHUIIE MPYJIMKOM MPOKJIN3aBambha, BEeMy U HEKOJIMKO CTOTHHA MIJIMCEKYHAN
u3padyHaBama MOXxe OUTH IpeBullle, jep he 3a To BpeMe ayTOMOOMIT HEKOHTPOJIUCAHO CIETETH ca MyTa.

INonamame nporpama (I1a ¥ KOJIMYMHA YTPOLIEHUX pecypca), HapaBHO, 3aBUCH O] IheTrOBHX YJIa3HUX ITapameTapa. Ja-
CHO je, Ha IpuMep, Ja hie mporpam Opxke W3pavyHaTH MPOCEYHY OLEHY JIBaJEeCeTaK yUEHNKA jeHOT OJe/beHha, HETO
MIPOCEYHy OLIEHY HEKOJIMKO JIECeTMHA XMbaJla yIeHHKa Koju nonaxy [pxasHy MaTtypy. Takobe ce mosxe mpeTro-
CTaBUTH Jia TIOHAIIAKE MTporpamMa He 3aBHCH OJI KOHKPETHHX OIleHa Koje Cy YYeHWIW Joduu, Beh camo o dpoja
yUYeHHKa. 3aTO CJIOKEHOCT aJITOPUTMa YeCTO U3paxaBaMo y (PYHKUMjU eauuute (gumeH3uje) Hhelogux YaasHux ia-
pameitiapa, a He cCaMMX BPeTHOCTH MapameTapa. BennunHa ynasHe BpeqHOCTH Moke dutH Opoj yla3HUX ejleMeHarta
Koje Tpeda odpamutu, Opoj OMTOBa MOTPeOHMX 3a 3alMCHBAIGE yila3a KOju Tpeda odpaauTH, caM yiIa3HU Opoj Koju
Tpeda odpaanTy UTH. YBEK je MOTPEdHO EKCIUIMIMTHO HABECTH y OJHOCY Ha KOjy BEJIMUMHY yJa3HEe BPEAHOCTH ce
pa3MaTpa CJI0KEHOCT.

Ca Apyre CTpaHe, HEKU CE aJITOPUTMU HE I/I3BpIJ_IaBajy HMCTO 3a CBC€ yJla3€ UCTC BEJIMYMHE, T1a je HOTpe6HO Hahu HaunH
3a OIIMCHUBAaKC e(l)I/IKaCHOCTI/I AJITOpUTMA HA pa3HUM MOFth/IM yJlazuMa UCTE BEJIMIMHE.

* AHaJju3a Hajroper cJjyd4aja 3aCHUBA IIPOLIEHY CJIOXKEHOCTH aJITOPHUTMA Ha HajropeM ClIydajy (Ha ciaydajy 3a
KOjU ce aNropuTaM Hajayke U3BpIIaBa — Y aHAIM3U BPEMEHCKE CJIOKEHOCTH, WITK Ha CITy4ajy 3a KOju ajropu-
TaM KOPUCTH HajBHIIIE MEMOPH]je — Y aHAJIM3U NPOCTOPHE CJIoKeHOCTH). Ta mporeHa Moske Jia dyne BapIbiBa,
Tj. mpeBuile necumucTnyHa. Ha npumep, ako ce nporpam y 99,9% ciydajeBa u3BplIaBa UCIOJ CEKYHJE, TOK
ce camo y 0,1% ciyvajeBa m3BpimaBa 3a oko 10 ceKyHIH, aHAIM30M Hajroper ciyvaja 3aKJbydriId OMCMO Aa
he ce mporpam m3BpmaBatu 3a oko 10 cekyrau. Ca gpyre cTpaHe, aHAIM3a Hajroper ciaydaja HaMm jaje ja-
Ke rapaHiidje a Mporpam Koju je y HajTopeM cllyuyajy JOBOJbHO e(UKacaH y CBUM CllyyajeBUMa MOXe Jia ce
M3BPIIIM Ca PACTIOIOKUBUM PECYypPCHMA.

* ¥V HekuMm cutyanyjama Moryhe je U3BpIIMTH aHAJIN3Y NPOCEYHOr cIy4Yaja v U3padyyHaTH POCEYHO BpeMe
M3BpIIABaba AITOPUTMA, AN [a O ce TO ypaauiIo, TOTPedHO je MPEU3HO TO3HABATH MIPOCTOP JOIMYIITEHUX
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2.1. MEPEILE BPEMEHA N3BPIIIABAIHA

yJIa3HUX BPEAHOCTH M BepoBaTHONY Jia ce cBaka JOMyIITeHa yjla3Ha BPeAHOCT M0jaBH HA yJla3y nporpama. Y
clly4ajeBrMa Kajia je duTHa rapaHnyja e(pruKacHOCTH CBAaKOT I10jeIMHAYHOT M3BpIIaBamka IporpaMa IpoLeHa
MPOCEYHOT CIy4yaja MOXe OMTH BapJbHBa, IIPEBHUILe ONTUMUCTAYHA, K MOXKE Jla ce IECH [la Y HeKHM CUTYyaluja-
Ma TIporpaM He MOe [ja Ce U3BPILY ca PacloNoKUBUM pecypcuma. Ha npumep, aHamm3a IIpocevHoOr ciydaja
OW 3a MPEeTXOIHU MporpamM MpHjaBuia ja ce y MPOCEeKy MU3BPILIABA KCIOA jeHe CeKyHae, MelyTuM, 3a Heke
yJ1a3e OH ce MOXKe U3BPILIABATH M IPEKO JeCeT CeKyH/IH.

* AHayim3a HajOoOJBer cily4aja je, HapaBHO, IIPEBUINE ONTUMUCTUYHA U HUKaJa HeMa CMUCIIA.

Hexkana ce ananusa BpIIM Tako Jia ce MPOLEHW YKYITHO BpeMe MoTpedHO Ja ce u3BpIiu oapeheH dpoj CpoaHUX ore-
paumja. Taj odyuk aHanu3e Ha3MBa ce AaMOPTH30BAaHA aHAJIW3A U y TUM CUTyalldjaMa HaM HHje OUTHO Bpeme
M3BPIIIABAbA 10]jeIMHAYHUX Ollepaliija, Beh camo 30MpHO BpeMe U3BpIIaBamba CBUX OMEparyja.

V HactaBky he, ako HHje Apyradmje pedyeHo Apyraunje, OUTH MoapasyMeBaHa aHalIN3a Hajroper ciaydaja.

2.1 Mepemwe BpeMeHa H3BPIIABaKHA

[NoHamame 3a KOHKPETHE BPeJHOCTH YJIa3HUX MapaMeTapa ce MOKe eKCIIepAMEHTATHO OJIPEINTH, TECTUPAmhEM paja
nporpama. Ha mpumep, pasMoTpumo HapeqHa JBa aqropuTMa (J1aTa y ICeyIoKOoy) KOju M3padyHaBajy 30HMpoBe
MIPUPOJHKX OpojeBa o1 1 /10 ¢, 3a CBAaKO ¢ U3 MHTEepBaa 1 10 n.

zbir = 0

foreach 1 in [1, n]:
zbir += 1
print(zbir)

function zbir(k):
zbir = 0
foreach 1 in [1, k]:
zbir += 1
return zbir

foreach k in [1, n]:
print(zbir(k))

AKO ce IIpBU aIroputaM MMILUIEMEHTHpa (Ha IpUMep, Y MporpamMcKoM jesuky Python) m ako ce u3MepH meroBo
BpeMe M3BpIIaBaka 3a Pa3IMuUTe BPEAHOCTH 1, 00H]jajy ce caenaehu pe3yaraTty (Kao pe3ynrar MpuKasaH je 30up
cBux dpojera o 1 10 n).

= 1000000, rezultat: 500000500000, vreme: 0.16 sekundi
= 2000000, rezultat: 2000001000000, vreme: 0.31 sekundi
3000000, rezultat: 4500001500000, vreme: 0.49 sekundi
= 4000000, rezultat: 8000002000000, vreme: 0.65 sekundi
= 5000000, rezultat: 12500002500000, vreme: 0.83 sekundi

D2 D DO DO O
1

Beh onaBne ce Buay 1a cy BpeMeHa IpUOIIMKHO Cpa3MepHa BpeAHOCTUMA 7. JOII Mperie JHUj1 HAYKH /12 YOUUMO OBY
MIPOIOPILIMOHAHOCT je NMpHKa3MBame rpauKka BpeMeHa N3padyyHaBamba CyMe Y 3aBHCHOCTH O] 7, Ca KOra Ce jacHO
BUJIY 1A KOJI TIPBOT [IPOrpaMa BpeMe U3BPIIaBarba MPUOIMKHO JIMHEAPHO 3aBUCH Off 7.
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

Mepere BpemeHa

800

700 A

600

500 A

400

Bpeme [MunucekyHae]

300 4

200 4

T T T T T
1 milion 2 miliona 3 miliona 4 miliona 5 miliona
BpeaoHoCcTn n

Cnuka 2.1: JIuHeapHa 3aBUCHOCT U3MEPEHOT BpeMeHa

AKo ce JIpyry alIropuTaM UMIUIEMEHTHPA M aKO Ce U3MEPH HeroBO BpeMe M3BpIlaBamba (Ha MPUMED, y POrpaMCcKoM
jesuky Python), nodujajy ce ciepehn pesynratu (IMOHOBO je MpHUKa3aH caMo 30Hp CBUX OpojeBa ox 1 10 n).

= 1000, rezultat: 500500, vreme: 31.24 ms
= 2000, rezultat: 2001000, vreme: 156.25 ms
= 3000, rezultat: 4501500, vreme: 359.35 ms
= 4000, rezultat: 8002000, vreme: 633.19 ms
= 5000, rezultat: 12502500, vreme: 993.25 ms
= 6000, rezultat: 18003000, vreme: 1448.38 ms
= 7000, rezultat: 24503500, vreme: 1984.94 ms
= 8000, rezultat: 32004000, vreme: 2547.53 ms
= 9000, rezultat: 40504500, vreme: 3291.45 ms
10000, rezultat: 50005000, vreme: 4049.11 ms

o B B [ B B [ B B s |
I

VY oBoM cilyuajy 3aBUCHOCT HUje JMHeapHa. Haume, kajga ce n yaBOCTpydH, BpeMe ce yMecTo 2 myTa, OTPIIINKE

yBeha 4 myTa, IITo cyrepuiiie Jia je BpeMe U3BpIlaBamba Cpa3MepHO ca KBapaToM BeJMUMHE yJ1a3a, Tj. 12 je y MUTamby
t .

KBaJlpaTHa 3aBUCHOCT. PauyHamem 7(:;) 3a pasHe 1 AodujaMo npudmkHO ctanHy BpegHoct 0.00004, mto 3Haun

Jla ce BpeMe M3BplIaBama t(n) Moske anpokcuMupatu kao t(n) =~ 0.00004n2. Ha cnenehoj cimim BumumMo rpaduk

N3MEPEHNX BPEAHOCTH U rpapvik BpeAHOCTH AOOMjeHe KBagpaTHe (PyHKIMje KOja MOJEINpa BpeMe U3BPIIaBarba.

Meper:e BpeMeHa

4000 | —®— wmepexo
—— wmogen
3500 4

- X r w
& =3 w =1
=] =3 =] S
S & =1 S
! | | |

BpeMe [MunncekyHoe]

BpPeAHOCTW N Y XWkadamMma

Cnuka 2.2: KBagpaTHa 3aBHCHOCT H3MEPEHOT BpeMeHa
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2.2. ACUMIITOTCKA AHAJIN3A CJIOKEHOCTH

JlBa jata rpachuka ce y 3HauajHOj MepH MoKJanajy, mTo nokasyje aa je 0.00004n? seoma 100pa npolieHa BpemMeHa
M3BpIIABaka ATTOPUTMA 32 pa3He BpegHocTH n. HapaBHO, BpeMe M3BpIIBamba YBEK 3aBUCH O TPOTPAMCKOT je3uKa 1
KOHKPETHOT pauyHapa Ha KOM je Mepere U3BPILIEHO, a1 €KCIIEPUMEHT FOBOPH [a MOEMO oueKkuBaTu Ja he Bpeme
paja Apyror ajiropuTMa yBeK OWTH NPWIMKHO KBaJgpaTHa (pyHKIMja BequuuHe ynasza. OBo ce, HapaBHO, MOXe U
¢popmaHO HOKa3aTU aHAIU30M OpOja U3BPIIEHUX UHCTPYKLUja.

Ha ocHOBy m3MepeHHX BpeMeHa BUIMMO 72 je TPBU MPorpaM HeyrnopeanuBO OpKH y OfHOCY Ha Apyrd. JIuHeapHO
BpeMe M3BpIIIaBaba je TOJIMKO Mambe OJ] KBaIpaTHOT, 1a Kaja ce 00a BpeMeHa MpUKaxy Ha UCTOM Ipaduky, neiyje
JIa je JINHEapHO BpPEMe CTAJIHO jeIHAKO HYJIH.

Mepere BpemMeHa

b
=]
L

—e— 1: VIHKpeMeHTanHo (jefHa neTba)
—8— 2: [No3MB (PyHKUK]je 'zbir' y neT/bu

Now W
w [=] w

BpemMe [cekyHne]
]
(=]
!

T T T T T T T T T T
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 95000 10000
BEpedHoCTN N

Cnuka 2.3: OpHOC JIMHEapHOT U KBaJIpaTHOT BpeMeHa

2.2 ACHMITOTCKA aHAJU3A CJOXKEHOCTH

Mepeme BpeMeHa M3BpIIaBaba Ce MOXe YPaJuTH 3a CBaKU IPOrpam, ajyd OHO HHUje MOy3[aH apryMeHT camo 3a
cede, Beh cityku Tpe cBera 3a MoYeTHO CTUllame ocehaja 0 epUKaCHOCTU MOjeIUHMX adropurama (1a 3HaMmo IITa
Tpeda Ja JOKakeMO), Kao U 3a MOTBPAY 3aKJbyyaKka JOOMjeHUX TEOPUjCKUM pa3MarpameM. OcuM Tora, 4ecTo HaM je
MOTPEOHO 1a MOXKEMO JIa YHAIPE JaMO HEKY rpyOy MpolieHy OTPEeOHHUX pecypca 3a MPOU3BOJbHE YIa3HE BPEIHOCTH,
0e3 nokpetara nporpama (Ia 4ak 1 npe nucama Mporpama, caMmo Ha OCHOBY aJITOPUTMa KOju he OUTH MPUMEIbEH).

[MuTame koje ce MpUPOIHO MOCTaB/ba je TO HAa KOM he ce padyHapy mporpam usBpiuaBatu. HapaBHo, ako je jenan
padyHap /Ba ITyTa Op:xu (y HEKOM CErMEHTY) Of] Jpyror, 3a OYeKuBaTH je ja he ce mporpam Ha meMy M3BpIIaBaTH
nBa myTa opixe. Mmak, nokasahe ce ma cy pasmike m3mely epukacHUX 1 Hee(hMKACHUX aITOPHTaMa TOJMKO BEJIUKE,
Jia je TO IITO je HeKH pauyHap 2, 3 wim Jak 10 myTta Op:ku o Ipyror 3ampaBo HEOUTHO U HE MOJXKE J1a HaJIOMECTH TO
KOJIMKO je HeepuKacaH aJiropuTaM Jioluju of epukacHor. Ha mpumep, HapeqHa ciMKa MpHUKasy je Kako Ou u3rienao
OJHOC BpeMEeHa M3BpIlIaBamba ako O ce Op:xu anropuraM u3spmasao Ha 1000 myta ciopujeM pauyHapy. Kao mro
BUAMMO, JIMHEapHa (pyHKIIMja ce Mo “ojienuia”’ o HyJjie, MehyTuM, U 1ajbe Cy HeHE BPEAHOCTU MHOTO MaHe HEro
KoJ KBagpaTHe yHKuuje. JIpyrum peunma, aaroputam JIMHEapHe CIOKEHOCTH, Yak 1 kaja ce ycriopu 1000 myTa, u
Jiajhe je MHOTO Op:KH O alrOpUTMa KBaJpaTHe CIOKEHOCTH (M mTo je n Behe, pasnuka y Op3unu je ce Beha).
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Mepere BpeMeHa
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Cnuka 2.4: OgHOC TMHEapHOT U KBaIpaTHOT BpeMEHa Ha padyHapuMa pa3jituuTe Op3uHe

Ja drcMo MpoIeHMIIM 3aBUCHOCT BpeMeHa U3BpIiaBama o1 AMMEH3H]je podJieMa, OCHOBHH MPUCTYII je JIa MOKYIIAMO
n1a koHcrpyuinemo (yHkmjy f(n) Koja oapebhyje 3aBucHOCT Opoja MHCTPYKIHMja Koje ajroputam Tpeda Ja U3BpIun
y OIHOCY Ha BEJIMUMHY YyJia3a n.

Mzpauynajmo Opoj HapeaOu cadupara Koje ce U3BpILe Y IPBOM U Y APYroM porpamy U3 NpeTxoaHor npumepa (mpo-
rpaMy U3BPILABajy ¥ Apyre Hapea0e, MOMyT OHUX MOTPEOHMX Jla Ce OpraHu3yjy netrbe, MehyTiM, nmpernocraBuhemo
Jia Cy HaMm caduparba jeJIHO 3HaYajHa).

JacHo je ;ma ce y mpBOM IporpaMmy BpIllM je[JHO cadupamhe Mo MeT/bH, Na je YKyNaH Opoj cadupama jemHak Opojy
KOpaka M3BpIlaBama Metsbe, a To je n. OBO je JIMHeapHa 3aBUCHOCT, IIITO je Y CKJIaay ca H3MEpPeHUM BpeMeHHMA.

V npyrom nporpamy aHaJM3a je MaJio KOMIDTMKOBaHHUja. 3a Omo Koje aaTo k, pyHKImja zbir Bpmm oko k caduparba.
Iomro ce (pyHKIMja MO3MBA 32 CBe BpeHOCTH k of 1 10 m, TO ce YKYImHO M3BpuM 1 + 2 4 ... +n = @ =
%n2 + %n cabmpama. U ako dmcMo pauyHan M CBe MHCTPYKIMje, HJOOWIM OMCMO Ia je Opoj MHCTPYKIMja HeKa

KBajpaTtHa (pyHKIMja 00MuKa an’ + bn -+ ¢, IITO je oneT y cKiaay ca M3MEepeHM BPeMEHHIMA.

Axo (10jeqHOCTaBJbEHO) IPETIOCTABMMO [ja CE CBaKa MHCTPYKLMja Ha pauyHapy M3BpILIaBa 3a jeHY HAHOCEKYHIY
(10795s), a 1a Hpoj MHCTPyKIMja 3aBUCH OJ] BEJIMUMHE yJa3a 7 Ha ocHOBY (pyHKImje f(n), Taga je Bpeme NOTpedHO
Jla ce arOpuTaM M3BpIIH Jat y ciegehum tadenama.

AJTOPUTMH 4YHja je CJIOKEHOCT OF03T0 OrpaHUYEeHA TOJIMHOMUjATHIM (DYHKIMjaMa, y PUHIIMITY Ce CMaTpajy edpu-
KaCHUM.

n/f(n) logn Vn n nlogn n? n3
10 0,003 us 0,003 us 0,01 us 0,033 ps 0,1 us 1 ps
100 0,007 us 0,010 us 0,1 us 0,644 ps 10 pus 1 ms
1,000 0,010 us 0,032 pus 1,0 us 9,966 us 1 ms 1s
10,000 0,013 us 0,1 us 10 us 130 ps 0,1s 16,7 min
100,000 0,017 us 0,316 us 100 ps 1,67 ms 10 s 11,57 dan
1,000,000 0,020 ps 1 s 1ms 19,93 ms 16,7 min 31,7 god
10,000,000 0,023 us 3,16 ps 10 ms 0,23 s 1,16 dan 3 x 10° god
100,000,000 0,027 us 10 us 0,1s 2,66 s 115,77 dan

1,000,000,000 0,030 us 31,62 us ls 299 s 31,7 god

AJNTOPUTMH UHja je CIOKEHOCT 0J03/I0 OrpaHNUYEHa EKCIIOHEHIN]aTHOM U (DaKTOPHUjesICKOM (DYHKIMjOM Ce€ cMa-
Tpajy Hee(PUKaCHUM.
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2.2. ACUMIITOTCKA AHAJIN3A CJIOKEHOCTH

n/f(n) 2n n!
10 1 us 3,63 ms
20 1 ms 77,1 god
30 ls 8,4x10" god
40 18,3 min
50 13 dan
100 4 x 10" god

Mo:xeMo MOCTaBUTH U ITUTaEke KOja AUMEH3Hja yia3a ce OTIPHIMKE MOoXe 00paautH 3a ogpeheHo Bpeme. OArorop
je ;at y HapeiHoj Tadenu.

t n nlogn n? nd 2" nl

Ims 106 63,000 1,000 100 20 9
10ms  10-10° 530,000 3,200 215 23 10
100ms 100-10° 4,5-10° 10,000 465 27 11
1s 10°  40-10° 32,000 1,000 30 12
Imin  60-10° 1,9-10° 245,000 3,900 36 14

U3 nperxoquux Tadela jacHo je jia BpeMe M3BpIlaBamba CYIITHHCKH 3aBucu of (yHkiwmje f(n). Ha npumep, ako
TIOPeIMMO AITOPUTME KOfI KOjux je f1(n) = n, fa(n) = bn, f3(n) = n? u fi(n) = 2n? + 3n + 2, jacHo Ham
je na he ce 3a n = 105, Bpeme usBpIIABarba PBOT U APYIor AITOPUTMA MEPUTU MIJIMCEKYHIaMa, 10K he ce Bpeme
M3BpIIaBaa Tpeher u yeTBpror airoput™a Meputu munytuma. Koa gyHkuuje fy, jacHo je ia je Bpeme Koje notude
on ¢paxTopa 3n (Tpy MIIMCEKYHAE) U 2 (1Be HAHOCEKYH/IEe) aTllCOJyTHO 3aHEMapHBO Y OTHOCY Ha BpeMe KOje 10J1a3u
on pakTopa 2n? (oko 33 MuHyTa). 3a npBa ABa anroputMa pehu heMo 1a UMajy aureapHy 6pemencKy CAONCEHOCIT,
a 3a Jipyra /ipa ia uMajy Keagpaminy 8pEeMeHcKY CAONCEHOC.

Yak HuM nezpeceT myTta Opxku pauyHap Hehe nomohu na ce Tpehu WM yeTBpTH alroputaM M3BpILIe OpKe Of MPBOT
wm jipyror. Mako cMo IojeJHOCTaBIbEHO MPETIIOCTABIIIM J1a C& CBE MHCTPYKIIMje N3BpIIaBajy UCTo Bpeme (jesHy
HaHOCEKYyH/ly), IITO HHUje CydYaj Yy pealHOCTH, U3 TPETXOAHMX Tadena je jacHO Jla HaM Taj I0jeJHOCTaBIbeH! MO-
eI laje cacBUM J0OpPY OCHOBY 3a Nopelere pasIMuiTHX alropuTamMa 1 Ja Ipel3Hrja aHaIu3a He 01 HU 110 YeMy
3HauYajHO MpoMeHmIa cuTyarujy. ClokKeHOCT ce 0OMYHO MPOIIeHY je Ha OCHOBY M3BOPHOT Kofa nporpama. CaBpeme-
HY KOMIIWJIATOPY M3BPILABA]jy Pa3MunTe HAIpeaHe ONTUMH3alMje U MAIIMHCKK KOJ] KOjU ce U3BpIIaBa MOXxe OUTh
MPWIMYHO JPYyradujy off N3BOPHOI KoJa Nporpama (Ha npruMep, KOMITMJIATOP MOXKE CKYITy Ollepaliijy MHOXeHa 3a-
MEHUTH e(pUKacHUjUM OMTOBCKHMM OIlepaljama, Moke Hapeady Koja ce BHIIe IyTa U3BpIIaBa y MeT/bi U3MECTUTH
BaH MEeTbE W CIMYHO). JleTasby KOjU ce y N3BOPHOM KOy HE BHUJE, MOMYT NMUTAmka Ja JIM ce HeKU MojaTaKk Hajlasu
y KeII-MeMOPHjH WK je moTpedHo npuctynatu PAM-y, Takolje Mory BeoMa 3HayajHO Aa yTHUYy Ha CTBAPHO BpeMe
M3BplIaBama rnporpama. CaBpeMeHH MPOLeCOPH MOAPKaBajy IPOTOUHY 00pajy U MapajeHo U3BPIIaBahe NHCTPYK-
1Mja, MTO Takol)e YMHM CTBApHO MOHAIIAkE IPorpamMa ApyrauujuM of KJIACUYIHOT, CEKBEHIMjATHOT MOJesa KOju ce
Hajyemhe mogpa3symeBa MPWIMKOM aHallM3e ajaropurama. [lakiie, cTBapHO BpeMe M3BpIaBamba MporpaMa 3aBUCH
0]] KapaKTepHCTHKa KOHKPETHOT padyyHapa Ha KOM Ce MporpaM M3BpIIaBa, ajid U Off KApaKTEPUCTHKA MPOrPaMCKOT
MIPEBOAMOLIA, T1a ¥ ONIEPATUBHOI CUCTEMa Ha KOM Ce ITporpaM u3Bpiiasa. MehyTum, MOHOBO HarjamaBamMo Ja HUIITA
o THX (hakTOpa He MOXe MPOMEHHUTH OHOC M3Melly BpeMeHa U3BpIaBamba ajropuraMa JrHeapHe W ajropuraMa
KBajIpaTHE CIIOKEHOCTH, 32 BeJIMKe yJiase (KOJ MaJliX yja3a, CBU alTOPUTMU pajie BeoMa eprKacHo, rma Ham odpaja
MaJMX yJjia3a HUje MHTEPECAHTHA).

Jlaxiie, MOXeMO 3aKJbY4MTH []a HaM 3a je 3a IpyOy NpoleHy BpeMeHa IOTPedHOT 3a M3BpIIaBake HEKOT ajlrOpUTMa,
YMju OPOj MHCTPYKIIM]ja TTOJMHOMMjATHO 3aBUCH OJ1 BEJIMUIMHE YyIa3a 1 JOBOJBHO Jja 3HAMO CaMO KOjH je CTEeTleH TOT
MOJMHOMA. MOXkeMo CTI000/IHO 1a 3aHEMapHMO CBE MOHOME Mamer CTENeHa, a MOKEMO U CJIOOOHO Ja 3aHEMapuMO
KoeuIjeHTe y3 Bojehu cTeneH, Kao 1 KoeuIlMjeHT KojuMm ce onpehyje Op3uHa cTBapHOT pauyHapa y OfHOCY Ha
0Baj (pMKTUBHY, 32 KOjU CMO IIpUKa3aad BpeMeHa. HauMe y peaslHUM cuTyalyjama CBU TH KOe(pUIMjEHTH MOTY Ja
yTudy Aa he nporpam OuTH Op:ku WM CIIOPUjU HajBUIIE JECeTaK MyTa (Ila HEK je Y CTOTHMHAK I1yTa), ajld HEe MOTy
Jia YTy Ha TO JIa ce 32 BEJIMKH yJIa3 aJIfOpPUTaM YMju je Opoj MHCTPYKIMja KBaJpaTHH U3BPIIH Opike 0[] JIrTOpUTMa
4ymju je Opoj MHCTPYKIM]ja IMHEeApaH (TOBOPUMO O OHOCY MUHYTA M MIJIUCEKYH/IN).

T'opma rpaHMIIa CIOKEHOCTH ce OOMYHO M3paxasa KopuihemweMm (O-HoTanyje.

Hedununuja: Ako nocroje nMo3uTHBHA peaiHa KOHCTAHTA ¢ U MPUPOJAH OpOj ng TAKBH Ja 3a pyHKIMje f U g Haj
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npupoauum dpojesuma Baxu f(n) < c-g(n) 3a cBe npupoaHe dpojese n Behe ox ng onpa nuemo f(n) = O(g(n))
1 untamo “f je BenMKo ,0° of1 g”.

V HekuM cliy4ajeBMMa KOPHCTAMO W O3HaKy © Koja HaM He Jaje caMo ropiby rpaHMily, Beh MmperusHo ommcyje
ACHMITTOTCKO TOHAIIIAbE.

Heduannuja: Ako 1mocToje Mo3UTHBHE peanHe KOHCTaHTe ¢ U Co W MPHUPOAAH Opoj ng TakBH 1a 3a pyHKIHje f
U ¢ Haj npuponHuM dpojeBuma Baxu ¢ - g(n) < f(n) < ¢o - g(n) 3a cBe npupoane dpojese n Behe o ng, OHAA
numemo f(n) = O(g(n)) u untamo ,,f je Besmko ‘Teta’ of g*.

JlakJjie, aCMMOTOTCKMM O3HaKaMa CMO 3aHEMapHJI MOHOME Mamber CTeleHa M CAaKpHJIM KOHCTaHTe y3 HajBehu cTeneH
nonmaoMa. CTBapHO BpeMe M3BpIIaBara 3aBHUCH U Off KOHCTAHTH CaKPUBEHHX Y aCUMIITOTCKUM O3HaKama, Mehytum,
ACHMIITOTCKO TIOHAIakhe OOWYHO MPUIIMIHO A00PO opeljyje BeroB pes BeInirHe (12 1 Cy Y MUTalkby MUKPOCEKYH-
e, MIUTCEKYH/Ie, CeKyHe, MUHYTH, CaTH, IaHU, TOJUHE).

Hagegumo KapaKTEPUCTUKE OCHOBHHUX KJlaCca CJIOKEHOCTU.

* O(1) — KoHCITAHITIHA CAOIHCEHOCTT, ATTOPUTMH JIMHU]CKO-pasrpaHate CTPYKTYpe KOjH Ce U3BPIaBajy MpaKkTHd-
HO MOMEHTAJIHO, HIIP. QJITOPUTMH y KOjHMAa ce MMIUIEMEHTHpa HeKa MaTeMaTiuka (opmyia;

* O(logn) — aolapuitiamcka crogcenocii, N3y3eTHO epUKACHO, HIIp. OMHAPHA HPETPara;

* O(y/n) — kopercka caodicenociu, “IorapuTam 3a OHe ca jepTHHHjMM ylIa3HUIaMa” - HeMaMo Hajdosba MeCTa,
aJIi WIMaK MOXEMO Ja TJIeIaMO YTaKMHUILy, HIIp. MCIUTHBAaE Aa JU je Opoj mpoct, akTtopuzanuja Opoja Ha
MIPOCTE YMHHOLIE;

* O(n) — nuHEapHa CJIOKEHOCT, ONTHMAIHO, Ka/a je 3a pellere MOTPedHO MOrNIeaTy [eo yjias, HIIp. MUHHU-
MyM/MaKkCHMYM CepHje eleMeHaTa;

* O(nlogn) — keasuauneapra crogcenoci, “TAHeapHA AITOPUTAM 3a OHE ca jepTHHUjUM yna3HuIama”, eprKa-
CHM JITOPUTMH 3aCHOBAHH Ha AEKOMITIO3UIM]U (HIIP. COPTHPame 00]jeqUbaBabeM), e(PUKACHOM COPTHPAbY,
kopuiiherwy CTPYKTypa Mojaraka ca JIOrapuTaMCKUM BPEMEHOM TPHUCTYIIA;

» O(n?) — keagpaiina crovicenoctii, OONIHO (aTK He 00aBE3HO) yrHekheHe NMeTbe, HIIP. COPTUPAIbE CETEKLI]OM,
COPTHPABE YMETABEM;

» O(n®) — kyéua caodcenocti, OdMIHO (aM He ODABE3HO) BULIECTPYKO yrHekNeHe MeTibe, HIp. MHOKEHE Ma-
TpULA;

o O(2™) - excilonenyujana cAodceHoCil, N3y3eTHO Hee(PUKACHO, HIIP. UCIIMTUBAGE CBUX MOJCKYIOBA;

* O(n!) — gpaxitiopujenra crodicenociii, u3y3eTHO HeedpHKACHO, HITP. UCIUTHUBAE CBUX TepMyTallHja.

Haxo cy kiiace nopehane peioM, He Tpeda MPETNOCTaB/bATH Jja Cy OHE “NoAjeHaKo pa3MakHyTe”. Ha nmpumep, yecta
je 3abityna ia cy anroputmu cioxkenoctd O(n log n) no cBojoj epukactoctu Herme usmehy O(n) u O(n?). Vctuna
je 3armpaBo Ja cy OHM MPHJIMYHO CIMYHK Kiacd O(n) U /ia je Y4ecTo TeNIKO eMIPUjCKH U3MEPUTH PasiinKy u3Mely
Te ABe KJace, a 1a Cy U je[JHU U IpyTH HeyNnopeIuBo OpxkKHU Off aJlropuTaMa KBajpaTHe cjaoxeHocTd. Ha mpumep, ako
je n = 10°, Beoma rpyda mpoleHa (Kaja ce 3aHEMape CBM KOHCTAHTHHU KoepUIMjeHTH) Hpoja KOpaka JIMHEapHOT
artroputMa je 10°, kBasumuneapuor antroputMa je oko 20 - 10°, a 6poj kopaka kBaapatHor antroputma je 1012,
Jlaksie, Ha Tako BEJIMKOM YJa3y KBa3WJIMHEApHHU aIropuTaM Ou OMO TeK map JeceTHHa IMyTa CIIOPHjU Off JIMHEeapHOT
(KOHKpeTaH OIHOC, HApaBHO, 3aBUCHO OU Off KOHCTAHMX (paKTopa), TOK OM KBaApaTHH AITOPUTAM OMO MUJIMOH ITyTa
CHOPUjH OJ1 JINHEAPHOT ¥ HEKUX MeAeCceT XIbaa MyTa CIIOPHjH O] KBa3MIMHEAPHOT.

2.3 MaremaTnuke OCHOBeE
Ja ducMo MOIM J1a aHAIM3UPaMO CJIOKEHOCT MOTPEDdHO je Jia BiajamMo oJpeheHuM MaTeMaTHUKUM anapaTom. Y

HaCTaBKy hemo pe3uMUpaT OCHOBHE MAaTEMATUYKE l'IOjMOBe KOje hemo KOPUCTHUTH Yy aHAJIU3U CJIIOKEHOCTU aJIrTOPHU-
TaMa.

2.3.1 Cymupame

TokoM aHaM3e anropuTamMa 4ecTo MMamo noTpedy Ja u3padyHamo ozpehene koHadyHe cyme. Ca mHMa CTe ce cpe-
TaJM y Cpelrb0j IIKOJIM U KypceBHMa AUCKPETHE MaTeMaTHKe. Pe3nMupajMo MX Kpo3 HEKOJIMKO Haj3HauajHUjUX
IpuMepa.

2.3.1.1 ApurMeTnyKku HU3

laycy ce mpunmcyje aa je jorr Kao geTe U3pavyHao ja je
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n(n—l—l).

142+4...+n=)Y k= 5

k=0

3awcra, y oBoM 301py ce Kpuje n/2 maposa unju je 3oup 1+ 1 (0Bo, HApaBHO, BaKM caMo Kaja je n mapax Opoj, am
HaM Jiaje OfJIMYHY MHTYHLHjY KOja HaM IoMaxke Ja OBy (popMyJty jako 3amamTumo). IlpennsHuje, ako 03HAYUMO
taj3dupca SoHmaje2S=S+S=(142+...4n)+(n+(n—-1)+...41)=n-(n+1).

HeKaua CJIMKa T'OBOPU BUIIIE O peYu.

n+l

Cnuka 2.5: T'aycosa dopmyna

Ha ocHOBY mpeTXoAHOTr jeJHOCTaBHO Ce U3BOAU Ja je 30Up MPBUX 1 WIAHOBA APUTMETUYKOT HU3a YMjU je IIPBU WIaH
a, a pa3nvka u3Mel)y cBaka /iBa cycesHa WiaHa jeHaKa r jefiHaKa

n—1
a+(a+r)+<a+2r>+...+(a+(n—1)-r>=Z<a+’f"">=“'“+”@'
k=0

Wutynimja Ham onet roBopM a ce OBJie Kpyje 5 MapoBa Yuju je 30up ag + dy,—1, WITO ONET JIOBOAM JI0 (hopmyJie
52a+(n—1)-r).

Jezian BaxkaH apUTMETHUKY HHU3 j€ HU3 HenapHux opojesa. Baku a je 1+3+5+.. .+ (2k—1) = & (1+(2k—1)) =
k2.

W3pauyHaBarse 301pa y3acTOIHHUX NApHUX OPOjeBa ce JIaKo CBOAM Ha 30up y3acTonHux dpojesa. 2+4+4-64-. . .42k =
20 +2+3+...+ k) =k(k+1).

IToHOBO c/IMKa TOBOPH BUIIIE O] pEUH.

909, 99, |
0099, , 99, ,
9099, ., 99, ,
OO0

POTNTe ¢ 4 4
Prs s ey
S0 00 b 64 &
SRS 55 SRS
IR

A
+
X
A
+

4 TP
R O s

Ciuka 2.6: 30up HenapHux dpojeBa of 1 1o 2k — 1 n 30up napaux Opojesa ox 2 no 2k

2.3.1.2 TeomMeTpHjCKH HH3 H peJ

N3Benumo (opmyity 3a 30KMp OPBUX 7 WIAHOBA TEOMETPU)CKOT HU3a KOME je IPBU WIaH @ a KOJMYHUK CBAaKa JBa
y3acTonHa wiaHa g # 1. Odenexxumo TpaxeHy cymy ca S.
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

S:a+a~q1—|—a~q2+...+a-q"*2+a'q”*1:Za-qk.

AKO JIeBY U IECHY CTpaHy IPETXO/IHE jeTHAKOCTH MOMHOXHUMO ca 1 — ¢ Jod1jaMo jeIHaKOCT:
S-(l-qg)=a-(l-q)+aqg(1-qg+a- ¢ 1-q)+...+a-¢"*-(1-q)+a-¢" " (1-q)

M3Bp1IMMO MHOXEHa Ha IECHOj CTPAHU j€AHAKOCTH:

n—2 n—1 n

S-(1-¢=a—a-q+a-q—a-¢*+a-¢—a- ¢ +...+a-¢" > —a-¢" ' +a-q¢" ' ~a-q

CpebuBamem nocneaser uspasa godujamo S - (1 — ¢) = a — a - ¢™. Ipema Tome, momito je g # 1, Baxku

3a |q| < 1 reomMeTpujcKu peji KOHBEPTHpa U CyMa My je ﬂ—q.
Hawma he Hajuemhe duty KopucHH cityuajeBn ¢ = 2 q = 1/2.

Ha ocHoBy npetxoane (opmysie, 3a a = 1uq = 2, Baku ga je 1 +2 + ... + 271 = 2" — 1. Osa ¢opmysa
MMa MHTEPECaHTHO TymMaderwe. CyMa ca JieBe cTpaHe MpecTaBba YKylaH Opoj YBOpOBa HA MPBHX 7 HUBOA MOTITYHOT
OMHapHOT JpBeTa, 0K je M3pa3 ca JeCHe CTPaHe 3a jelaH Mamy 0J] Opoja YBOpoBa Ha HapeJHOM HUBOY n + 1. [lakie,
Ha CBaKOM HapeJHOM HMBOY OMHApHOT JpBETa MMa jeJjaH YBOpP BHIIE HEro IITO je YBOPOBA HA CBUM IPETXOJHUM
HUBOMMA JIpBETa.

*
e \
*
*/\ \
A4 /|
* | % *

Cnuka 2.7: bpoj uBopoBa Ha HajHMAKEM HUBOY OMHApPHOT JIpBeTa 3a jeJaH je Behu of yKyImHOr dpoja 4YBOpOBa Ha
MIPETXOJHUM HHBOMMA

3aa=1wuq=1/2 nodujamo ja je

12

T+1/2+...4+(1/2)" 1-1/2

=2—(1/2)"!

Ca TMOopacToOM 1 OBa BPp€AHOCT CE€ npnﬁnnmaBa BPEAHOCTU 2 (CBaKaKO je HBbOME OrpaHNMYCHA 0HO3FO).

Orner ciauka rOBOPH BULIE O PEYU.

1132 ——
1/64

1/8

1/16

112

14

Cimka 2.8: 30up reomerpujckor pegaszaa = 1/2,q=1/2
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2.3. MATEMATNYKE OCHOBE

2.3.1.3 Crenene cyme

[TprKa)xuMo Kako MOXEMO M3padyHaTH CyMy KBajipaTa CBHX IPUPOAHHUX OpojeBa ox 1 1o n. Baxu ga je

(k+1)° k3 =k +3k* +3k +1 - k* = 3k* + 3k + 1.

3arto je
2213 = 3.1243-1+4+1
3393 = 3.2243.2+41
(n+1)P®—-n* = 3.0 +3-n+1

CadupameM MPeTXOHUX jeTHAKOCTH JOOHjaMo

n+1%-1=3-(1P+...4+n*)+3-(1+...4+n)+(1+...+1)
Tj.
3 B=mn+1)*-1-3) k- 21
k=1 k=1

Ha ocHoBy paHuje usBeneHux opmysa 3a 30Mp apUTMETUYKOT HU3a, CJIeAH J1a je

Zk2:;~(n3+3n2+3n—3n(n;—l)—n> :”'(Q"J“?'(”H) =;(n-(n+;)-(n+1)).

. 3
Haxe, cyma KBajipata MpUpoHUX OpojeBa ofi 1 10 1 ce aCHMITTOTCKH MOHAIlA Kao ‘5

Ormner cnrKa roBOpH BUILIE Ol PEYH.

Cimka 2.9: 30up kBagpara CBUX IPUPOIHKX OpojeBa o 1 1o n

ToTnyHo aHaiorHo, cymupamem uspasa (k + 1)* — k* o 1 10 n u npuMeHom 10 caa u3BeeHnx hopMyJia Moke
ce MoKa3aTH Ja je

- 1
13198 4 Z n—l— ))
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

Ogo TBpheme, mo3Hato kao HukomaxoBa Teopema mokasyje a je 30up KydoBa CBUX MPUPOAHUX OpojeBa ox 1 1o n
. . 4
jemHak KBajpaTy 30Mpa CBUX MPHPOIHUX OpojeBa o1 1 10 1 W aCHMIITOTCKHM C€ TIOHAIa Kao .

Orner ciauka rOBOPH BUILIE O pCYH.

Cnuka 2.10: 30up KydoBa CBUX IPUPOIHUX OpojeBa o1 1 1o n

Iomrro he Hac y aHaM3M anroputama Hajyernhe 3aHUMATH CaMO ACHUMIITOTCKO MOHaIame (PyHKIMja, Ha ]BEI)KHI/I]C je
+

3allaMTUTH Ia €€ CyMa 1 p-TUX CTEIIEHA CBUX ITPUPOAHUX 6p0_] €Ba 0] 1 J0 1 aACUMIITOTCKH IMOHAIIa Kao 2 L

2.3.1.4 Ilpumena aucpepeHIHjaTHOT ¥ HHTErPaJHOr payyHa y H3pauyyHaBamby U OlleHH cymMa

3a M3pavyyHaBalbe U OLIEHY CyMa MOTY C€ KOPUCTUTHU U U3BOJU U uHTerpaau. Ilpumerumo na je HGOHpteeHI/I UHTE-
. . gPtl .
rpan (byHKI_II/IJe P Q)yHKI_II/I]a L a Jja ce 30up p-TUX CTENeHa CBUX NPUPOAHUX OpojeBa of 1 Jo 1 aCUMITOTCKU

NOHAIIa yrpaso kao “——. To Huje CJIy‘{aJHOCT Pa3zmorpumo MoHOTOHO pactyhy dyHKumMjy f (Taksa je pyHKIHja

f(z) = 2™) Ha aomeHy T 2 0.Cyma) ,_, L (k) ce BU3yeJTHO MOKe MPEICTABITHU KA0 TIOBPLIMHA 1 [IPABOYTAOHUKA
(cBakome je mmwmpuna 1, a Bucuna k-tor je f(k)). Ha cimum je npukasana cyma npBux 25 nornynux keaapara. Ca
CIIKE je TMPWIMIHO OUMITIEIHO /1A je Ta cyMma (30up MOBpIIMHA MPABOYTaOHMKA) BeoMa OJIMCKa MOBPIIMHU UCTION
kpuse f(x) = 2% Koja ce Moke u3padyHaTH (Tj. UMje ce aCUMIITOTCKO TOHAIIAbe MOKe TIPOLIEHHTH) TIPUMEHOM
onpelheHNx WHTErpaa.

Cnuxka 2.11: INpouena cyme ogpelleHUM HHTErpajIoM

Wnycrpyjmo oBo 1 Masio npetmstuje. [Tospumna uction kpuse f(x) 3a k < x < k + 1 jemnaka je onpeheHom
HHTErpaty f :H f(x) dzx. Towro je ¢pynkumja pacryha, Ta MoBpuIMHA je Behia o[ MOBpIIKMHE IPABOYraOHKUKA Hja
je BucuHa f (k) m mmpuHa 1, a Mara o[ MOBpILIKHE IPaBOyraoHuKa unja je pucua f(k + 1) u mmpuHa 1 1j. Baxu

k+1
fk) < /k f(2) de < [k +1).
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2.3. MATEMATNYKE OCHOBE

3aro je
n—1 n n—1
S (k) g/ f)dr <3 f+1)
k=0 0 k=0

Topwy rpanuily cyme MOXeMO AMPEKTHO IMPOYUTATH U3 MpBe HejeaHakocty. [lomTo je

S 1) = S F(R) — £O0) + f(n),
k=0 k=0

U3 JIpyre HEjeIHAKOCTU CJIeIU U [JOkba IPaHuLIa, M BakHU:

/0 f(x)dx+f<0>—f<n>sk§0f<k>s / f(z) dx.

Cnyuaj kana je f(z) moHotoHO onanajyha ¢ynkumja 3a « > 0 ce odpabyje ananorso (camo je morpedHo ymecto <
KOPUCTUTH >).

1 —
Ha npumep, nonawmare cyme Y, _, ka* = a+2a?+3a®+. ..+ (n—1)a" !, mokemo npoueHnTI M3padyHaBarbemM
onpeheHor uHTerpaia fon za® dx.

OH ce jeTHOCTaBHO MOXe U3pauyHATH MMAPIUjaTHOM HHTerpanyjoM 3a v = x (ma je du = dz) u dv = a® dx, omakie
. x .
jev = . 3aro je

n n n n n "at d n n_ 1
/xamdxz/ udv = (uv)] —/ vdu:%—w—%—w,
0 0 0

0 Ina lna ~ Ina In“a

Ia ce 0Ba (pyHKIIMja aCUMITOTCKY MOHAIIA Kao na”.

OBy cymy je moryhe u3pauyHaTu 1 er3aKTHO, IpIMeHOM audepeHnupara. Hanme, Baxu aa je

z" —1

x—1"

n—1
Zxk:1+x+...+x”—1:
k=0

HudepeHnmpamem 00e cTpaHe 1o T Jo0ujaMo

nz" Yz —1)— (2" - 1)

1422432 4+...+(n—1a"?% =

(z—1)
MHoxemweMm ca x 100ujamo
S 2, g8 R Gl VS CAd )
ka =r+22°+3z"+...+(n—1)z" =2 @-1)p
T —
k=0

Ha npumep, 3a © = 2 godujamo 1a je ZZ;; k2% = (n—2)-2" 4 2.

Harnomennmo 1 Ja ce Ta cymMa BeoMa jeIHOCTABHO MOXe M3PauyHATU U CACBUM eJIeMEHTApHUM TexHuKkama. Heka
. —1 . .

je Sz(n) = Z:o ka*. Tama MHOXemeM oBe jEIHAKOCTH ca X, OLy3UMarheM JI00MjeHOT pe3y/iTara off TMoJia3He
jeAHAKOCTH M IPUMEHOM (hopMyJTe 3a 30U TeOMETPHjCKOT HI3a JOOHjaMo

Se(n) = 2'+222 4323+ ...+ (n—2)2" 2+ (n—1)2" !
r-S,(n) = 22+22° 432+, +(n—2)2" 4+ (n—1)2"
Se(n) —aSp(n) = a'422+23+. . 42"+ (n—1)2"
1— n—1
(1—2)S;(n) = z@"+...+2"H+(n-1)2" = x% + (n—1)z"
-z
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

Opatre cienu aa je

xr — xn
S:(n)= —5 +(n—1)z"
Haxko Huje n00ujeH uIeHTUYaH u3pa3 OHOME KOjH je JodujeH mpuMeHoM AudepeHIpama, Jako ce mokKasyje aa cy
J00MjeHH U3pasu je[HaKW. 3aMEeHOM BPeJHOCTH T = 2 MOHOBO Jodujamo na je Ss(n) = Z;S k2F = (n —2) -
2™ + 2.

2.3.1.5 XapMOHHjCKH peJ

Pasmorpumo 36up H(n) = 1+ 3 + & + 1 + ... + L. Hbera He MOKEMO er3aKTHO M3PAUyHATH, A MOXEMO Ia
MIPUIAYHO JOOPO MPHUOIIMKHO MPOLIEHUTH.

ITpBo nokaxumo na H (n) nuBeprupa u 1a Texu OeCKOHAYHOCTH Kako n Texu deckoHauHocTh. Baxu ma je H (n) >

1+%+%+%+%+1+%+1+...HaHMe,BancHnaje% > 1 3aTI/IMILaje% > %,%> L > %I/IT}I. MehyTtum,
%+...,aOBaj 30mp

1 1,1
SRR S GRS S S S S A : 18{47

Baxujaje s+ =5, Majeg+g+zg+zg=3 UL 3aT0]€,£[eCHI/I361/Ip]€,HHaK1+§+§-‘r

jacHO OUBEprupa Tj. TexkH OECKOHAYHOCTH ca rosehamem dpoja cadupaka.

Ciano O1 ce MOIIO JoKasaTu U KopuinhereM mporiete cyme onpehernm unterpaiom. Bpoj H(n) ce Moxe npoue-

wurn kao [ Lda, xoju je jenmax (In x)|rf+1 17j. In (n + 1).

1/2

1/3

Cruka 2.12: Tpouena 36upa xapmonujckor pena H (n) ogpeheHnm urTerpagom

Axko ce Haupra rpaduk GyHKipje H(n) MOXe ce YOUHTH [Ja OHa BEOMa CIIOpPO TEKM OECKOHAYHOCTH M MOXE Ce
NPUMETUTH BEOMa ClI4aH o0k rpaduky gyHkimje ln n. 3aucra, fokasyje ce qa pasmvka usmely gpyuxuuja H(n)
u In n Beoma dp30 KOHBEprupa 1 TeXM KOHCTAHTH 7y Koja je mo3Hara noj numeHom Ojnep-MackepoHujeBa KOHCTaHTa
Y YMja je BpeAHOCT NpuOmmkHO jexnaka v = 0.57722. Humira ce e Ou mpomeHmIo u a ce ocMarpa oguoc H(n)
ca ¢yakuujom In (n + 1) (jep ca nosehamem n pasmuka n3mehy In (n + 1) u Inn Beoma Op3o Texku Hym), OCUM
IITO OU TMpoIeHa Orila MaJIo MpelM3HYja 32 MaJle BPEJHOCTH 1.

e log(n)
* log(n)+gamma
o H(n)

Cruka 2.13: 36up xapmoHnujckor peaa H (n) u ogHOC ca jorapuraMckom GyHKImjoM In n
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24. CJIOKEHOCT HEKUX YECTUX OBJIMKA IIET/bA

2.4 CaokeHOCT HeKHX YeCTHX 00JHKA NeT/bH

IMpukaxxumo caga Kpo3 HEKOJIMKO PUMEpa aHAIU3Y CJIOKEHOCTU UTEpaTMBHO UMILIEMEHTUPAHKX ajiroputama. Mako
HeheMo rmocmaTpaty peliera KOHKPETHUX 3aj/iaTtaka, noTpyaruheMo ce ia y mpuMeprMa IMOoKpHjeMo OdJIMKe TeT/bU
KOJH Ce jaBjbajy y BEJIMKOM OpOjy KOHKPETHHX JITOpUTaMa ¥ pelllerha KOHKPETHUX 3aaTaKa.

YV npumepuma NeT/bU KOju ciiefie, MpeTnocTaBba ce 1a KO y Teay MeTbK KOjU HHje MpUKa3aH He yTHUe Ha Opojauke
MIPOMEH/bUBE U HE MEHa IPaHULIE MET/bH.

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

CroxeHocT nperxoaHe nemse je O(n).

for (int 1 = m; 1 < n; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

CroxeHocT nperxofse rembe je O(n — m).

for (int 1 = 0; 1 < n; 1 += 2)
// kod slozenosti 0(1)

Cnosxenocr niperxonne newbe je O(n). Ilomro ce nemba U3BpIIABA 3a MAPHE BPEJHOCTU Opojauke MPOMEHJbHBE,
TEJIO NET/BE CE M3BPIIABa OKO 5 ITyTa M KOHCTAHTHHU (haKTop je %, aJlu je CJIOKEHOCT U iaJbe JIMHEeapHa.

for (int 1 =0, j =n-1; 1 < j; i++, j--)
// kod slozenosti 0(1)

Crnoxenoct nperxofHe newbe je O(n). Tokasusaun ce cycpehy MpuOIMKHO Ha CPEIMHHU OIICera, a Tejlo MeTIbe Ce
M3BpIIABA OKO & TIyTa.

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
// kod slozenosti 0(1)

Crnosxenoct nperxopaux mews je O(mn). 3aucta, CHOJbAIIHA IET/ba CE U3BPIIABA 1M, 4 Y (beHOM Telly Ce YHyTpa-
IIFba MeT/ba U3BPIIABA 1 [yTa, Ma CE TEeJIO YHYTPAIIhe NEeT/be U3BPILIH TAYHO 17 MyTa.

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
// kod slozenosti 0(1)

CroxkeHocT npeTxoanux newbh je O(n?). 3ancra, Criosballiiba NeT/ba ce U3BPLIABA 11, 4 Y HeHOM TeJly ce YHyTpalllibha

MNeT/ba U3BpLIaBa N MyTa, I1a C€ TEJIO YHYTPAIIhE NIET/bE U3BPIIA TAYHO ’Il2 mnmyra.

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 1+1; j < n; j++)
// kod slozenosti 0(1)

Cnoxenoct npetxomuux newbu je O(n?). Bpoj u3spiuasarma Tefia yHyTpaiibe newbe je (n—1)+(n—2)+...+2+1,
IITO je jeJHaKO @ = %nQ — %n Koncranthu dakrop je % aJIM je CJIOKEHOCT KBazpaTHa. [Io uctor pesyJirara
MOeMo JIoh¥M aKo CXBaTUMO []a y CBAaKOM KOpaKy yHyTpalllibe NeT/be map Opojaya oapehyje jemHy komMOMHAIM]jy
opojesa ox 0 1o n— 1. 3ato dpoj u3BpIIaBamwa TeJia OAroBapa Opojy ABOWIAHUX KOMOMHAIIM]a CKyIIa Of1 1 eJleMeHara,

mrro je jeanaro (%) = 2L

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
for (int k = 0; k < n; j++)
// kod slozenosti 0(1)

CIOKEHOCT TIPETXOHUX NETIbH je TpUIMuHo ouurieaHo O(n?).

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 1+1; j < n; j++)
for (int k = j+1; k < n; j++)
// kod slozenosti 0(1)
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

CoxeHOCT NpeTXoHuX nembi je O(n?). Hajnakimm HauiH Ja ce 0BO 3aKJbyuH je Jia ce NPUMETH J1a CBaKOM H3BpIIIa-

Bamby TeJla OAroBapa jeJHa TpowIiaHa KOMOMHalHja efnemMeHara ckymna 0, . . ., n — 1. IomTo Tpounannx KoMOHaIMja
n\ _ n(n—1)(n—2) . -1
nma (3) = =337 > CIOKEHOCT je KyOHa, & KOHCTAHTHH (paKTOP je 5.

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

Crnoxenoct nperxoauux netbr je O(m + n). Hamme, Teno npee netba ce U3BPILIM M MyTa, 4 3aTUM TeJO Jpyre
newbe N MyTa, 1a ce Tesa 00e NeTbe YKYITHO U3BpILe M + 1 MyTa.

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

Crnosxenoct nperxopaux newsu je O(n). Haume, Teno npee membe ce U3BPIIM 1 [yTa, a 3aTUM TeJIO Apyre 7 IyTa,
ma ce Teia 0de MeT/be YKYIHO u3BpIie 2n myTa, Ho To je O(n).

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 1+1; j < n; j++)
// kod slozenosti 0(1)

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

. —1
CI10XeHOCT 11 CTXOJHUX IICT/bU J€ O ’/l2 . HaI/IMC, TEJIO YTHECXKNCHUX IIET/bU CE U3BPIIN n(n-1) I1yTa, a 3aTUM TEJI0
2

Jpyre TieTbe 7N MyTa, MITO je 3apaBo 3aHEMAapHBO MaJlo y OJHOCY Ha Opoj M3BpIIaBama Tesa YTHeX)eHNX MeT/bH.
Jlakie, TIpBH J1€0 KOJ1a aricoTyTHO JIOMHUHMpPA BPEMEHOM M3BpIIaBamba u ciioxkeHocT je O(n?).

Morio Ou ce moMuUCIUTH Aa Opoj yrHexkheHuX MeT/b OroBapa cTerneHy NoJMHOMa, aJli TO HUje YBEK CIydaj.

for (int 1 = 1; 1*1 <= n; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

Mako cafpxu jeaHy MeTby, CJIOKEHOCT mpeTxoaHor koaa Huje O(n), Beh O(y/n). Hanme, nemba ce U3BpIIaBa cBe
0K je i2 < mTj. 1ok je i < \/n.

for (int 1 = 1; 1 < n; 1 *= 2)
// kod slozenosti 0(1)

Mako mpeTXoHU KOJ Caapku NeTby, ierosa cioxenoct je O(logn), jep ce BpemHOCT NpOMEHbKBE 1 AyIUmpa y
CBAaKOM KOPaKy, CBe JIOK He MPEeCTUTHe IPaHUYHY BPEJHOCT N.

for (int 1 = 0; 1 < 10; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

Crnoxenocr nperxoasor koza je O(1). Maxo je npucyTHa neTba, Opoj BEeHHX U3BpIIaBama je yek 10 u He 3aBucH
HHU OJ1 je[JHOT TIlapaMeTapa, [1a ra MOkKeMO CMAaTpaTh MaJIOM KOHCTaHTOM.

for (int 1 = 1; 1 <= n; i++)
for (int j = 1; j < 1; j *= 2)
// kod slozenosti 0(1)

Crnoskenoct nperxogsor koaa je O(nlogn). CioxeHOCT yHyTpalliibe leT/be, 3a cBako KoHkpetHo 1 je O(log i), ma
je YKyIIHa CJIOKEHOCT OTnpwinke jeaHaka log 1 + log2 + ... + logn, a 3a oBo ce moxe nokasaru aa je O(nlogn)
(jacHO je ma je m3pa3 MamM WK jeOHaK n logn jep je cBaku cadMpak MamU WM jeqHak log n, MehyTum, Moxe ce
TIOKa3aTh ¥ Ja je 30up Behn um jennak on 4 log & (o je Takohe O (n log n)), 3aHeMapuBarmeM NpBHX & cadbupaka,
HAKOH Yera 0CTajy camo cadupiy Koju ¢y Behu mwim jennaku log 3).

for (int i =n; 1 >=1; 1 /= 2)
for (int j = 1; j < 1; j++)
// kod slozenosti 0(1)

44



2.5. CKPUBEHA CJIOZKEHOCT

Crnoxenoct nperxozHor koza je O(n). Haume, 6poj u3Bpmapama yHyTpallibhe Netbe je n + 5 + 4 + ..., 3a mTa
ce JIAKO MOJe MIOKa3aTy Ja je 0J03r0 OrPaHUYeHo ca 2n.

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {

for (int j = i+1; j < n && P(a[ji]); j++)

// kod slozenosti 0(1)

// kod slozenosti 0(1)

=13
}
OBakaB KoJ] ce MOXe CPECTH y AITOPUTMHMA Y KOjrMa Ce aHAIM3UPajy CBE CEpHje y3acTOITHHX eleMeHaTa Hu3a KOju
3aJJ0BOJbaBajy HEKO CBOjCTBO P (Ha mpumep, KopurhemeM NeT/b OBOT 00JIMKa MOXeMo IpoHahn Hajoy Ky cepujy
y3aCTOIHUX IIAPHUX €JIEMEHATA).

HNaxo nocroje yraexheHe nemse, CokeHocT mperxoqHor koga je O(n). Bpoj u3BpiuaBama yHYTpallbe IeTbe 3a-
BHCH OJ] CTarba HU3a a, 1a He 3HAMO YHarpe]] HU KOJIMKO IyTa he Ta newba OUTH MOKPeHyTa HUTH KOJIMKO he ce myTa
HEHO TEJIO0 U3BPUIUTHU IIPH CBAKOM IOKpeTamwy. MehyTum, Ja ducMo ogpeauy yKyIHy CJIOXEHOCT LeJIor KoJa, TO
HaM HYje H1 NoTpedHO. MoxeMO M3BPIIMTH aMOPTU30BaHy aHAIN3Y M M3padyHaTH YKYIaH Opoj N3BpIlIaBamka Tesa
yHyTpallime nembe. KibyuHu Jetasm je To IITo yHyTpallba netsba Kpehe o Tekyhe BpeaHoCTH criosbaliimbe Opojadke
MIPOMEHJBUBE, JIOK CIOJballliba OpOjauka MPOMEHJ/bHBA HAKOH YHYTPAIlIhE NET/be HACTAB/ba TaMO IJe CE YHyTpalllibha
NeTba 3aBpLIMIA. 3aTo MPU CBAKOM IIPOJIa3y KPO3 TeJO YHYTPAIlbe MeT/be MPOMEH/bIBA j MMa CTPOTO BPEIHOCT
Behy Hero npu CBakoM MPETXOIHOM NPOJia3y, HITO Ce MOXe AECUTU HajBUILE 7 IIyTa.

int j = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
while (j < n 8&& P[j]) {
// kod slozenosti 0(1)
345
}
// kod slozenosti 0(1)

}

HNako nocroje yraexkheHe Ietbe, CIoKeHOCT nperxoiate rnewbe je O(n). KibyuHu meram je TO WITO YHYTpAIlibha
NeTba HeMa MHUIWjaI3a1vjy TPOMEHJbHBE j Ha Hy Ty ¥ Opojad j y YHYTpallb0j HEeT/bU ce CBe BpeMe caMo yBehasa
(ucto kao u Opojau iy crosbaIkbo]j MeTbl). YKyNaH Opoj Kopaka je cTora orpaHd4eH ca 2n.

int 1 =0, d =n-1;
while (1 < d) {
do 1++; while (1 < d && P(a[l]));
do d--; while (1 < d && Q(a[d]));
if (1 < d)
// kod slozenosti 0(1)
}

Crnmyan kO[ ce, Ha IpUMep, MOKe CPECTH y AJITOPUTMY MapTHIMOHICakha HU3a. Y IPEeTXOAHN alIropuTaMm je cioxe-
Hoctu O(n) MaKo U OH cafipXku yrHexheHe newbe. To MOHOBO MOKEMO YTBPIUTH aMOPTH30BAaHOM aHAIM30M (jep He
3HAMO T10jeJUHAYHU OpOj U3BpIlIaBaha YHYTPAIIHUX MET/bH, aJli MOKEMO JIAKO MTPOIIEHUTH YKYIaH KOpaka KOju ce
y buMa HarpasH). Hanme, npomensbiBa 1 ce camo yBehaBa KpeHyBIIM 0] TIOUETKA, a d ce caMo cMarby je KpeHyBIIN
OJl Kpaja HU3a, IOK Cce He CyCpeTHy, IITo hie ce IecuTr y HajBHIIe 12 Kopaka.

Hakiie, vako HaMm y BehuHU cilyyajeBa yrHe:KHeHOCT MET/bU OIKCY je CIOKEHOCT alropuTMa, Tpeda dUuTu 0da3pus u
KOJ] aHAIM3UPaTH MaXJbUBHjE, 1A CE CIIOKEHOCT HE O IpEeLieHIIA.

2.5 CkpuBeHa CJ0KEHOCT

YecTo npoLieHy CIOKEHOCTH Ipyd0 BPIIMMO TAaKO INTO aHAIU3MPAMO CTPYKTYpY MET/bU y Mporpamy, 3aHemapyhu
ocrajie oneparje (00UYHO 3a cBe ceM retbu cMarpamo 1a je O(1)). To Moxke SUTH HPUITMIHO BAapIbUBO, jep ce y
KOJ/ly MOTY MO3UBaTH (PyHKLMje (D110 KOPUCHUYKY JepMHUCaHE, OUI0 OUDIMOTEUKE) KOje HUCY KOHCTAHTHE CII0XKe-
HOCTH. JoI rope, ¥ HEKH ONepaTopy MOTy OMTH HEKOHCTaHTHE CJIOXKEHOCTH (OOWYHO JIMHEApHE).

string rez = ””;
for (char c : s)
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rez = C + rez;

Uako uMa camo jejiHy NeTby, NpeTxoiuu (hparMeHT Moke outu ciokeHoctu O(n?), Tae je n JLykuHa HUCKe S.
Hauwme, nonaBame Kapaktepa Ha IoveTak HUCKe y je3uky C++ moxe durtu nuHeaphe cioxkenocta O(n), rae je n
Iy’XMHA HUCKe (jep 3aXTeBa oMeparbe HapeIHNX KapakTepa HaJIeCHO).

2.6 PekypeHTHe jeJHAYUHE

CIOXEeHOCT peKyp3UWBHHX (DYHKIIHja c€ YeCTO MOKE ONMCATH PeKypeHTHHM jefHauMHama. Pereme peKypeHTHe
jenHaunne je pyHkumja T'(n) u 3a perierse hemo pehu 1a je y 3aTBOPeHOM ODJIMKY aKO je H3PaKEeHO Kao eleMEeHTApHA
¢yHKIIMja 1o 1. (M He YKJbyUyje ca JIeCHe CTpaHe MOHOBHO pedepucame Ha pyHkIMjy 1'). Yecto hemo ce 3a10BObUTH
Jia YMECTO MOTIYHO MPEIU3HOT Peliehba 3HAMO CAMO HheroBO aCUMIITOTCKO MoHamambe. [10JceTUMO ce HEKOJIUKO
Hajyernux peKypeHTHUX jeHaYMHA.

Y npBoj rpynu ce mpodieM CBOAM Ha MpodiieM AUMEH3Uje Koja je TayHO 3a jellaH Mama Oj1 IMMEH3Hje MoJa3Hor
npodiiema.

o Jegnauuna: T(n) =T(n—1) + O(1), T(0) = O(1). Ipumep: Tpaxewe MUHUMYMa HU3A. Pewierce: O(n).

o Jegnauuna: T(n) = T(n — 1) + O(logn), T(0) = O(1). IIpumep: ®opmupatrbe danaHCHpaHOT OUHAPHOT
apeeta. Pewerve: O(nlogn).

o Jegnauuna: T(n) = T(n — 1) + O(n), T(0) = O(1). Ipumep: Coprupame cenexumjom. Pewerve: O(n?).

VY npyroj rpymnu ce npodsiieM cBOAY Ha ABa (WK BUllle) MpodsieMa uvja je AMMEeH3HWja 3a jefaH WM JBa Mamba Off
JMMeH3Uje NoJa3Hor npodjema. To 0OUYHO TOBOAM A0 €KCIIOHEHIIMjaTHE CIIOKEHOCTH.

o Jegnauuna: T(n) = 2T (n — 1) + O(1), T(0) = O(1). Ipumep: Xanojcke Kyne. Pewerve: O(2™)
o Jegnauuna: T(n) =T(n—1)+T(n—2)+0(1), T(0) = O(1). pumep: dubonauujesu dpojeBu. Peuterve:
o(2™)

Y HapenHoj rpymnu ce mpodseM CBOAU Ha jenaH (WK BUIIe) MOTIPOodIeMa KOjU Cy 3HAaYajHO Marbe AUMEH3Uje Off
noJiazHor (0d1YHO cy dap aAymio Mawu). OBO JOBOAM 10 OJMHOMUjATTHE CJIOKEHOCTH, T1a YeCTO U JI0 Beoma eduKa-
CHUX pellierha.

o Jegnauuna: T(n) = T(n/2) + O(1), T(0) = O(1). Ilpumep: BuHapHa mpeTpara COPTUPAHOT Hu3a. Peuerve:
O(logn).

o Jegnauuna: T'(n) = T'(n/2)+ O(n), T(0) = O(1). lpumep: IIpoHanaxerme MeanjaHe (CPSAHILIEET eJleMeH-
Ta) HU3a. Pewerve: O(n).

o Jegnauuna: T'(n) = 2T(n/2) + O(1), T(0) = O(1). Ipumep: Oduaazak NOTIYHOT DMHAPHOT IpBETa.
Pewerse: O(n).

o Jegnauuna: T'(n) = 2T(n/2) + O(n), T(0) = O(1). Ilpumep: Coprupame 0djemumaBabeM. Peuerve:
O(nlogn).

AKO Cy rpaHHIle y CAMUM jeJHAYMHaMa er3aKTHe, CKOPO Y CBUM MPETXOJHO HADPOjaHUM jeTHaAUYMHAMA JIATO pelliehe
HHUje caMo TOpbe OrPaHUYerhe, Beh je acuMITOTCKH er3aktHo. Ha npumep, peierse jeqnaunte T'(n) = 27T (n/2) +
©(n), T(1) = ©(1) uma pewere T(n) = O(nlogn). Usyserak je npumep PuboHauMjeBOr HU3A IJie MOHAIIAE
jecTe eKcroHeHIMjaMHO, ami ocHoBa Huje 2, Beh 3natam pecek (1 + /5)/2.

IMotyHo (popMaHO U MpenU3HO U3BOheme U JOKa3UBakEe ACUMIITOTCKOT TIOHAINIAka PElleha OBUX jeJHaYMHA HAM
Hehe OUTH y IMpeKTHOM (pokycy. MHoOro BaxHuje je ctehu HEKy MHTYUIH]Y 3allTO Cy pellera Oalll TakBa KaKkBa
jecy (y3 oapeheHy no3y pe3epse, jep oBakBe rpy0e arnpoKcMMalyje HeKaaa MOry JI0BECTH JIO Tpellke). JenaH HaulH
Jla ce TO ypaJd je J1a ce KpeHe ca “oIMOTaBamkeM” peKyp3uje U Ia ce BHIM A0 Yera ce J0Ja3H.
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2.6.1 Jemnaumna T'(n) =T(n—1)+ O(1),7(0) = O(1)

Ha npumep, kog jequaunne T'(n) = T'(n — 1) + O(1) u T'(0) = O(1), HakoH oAMOTaBamba JOOU]aMO 1a BaXK

T(n) = Tnh-1)+0(Q1)

T
23
S 3
[
RG]
+ +
SES
=2E
+ +
O O
=2
+

Q

=

- f(-()) +n-0(1)

I
S
=
+
S

S
=

O

Cimka 2.14: Ipeo nosusa y ciydajy T'(n) = T'(n — 1) + O(1), T(0) = O(1) 3a n = 4. [IpaBOyraoHMK 03Ha4aBa
IMMEH3H]y yiiasa, a euIca KOIMMIMHY [0Cya KOjU ce 00aBiba y TOM YBOPY.

2,62 Jemnaunmna 7'(n) =T(n— 1)+ O(n), T(0) = O(1)

Koz jennaunne T'(n) = T'(n — 1) + O(n), T'(0) = O(1) cimuso godujamo n cadupaka koju cy ceu O(n) Tako ga
je ykynHa cyma O(n?). TloctaBiba ce IMTame /a JIM je OBa FPaHMIA er3aKTHa Tj. Ja JI je Moryhe 1 je clokeHOCT
Matba 01 U3BEICHOT TOpHber orpannyetsa. [Ipernocrasumo aa je T'(n) = T(n—1)+cnu ga je T(0) = O(1). Tana
je

T(n) = Tn—-1)+cn
Tn—2)+(n—1)+cn

%(.0)+c(1+...+n)
= O(1)+cen(n+1)/2,

Tako ja je T'(n) = O(n?).
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O

Cinka 2.15: Opso nosusa y ciydajy T'(n) = T(n— 1)+ O(n), T(0) = O(1)3an =4

2.6.3 Jemnaumna 7'(n) =T(n — 1) 4+ O(logn), T(0) = O(1)

TMokaxumo jou u mra ce aemasa ca jegHaunHoMm 1'(n) = T(n — 1) + clogn, T(0) = O(1). OamoraBamem
J0d1jaMo

T(n) = T(n—1)+clogn
T(n —2) + clog (n — 1) + clog(n)

= O(1)+c(logl+...+logn).

[ormro je noraputam pactyha ¢pyHKIIHja, CBAKM O 1 YWIaHOBA OBOT 30Mpa OrpaHUYEH je o03ro BpeaHouihy log n.
3aro je 36up O(nlogn). [JokaKUMO a OBO OrpaHHUese HUje pesuiiie rpybo. Baxu na je

logl+1log2+...4+logn >log(n/2) +log(n/2+ 1)+ ...+ logn,

jep je npBux n/2 WiaHOBA KOjU Cy U3 CyMe M30CTAB/bEHU CUTYPHO HeHeraTuBHO. Ilomro je yorapuram pacryha
(yHskmja (3a ocHoBy Behy on 1), cBu cadupiu y oBom 30upy cy Behu win jennaku log (n/2), ma je

log (n/2) +log (n/2+1) +...+1logn > log (n/2) +log (n/2) + ...+ log (n/2).

36up Ha necHoj cTpaHu uMa n/2 uctux cabupaka u jeaHak je (n/2)-log (n/2). Crora je mouetnu 30up jorapurama
OrpaHMYeH 1 0030 1 0/103r0 (yHKIHjama Koje cy ©(n logn), na je u cam ©(n logn).

Jomr jeman Ha4MH Ja ce OBO MOKake Koju ce yecto cpehe y mureparypu je cnenehu. 3dup norapurama, jeqHak je
JIOTapUTMY ITPOM3BO/IA, 1A 3alpaBo OBIe pauyHaMo BpeqHocT log 1 - ... - n = logn!. Ilo Ctupiaunrosoj dpopmyu
n! ce moHara kao v/2mn (%)" 3aro ce log n! nonama kao nlogn — n + O(logn), na je ykymas 36up O(nlogn).

Moskemo younrtn Heke npaBuiaHocTH. Kop cBux jepnaumna odmuka T'(n) = T(n — 1) + f(n), T(0) = ¢, HakoH
oamorasama godujamo aa je I'(n) = c+ f(1)+ f(2)+. . .+ f(n), Tako aa ce ogpelhuBarbe ACUMITOTCKOT [IOHAIIAbA
CBOJM Ha CyMHUpatbe.

* 30up n cabupaka pena 1 + 2 + ... + n uma Bpeanoct n(n + 1)/2, koja je pena ©(n?). To je camo aymio

Mambe Off BPEIHOCTH 30Upa 1 + . . . + 1, KOjU ce cacToju of n cabupaka U MMa BPeAHOCT n2.

e 30up n cadupaka log 1 + ... 4 logn uMa BpeAHOCT KOja ce MOHAIa Kao n logn — n, MTO je aCUMITOTCKU
MCTO Kao BpeaHOCT 30mpa logn + . .. + log n Koju uMa n cabupaka u BpeaHocT n log n.

e Cimuno, 36up 12 + ... + n? uma Bpeanoct n(n + 1)(2n + 1) /6, mro je ©(n3) u camo je oko Tpu myta Marbe
on 36upa n? + ... + n? kKoju uMa n cabupaka u BpeaHOCT 1.
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Hako oBakBe reHepaiu3sanuje npete ga dyy HermpelusHe, ca MajioM JO30M pe3epBe Ce MOJKe [TPOLICHHUTH Jid AITOPUT-
MM y KOjUMa ce 1 IyTa IPUMErbY je Heka onepauuja cinoxenoctr O ( f (k)) umajy cnoxeroct ©(n- f(n)), 4ak 1 kaga
ce omeparyja y CBAKOM KOpaKy MpUMerbyje Haj nojauma Koju cy ce 3a O(1) nosehanu y oHOCY Ha MPeTXOIHN
KOPAaK M CaMo y Kpajib0j HHCTaHIM nMamo O (n) nojaraxa.

2.6.4 Jemnaumna T'(n) =27(n — 1)+ O(1),7(0) = O(1)

OnmorasameM jequaunHe T'(n) = 27 (n — 1) + O(1), T(0) = O(1) podujamo

T(n) = 2T'(n—1)+0(Q1)

2(2T(n —2) + O(1)) + O(1) = 4T (n — 2) + 20(1) + O(1)
O( 1
1

4(2T(n —3) +0(1)) +20(1) + O(1)
= 8T (n—3)+40(1)+20(1)+0(1)

'2.”.T(O) + 2"+ +241)-0(1)
= 2".0(1)+ (2" —-1)-0(1) = O(2™).

Jaxie, nako ce y CBaKOM peKyp3MBHOM MO3UBY paJy MaJIo MOCJIa, PEKYP3UBHUX [1031BA MM EKCIIOHEHLIH]aTHO MHOTO,
IITO IOBOJH 10 U3Pa3UTO Hee(prKaCHOT aJITOpUTMA.
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Cruka 2.16: Ipeo nosusa y cinyuajy T'(n) = 2T(n— 1)+ O(1),T(0) =O(1)3an =5

2.6.5 Jemnaumna T'(n) = 27(n — 1)+ O(n), T(0) = O(1)

®yHKIHje Koje 3a10BosbaBajy jemHaunny T'(n) = 2T (n — 1) + O(n), T(0) = O(1) takobe nokasyjy eKCIOHEHIH-

jAITHY CIOXKEHOCT.
Y '

% —
OOOO%OOO ONONONG, O O

Ciwika 2.17: Opso nosusa y ciy4ajy T'(n) = 2T (n — 1) + O(n), T(0) = O(1)3an =5
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OnmorasaweMm jeguaunHe 1'(n) = 27 (n — 1) + ¢ - n, T'(0) = O(1) godujamo

Tn) = 2I'(n—1)4c-n
22T(n—2)+c-(n—1)4+c-n=4Tn—2)+c-(2(n—1) +n)
42T (n—=3)4+c-(n—2))+c-(2(n—1) +n)

= 8T(n—3)+c-(4n—2)4+2(n—1)+n)

= 2"T(0) +c(2" 1 142"2.24 ... +2(n—1)+n)-0(1)

= 20+ 2¢m—k
k=0

KopuirhemweMm panuje n3BeieHnX (popMysia MOXKEMO jeAHOCTAaBHO U3padyyHaTH U CyMy

n

Y 2Mn—k)=n+2n-1)+22(n—-2)+...+2"" 1.
k=0

Baxu na je

zn:Qk(n— k) = nzn:Zk — Xn:ka
k=0 k= =0

= 2" —1)—((n—1)2"" +2)
2ntl 2

3aro je T(n) = 2" - O(1) + 2"+t —n — 2. Jlakye, u y oBOM cilyyajy (yHKIHMja MOKa3yje eKCTIOHEHIMjaIHO
noHamame O(2").

2.6.6 Macrep Teopema

JemHauMHe 3aCHOBaHe Ha NEKOMITO3ULIM|U TPOdJIeMa Ha HEKOJMKO MamHMX MOTHpodieMa Koje ¢y odmika 1'(n) =
aT(n/b) + O(n*), T(0) = O(1) ce pemasajy Ha OCHOBY MacTep TeopeMe.

Teopema: Pemieme pexypentre penatyje T'(n) = aT(n/b) + en®, tie cy a u b 1e10dpojHe KOHCTaHTe TakBe 1a
Baxu a > 1ub > 1,u cu k cy No3UTHUBHE peasiHe KOHCTAHTE je

O(n'°&v @) | ako jelog,a > k
T(n) =< O(n*logn), axojelog,a=Fk
o(n*), ako jelog, a < k

Hehemo naBatu i0ka3 oBe TeopeMe, aii MOKYIIIajMO OIeT Jia 4aMO HEKO MHTYUTHUBHO jaCHO 00 jallliberbe.
2.6.7 Jemnaumna T'(n) =2-T(n/2)+ O(1),T(1) = O(1)

Y npBoM ciiyuajy ce 1001ja ApBO peKyP3UBHUX MO3UBA YKjU OPOj YBOPOBA JOMUHUPA OCJIOM KOjU CE pagyl y CBaKOM
4yBopy. Pasmorpumo, Ha npumep, jeaHauuny 1'(n) = 2 - T'(n/2) + O(1), T(1) = O(1). Hpso he cagpxkarn
O(n) 4BOpOBa, a y cBakoM 4Bopy lie ce BpumTH rocao koju 3axteBa O(1) onepanmja. OnqMoTaBambeM PeKypeHTHE
jeAHauuHe, 10dujamo

T(n) = 2-Tn/2)+0Q1)
= 4-T(n/4)+2-0(1)+ 0 ()
= 8 T(n/8)+4 O(1)+2-0(1) + O(1)
T(n/2%) + (2" +... +2+1)-00).
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Axo je n = 2* nobujamo na je n/2* = 1, ma nomro je Ha OCHOBY popMyie 3a 35Mp reomeTpujckor Huza 2871 4
...+ 241 =2 _1, cioxenoct je ©(n). Y kama n HUje cTeneH ABOjKe, 100Mja Ce UCTO aCUMITTOTCKO HOHAIIAbE
(ITO Ce MOXke JOKa3aTH OrpaHMYaBakbEM OJJ03r0 M 0JI03/10 CTENIEHHMA JIBOJKE).

O O
QO O Q] K

Ciwika 2.18: Opso nosusa y ciyvajy T'(n) = 2T (n/2) + O(1), T(1) = O(1)3an =8

2,68 Jemnaumna7'(n) =2-T(n/2)+c-n,T(1) = O(1)

V npyrom ciyuajy cy 6poj YBOpoBa 1 I0CA0 KOjH Ce paJy Ha HEKW HAUNH YPaBHOTEXKEHH. PasMOTpUMO, Ha IipuMep,
jemnaunny T'(n) = 2-T(n/2) + ¢ - n, T(1) = O(1) 1 NOHOBO IMOKYIIA]MO Jja j& OOMOTaMO.

T(n) = 2-T(n/2)+c-n
= 2-(2-T(n/4)+c-n/2)+c-n
= 4T(n/4)+c-n+c-n
= 42T (n/8)+c-n/4)+2-¢c-n
= 8T(n/8)+3-c-n

= 28 T(n/2) +k-c-n.

Axo je n = 2F mocne k = log, n kopaka n/2F he moctuhu BpemHocT 1 Tako ja he 35up OuTH pena BelUUMHE
n-O0(1) 4+ logyn - c-n = O(nlogn). Vcro Baxu n Kaja n HUje CTEHEH ABOJKe.

— o
— 1
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Y y v—'—v
Y N Y
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Ciuka 2.19: Ipeo nosusa y ciyuajy T'(n) = 2T (n/2) + O(n), T(1) = O(1)3an =8

2.6.9 Jemnaumna 7'(n) =T (n/2) +cn, T(1) = O(1)

V tpehem crydajy mocao Koju ce pay y YBOPOBEMa JOMUHHPa OpojeM 1BopoBa. Pasmorpumo jennaunny T'(n) =
T(n/2) 4 cn, T(1) = O(1). Hbennm oamoTaBareM 100HjaMo Ja je
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T(n) = Tn/2)+cn
T(n/4)+cn/2+cn
T(n/8) 4+ cn/4+cn/2+cn

T(n/28) +en(1/25 1 4. +1/241).

ToHoBo, ako je n = 2, Taja je npeu 4man jemnak O(1) u MOMITO je Ha OCHOBY hOPMYJIe 3a 35Up TEOMETPHCKOT
mmza 1/2F 714 +1/2+1 = (1—(1/2)%)/(1—(1/2)) = 2—2/n 36up je jemnak O(1) + cn(2 —2/n) = O(n).
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Cruka 2.20: Opeo nosusa y ciydajy T'(n) = T(n/2) + O(n), T(1) = O(1)3an =8

2.6.10 Ocraau THNIOBH jeJHAYNHA

ITpoKOMEHTapUIIMMO [ja ce Y HeKMM IpodJieMUMa 100ujajy jelHauMHe KOje HHUCY Oalll y CBAKOM PEKyP3MBHOM I10-
3MBY UJCHTUYHE OBUM HaBeeHMM. Ha npumep, npuimkoM aHaimmse anropurma QuickSort, ako je MMBOT TaYHO HA
cpeauny Hu3a, Baku 1a je T'(n) = 2T (n/2) + O(n) u T(1) = O(1). Kana du ce To cranso gorahano, peniermne
ou 6mwno T'(n) = O(nlogn), mehytum, BepoBaTHOhA []a Ce TO AOTOIM je CTPAIlHO Mana, jep y BehuHH ciydajeBa
MMBOT He JIeJIM HU3 Ha JIBa Jlelia MOTIYHO UCTe UMeH3Hje U 3aTo Tpeda duTh 0da3puB. AKO OU ce 1ecuiio 1a MUBOT
CTAJIHO 3aBPLIABAO HA je[HOM Kpajy Hu3a, jeaHaunHa ou duna T'(n) = T'(n — 1) + O(n), T(1) = O(1), wrto on
jloBeso 10 criokeHoctd O(n?), ITO U jecTe CI0KEHOCT Hajroper cydaja. AHaIM30M Kojy heMo npyka3aTi KacHu-
je ce MOxe yTBpAMTH Ja je npoceuna cnoxeroct O(nlogn) Tj. /a MaKO NUBOT HUje CTAIHO HA CPEMHH, 1A je y
JIOBOJHHOM TIPOILIEHY CiTydajeBa Herje 013y e (perumo usmely 25% u 75% nyxuHe Huza). CiuyHa aHaM3a Baxu
U 3a NpodJIeM MpOoHATIAKEHha MeIUjaHe.

Mebytum, IOCTOje U AITOPUTMH KOJI KOJUX CTBapH CTOje npyraunje. [Iprmmkom odmiacka OUHapHOT ApBeTa, dataH-
cupaHocT Hema yrunaja. Haume, ako je apBo notiyHo, Taga je jeqnaunna 1'(n) = 27 (n/2) +O(1), T(1) = O(1),
umje je pemerbe O(n). MehyTum, yak u Kaja je ApBO M3/IETEHEPHCAHO Y JTUCTY, jenHaunHa je T'(n) = T'(n — 1) +
0O(1), T(1) = O(1), umje je pemewse orer O(n). Kakas rox aa je oaHoc 6poja YBOPOBa y JIEBOM U IECHOM HOMP-
Bery petemse hie dutu O(n). To ce moxe onucatu jenquaunnom T'(n) = T(k)+T(n—k—1)4+0(1),T(1) = O(1),
3a0 < k < n — 1, unje he pemere durn O(n), e3 003upa Ha TO KAKBO ce k MOjaBbyje y Pa3HUM PEKypP3HBHUM
MO3MBUMA.

2.7 Anajm3a npoce4vHe CJ0KEHOCTH

2.7.1 Amnaum3a npoceyse cjao:xxkeHoctn aaropurma QuickSort

VredaTpuBo cBojcTBO anroputMa QuickSort je e(puKacHOCT y mpakcy HACYHPOT KBAIPAaTHO] CIOKEHOCTH Hajroper
ciydaja. OBo 3amaxare Cyrepuile Jia Cy HajropH cliydajeBU PETKHU U J1a je MPOCeYHa CJIOKEHOCT OBOT aJITOpUTMa
OCETHO MOBOJbHUjA.

IMpernocraBuMo 1a je jeaHaka BepoBaTHONA ja he MPOW3BOJEHY €leMEeHT OMTH U3adpaH 3a MHUBOT M /1 je jeaHaka
BepoBaTHONA [Ja MMBOT HAKOH MapTHLIMOHKCAbA 3aBPIIN Ha OMJI0 Kojoj nosuuuju ox 0 1o n — 1. Ako dpojumo camo
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2.7. AHAJIM3A ITPOCEYHE CJIOZKEHOCTH

yropehuBama (0poj 3aMeHa je MarH WM jeTHaK Opojy yrnopehuBarma), ClIokeHOCT MapTHLIHOHKCamka je n — 1. Taga
MIPOCEeYHa CI0KEHOCT 33/10BOJbaBA HAPEJHY PEKYPEHTHY jeAHAUMHY.

IpBu cadupak ce kpehe ox 7'(0) mo T'(n — 1), a apyru og T'(n — 1) mo T'(0), Tako aa ce cBako T'(¢) jaB/ba TaUuHO
IBa myTa. 3ato 3a n > 1 Baku

T(n):nflJr%iT(i)

OBo je Tako3BaHa jegrauuna ca HOmAYHOM Uciliopujom, jep ce BpeqHoct 1'(n) u3padyHaBa MpeKO CBUX HPETXOMHUX
Bpeproctu T'(4). JeaH HAuMH Jia ce UCTOPHUja ENMMUHMILE je A Ce MOCMATPajy pasivke U3Melly CyCeJHUX YIaHO-
Ba HM3a YMMe ce oOMja jeMHaurMHa Koja OIucyje Be3y u3Melly /Ba cyceqHa 4jaHa. Y OBOM CJIy4dajy ce CBaKH Off
cabupaxa T'(i) nenm ca n, Te Ipe Ojly3MMarba CBAKH OJI Y3aCTOITHUX WIAHOBA Tpeda MOMHOKUTH ca OAroBapajyhnm
dakropom. Tako ce noduja

n—1
nT(n) — (n—1)T(n —1) <n—1+2ZT )
n—2
(n—1)(n—2)+2> T(i )

=0
=2(n—1)+2T(n—1)

/—\

3aro je

T(n) = 2(”7; DI ”Z Lt — 1)

HNako je oBa jenHauMHa TMHEapHA peKypeHTHA jeIHaYMHA KOja MOBe3yje caMo JIBa y3aCTOIHA WiaHa HH3a, OHA HUje
ca KOHCTaHTHUM KoepHUIIMjeHTUMA U TOTPEdHO je Majio MHBEHTUBHOCTH Ja ducMo je permnu. [lebeme ca n+ 1 Ham
Jiaje OroIHUjU OOJIHK.

T(n) Tm—-1) 2n-—1)
n+1 n +n(n—l—l)

Hauwme, cama ce Buam 1a cy [iBa WwiaHa Koja yKJbydyjy HenosHary ¢yHkimjy 1'(n) uctor odiuka, ma jeqHadnHy
MOXkEMO jeJHOCTABHO OAMOTATH M KopuinhemeM unmenuie aa je 7'(0) = 0 gobutu

T(n) 2(n—1)  2(n-—2) 2-(1-1) _~ i—1
n+1_n(n+1)+(n—l)n+'“+ 1(1+1) _QZ

LenTpanHo MuTame nocraje Kako u3padyyHaT 30Up
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cremupaje Ai+ A+ Bi=i—1,maje A= —1, B=2uBaku

3aro je

L 2 1 2 1 2 1 2 1

7

-1
~i(i+1) 1+1 1 2+1 2 3+1 R

1=

Moxemo rpynmcaTtu pasjoMkKe ¢ca ICTUM UMEHHOLIEM U HOSI/ITI/I

~ i—1 1 Lo,
“i(i+1) 2 7 n n+1
3ato je
1 1
Tn)=2n+1)-(14+-+4+...+—) —4n.
2 n
3Hamo 1a ce xapMoHmjcku 30mp 1 + 1/2 4+ ... 4+ 1/n acummnrorcku moHama kao logn + -y, e je v Ojmep-

MackeponujeBa kKoHCTaHTa ¥ ~ (0, 57722 u 3ato0 je
T(n) =0 (2(n+ 1)(logn + ) — 4n) = O(nlogn).

2.8 AmopTu30BaHa aHAJIN3A CJOKEHOCTH

V HeKkHM cHTyalldjama ce M3BecHe OIrepallije MOHaB/bajy MyHO IyTa TOKOM M3BpIIaBama Mporpama. Y MHOTHM
CHTyarjaMma MOXeMO Ja JIOIYCTHMO Jia TI0jeJMHAYHO M3BPIIABAEKE HEKE ONepaliyje Tpaje U Majo IyXe, ako CMO
CUT'YpHU J1a BHIIIE U3BpIIaBama Te onepainuje y 30upy Hehe Tpajati npeayro (ako NOCTOjU JOBOJBHO M3BpIaBamba
Te onepaiuje Koja he Tpajatu kpaTko). AHanu3a yKyIHe IyHHe Tpajama Beher Opoja omnepaliyja Ha3uBa ce amop-
[HU308GHA AHAAU3A CAOICEHOCTHU. AMOPTH30BaHa LIeHa U3BPIIIABakba 1, ONepallija MoApa3yMeBa KOJMYHHUK HUXOBE
YKyIIHE OyKUHE W3BpIIaBama 1 dpoja n. VinycTpyjMo je Ha jeqHOM mpumepy.

2.8.1 /IuHAMHYKH HH3

Jemna on Hajuenthe ynorpedibaBaHUX CTPYKTYypa IOJATaka je JUHAMHYKM HU3. PasMOTpHMO KOJIMKO je moTpedHO
BpeMeHa [la ce y mera cMecTu eseMeHata. Kaga y HU3y Hema JOBOJBHO IPOCTOpA Jla ce CMECTH HapeJHH eleMeHT,
HU3 ce IMHAMUYKY peajonypa. Y HajropeM cilydajy OBO IOApa3yMeBa KONUPAme CTApOr cajpxaja HU3a Ha HOBY
JIOKAIIHjy, IITO je orepanuja cnoxeHoctd O(m), e je m Opoj elleMeHaTa ymucaHux y Hu3. [10ocTaBiba ce MUTabe
KaKo MPWIMKOM peajioKaluja ofpeljusary Opoj eneMeHarta MpoIMpeHor HU3a.

2.8.1.1 ApurmMerHykKa crparermja

JenmHa crpaTeruja Moxe OMTH apUTMETHYKA U OHA NOJpa3yMeBa [Ja ce KPeHYBIIM OJ] IPa3HOT HU3a IIPUIIMKOM CBaKe
peajiokanyje BennurHa Hu3a moeeha 3a Heku Opoj k (HUINTA ce CYIITHHCKU He OW MPOMEHWIO y aHAIM3U U Ja je
VHULUjaJIHY KanarumreT ymecto 0 Heku 0poj my). MI30pojMo KOJMKO je MmyTa MOTPedHO W3BPILIHTH YITUC eJIeMeHTa y
HU3 (Ta omepariyja je 0OMYHO HajCTIopHja), MPU YeMy Ty pauyHaMo yIHce HOBUX eJieMeHaTa U yIuce HacTajle TOKOM
romMepama focrojehnx ejgeMeHara TOKOM peasiokalyje. Y IpBOM KOpaky IpHMeHe apuTMETHIKe CTpaTeruje ajlomu-
pamo k efleMeHaTa M 3aTUM y k HApeJHMX KOpaKa BPIIMMO YITUC 10 jefHor eneMeHTa. OHa BPLIIMMO peayloKalujy
Ha BEJIMYHMHY 2k 1 IIPUTOM IIPEITICY jeMO IIPBUX k eeMeHaTa Hu3a. HakoH Tora ymicyjemMo HapeHuX k eleMeHara,
a OHJIa IPMJIMKOM peasioKallje mpemnucyjemo 2k enemenara. CiaMdaH NOCTYIAK Ce HACTAaBJba CBE JOK CE€ HE YITHIIE
enemeHT n. [akie, Opoj oneparmja je onaa jeaHak k + k+k + 2k + k+ 3k +. ... la du ce cMecTIIO 11 eJleMeHaTa,
peasiokaiujy je moTpedHO BpUIMTH OKO 1/ k myTa, na he ykynaH dpoj ornepaiija OUTH OTIIPUIIMKE jeJHAK

nin 1 2
)— gkl 30

n
—k+k-1+2+...
k Fhol424 2 2k 2

>3
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2.9. CABETHA 3A IOBOJBITAKBE CIIOZKEHOCTH

2
. . . n . 2 . . .
Haxue, yKyrat dpoj ynuca ACHMITOTCKY je jelHaK op Tj. O(n?) u crora je aMOpTU30BaHA LieHa jeaHe orepaliuje
acCMMIITOTCKH je/iHakKa 5, o je O(n), nomyie, 3a 10cTa Mally BpEHOCT KOHCTaHTe y3 1 (miTo je Behe &, To je pea-
JIOKalija Mame, I1a je IIeHa orepanyje Mama, any ce 1ieHa 1maha kpos Behe 3ayszehe MemMopHje 1 Mamby HOMYHBEHOCT

AJIOLPAHOT TIPOCTOPA).

2.8.1.2 Teomerpujcka cTpaTeruja

Hpyra crpateruja Moxe OMTH T'eOMETpHjCKa U OHA MOJpa3yMeBa Jla ce CBaKM IMyT BeJIMYMHA HU3a moseha ¢ myta 3a
Heku ¢aktop ¢ > 1. [IpernocraBumo j1a je movyeTHa BeIMYnHa HU3a M. [lakiie, HAaKOH MOYeTHe aJIoKalyje MOKEMO
Jia YIIUIIEMO M eleMeHata. HakoH Tora ce BpIIM IpBa peasioKallfja y Kojoj ce BeJIMUYMHa Hi3a moBehasa Ha ¢my
eJIeMeHaTa U IIpH YeMy ce IIperucyje my elemMeHata. HakoH Tora ce BpIIM yIIUC HAPEOHUX ¢Mmo — Mo eleMeHarta. Y
HapeJIHO]j pealoKalMj| BeJIMYMHA HU3a ce osehaBa Ha g2 ¥ MPUTOM Ce TIPENucyje qmy eneMeHata. Hakon Tora
ce yIucy je IpeocTanux ¢2mg — gimg enemanarta. TlocTynak ce Jjajbe HacTaBsba 110 MCTOM NpUHIMIY. Jlaksie, yKynaH
Opoj ynmca y HU3 jeHaK je

mo +mo + (gmo — mo) + gmo + (¢*mo — gmo) + ... = mo + gmo + ¢*mo + . ..
INocrne r peanokanyja ykynaH Opoj ynuca jefHak je

r+1_1
mo(l—l—...—&—qr):moqi

q—1

AKO MPETNOCTaBUMO JIa je 11€0 HU3 MOIYHEeH Mocie r peajiokaluja, Tj. a je n = mgq", OHJa je yKymnaH Opoj
orepaiyja NOTPedHUX 3a MOIMYHhABAKE HU3A jeIHAK

mQ#ﬂ*l_qn—mo
“g-1 T -1

ACUMITOTCKY je, aKiie, YKyIHa LieHa u3Bohera CBUX onepaija jeqHaka O(n), a aMOPTH30BaHa LieHa U3BOherba
jenHe onepaiuje noaBama y oBakas Hu3 je O(1). Koncrantan (aktop jeHak je q%l U OH je CBE MamH Kako ¢
pacte. 3aucra, ca moBehameM ¢ BPIIY ce CBe Makbe peaioKallfja, aju ce IieHa Iiaha Behinm aHraxoBambeM MeMopHje
Tj. MambOM MOMYyHeHoIINY HI3A.

AMOpTH30BaHa aHATN3a CJIOKEHOCTH HaM MOKa3y je Jja ca CTAHOBUIITA BpeMeHa U3BPILaBamba TeOMETpHjcKa CTpaTe-
rvja peajoKanyje aaje 3HauajHo dosbe pe3ysITaTe HEro apuTMETUUKa.

2.9 CaseTH 32 N000/bIIAKE CJIA0KEHOCTH

Kipyuynu caBeT 3a Modosblame CI0KEHOCTH je TO Jia padyyHap pajd caMo OHO IITO je HEOMXOAHO Ja du ce Joduo
KoHauaH pe3yiarar. Kaga ce ta uneja masno getasbHuje pa3panu, 1o0ujamo cieaehu HU3 caBeta KOju HaC YeCcTo I0BOJIe
JI0 JITOpUTaMa Marbe CJI0KEHOCTH:

* Hemoj Tepatu pauyHap Ja BpLUM AyroTpajHa U3payyHaBamba KOja ce MOTY U3BPLUMTU U “TIeIIKe”, IPUMEHOM
MaTeMaTHKe.

» Hemoj Tepatu pauyHap Ja BHUIIE ITyTa U3padyHaBa jeJHO Te UCTO — yIIaMTHU MOTpedHE pe3yTaTe U3padyHaBamba
y MEMOPHU]jH, ]a UX He OU padyHAO BUIIIE MyTa.

* Hewmoj Tepatu pauyHap Ja U3padyHaBa CTBapH KOje HUCY OTpeOHe 3a J00Ujare KOHAYHOT pellemha MpodeMa.

* Hemoj Tepatu padyHap Aa UCIIUTY]e CllydajeBe 3a KOje YHAIpe ] MOKEI 3aKJbyIUTH Ja He MOTY OUTH TPakeHO
peleme npodsiema.

* Ako je To Moryhe, mpunpemu nogaTKe Tako Ja ce KaCHUje MOTy e(pHKacHHje OOpaInTy.

» Kopuctu epukacHuje CTpyKType nojgaTtaka.

V HacTaBKy OBOT IOIJIaB/ba NpuKa3aheMo HU3 3a/1aTaka Koje heMo pemmTy pasInauTiM aropUTMHUMa, aHATM3UpPa-
heMo BHXOBY aCHMIITOTCKY CJIOKEHOCT Hajroper ciiyvaja u nprkazaheMo Kako ce Ha Oa3y IPUKA3aHUX CaBeTa MOTY
M3rPaIUTH 3Ha4YajHO e(PUKACHU)HU AITOPUTMHU.
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

2.10 3amena urepaunmje popmyiom

JenaH o BaxXHMX caBeTa 3a IOOOJbIIAE CIIOKEHOCTH AJITOPUTaMa je Taj Ja He TepaMo payyHap Aa BPILH AyroTpajHa
M3pavyyHaBamba Koja ce MOTY U3BPILIUTU U “nielike”, IpuMeHoM mMateMatuke. Haume, yecto ce onpehene BpeqHocTH
n3pavyHaBajy MPUMEHOM MTepaTHUBHUX MocTynaka. Ha mpumep, 30Mp eneMeHaTa HEKOT HM3a N3pavdyHaBaMo J07a-
BambEM jEIHOT IO jeTHOT ejieMeHTa. To jaje TpakeHM pe3yiTar, ajli M Ofy3uMa Heko Bpeme. [locToje cuTyarmje
KaJia Cy elleMeHTH Koju ce odpal)yjy MpaBUIHHU U KaJa ce KOHaYaH pe3y/TaT Moxe JOOUTH MPHIMEHOM Heke 3a7ate
¢opmyre, 6e3 mpuMeHe uTepaTuBHOTr nocTynka. Ha nmpumep, ako 3HaMo Aa Tpeda cadpaTul MpBUX n €JeMeHaTa Hu3a
1,2,3,...,n, Hema notpede Jia MPUMErbYjeMO UTEPaTUBHH MOCTYIAK cabupama unja je cnoxenoct O(n), Beh je
10BobHO 1a y Bpemeny O(1) nmpumenumo [aycoBy ¢opMyIty Ha OCHOBY KOje 3HAMO J1a je

n(n+1)

1+24... =
+2+...+n 5

Jorr Heke hopMyie ce YecTo MOry yHoTpeOUTH 3a CMaeHe CIIOKEHOCTH (A1 U 33 CaMy aHaJIM3y CJIOKEHOCTH), Ta
heMo MX y HACTaBKY HABECTH.

2.10.1 ApuUTMeTHYKH U F€eOMEeTPH jCKH HU3

Cnuune popMyJie Koje cy HaM KOpUCHe cy popmyJie 3a n-TH WiIaH U 30Mp NIPBUX N eleMeHaTa apUTMETUYKOT HU3a
ap, ag +d, ag + 2d, . . ..

a; = agp + (Z — ].)d, Zai = 7”(0,0 + an)’

Kao U 3a N-THU YJIaH U 36I/Ip MpBUX N €JIEMCHATa FCOMGTpI/IjCKOl" HU3a ap, o - ¢, ag * q2, ce

n+1

; _
a; =ap-q, E az—ao

—q

2.10.2 30upoBu cTenmeHa

. “(n+3)-(n+1)
12 22 2: k2:n (n 2
+22 4. 40’ =>) g

Py gt = Y e = (Pl
+28 4. 40P =Dk < 5

2.10.3 Komdunaropuka

* Bpoj HaumHa Aa ce U3 cKyma of . pa3MIUTHX OpojeBa U3BYKY ABa Opoja a < b je (Z) M

¢ Bpoj HaumHa J1a ce U3 CKyNa O] 7 pa3InIUTHX OpojeBa U3BYKY Tpu Opojaa < b < ¢ je ( ) w

3aparak: Bpoj moacTpuHroBa Ko ju nounmy 1 3appuiasajy ca 1

JlaT je OmHapHU CTpUHT (HHCKa KapakTepa Koja ce cactoju of kKapakrtepa O u 1). Hammcatu mporpam kojum ce
onpehyje Opoj cermeHarta (MOACTPUHT y3aCTOIHUX eJleMeHata), Iy’ KUHe HajMame 2, KOjU oYMy U 3aBpllaBajy ca
1.

VYaa3: Ipsa u jequHa JIMHUja CTaHIAPAHOT yJla3a caapxky OMHApHU CTPUHT (cacTaBbeH oa 0 u 1).
WN3na3: Ha cranpapaHoM u3ia3sy NpUKa3aTH y jeJHO] JUHU]U TpaXkeHH Opoj cerMeHara.
ITpumep

Yaaz Hznaz

010001001 3
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2.10. BAMEHA UTEPAIIMJE ®OPMYJIOM

Objauwroerve
To cy nopctpunrosu 10001, 10001001 u 1001.

Pememe

AHajnm3a CBUX cerMeHaTa

Bpoj cBux cermeHaTa Koju MOYMIbY 1 3aBpIaBajy ca 1 MOXeMO jeJHOCTaBHO OJpeINTY aHAIM3UPajyhu CBe cCerMenTe.
VY cnobalimo] MeT/br aHAIM3UPaMO jellaH 1Mo jeaaH kapaktep. CBaky jeIMHUITY Ha KOjy Hauhemo (3a CBaKo ¢ TaKBO
Ja je s; jemHako 1), paaMaTpaMo Kao MovyeTak CerMeHTa M 'y YHYTpallllbhoj netbu (Opojauem j on ¢ + 1 10 Kpaja
CTPHMHIa) TPaXMMO jeJMHUILy KOjOM C€ CETMEHT 3aBpllaBa. 3a CBaKy jeJUHULy IpOHaheHy y yHYTpalllhOj NeT/bU
(3a cBaKo j TakBoO Ja je s; jeaHako 1) ysehasamo dpoj cermeHara.

int brojix1Podstringova(const string& s) {
int n = s.length();
int br = 0;
for (int 1 =0; 1 <n - 1; 1++)
if (s[i] == '1")
for (int j =1+ 1
if (s[j] == '1")
br++;
return br;

}

Anaym3a ciao:keHocTH. [IprumMeTrMo Ja Ha 0Baj HAUMH UCTE KapaKTepe CTPHHTa HEMOTPEeOHO aHAIM3UPAMO BETUKU
Opoj myra. CIOKEHOCT aropuT™Ma OroBapa yKyIlHOM dpojy CBUX cermeHara u jeanaka je O(n?).

5 3 < n; J+)

bpojame jenununa

CBaku CEerMeHT KO U MOYUbE 1 KOJU Ce 3aBpalllaBa jeINHUIIOM Je(pUHUCAH je MO3UIIjaMa BE jeINHUIIe Y CTPUHTY,
Ia je yKymaH Opoj TpakeHMX cerMeHara jegHak Opojy HauMHa Aa ce u3adepy JBe pas3inydTe jeAWHHLE y CTPHHTY.
AKo je yKymaH Opoj jequHHIa y CTPUHTY b OHJIA BE jeAUHHUIIC MOKEMO H3adpaTh Ha %_1) HAauYMHA.

int brojix1Podstringova(const string& s) {
int brojJedinica = 0;
for (char c : s)
if (c == '1")
brojJedinica++;
return brojJedinica * (brojledinica - 1) / 2;

}

Anann3za ciaozkeHoctu. [lomro jemuauIe MpedpojaBaMo camMo jeIHUM MPOIACKOM KPO3 CTPHHT, CJIOKEHOCT OBOT
anroputma je O(n).
3anarak: Henocrajyhu opoj

Y Huzy OpojeBa on 0 1o n TauHO jegaH Opoj je u3ocTaBibeH. Hamuim nporpam Koju, de3 namhemwa ejieMeHaTa HU3a,
yuuTaBa dpojese ca ynasza u epukacHo oapehyje koju Opoj HenocTaje.

Vaa3: Ca cranpapaHor ynasa ce yuutapa opoj n (1 < n < 10%), a 3atum 1 onucanu Hu3 dpojesa (pojesu cy
HaBEJCHHU Y jeHOM pely, pa3fBOjeHH ca 0 jeJHUM pa3sMaKoM).

MN3zaa3: Ha cranpapaHu uzias3 ucnucaTy eJ1eMeHT KOju HelocTaje.

IIpumep

Vaaz Hznaz
5 3
04251

Pememne
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

JInneapHa nperpara

JenHo pelerse MOxe OUTH 3aCHOBAHO Ha JIMHEAPHO] TpeTpasy cBUX Kanauaata. OHO MojpasyMeBa Ja Cy CBU eJie-
MEHTH YUUTaHU Y HU3 (1ITO, JOAYIIE, HApylllaBa YCJIOB KOjH je JAaT Y MOCTaBIM 3a/1aTKa). 3a cBe dpojere oa 0 10 n
MIPOBEpaBaMO Ja JIU Cy CapKaHW y HU3Y.

V jesuky C++ JHeapHy mpeTpary MoxeMo peannzoBary dudnmoredkoM ¢yHkimjom find kojoj ce mpocnelyjy
WTEpaTOpH Ha JIEO HI3a KOjH Ce IPETPAXyje U BpeJHOCT Koja ce Tpaxku. PyHkImja he BpatuT UTepatop Ha MpoHa-
DeHo npBoO MojaBIpUBabE €IEMEHTa WM UTEPATOP KOjH yKasyje HEMOCPeIHO U3a Kpaja MPEeTpakeHOT PacloHa, ako
€JIEMEHT He MOCTOjH.

int n;

cin >> n;

vector<int> a(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> a[i];

for (int x = 0; X <= n; X++)
if (find(begin(a), end(a), x) == end(a)) {
cout << x << endl;
break;

Ananm3a cJoKkeHocTH. TI0ITOo Cy eJIeMeHTH YUUTaHU Y HU3 IyKUHE 1, MeMopujcka cioxeHoct je O(n).

JluHeapHa mpeTpara HU3a Of N €lIeMeHaTa y HajropeM ciydajy 3axteBa O(n) Kopaka, ma IOIITO ce Tpaxu n + 1
esieMeHT, cnokeHoct je O(n?). Moxke ce NpUMETUTH U J1a Huje Moryhe Ja ce y CBakOM KOpaKy JIMHEapHe TIpeTpare
Joroau Hajropu ciydaj. Hajropu citydaj ce memaBa Kaja ce €l1€MEHT He Hajlasl y HU3Y, a CBU €JIE€MEHTH KOjU ce
Tpaxe (CeM jefHOr) Cy NPUCYTHU. 3auCTa, KaJa TPaK|MMO eJIeMEHT KOjU ce Hajla3U Ha MO3MLUjH ¢ Ta mpeTpara he ce
3aBpUIMTH Yy ¢ Kopaka. [Ipenunsnuje, enemeHT Ha no3unyju 1 he ce npoHahu y je1HOM KOpaky, eJIeMEeHT Ha MO3ULjU
2 y IBa KOpaka, eJIeMeHT Ha MO3WIjH 3 y TpU KOpaka U Tako Jajke. YKymaH Opoj Kopaka je3ato 1 +2 4+ ...+ n,
urro je oner O(n?).

Harnacumo na He Tpeda 1a Hac 3aBapa cily4aj Kajga ce JIMHeapHa MpeTpara UMIUIEeMEHTHpa KopumheweM dudimo-
Teuke (pyHkuuje. Mako Taja y TIaBHOM ey mporpama MocToju caMmo jeJHa MeTba, y HOj ce Mmo3uBa (yHKIMja
JIMHEeapHe CJIOKEHOCTH, T1a je YKYITHa CJIOKEHOCT KBajipaTHa (KakKeMO Jia Ce M0jaBJby je CKPUBEHA CIIOKEHOCT).

PasHuM TeXHHKaMa BpeMEHCKa CJIOKEHOCT ce Moxke cBecTd Ha O(n), a Wb HaM je U Jia MEMOPHU]CKY CJIOXKEHOCT
ceeaemo Ha O(1).

30up esemeHnara

30up cBux enemeHara w3 ckyna {0,1,2,....n} je0+1+2+...4+n = . To je 30up enemenara koju

. . . . 1
ce Hajasze y HU3Y W Hejocrajyher enemenrta. Henocrajyhu enemenr je, makise, jenHak, pasmunu nsmebhy %
n 30upa cBUX eneMeHata HM3a. [loTpedHO je odpaTWTH MaXmy Ha TO Jia je 3a M3padyHaBame 30Mpa elleMeHaTa

MOTPedHO KOPUCTUTH dap 64-OUTHU L1000 jHH THIL.

n(nt+1)
2

int n;
cin >> n;
long long zbir = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x; cin >> x;
zbir += x;
}
long long zbir_svih = ((long long)n) * (n+1) / 2;
int nedostajuci = zbir_svih - zbir;
cout << nedostajuci << endl;

Ananm3a caoxKeHocTH. 301p CBUX eJleMeHaTa JIAKO MOXeMO u3padyHath y Bpemeny O (n), IPUIMKOM yIUTaBamba
(Be3 cmemiTara efeMeHara y Hu3, 1a je Memopujcka cioxeroct O(1)).

Hanomena. OBo pemerne OM ce MOIJIO YOITIITHTH 1 Ha CJIydaj KaJia 3HaMo Jia HeJocTajy asa opoja ox 0 no n. Tama
ducMo y3 30Mp M3padyHaIu ¥ 30Mp KBagpara, a 3aTHM pelllaBambeM CUCTeMa JIBe jeHaUMHE ca JBE HETIO3HATE MOIIIH
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M3padyHaTH OpojeBe KOju HeJOCTajy.

3anarak: MakcuMaJHi NPUHOC

dapmep nocenyje wHUBY JUMeH3Hje ¢ X b meTapa. [la du naxie maprenacao BuBY, OpojeBu a U b cy nenu. Ha
OCHOBY CyOBeHIIMje 10010 je MOryhHOCTH Ja POy KU CTPAHUIIE CBOje UBE YKYITHO 3a ¢ MeTapa (aji Tako Ja HhHUBa
ocTaHe 11eJI00pojHUX AuMeH3Hja). OH Xkelu 1a TO ypaau Tako Ja HAKOH MPOAyXeka MoBpiIrHa Oyje 1mrto Beha, Tako
Jla MO3Ke J1a ocTBapu To Behu ykynaH npuHoc. Hanmmm nporpam koju ogpehyje Hajsehy Moryhy noBpiivHy mbUBe
HaKOH TPOAyKera CTPAHUIIA.

Vaaz: Ca craHiapaHOT yjla3a ce yuuTaBajy IIpUpOIHU OpojeBH a, b, ¢ < 10°, pa3aBojenu ca 10 jeTHMM pa3MaKoM.
N3na3: Ha cranpapaHu u3ia3 UCIUCATH MAKCUMAJIHY NTOBPIIUHY HAKOH POy XKeHha CTPAHULIA.
ITpumep 1

Vaaz Hznaz
510 3 80

Objawroerve

JumeH3Hja HaKOH npomupema he duru 8 x 10.
IIpumep 2

Yaas

9 10 4

H3znaz

132

Objawmrberve

J[nmeH3nja HaKoH mpormpersa he durm 11 x 12.
IIpumep 3

Yaaz

14 17 5

Hznaz

324

Objawmrberve

JlnMensuja HakoH npormpera he dutn 18 X 18.

Pememe

I'pyda cuia

3amaTak MOXe OMTH pelleH rpydoM CHJIOM, Tj. UCIIPOOABamEM CBHUX MOTYNHOCTH pacrnofesie A0oAaTHe TyXHhHe. 3a
CBaky ayxuHy ¢ u3mehy O 1 ¢, 1oajemMo ¢ CTpaHULM @ ¥ ¢ — ¢ CTPAHUIMU b, M3pauyHaBaMO MOBPIIMHY U TPAKUMO
MaKCUMYM TaKo JOOHMjeHUX MOBPILUHA.

long long maksimalniPrinos(long long a, long long b, long long c) {
long long maks = a * (b + c);
for (long long 1 = 1; 1 <= ¢; i++4)
maks = max(maks, (a+i)*(b+c-1));
return maks;

}

Anammsa caoxenoctu. CnoxeHoct osor pentema je O(c).
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H3pauyHaBame MaKCHMAJIHOT IPHHOCA

On cBUX IPaBOYraoOHMKa JATor (PMKCUPAHOT 0OMMa, HajBehy MOBPLIMHY MMa KBAJIPAT. 3aMCTa, KO j€ MIO3HAT OOUM
npasoyraouuka O = 2(a+b), Tana je mosuar u nonyodum a +b = s. lloppumaaa-b=a-(s—a) =a-s—a-a =
s?/4— (a —s/2)?. Hourro je (a — s/2)? > 0, nospumna He Moxke duth Beha o 52 /4, a jenHaka je T0j BpeaHOCTH
kajga je a = b = s/2. 3aro yBehatbe Tpeda HAPaBUTH TAKO Jia ce 10OHje OOJIMK KOjU je IITO CIIMYHU]U KBAIpaTy.

Hexka je a < b. Axo je a + ¢ < b, Taja ce LeJoKynaH U3HOC yBehawa ¢ MOXe JOJaTH Ha Mamy CTpaHuly a. Y
CYIIPOTHOM ce NpBO Kpaha cTpaHuLa ¢ POy TaKO Jia TIOCTaHe je/IHaKa dy>K0j CTPaHHLM b, a 3aTHM ce IPeocTatn
usHoc yBehama (¢ — (b — a)) mogenu mro papHOMepHHje Morylie (ako je To mapa Opoj MOXe ce JOOUTH KBajpar, a
aKko HHje, Tajga ce JoOMja MpaBOYraoHUK KOJ KOjer je jefHa CTpaHWIIa 3a jelaH Ayka of Apyre). Y MMIUIEMEHTALU]H

c—(b—a) c—(b—a) | __
Jy’)XMHE HOBMX CTPaHMIIA MOKEMO U3PaYyHaTH TAKO ILTO JIyXKy CTpaHMIly b yBehamo 3a {#J u3a [#—‘ =

\‘c—(b—a)-i-lJ
— |-

long long maksimalniPrinos(long long a, long long b, long long c) {
if (a > b) swap(a, b);
if (c <= b - a)
a += ¢c;
else {
long long preostalo = c - (b - a);
a = b + preostalo / 2;
b =b + (preostalo + 1) / 2;
}

return a*b;

}

Anaimza caoxenocru. CroxeHoct oBor pemietsa je O(1).

3aparak: Bpoj ne/buBHX Y HHTEpPBAJY

Harmum nporpam Koju oxpeljyje KoJMKo y uHTepBaiy [a, b] moctoju dpojeBa aesbrux dpojem k.
Vna3: Ca crangapJHOT yja3a yHOCe ce TpH Iiesia Opoja, CBakd y TOceOHOM pefy.
e a(0<a<10%
* b(a<b<10%
o k(1 <k<10%
WN3zaa3: Ha cranpapaHu uznas UCUcaTH TPaXkeH! 110 Opoj.
IIpumep

Vaaz HUznasz
30 5

53

5

Objawmrberve
bpojesu cy 30, 35, 40, 45 u 50.

Pememe

JInneapHa nperpara

Moryhe je HarpaBUTH pellee 3aCHOBAHO Ha MIPETPa3u IpyodoM CHIIOM, KO je YKibydyje kopuiiheme newbr. To perte-
e je HajjeTHOCTaBHHUje 3a pa3yMeBambe 1 UMIUIEMEHTaIjy, MehyTum Moxe OUTH Hee(pMKacHO 3a BEJIMKY Pa3JIKy
usmel)y dpojesa a u b. IloTpeOHO je y membu, penoM mpohu Kpo3 cBe OpojeBe o a A0 b, MPOBEPUTH 3a CBAKU JIa
71 je nesbuB OpojeM k U 3a CBakH Koju jecte, yBehatu Opojau npoHalienux Opojesa. [akie, oBaj aqropuraM BpIIM
Opojame enemenara (puiITpupaHe cepuje Y3acTOIHUX MPUPOIHKMX OpojeBa U3 MHTEpBaNa [a, b], a (unrpuparme ce
BpIIM HA OCHOBY IIPOBEpE JEJBUBOCTH KOja ce CBOM Ha nopeljeme ocTaTaka MpH Ae/berby ca HyJIOM.

// broj brojeva u intervalu [a, b] deljivih brojem k
int brojDeljivih(int a, int b, int k) {
int broj = 0;
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for (int 1 = a; 1 <= b; i1++)
if (1% k ==0)
broj++;
return broj;

}

Anamu3a cioxkenoctn. CIIOKEHOCT OBOT Pellietba je IMHeapHa y OHOCY Ha Opoj enemenara y untpesaiy 1j. O(b—

a).

N3pauyynaBame Opoja qebouBuX OpojeBa

Ha du Opoj x Omo nespuB OpojeM k MOTPedHO je Aa MOCTOjU HEeKO M Tako fJa je x = n - k. [lomro x Mopa dutn
y MHTepBaIy [a, b], Mopa fa Baxu ga je a < n - kun -k < b. Hajmarme n Koje 3a10BoJbaBa MPBY HEjeAHAUNHY
jenHako je n; = [%], HajBehe n Koje 3a/10BoJbaBa IPYry HejelHAUMHY jeJHAKO je ng = L%J buso koju Opoj u3
UHTEpBAIa [1;, 14] 3310BOJbaBa 00€ He jeJHAKOCTH U MPe/ICTaBIba KOJIMYHUK HEKOT Opoja 13 uHTepBana [a, b] dpojem
k. Cmuno, &m0 koju 6poj u3 unTepBaina [a, b nespuB Opojem k maje HEKM KOJNMYHUK U3 UHTepBana [n;, ng|. 3ato
je Tpaxenu dpoj dpojeBa U3 uHTEpBaIA [a, b] Koju cy HesbuBH OpojeM k jenHak dpojy OpojeBa y uHTEpBaiy [n;, 14
aTo je ng —n; + 1 ako je ng > ny, 1j. 0 ako je Taj MHTEpBaJI Mpa3aH Tj. aKko je ng < n;. bpojeBu n; u ngy ce Mory
OJPEeNVTH, HA IPUMEp, TPAaHABEM.

// broj brojeva u intervalu [a, b] deljivih brojem k
int brojbDeljivih(int a, int b, int k) {
int l=a%k==07?a/k:alk+1; // ceil(a/k)
intd =b / k; // floor(b/k)
int broj =d >= 1 2?2 d-1+1 : 0;
return broj;

Anamn3za cjaoxeHocTH. CII0KEHOCT OBOT pelletsa je, jacHo, KoHctanTHa Tj. O(1).

3ajatak Moxe e(prKacHO Ja ce pellr Tako LITO ce OApeau HajMamy Opoj Behn M jenHak Opojy a KOju je Ie/bUB
dpojem k u Hajeehu Opoj MamK WK jemHak Opojy b koju je mesbuB OpojeM k. HbuxoBum neibereM ca k nodujajy
ce OpojeBu n; U Ny OMUCAHU Y IPETXOJHOM pellieiby U 3a[aTaK Ce JIajbe PellaBa Ha UCTU HAYKH.

// broj brojeva u intervalu [a, b] deljivih brojem k

int brojDeljivih(int a, int b, int k) {
int l=a%k==07?a: (a/k + 1)*k;
intd=b%k==07?b: (b/k)*k; // moze i samo d = (b/k)*k;
int broj =d >=17? (d/k - 1/k + 1) : 0;
return broj;

}

Anamm3a caoxenoctd. CI0KeHOCT OBOI pellietba je, jacHo, KoHcranTHa Tj. O(1).

3aparak: PacraBbama Ha 301p y3aCTONMHUX

Hanmmm nporpam Koju ofipeljyje Ha KOJIMKO ce HauMHA JaTH MPUPOIHU OpOoj 1 MOXKe MpeCTaBUTH Kao 30up 1Ba
WM BUIIIE Y3aCTOITHA pupogHa Opoja (Beha i jeqnaka 1).

Vaa3z: Ca craHaapaHor ynasa ce yuuTasa opoj n (1 < n < 109).

WN3na3: Ha cranpapaHu usia3 UCIHACATH TPAaXKeHU OpOj HaAuMHA.

IIpumep
Vaaz Hznaz
15 3
Odbjawmrberve
15=14+24+34+4+5=44+5+6=T7+38
Pememe
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HUcnpodaBame cBux MoryhHoCTH 32 IPBHU 4J1aH, N1a 32 AYKUHY

IpBu nokymaj Moxe dUTH periaBare MpodieMa rpyOoOM CHUJIOM, Tj. UCIpodaBame CBUX MOIYNUX MPBUX WIAHOBA
30upa. Hajmamwu moryhu npBu uiaH je ap = 1. Ilomro 30up Mopa aa dyne dap aBowiaH, Hajsehu Moryhu npsu
4aH je oHaj Opoj ag Takas jma je ag + (ap + 1) < n. Kaga cmo oppeanmu npeu wiaH, oapelyjemMo konuko cadbupaka
Tpeda y3etu Ja ou ce 1oduo 30up n. Kpehemo of nBounaHor HM3a W 3aTUM JOAAjeMO jelaH MO jeJaH HapegHU
cadupak cBe JIOK 30Mp He JOCTHTHE WM He mpecTurHe 30up n. bpojau yBehaBamo ako je HaKOH MeTbe 30up jeaHak
BPEIHOCTH 1 (TaJa je yCHelHo HaeHO jeqHO peliee).

int brojNacina(int n) {
int broj = 0;
for (int a@ = 1; a® + (ab+1) <= n; ad++) {
int zbir = a0@ + (a0+1);
for (int ai = a® + 2; zbir < n; ai++)
zbir += ati;
if (zbir == n)
broj++;
}

return broj;

}

Anasm3a cnoxenoctn. Criojballliba NeT/ba Ce U3BPIIaBa OKO 5 MyTa. Bpoj n3Bpiiasarba yHyTpaNIrbe NIETIbE je Texke

npouenuty. [Tutamo ce koju je Opoj cabupaka m morpedad, Tako aa je ag + (ap + 1)+ ... + (ag + (m — 1)) > n.
. . . m(m—1)

AKko npuMeHUMO (popMyITy 3a 30Up APUTMETHIKOT HU3a, BUAMMO [1a je Taj 30up jefiHak m - ap + ——5 . Beoma

rpyda mpoleHa Kaja je ag Majo Aaje HaM MpOoLEeHy 3a m OKo v/ 2n. [oayie, yum ag KpeHe Ja pacrte, oBaj dpoj

KpeHe Ja onaga. Beoma rpybo, CIOKEHOCT MOKEMO OTPAHUYUTH Of103T0 Kao O(n+/n).

HcnpodaBame cBux MmoryhHocTH 3a Ty:KHHY, 12 32 IPBU YWIaH

Penocrnen netssu Moske Outu apyraurju. CoosbHOM NMET/boM MoXkeMo ofpehuBatu Opoj cadupaka m, a yHyTpalIbhoM
ucrpodaBaTH BpeJHOCTH moueTHor cadupka. Kpehemo o aBa cabupka. Hajsehu moryhu Opoj cadupaka Hactyma
kaja je ap = 1, u mourro je ag + (ag + 1) + ... + (ap + (m — 1)) = m - ag + w,na&/lﬁanoraoaa

. m(m—1)
€BEHTYaITHO Oy/e 1 Mopa J1a BakH Ja je m + 45— < n.

int brojNacina(int n) {

int broj = 0;
for (int m=2; m+ m*(m-1)/2 <= n; m++) {
int a® = 1;

int zbir = a®*m + m*(m-1)/2;
while (zbir < n) {
a0++;
zbir = ad*m + m*(m-1)/2;
}
if (zbir == n)
broj++;
}

return broj;

}

Anamm3a caoxeHocTH. CIIOKEHOCT je ISHTHYHA Kao y MPETXOAHOM IPHCTYITy ¥ MOXe ce Ipydo NMpOLEHHUTH ca

O(ny/n).

HNcnpodaBame cBUX MOryhHoCTH 3a Jy:KHHY M H3padyHaBame NPBOT YWIAHa

Kipyuna ontmMusaniija HacTyIa Kaja yBUAMMO Jla HaM YHYyTpalllikha IeT/ba Huje notpedHa. Hanme, Hema motpede

. -1
HCIpodaBaTH pasiIMInTe BPEIHOCTH ag, Beh ce ag MOXKe U3padyHATH Ha OCHOBY 1 U n.. AKO je m-ag+ % =n,

_m(m—1)

n . . .
—_— 30up ca m cadbupaka MOCTOjU aKO U CaMo ako je OBO 11e0 Opoj (LUTO ce MOKe MPOBEPUTHU
m(m—1)
2

Tama je ap =

m(m—1)
2

HCTIUTHBAbEM OCTaTKa MpU JieJberby OpojeBa n — um). YcioB m + < n rapanryje 1a je ap > 1.

HanomeHnnmo za je penocien npoepa OMo BeoMa BakaH, jep je jelHauiHa JIMHeapHa I1o ¢, a KBaJpaTHa I10 1, TaKo
I je 3a (PUKCHPaHO M, G MPUIMYHO jeAHOCTaBHO U3PAavyHATH, JOK 32 (PMKCHUPAHO ¢ HUje jeAHOCTAaBHO U3pauyHATH
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m.

int brojNacina(int n) {
int broj = 0;
for (int m=2; m+ m*(m-1)/2 <= n; m++)
if ((n - m*(m-1)/2) % m == 0)
broj++;
return broj;

}

Anammza ciaoxkeHoctn. CIIOKEHOCT jeIMHE METhe, 1a U LENOr mporpaMa ce Moxe rpydo ouenutu ca O(/n) (y
EEHOM TeJly Ce MpoBepa MocTojama Opoja ap BpuM y cioxkenoctd O(1)).

3anarak: Hajsehu 3ajeqHuukn nejmiian

Mpasu, ryese 1 KOMapIy OpraHn3yjy CHOPTCKHU TYPHHP M KeJIe /1a ce MofIeie y TUMOBE, TaKO Jja Ce CBaKU TUM CacTOju
camo o] je[JHe BpCTe MHCEKaTa, Ja CBM TMMOBU MMajy UCTU Opoj wiaHOBa (a O ce HAKOH pyHAe KBaTupuKanuja
YHYTap CBaKe BPCTe MOIIM CBOje MpeJCTaBHUKE Ja MOIIa/by Ha 3ajelHIYKU TYPHUP) U 1a jé CBAaKU MHCEKT YKJbyUeH
Ta4yHO y jefaH TUM. AKO ce 3Ha Opoj MHCeKaTa CBake Ofi TpU JaTe BpCTe, HalUIIM porpaM koju oapelhyje Hajsehu
Moryhu Opoj 4aHoBa CBaKOr TUMA.

Vaa3: Ca cTanjapHOT yjia3a ce yHoce Tpu Opoja u3 unteppana [1,2 - 10°], ceaku y mocedHoMm pejty: Opoj Mpasa,
yesia 1 KoMapara.

N3na3: Ha cranpapaHu usiia3 UCIUCATH jelaH LEeo OPOj - TPaXkeHy BEJIMUMHY TUMA.

IIpumep

Vaaz Hznaz
20 10

30

40

Pememe

Axo ca a, b u ¢ odenexumMo Opoj cBake OJ TPH BPCTE MHCEKAaTa, a ca ¢ BeJIMYMHY CBAKOT THMa, OpOjeBH a, b U ¢
Mopajy OUTH HesbuBH ca t (jep CBaKM MHCEKT Mopa OMTH YKJbYUeH Ta4HO y jedaH TiM). Jlakie, Tpakumo HajBehn
Opoj t koju menm Opojese a, b u ¢, a TO je mUxoB HajBehu 3ajemuaku gemwian (H3D).

H3]I tpu dpoja ce moxe onpemutu kao H3IL on H3/I-a mpsa nBa u tpeher dpoja, Tj. Baku nzd(a,b,c) =
nzd(nzd(a,b), c). [JoBobHO je, 1aKJie, a OmuIIeMo nocrynak oapehusama H3[I asa 6poja.

EykanpnoB aaropuram

3a oppehuBame H3]l Hajoome je ynoTpedutn uyBenu Eyknuaos anroputam. Opurunaina popmynanuja Eykimumo-
BOT' JITOPUTMA 3aCHOBAHA je Ha Of1y3UMarby.

Axo cy 1Ba dpoja jemHaka Tj. ako je a = b, Tamza uM je u wuxoB H3]] jenHak.

Y cynmpoTHOM ce MpodiieM MoXke CBecTH Ha mpoHanaxeme H3/] mamer o nBa dpoja u pasnuke aBa Opoja. Ha
npuMep, ako je a > b, taga je nzd(a,b) = nzd(a — b, b).

AJroprTam ce MoXe HIIyCTpOBaTH ¥ TeOMETPHjCKH (M Y IMPEKTHO] je Be3W ca IMpodieMoM ofipejuBara MakCMalIHe
IVMEH3Mje KBaJipaTa KOjuMa MOJKe Jia ce TIOTIoua MPaBoyraoHo MoJbe AUMEH3HUja a X b.

Ipumep. IpernocraBumo ja je Jat NpaBOyraoHHK Yuje Cy AyKMHE CTpaHHWLA a U b U Jia je MOTPedHO OfipeiuTH
HajBehy MyXUHY CTpaHMIE KBaJpaTa TaKBa [a ce IPaBOYTraOHMK MOKe MOIUIOYaTH KBaJpaTuMa Te JUMeH3Huje. AKO
je Toa3Hy MpaBOYyraoHMK AuMeHsnje a = 46 n b = 18, Taja ce npBo U3 wera Mory ucehn 1Ba KBajpara AUMEH3Mje
18 myTa 18 n ocrahe Ham npaBoyraoHuk quMensuje 18 myta 10. JacHo je Aa ako HEKMM MambUM KBaJIpaTHMa yCIeMo
Ja TIOTIJIOYaMo Taj MPEOCTaIn PaBOyraoHHK, Aa hieMo TMM KBaJpaTiMa YCIETH [a MOIMJIoYaMo 1 OBE KBaJpare -
MeH3uje 18 myTta 18 (jep he AuMeH3Uja TUX MaJTUX KBajaparta aeauTt 0poj 18), ma hemo camum TUM Mohu morioyatu
U 11e0 NOJIa3HU PaBOYTraoHUK AuMeH3Hja 46 myta 18. Op npaBoyraoHuka quMensuje 18 myta 10 moxemo ucehu kBa-
apat numensyje 10 myta 10 1 npeocrahe Ham npaBoyraonuk aumensuje 10 myta 8. IloHoBo, kBagparuhu kojuma he
ce MOhH MoIUIoYaTH Taj MPEeoCTaly MPaBOYTraoHMK he duTH TakBH 1a ce BUMa MOXe TOIIOYATH M UCEUeH! KBaipaT
aumensyje 10 myta 10. Op Tor npaBoyraoHuKa Mcenamo KBaapar 8 myTa 8 M 1001jaMo MPaBOYTaOHUK JUMeH3Hje 8
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myTa 2. Hbera MoxeMo pa3fioXHUTH Ha YeTUPH KBaJparta JUMeH3dje 2 myTa 2 U To je HajBeha muMeHsuja KBajgpara
KOJUM C€ MO3Ke ITOIUIOYATH TI0JIa3HH MTPAaBOYTaOHUK.

18 ¢

16

14

12

10

P I 1 ; ; ; ' ' ; ' ' ; : ' ; ; ; + ;
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46

Cruka 2.21: [oruioyaBame MpaBOyraOHMKA KBaApaTHMa

NmnnemenTanyja Moxke OUTH PeKyp3UBHA, KOja TUPEKTHO MpaTH NpeTxonHy neduHunujy. Moryhe je jenHocTaB-
HO HalpaBUTH M UTEPaTHUBHY MMIUIEMEHTAIM]y, y KOjOj Ce Yy CBAaKOM KOpaky BpeaHocT Beher ox gBa Opoja Mema
HMXOBOM Pa3JIMKOM.

// ilzracunavanje najveceg zajednickog delioca brojeva a i1 b
int nzd(int a, int b) {

// Euklidov algoritam sa oduzimanjem

while (a != b) {

if (a>b
a -= b;
else
b -=a;
}
return a;

}

// 1lzracunavanje najveceg zajednickog delioca brojeva a, b i ¢
int nzd(int a, int b, int c) {
return nzd(nzd(a, b), c);

}

JToka3 KOPEeKTHOCTH. AKO HEKH Opoj d ien dpojeBe a v b, Tajia OH JeNH U BbUXOBY pas3iuky. dakie, d = nzd(a, b)
CHTYPHO Jenu M b u a — b. Axko oH He du duo H3]I Opojesa a — b u b, Taja Ou nocrojao Heku Behu 6poj d’ koju ou
nenvo v a — b u b. Mehytum, taga ou d’ menuo u 36up a = (a — b) + b, na du duo mesman dpojesa a U b, Koju je
Behu ox d, mTo je koHTpagukiyja ca Tum Aa je d H3] dpojeBa a u b.

AKko je a < b, Taja ce BeoMa CIMYHO MO3Ke JIoKasatu aa je nzd(a,b) = nzd(a,b — a).

Ananu3za ciao:xkeHoct. Hajropu ciydaj Hactyma kaja je pasnuka m3melhy aBa dpoja jako Benmka (ako je a = 1,
oH he ce ogy3umatu o b cBe JIOK OH He MmocTaHe 1, 3a mTa je moTpedHO b — 1 Kopaka). Moxe ce mokas3até Ja
j€ CJIOKEHOCT JIMHeapHa y ogHocy Ha Behu oj nBa Opoja, mro ce moske 3anucaru kKao O(max (a, b)) wm O(a +
b). AKo ce CIIOKEHOCT padyyHa y OIJHOCY Ha Opoj mmdapa dpoja (IITO je BeIMYMHA yIiaza), OHIA je OHA 3alpaBo
€KCIIOHEHIIMjalTHa.

IMonmpasJbame cJI0KeHOCTH KopummhemeM Je/bemha
IIpumep. Pasmorpumo oapehusawe H3/] Ha jeaHoM mipumepy.

nzd(279,45) = nzd(234,45) = nzd(189,45) = nzd(144,45) = nzd(99,45) = nzd(54,45) = nzd(9,45) =
nzd(9,36) =nzd(9,27) =nzd(9,18) =nzd(9,9) = 9.

MoxkeMo MpUMETHUTH JIyradyak HU3 Kopaka y Kojuma ce Majo 1o Majo oj dpoja 279 oxy3uma dpoj 45, cBe JIOK ce He
Johe 10 dpoja Koju je Mamwu of Opoja 45. 3a TuM HeMa noTpede, jep 3HaMo Ja he moce Tor Qyror Hu3a MOCTynak
3ayCTaBUTH KaJla HaM jeJlaH apryMeHT Oyje dar 45, a ipyru Oyzne jeAHak ocTaTKy IpH Aesbery dpoja 279 dpojem
45, a 1o je Opoj 9. lakse, yMecTo Ja UTEPaTUBHO, Taj OCTATAK PAuyHAMO Y3aCTOITHUM Ofly3HMMarba, OOJbU TPHUCTYI
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2.10. BAMEHA UTEPAIIMJE ®OPMYJIOM

je Jia IPUMEHNMO JIeJbeHe U y jeHOM KOpaky ra M3pauyHaMoO Kao OCTAaTaK IpH Jesbeiby. AKO CIMYaH MPUHLIMI
npuMeHnMo Ha dpojese 9 u 45, nohu hemo fo Tora na he Ham octatu Opoj 9 m ocTatak Npu Je/berpy Ta JBa Opoja,
mTo je Hyna. To Huje daimn y MOTIYHOCTH jeJHAKO Kao y Ciy4ajy OAdy3uUMarka, IIe CMO Ce 3ayCTaBWJIM KOA mHapa
(9,9), MeljyTM, CacBUM je MCIIPABHO M MOXe Ce CMAaTpaTH [PO/IYXeHeM MPETXOAHOr MOCTYIKA Y KOM O ce Ipe
MIpUjaBJ/bHBabA PE3YJITaTa YPAAUJIO jOII jeTHO Oy3UMame 1 JIOLUIO ce JIO Tora Aa je jeAaH o OpojeBa jeqHak HyJIH,
kazga je H3/] jemnak npyrom dpojy.

Bpsxu Eyknmaos asropuTam, y KOM ce KOPUCTH JieJberbe, 3aCHOBaH je Ha cienehimM TBphemnma.

* H3]I duso kxor dpoja a u Hyne je Taj Opoj a (OH Jenu U HyJly U caMmor cede 1 HajBehn je TakaB Opoj jep HUje
Moryhe n1a Heku Opoj Behu of a genu dpoj a).

e H3]I dpojeBa a u b, kana b Huje Hyna, jenHak je H3]I Opoja b u octaTka npu Aebewmy a Opojem b, Tj.
nzd(a,b) = nzd(b,amodb).

Ipumetrnmo na Hema moTpede aHAM3MPATH KOjU je Opoj MamH, a Koju je Behu. Ako je a < b, Tana he Baxurtu
amod b = a, na he ce y mpBom Kopaky goduru na je nzd(a,b) = nzd(b, a). Homro je amod b < b, jenHom Kaaa
je mpBu aprymeHT Behu o apyror, To hie Tako octaTu 10 Kpaja.

Eyxsmaos anropuram, AakJje, JOIMYIITa BEOMA jeIHOCTABHY PEKYP3UBHY KapaKTepusauujy.

NmmnemenTanyjy EykimnoBor anroputMa MoKeMO M3BPIIMTH UTEPATUBHO, TAKO LITO Y MET/HU KOja ce U3BpIIaBa
cBe JIOK je dpoj b Behu oj Hyse nap npoMeH/bUBHX (a, b) Meramo BpeaHoctima (b, a mod b). HaueHu mokyiaj qa
ce To ypanu Ha cienehu HaunH:

a = b;
b=a%b;

HHje KOPEKTaH, jep ce MPMIMKOM M3padyHaBama OCTaTKa KOPHUCTU MPOMECHA BPEJHOCT IIPOMEHJbHBE a. 3aTo je
HEOIXOHO yIOTpeduTH NoMohHy poMeHbrBYy. Ha npumep:

tmp = b;
b=2a%b;
a = tmp;

Ha xpajy nembe BpeHOCT b jefiHaKa je HyJIM, TaKO Ja Kao pe3yJsITaT MOXKeMO IpujaBuTu Tekyhy BpeaHoct Opoja a.

// 1zracunavanje najveceg zajednickog delioca brojeva a i b
int nzd(int a, int b) {
// Euklidov algoritam
while (b > 0) { // dok b ne postane nula
int tmp = b; // par (a, b) menjamo parom (b, a % b)
b=2a%b; // jer je nzd(a, b) = nzd(b, a % b)
a = tmp;
}
return a; // nzd(a, 0) = a
}

// 1lzracunavanje najveceg zajednickog delioca brojeva a, b i ¢
int nzd(int a, int b, int c) {
return nzd(nzd(a, b), c);

}

Joka3 KOpeKTHOCTH. [Ioka:xxuMo (popMaHO KOpeKTHOCT airoputMa. Ha ocHOBY aeduHuIzje nenodpojHor aesbe-
wa Baxu 1a je a = (adivd) - b+ (amod b). Obenexumo ca d H3]] dpojesa b u a mod b. [da ducmo mokazamm ga
je on yjequo H3]I dpojeBa a 1 b JOBOJBHO je AOKa3aTH J1a OH JeJH Ta ABa Opoja M Aa CBaKM OpOj KOjU IeH Ta JBa
Opoja nenu wera.

* Tlomrro Opoj d nenu OpojeBe b u a mod b, oH fem 0da cadrpKa Ha JIECHO| CTPaHH, 1a 3aTO JSJIN U BbUXOB 301p
KOJH je jeqHaK a M 3aTo Aenu U a U b.

* Jlasme, ako Hekm Opoj d’ menm OpojeBe a u b oH Mopa aemmTr 1 6poj a mod b (jep ce OH MOXKe UCKA3aTH Kao
pasnvka JBa Opoja ne/buBux dpojeM d'), ma nowmro je d’ penmnan dpojea b U a mod b, OH MOpa JEJTUTH U
wuxoB H3/] 1j. Mmopa nemmtu dpoj d.
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

EyKIII/IIIOB aJIropuramMm KOjI/I je 34CHOBAH Ha JIC/bEbY MOKEMO MPEACTABUTU U HA CIIC,I[ehI/I Ha4YMvH:

ro = a

rn = b

ro = To—Qqiri, O<T’2<’/‘1
e = i1 — it 0<rip1 <y

Tk = Tkh—2 — Qk—1Tk—1, 0<ry <rmp—1
Th+1 = Th—1— QkTk, 0="7r1

Bpennocrt ;. je H3]1 dpojeBa a u b. 3aucta, momrto je ri11 = 0, BaXH Aa je ry,_1 = qxT'k, Ha Opoj 7 Aenu
rk—1. Mehytum, nomro je ry_o = qx—17x—1 + Tk, OH AeNU U 1'_o. CINYHIM pe30HOBamEM, YHa3al, MOXE ce
3aKJbYUUTH 1A 7', eI U 1 U T Tj. a U b. OdpaTHO, ako HeKu Opoj Aenu U a U b OHAa OH JIeNIN U 7o U 71, & TIOIITO
jere =1rg— qiri, OH Ieiu U 7. CIMYHUM PE30HOBAEM, YHAIIPE]], MOXEe Ce 3aKJbYUUTH Aa Taj Opoj Mopa JeuTr
u ry. Crora je ry H3/1 dpojesa a u b.

V cBakOM KOpaKy ajIropuTMa OfpkKaBaMo JBE Y3aCTOIHE BPEJHOCTH HH3A ;. Y TOYETKY, TO Cy WIAHOBH 7'g U 71 Tj.
OpUTHHAJHE BpeAHOCTH a U b. Baxu ga je g1 = adivb,ary = amodbd. V apyrom kopaky rmpomeHbpuse a u b Tpeda
Ja UMajy BpPeIHOCTU WIAHOBA 71 U T2, LITO 3HAUM [a Ce Map IPOMEHJBUBUX a, b Memwa BpegHoctuMa b u a mod b,
HITO je yIPpaBO OHO LITO CMO PaAWIIM Y IIPETXOJHO ONMUCaHOM Kofy. TlocTynak ce HacTaBsba CBe JIOK Iap y3acTOITHUX
BPEIHOCTH He TIOCTaHe Tk, I'k1, Tj., HOLITO Map y3aCTOIMHUX BPEAHOCTH OJPKaBaMoO Y IPOMEHIbHBaMa a U b, OK b
He rocTaHe Hyna u Taga je H3/] koju je jemHak rj caipkaH y IPOMEHJBUBO] @.

Anasm3a cjao:keHocTH. [TpuMeTrMo J1a ce moclie HajBUIle jeJHOT Kopaka Ocurypasa aa je a > b (jep ce y cBakoM
kopaky map (a,b) memwa napom (b, amod b), a ysek Baxu 1a je amodb < b). Ilocie duino Koje aBe ureparuje
ce oxt mapa (a, b) nonasu go napa (@ mod b, bmod (a mod b)) (HapaBHo, op mpernocTaBkoM a je b # 0 u na je
amod b # 0). Hokaxumo na je amod b < a/2. Ako je b < a/2, Tana je amod b < b < a/2. V cymnporHom, 3a
b > a/2Baxu na jeamod b = a—b < a/2. 3aro ce MpBU apryMeHT Mocie CBaka ABa KOpaka CMarbu Oap ABOCTPYKO.
Ho BpeanoctH 1 pBU apryMeHT CTHIHE Y JIOTApUTaMCKOM Opojy Kopaka y OJHOCY Ha Behu of rojia3Ha [Ba Opoja u
Taja Apyru Opoj CUTYPHO JAOCTHKE HYITY (jep je CTPOro Mawu OJ1 IIPBOT) U MOCTYMAK ce 3aBpinana. Jlakie, coxkeHOCT
je morapuramcka y oqHocy Ha Behu of1 iBa dpoja, mro mosxe jia ce 3armine u kao O(log(a + b)). Ako ce croxeHoCT
padyHa y oqHocy Ha dpoj uudapa dpoja (IITO je BeJUuMHa yJja3a), OHJa je OHa 3alpaBo JMHEApHa.

2.11 Onacename

JemaH o1 OCHOBHMX NPHHIIHIA 32 JOOHjambe e(prKacHUjMX aJropuTaMa M IporpaMa je a padyHap He Tpeda ja uspa-
YyHaBa CTBApH 3a KOje Ce yHarpe] MOXe MPOLIEHUTH Ja HICY NOTpeOHe 3a JoOHjarbe KOHAYHOT pellerha Ipodiema.
Baxan npumep oBor IIPUHIIUIA Ce jaBjba KOJ ajdroputama mpetpare. IIperpary eremenara He Tpeda eKCIUIULIUTHO
BPIIMTH Meljy elleMeHTHMA 32 KOje ce MOXe YHArpell yTBPOMTH Ja He MOTy Ja 3aJI0BOJbe YCioB mperpare. Kana
MPECKOYMMO TIPOBEPY TAKBHX eJleMeHaTa, KaXeMO Ja CMO YUHHIIN oJcelame y nperpa3u. CimyaH NpUHLMII ce
MpUMeRYje 1 KaJa ce BPIIN ONTUMH3ALFja (Tpaki HajMamky OMHOCHO HajBehM eleMeHT), Kafia ce MOXKe IPECKOYH-
TH aHAJIM3a eJleMeHaTa 3a KOje ce yHaIpesa MOXe J0Ka3aTH Ja Cy MamH (OZHOCHO Belin) o TpakeHOI MaKCHMyMa
(OHOCHO MUHUMYMA).

Jla du ce ocurypasna KOpeKTHOCT ajlropiuTaMa y KOjiMa ce BpIIHM OJCeNarhe YBEK je MoTpedHO BeoMa MaxXJbUBO yTBP-
IWTH JIa je oficeliare ONpaBAaHo U Ja ce y /ey IIpocTopa IpeTpare KOji ce He HCTIUTY je 3aiCTa He MOXe HaJIa3uTh
peleme podiema.

¥V HacTaBKy oBOT Ioriaesba hemo kpo3 oapehen dpoj npumepa NprKa3aTH Kako ce OACeabeM NOCTHAE ACUMITOTCKU
edukacHuju anroputaM. JegaH of Haj3HAYajHUjUX MpUMepa ojcelama NMpeAcTaBba OuHApHa ipemipaia, Koja he,
300r CBOI' 3Havaja OWTH aHaIM3MpaHa y MOCeOHOM MoraBby. Opacenamwe ce NpuMemyje U y IpyruM OodIMuuMa
nperpare (OEKTPEeKMHT MpeTpasH, MpeTpas3u y JyOrHy, IpeTpasy y MMPHUHY), 0 YeMy he Builie ONTH pedn y KAaCHHUM
MONJIaBJbUMA.

3anarak: I[Ipoct 6poj

Harmmm nporpam Ko ju UCITUTY je 1a JIH je YHeTH MpupojaH Opoj mpocT (Behw je ox 1 1 Hema Opyrux Jesviaa OCHM
1 u camor cede).
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2.11. OJCEIAILE

Vaaz: Ca craHiapaHor yjia3a ce yHocu npuposas opoj n (1 < n < 109).

MN3aa3: Ha cranpapaau nsna3 ucnmcatil DA ako je Opoj n mpoct Tj. NE ako Huje.

IIpumep IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
17 DA 903543481 NE
Pememe

Hnﬂeapﬂa nperpara CBux IIOTEH].[l(IjaJIHl/IX JAeJijiana

[Ipuponan dpoj je mpoct ako je Behu o 1 1 ako HUje Ae/bUB HU ca jeJHUM OpOjeM OCUM ca je[JaH U ca CaMUM COOOM.
o necpurnmmju Opoj 1 Huje mpoct. Hakie, Opoj Behu oz 1 je mpocT ako HeMa He jeHOT rpaBor aenuorna. [lorpedHo
j€ JaKJie U3BPIIMTH MpeTpary CKyna MOTeHLNjaTHUX AeJIIala ¥ IIPOBEPHUTH Ja JIM HEKH Of BbUX CTBAPHO JIeJH OO
n. VIMIjiemMeHTalMja ce 3aCHUBA Ha aJITOPUTMY JIMHeapHe nperpare. CKyIl MOTEHLMjaJIHUX Ae/IIIala je CKyI CBUX
MIPUPOJIHKX OpojeBa oX 2 1o n — 1 ¥ HavBHA UMIUIEMEHTaIMja UX CBE ITpOBepaBa.

// funkcija koja proverava da 1i je dati broj prost
bool prost(int n) {
if (n == 1) return false;
for (int 1 = 2; 1 < n; 1++)
if (n % 1 == 0)
return false;
return true;

}

Ananuza ciaoxkenoctu. [TomTo ce mpoBepa CBaKor IEIMOLA U3BPINaBa N3PAauyHaBambeM jEHOT OCTATKA TIPH JIETbe-
Y, CIIOKEHOCT OBOT IPUCTYIA OAroBapa Opojy Aewiana u jenHaka je O(n).

Opacename y npeTpasu

Hemuorm dpoja ce yBek jamibajy y mapy. Ha nmpumep, nenmorm dpoja 100 opranuzoBanu no naposuma cy (1, 100),
(2, 50), (4, 25) (5,20) u (10, 10). Axo je ¢ nenunan dpoja n, Aeauail je u Opoj % ITpu ToM, aKo je i > +/n, Taga
je % < /n. Jakne, Baxu cieneha teopema.

Teopema. [Ipuponan dpoj n > 2 UMa MpaBe AeIUOLE KOju Cy Behu WM jeHAKH BPEIHOCTH /T aKO U CAMO aKO
UMa [EJIHOLIE KOjU Cy MakbU WK jeJHAKH BPEIHOCTH +/T.

Oga TeopemMa HaM J1aje MOryhHOCT 1a [peTpary MoTeHIMjAHKX IeJIIana PeIyKyjeMo caMo Ha UHTepBal [2, v/n], jep
aKo OpOj HeMA JeNHIALa MAatbUX WK jeIHAKMX BPEAHOCTH /71, OHJIA HE MOJKE [a MMa JieJInIana Behux niM jeHakux
TOj BPETHOCTH, Tj. HEMa MpaBUX Jieauiana v npocT je. OBO je mpumep alropurMa y KoM ce e(puKacHOCT 3Ha4ajHO
MOMPaBJba TAKO IITO je eTMMUHUCAH (OJICEYeH) 3HAYAjaH JIeO MPOCTOpa MpeTpare 3a KOjU MOKEMO Ja JIOKAKEMO J1a
ra HUje HEeOIXO/IHO MPOBEePaBaTH.

Cama uMITIEMeHTaNMja je jeHOCTaBHA U 3aCHHBA Ce Ha aJITOPUTMY JIMHeapHe mperpare. Y MmocedHO]j (pyHKIMjU
Ha TIOYETKY MpoBepaBamo crienujaian ciydaj opoja 1 (ako je n jeanako 1, Bpahamo BpemHocT false). Hakon
TOra, Y MET/bH IIPOBEPABAMO MOTEHIMjaJIHE JIETUOLIE O 2 [0 /7. JeJaH HAuMH 12 OJPEIMMO FOPEbY TPAHMILY je Ja
ynorpedumo ondnmmoTeuky pyHkiujy sqrt. Mehytum, pag ca peaaHum dpojeBuMa je Moryhe y motmyHocty uzdehu
TAKO LITO CE YMECTO YCIIoBa ¢ < /M yIoTpedu yeioB ¢ - 4 < n. 3a CBaKy BPEIHOCT ¢ IPOBEpPABa Ce /1A JIU je IeJiIarl
Opoja ¢ (M3padyHaBamEM OCTATKa IIPH Jiesberby). UnM ce yTBpau Oa je ¢ Jenmiall Opoja n (byHKIHja MOXe ja BpaTH
false (Tume ce yjeqHo npekuna u3BplIaBame newbe). Ha kpajy nemsbe, (pyHKIMja MOXe Ja BpaTu true, jep HUje
npoHalheH HUje/IaH JIeJIMOLl Matbi UK jeIHAK OJ1 /7, [Ia HA OCHOBY TEOPEME KO je CMO JJOKa3a/Ii He MOJKE TI0CTO jaTh
HU jeJjaH Jeiiall U3HaJ Te BPEIHOCTH U OpOj je MpoCT.

// funkcija koja proverava da li je dati broj prost
bool prost(int n) {
if (n == 1) return false;
for (int 1 = 2; 1*1 <= n; 1++)
if (n % 1 ==0)
return false;
return true;

}
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

Anammza ciaoxkernocrn. CroxkeHoct oor anroputma je O(y/n). Obparute naxmby Ha TO 1a je OBO cKpahnBarmbe
MHTepBaJIa peTpare BeoMa 3Ha4ajHo (ako je Hajehu 6poj oko 109 Tj. OKo MUIMjap/y, yMECTO MUIHjapy Aeuana
MOTPEdHO je MPOBEepaBaTH caMo HUX KOPEH U3 MIIMjapay, IITO je TeK HEeIITO U3HAJ TPUAECET XIbaaa).

Moryhe je nmpaBuTH U Apyravdje IMIUIEMEHTAIFje UCTOT aJITOPUTMA.

// funkcija koja proverava da li je dati broj prost
bool prost(int n) {

int 1 = 2;

while (i*1 <= n && n % 1 !'= 0)
1++;

return n > 1 && i*1 > n;

}
ITpoBepa camo HemapHUX OpojeBa

Jom jemHa moryha ontummM3anija je ga ce Ha MOYETKY NMPOBEPH Ja JIM je Opoj mapaH a Ja ce HaKOH Tora IpoBepa-
Bajy camo HelapHU JeIMOoNM, MehyThM, Ta ONTUMU3aIja He IOHOCH TIpeBuIle (0duIa3ak 0 KopeHa cMamyje Opoj
MOTEHLIMja X KaHAW/AaTa ca MIIjape Ha TeK TpUIeceTak Xubaa, a IpoBepa caMo HelapHUX JieJnala Taj opoj
CMamyje Ha MeTHAECTaK XMUba/a, IITO je CPa3MEPHO 3HATHO Marba YINTE/A).

// funkcija koja proverava da li je dati broj prost
bool prost(int n) {

if (n == 1) return false; // broj 1 nije prost
if (n == 2) return true; // broj 2 jeste prost
if (n % 2 == 0) return false; // ostali parni brojevi nisu prosti

// proveravamo neparne delioce od 3 do korena iz n
for (int 1 = 3; 1*1L <= n; 1 += 2)
if (n% 1 ==0)
return false;
// nismo nasli delioca - broj jeste prost
return true;

}

Anaimsa ciaoxkernocrn. Croxeroct opor aropurma je O(y/n), am ce MpoBepoM caMo HEMApHHUX OpojeBa KOH-
CTaHTHU (haKTOP CMAHLUO J1BA IyTa.

IIpoBepa camo dpojeBa odauka 6k-1 m 6k+1

IMporpam ce jorr Mano Moxe yOp3aTH ako ce IIPUMETH J1a Cy CBM IIPOCTH dpojeBu Behu on 2 u 3 odimka 6k — 1 nm
6k + 1,3a k > 1 (HapaBHO, 0OOpaTHO He BaXH). 3aucTa, dOpojeBn odmka 6k, 6k + 2 u 6k + 4 cy curypHo napH#u Tj.
JIeJbUBH ca 2, dpojeBu odimka 6k + 3 cy mesbuBH ca 3, Tako ja ¢y jeaunu mpeoctamu 6k + 1 u 6k + 5, mpu yemy cy
OBU JIpyru cUrypHo odiuka 6k’ — 1 (3a k' = k + 1). Jlaksie, yMeCTo [1a IIPOBEPABAMO JEILUBOCT Ca CBUM HEMAPHUM
OpojeBrMa MambKUM OJ1 KOpeHa, MOKEMO MTPOBepaBaTH JIEJBUBOCT ca CBUM OpojeBuMa odymuka 6k — 1 wm 6k + 1,
yrMe n3deraBamMo MpoBepy ca jeAHNM Ha cBaka TpH HellapHa Opoja 1 IporpaM yop3aMo CXOJHO TOME.

// funkcija koja proverava da li je dati broj prost
bool prost(int n) {
if (n ==1 ||
(n%2==028&n!=2)|]|
(n%3==08&&n !=3))
return false;
for (int k = 1; (6*%k - 1) * (6*%k - 1) <= n; k++)
fF(n%((6*k+1)=01]]n%(6*k-1)==0)
return false;
return true;

}

Anammsa ciaoxkernocrn. Croxeroct opor anropurma je O(y/n), anmm ce mpoBepoM camo dpojesa odnmuka 6k-1 u
6k+1 KOHCTaHTHH (PaKTOP CMALHO TPH MyTa y OJHOCY Ha IIPBU aIrOPUTaM OBE CIOKEHOCTH.

AKo je moTpedHo 3a BHIIIe dpojeBa 0JjeTHOM IPOBEPHTH JIa JIU CY IIPOCTH, YMECTO ITPOBEPaBama CBAKOT 110 jeINHAY-
Hor, dosbe je ymotpedutn EpaToctenoBo curo. Taj anropuram je onmcaH y 3agataky EpaTtocTeHOBO cuTo.
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3anarak: EparocrenoBo curto

Harmum nporpam koju oapebhyje dpoj mpoctix dpojeBa y UHTepBany [a, b] 1 BUXOB 301p (ako 30Mp UMa BHIIE Of
6 mucapa, ucrucaT caMo ocTaTak npu aessemy ca 1000000).

Vaa3z: Ca cranaapaHor ynasa yHoce ce opojeeu a u b (1 < a < b < 107), cBaku y ocedHOj TMHMjU.

Mzaa3: Ha cranpapaHoM u3iasy NpuKa3aTd y jeqHOj JIMHUjU, OIBOjEeHU jeHUM OJIaHKO 3HAKOM, OpOj MPOCTUX
dpojesa u3 mHTEepBaia [a, b] u TpaxeHu 35up.

IIpumep

Vaaz Uznaz

1 168 76127
1000

Pememe

Ilo jenuHauHe MpoBepe MpocTUX dpojeBa

Ouurnenan axropuram 3a ofpehrBarme CBUX MPOCTUX OpojeBa U3 HEKOT MHTEpBaJia jecTe [ia ce 3a CBaKU Opoj U3 TOT
HMHTepBaJIa 0 jeAMHAYHO TPOBEPU J1a 11 je mpocT. OBO Moxe OuTH ypaheHo y3 nomoh anropurma 1j. (pyHKIMjE KOjy
cMo onucaiy y 3aaatky [Ipoct Opoj.

Ha ocHoBy cnenmdukanyje 3aaTka IOTpeOHO je OApeJUTH HajBuIle 6 MocneAmux Ludapa 301upa CBUX MPOCTUX
Opojesa U3 MHTEpBaa [a, b], 1TO, je eKBUBANEHTHO OflpehuBarby 30Mpa THX OpojeBa o Moayay 10°. Haume, Baxu
(a + b)modm = (amodm + bmodm)modm. V memsu npoiasumo Kpo3 cBe Opojese of a [0 b, BpIKMMO
¢punTpHrpame Ha OCHOBY yCJIOBa Ja je Opoj MPOCT M BPILIMMO Opojarke U cadupame Jo0ujeHe (pHITpUpaHe cepuje.

Hanomennmo Ja ce 30Mp padyHa Tako LITO Ce Ha MOYETKY MHULIMjAIN3Yje Ha HyJly, a 3aTHM Ce y CBAKOM KOpaKy
u3pauyHaBa cabupame 35upa 1 Tekyher npoctor 6poja o momyy 108 (zbir = (zbir % 1000000 + p % 100000) %
100000). TTomrro he y ceakom kopaky 301p duth Marsu o1 105, 1 moITo He NOCTOj1 OMAaCHOCT OJ1 PeKopayerha Kajaa
ce y 003up y3Me MakCUMaJlHa BPEHOCT MPOCTUX OpojeBa KOju ce cadupajy, MPeTXOAHH KOpaK ce MOXe 3aMEHUTH
KopakoM zbir = (zbir + p) % 1000000.

// funkcija koja proverava da li je dati broj prost
bool prost(int n) {

if (n == 1) return false; // broj 1 nije prost
if (n == 2) return true; // broj 2 jeste prost
if (n % 2 == 0) return false; // ostali parni brojevi nisu prosti

// proveravamo neparne delioce od 3 do korena iz n
for (int 1 = 3; i*1 <= n; 1 += 2)
if (n % 1 ==0)
return false;
// nismo nasli delioca - broj jeste prost
return true;

}

// funkcija odredjuje broj i1 zbir po modulu 1000000 prostih brojeva iz
// intervala [a, b]
vold prostiUIntevalu(int a, int b, int& broj, int& zbir) {
zbir = 0, broj = 0;
for (int 1 = a; 1 <= b; 1++)
if (prost(i)) {
zbir = (zbir + 1) % 1000000;
broj++;
}
}

AHAJIN3a CJ0KeHOCTH. AKO ce mpoBepa Ja i je aatu opoj k mpoct Bpum y cioxenoctn O(v'k), Tana je osaj
anropuram ciiokeroctn O((b — a)v/b). Axo je nutepsai odimka [0, n], cnokenoct je O(ny/n).
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EparocrenoBo curo

Bosbu pe3ynrat o MCIMTHBAKbA 32 CBAKU OpOj TIOjeTMHAYHO /1A JI je TIPOCT MOXe ce TOOUTH TPUMEHOM aJITOpUTMa
no3HaTor kao EpatocteHoBO cuto. OCHOBHA Hjeja aqropuTMa je Ja ce NPBO Haluily cBU OpojeBH of 1 1o gator
Opoja n, 3aTuM J11a ce npeupTa Opoj 1 (jep oH o AepUHULUU HUje TPOCT), HAKOH Hhera CBU YMHOIILY Opoja 2 (HUCy
TIPOCTH 3aTO IITO Cy JAeJbUBH ca 2, oK Opoj 2 ocTaje HelpelpTaH jep je OH MPOCT), 3aTHM YMHOIIIHN Opoja 3 (HUCY
TIPOCTH jep Cy AesbUBH OpojeM 3), 3aTUM YMHOIIIM Opoja 5 (HUCY MPOCTHU 3aTO MITO Cy Je/bUBH OpojeM 5) U Tako
Jasbe.

EdurkacHa nMmIieMeHTaIMja OBOr ajJropuTMa Moapa3syMeBa HEKOJIMKO ojiceriama (KojuMa ce u30eraBa MOHABIbAbE
WCTHX Ollepalyja BUILe IyTa U aCUMIITOTCKH yOp3aBa ajqropuram).

IIpBo, yMHOIIIKe CJI0KEHUX OpojeBa HeMa OTpede oceDHO MpeLpTaBaTh jep cy OHU Beh NpelpTaHu TOKOM MpenpTa-
Barba YMHOXaKa HEKOT' OJ] IbMXOBHX IPOCTHX (pakTopa (Ha nmpumep, Hema noTpede mocedHo NpenpraBaTi YMHOIIKE
dpoja 4 jep cy onu Beh mpenpTaHu TOKOM IpenpTaBama YMHOKAKa Opoja 2).

Jpyro, IPIIINKOM TIpenpTaBama YMHOKaKa Opoja d TOBOJBHO je KpeHyTH of d - d jep cy Mamu yMHoIIM Beh mpe-
L[pTaH! paHUje (CBU UMajy mpase (pakTope Mambe of d). 3aTo je HOTpedHO je /1a ce MOCTYMaK MOHABJba CaMO JIOK Ce
He MpelpTajy yMHOIIIM CBUX MPOCTUX OpojeBa Koju (IpocTtu OpojeBu, a He yMHOIIIM) HUCY Behu o1l KopeHa dpoja
n. 3a dpojese Behe o1 KopeHa of1 . MpelpTaBame OU KPEeHyJIo Of1 BbUXOBOTI KBaJpaTa Koju je Behu o1 n, na je jacHO
Jla ce HY 3a je/laH Of] HHX HUIITA JOATHO He OU MpelpTajo.

bpojeBu koju cy octaiu HeNpeupTaHu cy NpocTU (jep 3HaMO Ja Hemajy MpaBUX Aeialia MambUX WK jeIHaKUX
KOpEHy 0J 7, T1a CAaMHM THM M MAambUX WIN jeJHAKUX CBOM KOPEHyY, a IMOIITO HeMajy JeJMjala UCIOf BPeOHOCTH
KOpeHa, HeMajy MpaBuX JeJrIalia HA U3HA BpeAHOCTH KopeHa). Ta Teopema je nokasaHa y 3amaTky [Ipoct Opoj.

IIpumep. I[prkaxumo Kako ce oBIM aaroputMoMm ofapelyjy cBu mpoctu dpojeu ox 2 1o 50. Kpehemo o myne
tabene y K0joj cy ynucanu cBu dpojesu of 2 1o 50.

2 3 45 6 7 8 910
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

YV npBOM KOpaky mperpTaBaMo CBe YMHOIIIKe Opoja 2 (ocuMm camor dpoja 2).

2 3 .5 .7 .9
11 .13 .15 .17 . 19
21 .23 .25 .27 .29
31 .33 .35 .37 .39
41 . 43 . 45 . 47 . 49

YV HapeHOM KOpaKy MpenpTaBaMo CBe YMHOIIIKe Opoja 3, KpeHYBIIH Of] BeroBor keazapata Tj. og 9 (dpoj 6 je seh
MpelpTaH Kao YMHOXaK Opoja 2).

2 3 .5 .7 . .
11 .13 . . .17 . 19
. .23 .25 . . .29
31 . . .35 .37 . .
41 .43 . . .47 . 49

YMmHomke dpoja 4 He mperpTraBaMo, jep je OH MpelpTaH (I1a CaMUM TUM U CBH H-eTOBH YMHOIIIITH).

YV HapeJHOM KOpaky NperpTaBaMo CBE YMHOIIKe Opoja 5, KpeHyBIIN OJ] BeroBOT KBajpara Tj. Opoja 25 (yMHOIIIN
2-5,3-5u4 -5 cyBeh npeuprannm).

2 3 .5 .7 . .
11 .13 . . .17 . 19
o023 . . . oL 29
31T . . . . 03T ..
41 .43 . . .47 . 49

YmHomke Opoja 6 He mpenpraBamMo, jep je OH MpenpTaH (I1a CaMUM THUM M CBU EE€TOBM YMHOIIILIH).

IMpeupraBamo ymHoOIIKe dpoja 7, KPEeHYBIIN Ofl BETOBOT KBajpara Tj. Opoja 49.
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.2 3 .5 .7 . .
11 .13 . . .17 . 19
o023 . . . . .29
31T . . .0 03T L.
41 .43 . . .47 . 49

VYMHomIKe dpoja 8 He IpeLpTaBamo, jep je OH MpeLpTaH (1a caMUM THUM ¥ CBH HETOBU yMHoIIIM). MehyTuMm, mpe-
LIpTaBambe o1 KPeHyJIo Ofl IeroBor kBaapata. U 3a cBe HapegHe OpojeBe MpelpTaBambe Kpehe o/l hbUXOBOT KBajIpara,
melhyTumM, Taj KBajapar je Beh BaH Tadesne (jep je Behu o 50), nma ce nocrynak Mosxe 3aBpiuTy. Ilpeoctanu dpojesu
Cy MpOCTH.

[penpraBame OpojeBa MoaesoBaheMo HI30M (MU BEKTOPOM) KOjH CaAp:KH JIOTUIKE BPEIHOCTH (BPEIHOCTH THIIA
bool) u mpeuprane OpojeBe o3HauaBahemo ca false, a Henpenprane ca true. OapehuBame mpoctux dpojea (Mo-
MOhy MOMEHYTOr HU3a Tj. BEKTOpa) peaiu3oBahemo y 3acedHo] (hpyHKIM]jY, jep Ta (PyHKIIM]ja MOXke OUTH KOPHUCHA U
y MHOTUM HAapeHUM 33/IalliMa.

Perimo 1 1a je Oe3 003upa Ha TO IITO Cy HamMa MOTPEOHM caMo OpojeBH U3 MHTepBaia of a a0 b, y Epatocteno-
BOM CHTY NMOTpeOHO BPILUTH aHalIn3y cBUX OpojeBa u3 nHtepBajia ox 0 1o b (jep ce npeupraBare MOpa BPIIUTH U
OpojeBuMa MambUM Of1 a).

// funkcija koja popunjava logicki niz podacima o prostim brojevima iz
// intervala [0, n]
vold Eratosten(vector<bool>& prost, int n) {
// alociramo potreban prostor
prost.resize(n + 1, true);
prost[0] = prost[1] = false; // 0 i 1 po definiciji nisu prosti
// brojevi ciji se umnosci precrtavaju
for (int 1 = 2; 1 * 1 <= n; i1++)
// nema potrebe precrtavati umnoske slozenih brojeva
if (prost[i]) {
// precrtavamo umnoske broja 1 i1 to krenuvsi od 1*1
for (int j=1*1; jJ<=n; j+=1)
prost[j] = false;

}

// funkcija odredjuje broj i1 zbir po modulu 1000000 prostih brojeva iz
// intervala [a, b]
vold prostiUIntevalu(int a, int b, int& broj, int& zbir) {

// odredjujemo proste brojeve u intervalu [0, b]

vector<bool> prost;

Eratosten(prost, b);

// analiziramo jedan po jedan broj u intervalu
zbir = 0; broj = 0;
for (int 1 = a; 1 <= b; i++)
if (prost[i]) {
zbir = (zbir + 1) % 1000000;
broj++;

}

AHanmn3a cJ10’KeHOCTU. AHaIM3a CJIOXEHOCTH je KOMIUIMKOBaHHMja M 3axTeBa ofgpelheHo (oayie Beoma eeMeH-
TapHO) MO3HaBamwe Teopuje Opojea. [IporieHuMO dpoj U3BpIIABaA Tela YHYTPAIIIbE MEeT/be. Y MOYETHOM KOpaKy
CIIOJbHE METbE MPELPTABA CE OKO 5 €leMeHaTa. Y HapeHOM, OKO 7. Y HapeJHOM Kopaky je 0poj 4 Beh mperpran,
11a Ce He MPELPTaBa HUIITA. Y HAPEJHOM Ce IPENPTaBa OKO ¢, HAKOH TOra ONET HUINTA, 3aTUM = UT. Y NOCIENHEM

KOpAKy ce IperpTaBa OKO ﬁ enemeHata. [lakie, Opoj mpelpTaBama je HajBHUIIe
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L O N LR Zl
27375 Jn (e d
d<y/n

Bpoj je 3ampaBo u MawH, jep NPUIMKOM IMpelpTaBama y YHYTPAIlkho] MeT/bu NperpTaBambe He kpehemo of d, Beh
on d?, anu 3a notpede Nakier oapehuBamba ropHe TPAHUIIE CIOKEHOCTH KOPUCTUNEMO IIPETXOHY OLIEHY.

Jom je Bemkn Ojnep otkpno pa ce 30up H(m) = 1+1/24+1/3+...+1/m =3, 1 (TakosBann xapmoHujcKm
30Mp) aCHMIITOTCKY TOHAIIA CIIMYHO (PyHKIMjH log m (pa3nuka n3mel)y oBe 1Be (PyHKIH]je TeXHu Tako3BaHOj Ojiep-
MackepoHujeBoj KOHCTaHTH v ~ 0.5772156649), ma caMum THM 3HaMO [a Taj 30up AuBeprupa. Takohe, OTKpuo
je na xaja ce cadrpare BpIIM caMo IO NPOCTUM OpojeBUMa, Taja ce 30Mp MOHAIla Kao JIorapuTaM XapMOHH]jCKOT
30mpa, Tj. Kao loglogm (na je u on nuBeprenrtaH). [lakie, y HameMm MpUMepy MOXEMO 3aKJbyUHTH Jia je Opoj
nperpraBama jemHak n - loglog v/n. Tomro je loglog+/n = loglog n: = log (% log n) = log% + loglogn,
TIOZ1 TPETIIOCTAaBKOM Jia je caduparse OpojeBa (Koje ce KOPHCTH y UMITJIEMEHTAIM) | TTeT/bH) KOHCTAHTHE CJIOKEHOCTH,
Baxu Jia je coxkeroct EparocreHosor cuta O(n-log log n). Nako Huje muHeapHa, pyakumja log log n Tomuko ciopo
pacre, a ce 3a cBe IpakTu4He norpede EparocTaHoBO CUTO MOXe CMaTpaTH JIMHEAPHUM Y OJJHOCY Ha 1 (IIITO je 10CTa
Criopuje camo O UCTITUBAKA 12 JIU je Opoj n mpocT, mTo uma ciokeHocT O(4/n), au je OpKe 011 MpoBepaBarmba
CBAKOT Dpoja MojeaMHauHo Koje je cnokeHoct O(ny/n)).

3anarak: Hajayxka cepuja modena

Komapkamky TUM je Urpao MyHO YTaKMHUIIA Y CE30HM. Y CBAaKOj YTaKMHIM OCTBApHO je WM MOodeay WM Mopas.
Hanvimm nporpam koju oapelyje oyuHy Hajayxke cepuje nodeia y y3acTOIHUM MedeBUMa TOKOM CE30HeE.

VYaa3: Ca crangapaHor yia3a ce yHocu npupogal opoj NV (b < N < 50000), a 3atum u N Opojesa -1 (wmro
O3HavaBa nopas) uiu 1 (mro o3HavyaBa noodeny).

N3na3: Ha cranmapaHy u3na3 UCIMCATH jeaH IPUpPOJaH Opoj KOju MpeCTaBba TpaXkeHy Oy KIUHY Hajayke ceprje
y3aCTOMHUX Modesa.

IIpumep

Vaaz Hznaz
8 3

-1
-1
Pememe

I'pyda cuia

INocTo ju HEKOJIMKO HAYMHA J1a Ce HAWMBHO MPUCTYIH pelliaBaby OBOT MPOodJieMa M CBH IPETIOCTaBIbajy 1a CY Y Iporpa-
My pe3yJTaTH yTaKMHIa CMEIITeH: Y Hu3. Bpiio je BepoBaTHO 1a O CBakM Mporpamep ca MMajo UCKyCTBa N30erao
OBaKBa pellerma, amy MprukazaheMo ux, 1a OMCMO CHCTEMAaTHYHO MITyCTPOBAIN HEKe TEXHHKE MOCTYITHE ONTHMH3a-
1Mje Kojaa.

JesHO BEOMa HaMBHO pelliee je 1a aHaIM3UpaMo cBe Moryhe cermMeHTe Hu3a ogpehene cBuM MoryhumM BpeIHOCTUMA
npomewbuBux 0 < ¢ < j < n. Hbux moxemo Hadpojatu yrHexheHUM ner/baMa.3a CBaKUM CETMEHT MOKEMO
MIPUMEHOM JIMHEeapHe IpeTpare MPOBEPUTH Aa JIM CAJPXKU CaMO MOOEAe M aKo CAApKH, aKypHUpaTH MakCUMyM Y
CKJIa/ly ca THM.

int najduzaSerijaPobeda(const vector<int>& a) {

int N = a.size();
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// duzina najduze serije pobeda
int maxDuzina = 0;
// analiziramo sve segmente a[i1, j]
for (int 1 = 0; 1 < N; 1++) {
for (int j =1; J < N; j++) {
// proveravamo da li su u segmentu a[i, j] samo pobede
bool samo_pobede = true;
for (int k = 1; k <= j; k++)
if (a[k] !'= 1) {
samo_pobede = false;
break;
}
// ako jesu, azuriramo maksimum u odnosu na duzinu segmenta [i1, j]
if (samo_pobede)
maxDuzina = max(maxDuzina, j - 1 + 1);

return maxDuzina;

}

AHnanmn3a cjaokeHocTH. IlomTo ce pe3yirat yrakMuIla CMEIITajy y TOMONHM HU3, MEMOPH)CKa CIOXKEHOCT je
O(n). OBo pellieme je U3pa3UTO HeeUKACHO (BpeMEHCKa CIOKEHOCT OBAKBOT MPUCTYTIA je yak KydHa Tj. O(n?).
Beoma rpydo ce Ta CJI0KEHOCT MOKe MPOLIEHUTH TAKO LITO ce IPUMETH Jia ce odpahyje O(n?) cermenarta, cBaku y
JINHEapHOj CJIOXEHOCTH. [leTasbHO, Npenusuje n3Boheme Te CI0KEHOCTH, IPUKa3aHo je y 3agaTtky CerMeHT jaTtor
30upa y Hu3y Lenux Opojesa. Ca Ipyre CTpaHe KOPEKTHOCT OBOT PELIEHa je 3aUCTa TPUBHjaTHO 0OPa3I0KUTH (OHO
ce TIOTIIYHO AWPEKTHO M3BOJM M3 came (hopMyJIalyje 3a1aTka).

Hajay:xxa cepuja 3a cBaku JieBH Kpaj

Maro OosbM IPUCTYTI je Ja 3a CBaKy MapTHjy ¢ OAPEIUMO HajayKU CETMEHT MModea KOjU MOYHbe Ha TOj MO3HULIHjH.
To ce Moe ypauTH TaKo IITO CE CETMEHT KOjH MOYMIbe Ha MO3UIIM]H ¢ MPOIIMPY je O MO3UILIMje ¢ HAJIECHO, CBE JOK
ce y BeMy Hajlaze caMo rnodeze. BaxkHa ymTena Ha OBOM MECTy je TO INTO aKO 3HAMO Ja Cy CBE M0Oele y HEKOM
UHTepBay [i, j] ¥ #a je modena u y yrakmuiy j + 1, ayToMaTCKy 3HAMO J1a Cy CBe Hodejie U y uHTepBaiy [i, j + 1]
(KaxeMo J1a IpoBepy BPIIMMO HHKPEMEHTAIIHO).

Kana ce Haube Ha nipBuU nopa3s (WM Ha Kpaj), HaheH je HajayKu cerMeHT rmodeia Koju Nourbe Ha MO3ULUjH ¢, jep he
CBa MPOJIy’KaBarba CerMeHTa HAJIeCHO, KO UX MM, CAIPJKATH U Taj Topa3 1 Hehe BHIlie npeIcTaB/baTi cepuje modea.
Jlakiie, Ha OBOM MeCTy BPIIMMO OJICeliaibe MpeTpare rnpeckauyyhn MHOre cermMeHTe 3a Koje ce yHarpe] 3Ha Ja He
MOTY 33JI0BOJbMTH HaMeTHYTH yciioB. Takolje, mopeherme ca MaKCUMAaTHOM JIy)KHHOM BPIIMMO TeK Kajla MaKCUMAJTHO
MPOLIMPUMO TeKyhH CEerMeHT, jep yHarpe[ 3HaMo Ja Cy CBH MOJCErMEHTH TOI MaKCMMAITHO MPOLIMPEHOT CerMeHTa
kpahu of iera (1 oBJie 3arpaBo BpIIMMO ojpeljeHo oficename).

// 1zracunava duzinu najduze serije pobeda za dati niz rezultata utakmica
int najduzaSerijaPobeda(const vector<int>& a) {

// broj utakmica

int N = a.size();

// duzina najduze serije pobeda

int maxDuzina = 0;

// za svaku poziciju 1 odredjujemo duzinu najduze serije pobeda koja
// pocinje na poziciji 1

for (int 1 = 0; 1 < N; 1++) {

int duzina = 0;
for (int j = 1; j < N && a[j] == 1; j++)
duzina++;

// ako je duzina serije koja se zavrsava na poziciji i1 veca od
// maksimalne do tada vidjene duzine, azuriramo maksimalnu duzinu
if (duzina > maxDuzina)

maxDuzina = duzina;
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return maxDuzina;

}

Anannza caoxkenoctu. OBo pememse je cnoxenoctu O(n?), mmo je Hoibe o MpBor, MehyTum u abe cydonTu-
MautHo. TToIITO ce pe3y/ITaTi yTaKMHIIA CMEILTAjy Y TOMONHHM HU3, MEMOpH]jcKa ciioxeHocT je O(n).

Ojncename HeMOTPeJHUX H3PAYyHABAKHA

ITporpam ce Moxe IOAATHO 3HAa4ajHO YOp3aTH Ja/bUM OJCELabeM. Y MPETXOJHOM pEllely 3a CBaKy HO3HULH]Y ¢
onpebhyjemMo AykUHY Hajmyxker cerMeHTa rnodeja KOju MOYUEbEe Ha MO3ULUjH ¢. JeAHOM Kaja oApeIuMo Ja je To
CErMeHT [i, j|, BpeMe 3Ha4ajHO MOXEMO YLITEIETH TAaKO LITO MPUMETHMO Ja HU jefIaH CErMEeHT MoOe1a KO jU MOYHIbe
Ha ITO3MIIMjaMa HaKOH ¢, a 3aKJbYyYHO ca j He MOXe OUTH AyKH OJf CETMEHTA KO jH MMOYMbe ca ¢ (jep ako MO3UIIja j HHlje
TIOCJIE/Iba Y HU3Y, Ha MO3ULIMjU 132 e CE HaJla3K HyJa). 3aTO j€ HAKOH LIMPEHa CETMEHTa KO jU IIOUHIbE Ha MTO3ULUjU
1 HaJilecHO U ofipehuBama cepuje Mmodeaa Koju Mouumby Ha MO3ULKUjU ¢ Moryhe qupeKkTHo npehu Ha u3padyyHaBambe
HajIyXer cerMeHTa Modea Koju Mouumbe Ha no3uiuju j + 1 (ako TakBa noctoju). OBO 3ampaBo oAroBapa ToMe Ja
LIE0 HU3 M3/IeJIMMO Ha CerMEeHTe Modesia KOju ce HaJoBe3yjy (IpecedeHr cerMeHTHMA ropasa). CIokeHOCT TaKBOT
npucryna je O(n), jep ce rpanmiie cermenara camo yBehaBajy ¥ HUKaia He CMambyjy.

OBaj anropuram je 3arpaBo M BpJIO MHTYWTHBAH M BEPOBATHO je NMpPBU ajropuTaM KOjU OM mporpamep ca majo
MCKYCTBa UMIUIEMEHTUPao: KpelieMo O MoveTKa, IPOHAIa3UMO CepHjy modea KOoju MOUYHbe Ha II0YETKY, HAKOH
TOra TPaXXMMO CepHjy Tode1a HAaKOH Te NPBE CepHje, 3aTUM CepHjy HAKOH Te Jpyre W Tako Aabe. [akie, neo HU3
JeTTMMO Ha Mamke CerMeHTe KOju ce HaJoBe3Yjy jelaH M3a APYror, P YeMy je MojeNa TaKBa Ja je CBaKH Of THUX
cerMeHaTa ONTUMaJlaH Y CMHUCIIY Jia Ta Huje Moryhe npoAyKUTH (HU Ha JIeBO, HU Ha JECHO).

MoskeMO PUMETHTH A2 HaM TOKOM MMITJIEMEHTAIIMje HIje BUIIIE HEOMXO/HO Ja TAMTUMO CBE pe3yJTaTe y HU3Y Hc-
TOBpeMeHO. Y jeHO] MeT/bu hemMo YuTaTé pe3yiTaTe MedeBa U y CBaKOM TPEHYTKY OIpXKaBaTd TyKUHY TeKyhe u
IOy KUHY Hajayxke Jo Taga odpahene cepuje (cermeHTa) nodena. ITomTo Ha MOYeTKY HUCMO BUJIEIM jOII HU jeJaH
pe3yarar, 00e IPOMEHJ/bIBE MHUIIMjAIN3y jEMO Ha HyJly. 3aTuM, y IeT/bU, yUYuTaBaMo U odpaljyjemMo pe3ynrare yTak-
Mua. AKo je TMM rodenuo, Taga Tekyha yrakmulia npoaysxasa Tekyhy cepujy nodesia u mweHy nyxuHy ypehaBamo
3a jemaH. AKO je TMM M3ryduo, TaJa ce IMpeKu/ia eBeHTyalHa ceprja nodena u Tekyha cepuja nodena nma gyxuHy 0
(jep je yTakmMHIIa KOjOM Ta cepuja MOYHbe U3ryOsbeHa).

Haxkon 3aBpiieTka yuTama CBake cepuje rnodena NoTpedHo je axypupaTH LykKUHY Hajaoyxke cepHje (ako je AyKuHa
Tekyhe cepuje myxa o IO Taga Hajayxke, MOTpedHO je MyKUHY Hajoyke IMOCTaBUTH Ha OyxuHYy Tekyhe). To ce
JieliaBa WK Kajia ce Hauhe Ha yTaKMUILy y KOjOj je THM HOpakeH MM HAKOH IeT/bhe, KaJa je MOC/e/ba eBeHTyaIHa
cepuja modena 3aspiieHa. Tpeda Outu Beoma 00a3puB Jia ce He 3a00paBU Ha MOCIEABY CEpUjy Modely, Tj. Ja ce He
3a0opaBu nopehemwe Tekyhe 1 HajIyke ceprje HAKOH 3aBpIIIETKA MeT/be.

// broj utakmica
int N;
cin >> N;
// duzina tekuce serije pobeda
int duzinaTekuce = 0;
// duzina najduze do sada vidjene serije pobeda
int duzinaNajduze = 0;
// ucitavamo podatke o svim utakmicama
for (int 1 = 0; 1 < N; 1++) {
// rezultat utakmice
int rezultat;
cin >> rezultat;
if (rezultat == 1) {
// ako je tim pobedio, to produzava tekucu seriju pobeda
duzinaTekuce++;
} else {
// ako je upravo prekinuta serija pobeda duza od najduze,
// azuriramo duzinu najduze
if (duzinaTekuce > duzinaNajduze)
duzinaNajduze = duzinaTekuce;
// procitali smo poraz, pa u tekucoj seriji nema pobeda
duzinaTekuce = 0;
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if (duzinaTekuce > duzinaNajduze)
duzinaNajduze = duzinaTekuce;

cout << duzinaNajduze << endl;

Anamu3sa caoxenocrd. CroxeHocr osor aaropurma je O(n). Memopujcka cnoxenoct je O(1).

3anarak: bpoj pacryhux cermenara

Har je Hu3 a uenux dpojesa, QyxuHe n. HanvcaTu nporpam kojum ce oapehyje Ha KOJIMKO HAYMHa MOXeMO n3adpatu
pacryhe cermenTe y Hu3y. PacTyhul cerMeHT 4rHe y3acTOIHH €lIeMeHTH HI3a ap < Gpi1 < ... < 4,0 <p < g <
n.

Vaa3z: Ilpsa nuHMja cTaHAapAHOr yja3a cafpxku mpupogad opoj n (2 < n < 10000), dpoj enemenata Huza. Y
CBAKOj Off 1 HAPEAHMX JIMHUja CTAaHAAPAHOT yJla3a, HaJla3| 10 jeJaH WiaH HU3a.

N3na3: Ha cranpapaHoM usiasy MpuKas3aTH y jeJHOj JUHUjU Opoj pacTyhux cerMeHara JaTor HU3a.
IIpumep

Vaaz Hznasz
5 4

1

3

4

-2

10

Objaurserse
To cy mmzosu [1, 3], [1, 3, 4], [3, 4], [-2, 10].

Pememe

I'pyda cnia

3agaTak MOXEMO DEINMTH aHaaM3upajyhn cBe cerMeHTe JAaTor HU3a ¢ ¥ 33 CBAKM CETMEHT G, Gi41, ..., 5 TOE je
0 <4 < j < n mpoBepuTH Ja M je pactyhu u y ckiamy ca TuMm yBehatu dpojau pactyhux cermeHara.

Ananusa caoxkenocru. ITomro cervenata uva O(n?) U cBakoM ce MpoBepa MOHOTOHOCTH BPIIM Y JIMHEAPHO]
CJIOKEHOCTH, OBO pelliere je coxkenoctu O(n?) (HapaBHO, HUCY CBU CETMEHTH UCTe yKMHE U MPel3Ha aHan3a
ou Tpedasio 1a y 003up y3Me AyKHMHE CBHX cerMeHara, MejyTuM, 1 Ha Taj HAulH O ce N3pavyHaso [a je aJlrOpuTam
KyOHe ciioxkeHocTH). EneMeHTH cy cMeITeHH y Hu3, Ma je Memopujcka cioxkeroct O(n).

Bpoj pacryhnx cermenara 3a cBaku JieBH Kpaj

Edukacuuje pememse ce Moxke JOOUTH ako ce MPOBEPa MOHOTOHOCTH BPIIM MHKPEMEHTAIIHO (Ia O Ce TPOBEPHIIO
Za je cerMeHr [4, j| pactyhu JOBOJBHO je 1a je a; > aj_1 ¥ Ja je CerMeHT [i, j — 1] pacTyhu wiu jenHowian).

Bpeme m3BpIaBama MOXKEMO YHANpPEIUTH W ojcelameM. I[IpuMeTMMO a ako CerMeHT KOjH YHMHE eJIeMEHTH Ha
nosuijama [i, j] Huje pacryhu, oHza HuCY pactyhu Hu cermeHTH [i, j'] 3a j < j' < n, ma 3a Te cerMeHTe He Tpeda
BPILIUTYU MPOBEPY, LITO 3HAUMU Ja je Opojame pacTyhux cermeHaTa KOju MOYMIbY Ha NO3ULMjU ¢ MOryhe NpeKuHYyTH
YuM ce npoHale HEKU CErMEHT KOjH MOYMbe Ha TOj MO3ULM]U U HUje pacTyhu.

Jaxte, 3a cBaky ro3unmjy ¢ y Hu3y (3a ceako 0 < 4 < n — 1) aHaITM3MUPaMO jeJaH IO jefiaH CerMeHr [i, j] Koju Ha
TOj MO3ULIMjY MOUYMHLE CBE JOK Cy T CETMEHTHU pacTyhu U 3a cBaku pacTyhu cermeHT yBehaBamo Opojau pactyhux
cerMeHara 3a 1. Yum Hamhemo Ha CerMEHT KOju HHje pacTyhm (Tj. Ha eJeMEHT KOjH je MamH O IPETXOIHOT),
MpeJia3uMo Ha HapeIHy HO3ULH]Y 7.

IIpumep. Ha npumep y Huzy [1, 3,4, 5, 2, 6] aHamm3upamMo cerMmeHTe KOju MOYKEbY IIPBUM eJIEMEHTOM HU3a Tj. ee-
MEHTOM ag CBE JIOK Cy CerMeHTH pactyhu, mpu tome mpedpojumo pactyhe cermente [1,3]; [1,3,4] u [1, 3,4, 5].
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Crraso nonasehu off pyror ejieMeHTa Hi3a npedpojumo pactyhe cermenre [3,4] u [3, 4, 5]. Hacrampajyhin uctu
HOCTYIIaK 32 OCTAJle eJleMeHTe Hu3a npedpojumo u pactyhu cermenr [4, 5], a 3atum u [2, 6].

Anaamza ciaoxenocra. CinoxeHoct ogor anmroputMa je O(n?) u wuMe ce HajedukacHuje Moryhe eKCIUIMIMTHO
HaOpajajy cBu pactyhm cermeHTd. MeljyTiMm, y 3a1aTKy je mOTpeOHO M3padyHATH caMo BUXOB Opoj (a He 1 Hadpo-
jaTl MX eKCIUTMLMTHO), a TO ce MOXe ypaautu u edukacauje (y cnoxenocte O(n)). MeMopHjcka CJIOKEHOCT je

O(n).

long long brojRastucihSegmenata(const vector<int>& a) {

// velicina niza

int n = a.size();

// ukupan broj rastucih serija

long long brojRastucih = 0;

// za svaku poziciju u nizu

for (int 1 =0; 1{ <n - 1; 1++) {
// pronalazimo sve rastuce serije koje pocinju na toj poziciji
// proveru da li1 je serija odredjena pozicijama [1, j] rastuca
// odredjujemo inkrementalno
// postupak prekidamo cim se naidje na seriju koja nije rastuca
for (int j =1+ 1; j < n; j++)

if (a[j] > a[3-1])

brojRastucih++;
else
break;
}
return brojRastucih;

}

MakcumaJiunu pacrtyhu cermeHTn

[IpumeTnMoO Aa y MPETXOJHOM MpUMEpPY aHaMu3upajyhn pacTyhin CerMeHT KOju MOYHIbE Off eJIEMEeHTa a( MpOoJia3u-
MO ¥ 10 pacTyhuM cerMeHTHMa HU3a KOjU MOYMEbY €A a1 U d2. AKO je CerMeHT [a;, 41, ..., ;| pactyhu, oHna

yHaIpe[ 3HaMO Jia Cy pacTyhu U CeIMEeHTH [a;, Giy1], (@i, Qit1, Gitals - - - (G4, Qi1 - - -, ), 3ATHM [Gi11, Q2]
.o [@it1, G2, ..., G ], Ma CBE 10 [a;_1,a;], @ A CETMEHTH [@j, Qit1, - - - Qjt1)s - - o [Qiy Qi1 - - - 5 Gp—1), 3ATHM
[@it1,Qig2, - s Qjg1)s - [@it1, @ig2, - - -, Qp—1] UTI., 3AKIBYYHO Ca [@j, . . ., Gp—1] HUCY pacTyhu. Jdakie, 3a cBa-

Ky TO3HIU]y U3 UHTEPBAJA [4, j| TAUHO 3HAMO CBe pacTyhe cerMeHTe KOjH Ha HOj MOUHEbY.
Pacryhu cermenr [a;, @41, - . -, @i x—1] Ayxune k y cebu canpxu:
¢ k — 1 pactyhux cermeHara Koju MOvMmbY ca a;

e k — 2 pactyhux cermeHaTa KOju IMOUYHIbY Ca ;1

* 1 pactyhu cermeHar KOju MOUMIbE Ca G4k —2
k-(k=1)

ykynHo (k — 1) + (k — 2) + ... + 1 pactyhux cermenara mTo u3HOCH ~——5—>.
Mo ucror 3akibyyuka Moxemo Johu u Ha cnenehy HauMH: CBaKM MOJICETMEHT dp, Apy1,--.,0q TAE je 1 < p < g <
t + k — 1 pactyher cermenra a;, @;1, ..., @j+k—1 j& pacTyhin, mouerak p v Kpaj ¢ IOACETMEHTa MOKEMO H3adpaTu

ke(k—1
Ha % HauYMHA.
HaxJe, motpedHoO je mpoHahu TykMHEe MaKCIMAaTHUX pacTyhnx cermMeHaTa (OHUX KOjU ce He MOTY IOy KUTH TOAAT-
HUM eJIEMEHTOM Ja M Aajbe OCTajy pacTyhn), a 3aTUM U3BPIINTH OJCelabe Tako MTo Hehemo 3acedHo aHaIM3npaTH
CBAKM JIeBU Kpaj (jep HAKOH HaJlakerha HEKOI MAaKCUMAIIHOT pactyhier cermeHTa [4, j|, yHanpen, de3 nmpoBepe, 3HaMO
Opoj pacTtyhux cerMeHaTa KOju MOUYMbY Ha CBUM TO3UIIMjaMa u3mehy ¢ u j).

IIpema Tome, y MeTbM aHAIM3MPAMO HHU3 WIAH IO WiaH MovyeB oA npeor wiaHa (¢ = 0) u ogpehyjemo myxuny ¢
tekyher pactyher cermenTa (axo je a; < a;41 yBehasamo ¢ 3a 1). Kaga nohemo o kpaja texyher pacryher cermenra
yBehamo ykynaH dpoj pactyhux cermenata br 3a # U MouMmbeMo aHaimm3y ciefieher pacryher cermenra (t = 1).
Jo kpaja MakCUMaJIHOT pacTyher cerMeHTa ce Moxe CTUhM Ha JBa HAYMHA: WIM Kaja je a; > a;41 WIM Kaja ce gobhe
Jo Kpaja Hu3a. Hamomennmo fa 3a Taj nmocneqmu pactyhu cermeHT yBehaBamo yKynaH Opoj pactyhmx cermenara

W3BaH NeT/be (YecTa Tpelika je Ja ce To 3a00paBu).
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V CBAaKOM TPEHYTKY je JOBOJBHO MOPEIHUTH CaMO CyCeIHa WIaHA HU3a, TAKO Ja HUje HEOMXOJHO 11e0 HU3 aMTHTH Y
MeMopHju, Beh camMo [Ba cyce[Ha WiaHa HI3a (IPETXOAHH U TeKyhn).

AHasnm3a cioxeHocTH. Ha mpeTxoHOo onucaH HaYMH J00HjaMo pelliehe jeJHUM MTPOJIACKOM 110 HU3Y M BpeMEHCKa
cioxerHoct My je O(n). Memopwujcka cioxeroct je O(1).

int n;
cin >> n;
int prethodni;
cin >> prethodni;
// ukupan broj rastucih serija
long long brojRastucih = 0;
// duzina tekuce rastuce serije
long long duzinaTekuceRastuce = 1;
for(int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
int tekuci;
cin >> tekucti;
if (tekuci > prethodni)
// tekuci element produzava tekucu rastucu seriju
duzinaTekuceRastuce++;
else {
// tekuci element zapocinje novu rastucu seriju
// dodajemo sve rastuce serije koje su podserije rastuce serije
// koja se zavrsila sa prethodnim elementom
brojRastucih += (duzinaTekuceRastuce - 1) * duzinaTekuceRastuce / 2;
duzinaTekuceRastuce = 1;
}
prethodni = tekucti;
}
// dodajemo sve rastuce serije koje su podserije poslednje rastuce
// serije
brojRastucih += (duzinaTekuceRastuce - 1)*duzinaTekuceRastuce/2;
cout << brojRastucih << endl;

Bugu gpyiauuja pewerba oeor 3agaitixa.

3anarak: MakcuMaJHu 30Mp cerMeHTa

Hanwmimm nporpam koju oapehyje Hajsehu 30up HEKOr cerMeHTa (OJHMU3a y3acTOIHUX eJleMeHaTa) AaTor HU3a.

Vaaz: Ca cranpapaHor ynasa ce yHocu 0poj n (1 < n < 50000), a 3atum n nemmx dpojesa usmehy —10 u 10,
CBaKM OpOj y IIOCedHOM pejy.

M3na3: Ha cranpapaay w3sia3 UCHUIIN TPaKEHH 30Hp.

IIpumep
Vaaz Hznaz
6 6

-2

Pememe
I'pyda cnia

HajoupextHuju Moryhu HauuH Aa ce 3aJaTak pelld je Jla ce U3padyHa 30Mp CBaKoOr CerMeHTa. 30HMp CBaKor Cer-
MeHTa MOXEeMO M3padyHaBaTH 3acedHO (Y MeTbH WM OudIMoTedkoM (pyHKIMjoM), MehyTuM, eprikacHHje periemhe
JodujamMo ako cerMeHTe HaOpajamo penoMm (YrHexkheHuM IeTbama, TIe CIoJballliba MeT/hba Hadpaja peioM JieBe, a
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YHYTpallliba IECHE KpajeBe CerMeHara) ¥ 30Mp HapeJHOT CerMeHTa N3pauyHaBaMO MHKPEMEHTAIHO, Ha OCHOBY 30U-
pa mpeTXomHOT cerMeHTa. Ta TeXHUKa je odjamrkena y 3agatky Hajsehn 30up mpedukca.

AHaJsm3a CJI0KeHOCTH. AKO 30Mp CBAaKOI CErMEeHTa pauyHaMO HE3aBHCHO, cabupameM HeroBux eaemMeHara (Oumio
y netsby, ousto nomohy dudsMoTeuke (yHKIMje), clokeHocT pemersa je O(n?). Ako 30MpoBe cerMeHaTta padyHaMo
MHKPEMEHTAJTHO, I001jaMo ajiroputam ciioxkenoctu O(n?). Y oba ciyyaja efleMeHTe yUuTaBaMo Y HU3 ¥ MEMOPH]jCKa
cioxkeHoct je O(n).

int makszbirSegmenta(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
int max = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int z = 03
for (int j = 1; j < n; j++) {
z += a[jl;
if (z > max)
max = z;
}
}
return max;

}
Ojcename HEMOTPEeHHUX MPOBEpPa

AJnropuTam 3aCHOBAH Ha ITPOBEPH CBUX CEIMEHaTa ce CII000JHO MOXKe Ha3BaTH TPUBUjATHUM, jep Ce O Hera A0Ja3u
MPUIAYHO AUPEKTHO U BEOMa jeJHOCTABHO MY C€ U JJOKa3yje KOPEKTHOCT U aHAJIM3Upa CI0KeHOCT. MelyTum, oH je
MIPWIIMYHO HeeprKacaH 3a pellaBambe OBOT MPodsIeMa, YaK 1 Kajia ce 30MpOBH pavyHajy MHKPEMEHTAIHO. 3HayajHO
yHarpeheme MoxkeMo ZOOUTH Kajla MPUMETHMO Ja BeJMKH Opoj CerMeHara yoIlTe He MopaMmo Jia odpabyjemo, jep
13 HEKUX JPYTUX pasJiora 3HaMo Ja BUXOB 30Mp HE MOXKE OUTH MaKCHMaJsIaH.

INocmaTtpajMo HM3 -2 3 2 -3 -3 4 -2 5 -8 3 1 30MpOBE CBUX HETOBUX HEMPA3HUX CErMEHATa.

-21 3 o0 -3 1 -1 4 -4 -1

35 2 -1 3 1 6 -2 1
2 -1 -4 0 -2 3 -5 -2
-3 -6 -2 -4 1 -7 -4
31 -1 4 -4 -1

4 2 7 -1 2

-2 3 -5 -2

5 -3 0

-8 -5

3

IIpexkna mocjie HeraTUBHOT 30Hpa

Pa3moTprmMo Omlo Koju HU3 KOjU MOYMEbe HEeraTuBHUM OpojeM. HujemaH cerMeHT Koju Mouyumbe of TOr dpoja, He
MOKe OUTH CErMEHT MaKCUMAITHOT 301pa, MOIITO Ce U30CTaB/babaM MpBOTr dpoja goduja Behu 30up. OBO CBOjCTBO
je ¥ omnutyje. YKOJIMKO HU3 MOYMEbe NMPe(UKCOM HEraTMBHOT 30Mpa, U3 UCTOT pasJiora, HUjeJaH CEIMEHT YHujH je
OH TpeprKC HE MOKe OUTH CerMeHT MakCUMasHOT 30upa. OTy/, IpyU MHKPEMEHTATHOM MPOIIMPHUBaky MHTEpBaIa
YIECHO, YMM Ce YCTAaHOBH Ja je TeKyhu 30up HeratnBaH, Moryhe je mMpeKuHyTH Jajbe MPOLIINPHBAE.

Ha npumep, 9um BUIMMO Jia je TIPBU €JIEMEHT MPBOT CerMeHTa -2, MOXEMO MPEKUHYTH Jlajby 00pajy elleMeHaTa
pBe BpcTe, jep he cBU efleMeHTH Ipyre BPCTe CUTYpHO OuTH 3a [Ba Behu Hero oroBapajyhu eieMeHTH IpBe BPCTe
(3 jeBehe ox 1, 5 je Behe of 3, 2 je Behe ox O utx.).

CnuyHoO, Kaja ce MPUWIMKOM MPOLIMPYBaka CErMEHTa KOjU NMouYMbe Ha nosuuuju 1 (oa enemenra 3) gohe go tora
Ja je maprjasHu 30up -1 (1o ce femasa Kaja ce u3padyHa 30up 3 + 2 — 3 — 3 = —1, MOXkeMO NMPEeKUHYTH ca
00pazoM JajbMX cerMeHaTa KOju NOYMIbY Ha TOj TIO3UIIM)H, jep CMO CHIYpHH [a he 3a cBaku o1 BHX KacHHje Behn
OuUTH OHaj KOju ce 1odMja n3ocTaBibame npedukca 3 2 -3 -3, uynju je 30up -1. 3aucra o1 mpeocTamx 30upoBa 3
1 6 -2 1y apyroj BpcTu 3a jegaH cy Behu 30upoBu 4 2 7 -1 2y IIeCTOj BPCTH KOjU Cy A0OMj€HH N30CTaBbAEM
Tor npepurca. OOpaTUMO NaXy Ha TO Jja MPEKU]] YHYTpalllibe MeT/be Ha OBaj HAUMH y3pOKYje Ja ce MaKCUMaJHa
BpeqHOCT y Tekyhoj BpcTi He Mopa yorute Hahin. [letpa koja oOpaljyje apyry Bpcty hie OMTH peKuHyTa 9uM ce
Hanbe Ha 30mp - 1, Kaja je Tekyha BpeqHOCT MaKCMMyMa 5 Mako je MakcuMyM Te Bpcte 6. Curypau cMo ja hie y Hekoj

78



2.11. OJCEIAILE

Hape/HOj BPCTH MOCTOjaTH Belia BpeJHOCT off Te HajBehe (3aucra, y IeCToj BPCTH e jaBiba 7), I1a HAM HaJlaKeHe
CTBapHOT MaKCHIMyMa Y TeKyi0j BPCTH yOITIIITe HHje HEOTXOIHO.

Ananm3a cjoxkeHocTH. ako ce Ha 0Baj HAUMH MOXE MPECKOUYUTH pa3MaTpame HEKUX CerMEeHaTa, y HajropeM
Cllydajy CJIOKEeHOCT HUje cMarbeHa. Ha npumep, y citydajy /ia Cy eleMeHTH HU3a CTPOro NO3UTHBHY, 30Up HUKAJL He
T0CTaje HeraTMBaH M CII0KEHOCT HAKOH OBOT MCellalba je U Ja/be KBaJpaTHe ciioxkeHocTH Tj. O(n?).

Onceuaﬂ)e MmpoBepe moyeraka ynyrap noO3MTUBHOI CErMeHTa

AKoO cy CBU €JIEMEHTH TIO3UTHBHY, MaKCHMaJaH 30up ouBa Hal)len 3a ¢ = 0 u j = n — 1. HakoH Tora ce, ysehaBameM
MHJEKCA 7, 30Mp CMarbyje MOLITO Ce CBAKUM CKpaliMBamkeM CErMeHTa CJieBa M30CTaB/ba HEKM MO3UTHBAH OpOj KOjU
JornpuHocu 30upy. U 0BO 3amaxame ce MOxe yommuTuTd. He camo IITo je Hemoke/bHO CKpaTUTH MHTEpBaJl CleBa
3a HEKM MO3UTHUBaH Opoj, Beh je Hermoxke/bHO CKpaTUTH Ta 3a OUJI0 KOjU NpeduKe Yuju je 30up no3utusad. [Iutame
je IokJie TakBU npedukcu cexy? bap mo eiemeHTa uijuM odyxBaTameM JoOUjaMo MpBU HeraTuBaH npedukc. Oty
CEerMeHT MaKCUMAaJIHOT 30Mpa He MOKe IOYMbaTH HU Ha jeIHOj MO3ULMju u3Melhy Tekyhe noyeTHe no3uLuje u npee
TIO3UITHje Ha KOjO] 30Mp IMOCTaje HeraTuBaH.

Ha npumep, y HaBeZieHOM pUMepy MaKCUMAITHU CETMEHT He MOKe TTOYMIbaTH Ha MO3UIIUjH 2, jep ce MPOIIUPUBAHEM
HaJIEBO U JIOJaBamkeM eJleMeHTa 3 ca nosuuuje 1 nodujajy curypHo 30MpoBH Koju cy Behu 3a Tpu. [lakie, cBU
eJIeMEHTH Jpyre Bpcre (Koja oAroeapa no3uiuju 1 y Hu3y) cy 3a 3 Behu ox ogroapajyhux eaemenata tpehe Bpcre
(Koja oaroBapa Mo3WLMjH 2 y HU3Y). 3aucTa, 5 je Behe of 2, 2 o -1 uta. CiuvHO, TH eneMeHTH cy 3a 5 Behu of
onroeapajyhmx eneMeHarta 4eTBpTe BpcTe (Koja oAroBapa NO3WIMjU 3 y HU3Y). 3aucta, 2 je Behe o -3, -1 ox -6
uta. OHu cy 3a 2 Behu on oaropapajyhu eneMeHara nere Bpcte (koja oAroBapa Nno3ulivju 4 y Hu3y). 3aucta, -1 je
Behe ox -3, -3 je Behe oa -5 uta. 3ato Te Tpu BpCTe yOMIITe HeMa MOTpede pa3MaTparu.

3axBasbyjyhu OBOM 3amaxarmy, NpH 3aBPILETKY 00pajie jeliHe BpcTe M NpesiacKy Ha HapeIHy, HHje HEeOIXOIHO yBe-
haBaTi mpoMeHJBUBY ¢ 3a jedaH, Beh je moryhe HacTaBUTH M3a €IEMEHTA YMjUM je YKJbyUHMBaFeM 30Up IOCTAo
HEraTuBaH.

IMomTo ce cBaky enemMeHT odpaljyje caMo jeaHOM, NPHJIMKOM MMIUIEMEHTAIMje HHje HEOIXOIHO CBE eJeMEHTe MaM-
TUTH Y HU3Y.

IIpumep. IIpukaxumo paj aIropurma Ha mpumepy Hu3a -2 3 2 -3 -3 -2 4 5 -8 3. V Tadiauuu nomymaBaMo
BPEJHOCTH ITPOMEHJBUBHUX TOKOM 0Opajie e1eMeHaTa HUA3A.

i j  max z a_j
0 0
0 0
0 -2 -2
1
1 0
1 3 3 3
2 5 5 2
3 5 2 -3
4 -1 -3
5
5 0
5 -2 -2
6
6 0
6 5 4 4
7 9 9 5
8 9 1 -8
9 9 4 3
10
11

Anann3a ciaoxeHoctH. oo ode npomeHspUBe MpoJiase Kpo3 pachoH ox 0 1o n 1 Kpehy ce caMo y jeJHOM cMepy
(BpeaHOCT MM ce camo noBehaBa U HUKajIa He CMatby je), CJI0KEHOCT OBOT pellietba je uHeapra 1j. O(n). V npuka-
3aHOj UMIUIEMEHTAIMjH eJIEMEHTH Ce UyBajy y HU3Y I1a je U MEMOPHjCKa ClokeHOCT nHeapHa 1j. O(n), mehyTum,
TIOIITO CE CBAKH €JIEMEHT aHAJIM3MPA CaMo jeJHOM, 3a TUM HeMa NoTpede n Moryhe je HalpaBUTH ¥ NMITIEMEHTAINjy
KOHCTaHTHE MEMOPH]jCKE CJIOKEHOCTH.
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int makszbirSegmenta(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
int max = 0;
int 1 = 03
while (1 < n) {
int z = 0;
int j;
for (j =1; j < n; j++) {
z += a[jl;
if (z < 0)
break;
if (z > max)
max = z;

=j+ 1;

return max;

}

Bugu gpyiauuja pewersa 06oi 3agaitika.

2.12 HHKpeMeHTAJHOCT

JesHa 071 OCHOBHMX TEXHHMKA 3a N3deraBarbe JIolle CJI0KEHOCTH aJITOpUTama je 1a ce M30erHe u3pauyHaBame UCTUX
CTBapy BHIIE IyTa y UCTOM Iporpamy. YecTto je mOTpedHO M3padyHaTH HEKy BPEJHOCT 32 Pa3iMdHTe BPEIHOCTH
Hekor mapamerpa. Pehu hemo na je m3pauyHaBarke HHKPeMEHTAJIHO aKo ce pe3yiTyjyha BpeaHOCT 3a HapeaHy
BPEHOCT MapaMeTpa u3padyHasa KopuiiheweM Beh M3pauyHaTHX BPEJHOCTH 3a MPETXOAHY (MM HEKOJIMKO MpeT-
XOJHUX) BpeIHOCTH napameTpa. Jlakie, Ha Majie I3MEHe YJIa3HUX MojlaTaka pearyjeMo MajiM U3MeHaMa pe3yJiTaTa
(ymecTo [a IOHOBO BPILIMMO BEJIMKO U3pauyHaBambhe CBEra, U3 MOYeTKa).

Beoma jenHocTaBaH npuMep NPUHUMIIA HTHKPEMEHTAHOCTY je M3pavyyHaBame NaplyjaaiHux 30upoBa (30MpoBH Ipe-
(pukca) enemenara mexor Huza. Ha mpumep, ako je gat Hu3 1,2, 3,4, 5, HEroBu napuujaaHi 30MpoOBH Cy PEIoM
0,1,3,6,10,15. Beoma jemHocTaBHO ce mpuMehyje a ce n3padyyHaBame HapeIHOT MapLyjaiHOT 30Mpa He Mopa
BPIIIMTH CAdMpabEM CBUX eJieMeHaTa o] oueTka, Beh ce Moxe 100UTH cadrpameM MPEeTXOIHOT MapIujaTHOT 301pa
ca TeKyhum eneMeHTOM Hu3a (Ha mpumep, 30up 1 + 2 4+ 3 + 4 = 10, ce noduja cadupameM NPETXOIHOT 30upa
1+ 2 + 3 = 6 u tekyher enemenTa 4). Axo 30up NpBUX k ejeMeHaTa 03HaYMMO ca Z, Taja BaxH Ja je Zy = 0
U aje Zxy1 = Zy + ax. OBUM cMO J00WIM ceprjy OpojeBa y KOjoj ce HapeIH! eIeMEeHT M3padyHaBa Ha OCHO-
BY IPETXOJHOT (WJIM HEKOJIMKO MPETXOAHNX). 3a TAKBE CEpUje KakeMo Jia cy pekyperiline cepuje. CBaKM HapeqHU
uyiaH ce u3pauyHaea y cinoxeroctu O(1), ma ce u3padyHaBare CBUX MaplyjaIHUX 30MpoBa HU3a yKUHE 1 BPIIH Y
cnoxkeroctd O(n). Kaga du ce cBaku mapiujaiHu 30Up pauyHao cadUparbeM ejieMeHaTa Hu3a U3 [oYeTKa, Taga ou
u3padyHaBame k-Tor 3oupa ouio ciokenoctu O(k), a u3padyHaBarbe CBUX 30upoBa cioxkenoct O(n?).

TTpUHIMIT KTHKPEMEHTAIHOCTH j€ Y TECHOj Be3U Ca UHAyKTUBHO/PEKYP3UBHOM KOHCTPYKIIMjOM aropuTama M JIexu
y OCHOBM BEJIMKOT Opoja OCHOBHHMX anroputama. Beh camo m3pauyHaBarbe 30Mpa CBUX elleMeHaTa HU3a 3alpaBo
MIOYMBA HA MOCTENEHOM, HHKPEMEHTAIHOM M3pauyHaBamwy 30MpoBa MpeuKca, CBe JIOK Ce He U3padyHa 30Mp CBUX
enemeHata Huza. CIMYHO je U ca u3pauyHaBalbeM MHHYMyMa, MaKCUMyMa, JIMHEapHOM IIPEeTparoM U Jpyrum QyH-
JaMEHTaJTHVM aJITOPUTMUMA. Y CBMM OBUM IpHMepruMa KpehieMo oJ1 HeKe IMOYeTHe BPeTHOCTH Y HU3Y pe3yJiTaTa, a
3aTHM Hape/IHy BPEJHOCT Y TOM HU3Y U3pavyyHaBaMoO Ha OCHOBY MPETXOJIHE WM HEKOJMKO MPETXOIHMUX, IIITO TUPEKT-
HO O/IFOBapa MH/YKTHUBHOM IOCTYIKY U3pavyyHaBama. ClIMvHa TeXHHUKA (JOOMjarba HAPEJAHUX pe3yJiTaTa Ha OCHOBY
MPETXOJJHUX) MPUMEIbYje ce Y CKJIONY TeXHUKE JUHAMUYKOL MpOorpaMuparha HaBuile, o yemy he Buille peud Outu
KacHuje.

IMopen napuujanHux 30MpoBa, MHKPEMEHTAIHO ce MOTY M3padyHaBaTy ¥ MaplyjajiHy IPOM3BOAY, MaplyjaIHA MU-
HUMYMH 1 MAaKCUMYMH U CIIUYHO.

2.12.1 HHKpeMeHTAJTHOCT 30Upa U NPON3BOAA

Jenna op Hajuemrhe kopuirheHUX CTaTUCTHKA je 30Mp ejleMeHaTta Hekor Huza. IlaprumjanHu 30upoBu cepuje eneme-
Harta ce MOTy padyHaTH MHKPEMEHTAJHO, IITO YecTo yop3aBa airoputaM. Beoma cimvaH 30Mpy je M IPOM3BOA, U
mapIyjajiHe MPOU3BoJe je Takohe Moryhe pauyHaTH MHKPEMEHTAJHO.
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3anarak: Hajsehu 30up npecukca

CBakor JaHa TOKOM HEKOT Meprojia Ha OaHKOBHHM payyH je BpIlieHa TAaYHO je[Ha TpaHCaKIuja (yriaTa Ui Ucriara
HOBILIA). AKO je IOYETHO CTare Ha pauyHy HyJja, HalWIIM IporpaM Koju oapelhyje HajBehe crame Ha pauyHy TOKOM
TOT NepHoJIA.

Vaaz: Ca cranpapaHor ynasza ce yHocr 0poj n (1 < n < 100000), a 3atum 1 n nenaux dpojeBa (CBaku y MOCEOHO]
JIMHUjH) KOjU MPeICTaBibajy TpaHCaKIMje (MO3UTHBAH Opoj O3HAa4YaBa YIUIaTy, a HeTaTHBaH UCILIATY).

W3zaa3: Ha crangapaHu u3ia3 UCIUCATH jeJjaH 1Ieo Opoj KOju MpejcTaB/ba HajBehe cTambe Ha pauyHy y HEKOM Tpe-
HYTKY.

IIpumep
Yaaz Hznaz
5 8

2
-3
5

-4

Pememe
3acedHo M3pauyHaBame CBaKOI cajja

Moy mpeTnocTaBKoOM Jia Cy MOJAIM O CBUM TPaHCaKIMjaMa yUUTaHe Y HU3, IUPEKTHO, HAMBHO Pellierhe OBOT 3a/IaTKa
ou Owto na ce 3a cBaku AaH k (og 0 no n — 1) onpenu 30up 7 enemMeHata oj] IPBOT JIaHA 3aKJbYYHO ca JaHOM Kk
(anropuTMOM cadupama ceprje OpojeBa) U a ce oHja oapeau HajBehu o1 THX 30MpoBa (anroputMoM ojapehuBarba
MHUHUMYMa Tj. MAKCUMYMa OIMCAHKUM).

int najvecizbirPrefiksa(const vector<int>& a) {
// prvog dana je zbir 0
// najveci zbir prefiksa
int maxzZbir = 0;
for (int 1 = 0; 1 < a.size(); i++) {
// racunamo zbir prefiksa od pocetka do pozicije 1 (ukljucujuci 1 nju)
int zbir = 0;
for (int j = 0; j <= 1; j++)
zbir += a[j];
// azuriramo maksimum ako je potrebno
if (zbir >= maxzZbir)
maxZbir = zbir;
}

return maxzbir;

}

Anasmza cioxkeHoctu. Ilomro ce 30up npedukca 1yxuHe k MOXe M3pauyHaTH y k KOpaka, yKyImHO OMCMO U3-
n(n+1) .

BpuiaBaim oko 1 + 2 + ... +n = ——5— cabupama (1 JMHEApH! OPOj akKypuUparba MAKCUMYyMa) U BPEMEHCKA

CJI0EHOCT OBOI' HAMBHOT aJITOPUTMa d1la OM KBaJ[paTHa y OIHOCY Ha poj eneMenata Huza Tj. O(n?).

CKpI/lBEHa CJIOKEHOCT

3a cabupame je moryhe ynotpedutu u oudimorteuky pyHkimjy. Y jesuky C++ To je pyHKImja accumulate koja
cadupa cBe eneMeHTe y JieJly HU3a OrpaHUYEeHOM Ca JIBa UTepaTopa, pU YeMy ce BPeJHOCT 30Mpa y MoYeTKy WHHULIY-
januzyje Ha BpeJHOCT IpociieheHy kao Tpehu napamerap Te pyHKIuje.

int najvecizbirPrefiksa(const vector<int>& a) {

// prvog dana je zbir 0

// najveci zbir prefiksa

int maxZbir = 0;

// analiziramo sve pozicije u nizu

for (auto it = begin(a); it != end(a); it++)
// racunamo zbir prefiksa od pocetka do ispred pozicije it
// 1 azuriramo maksimum ako je potrebno
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maxZbir = max(maxZbir, accumulate(begin(a), it, 0));
return maxzbir;

}

Anasmza cioxkeHocTHn. VMako ce Taja y nmporpaMmy BUIOM jeHa NeT/ba, 300T CKPUBEHE JIMHEApHE CIIOKEHOCTH Ou-
OaroTeukux (pyHKIMja YKyITHa CIIOKEHOCT porpama ocTaje kaaparha 1j. O(n?).

Hanomena. CkpuBeHa CIOKEHOCT y 3aJaliiMa OBOT TUTIA jé HApOYUTO YeCT MpodJieM Yy je3uliiMa y KOjumMa ce 30up
Jiea HU3a U3padyHaBa jako jeIHOCTaBHO M ejieranTHo. Ha mpumep, y jesuky Python:

maxZbir = 0
for 1 in range(n):
maxZbir = max(maxzZbir, sum(a[0:1+1]))

HHKpeMeHTAIHO N3pavyyHABab€e CalJa

MHoro ehrkacHuje peliemhe ce Moke JOOUTH ako ce MPUMETH MPWIMYHO OUUIJIeHA YNEHNIIA Ja ce Calo Y cliefe-
hem 1aHy MOXe jako jeIHOCTAaBHO M3PAvYyHATH aKo je MO3HAT CAA0 Y MPETXOAHOM JIaHy Tako IITO ce Taj canao yBeha
3a U3HOC TpaHcakiyje y cieaeheM naHy, mro oMmoryhaBa unkpemenidaanociii n3padyHaBama. 30up (Tekyhu canno)
M3pavyyHaBaMO MHIYKTUBHOM KOHCTpyKuujoM. O3Haummo ca Zj, 30Mp TpaHCakLja y npBux k jaHa. Baxu na je
Zyp =0wupnaje Zyi1 = Zi + ap. 30up 3aT0 MHUIIMjaIM3y jeMO Ha HyITy, a OHJIa y NeT/bU YUUTaBaMO TPAHCAKIH]Y
0 TpaHCaKIHjy, yBehiaBaMO TpeHyTHH 30Mp 3a M3HOC TpaHCAKIIHje, TpoBepaBaMo Jia v je TeKyhu m3Hoc Behu ox
Jo Taja Hajeher u ako jecte, axXypupaMo BpeJHOCT Hajeher u3Hoca.

// ucitavamo broj elemenata niza
int n;
cin >> n;

// prvog dana je saldo 0
// najveci zbir prefiksa
int maxzbir = 0;
// tekuci zbir prefiksa
int zbir = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// ucitavamo tekuci element niza
int x; cin >> x;
// azuriramo zbir prefiksa
zbir += x;
// azuriramo maksimum ako je potrebno
if (zbir >= maxzbir)
maxZbir = zbir;

// ispisujemo resenje
cout << maxZbir << endl;

AHasn3a CJO0KeHOCTH. Y CBAaKOM KOpPaKy NeT/be BPIIMMO KOHCTAHTaH Opoj JOAATHHUX orepanyja (axypupame
30Mpa 1 MUHIMyMa) U CJIOKEHOCT OBOT anroputMa je juueapsa 1j. O(n). IlpumeTnmo u a je MeMopHjcKa ClIoxke-
Hoct oBor pemierha O(1), jep TOKOM HHKPEMEHTAHE 00pajie HeMa MoTpede MAMTUTH BPeJHOCTH CBUX TPAHCAKIHja
y HH3Y.

3aparak: CerMeHT aaTor 30upa y HU3Yy HeJux d0pojeBa

Hanwium nporpam koju 3a 1aTu HU3 Lieiux OpojeBa oapehyje Opoj Hempa3HUX cerMeHara y3acTOIHUX eJleMeHaTa
HU3a YUju je 30Mp jedHaK AaTOM Opojy.

Vna3: Ca crangapaHor ynasza ce y NpBOj JIMHUjU YHOCH TpaxkeHa BpeqHocT 30upa z (1ieo dpoj —10000 u 10000),
3aTUM, Y HapeAHO] JuHUjU auMen3uja Hu3a n (3 < n < 50000) u 3aTUM y HApeqHO] JIMHUjU eJIeMeHTH Hu3a (11eu
opojesu usmely -100 u 100, pa3nBojeHu pa3MakoM).

N3na3: Ha cranmapanau nsna3 ucnuimm Opoj cerMeHara Jju je 30Mp jeHaK 2.
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IIpumep

Vaaz Hznaz
11 7

10

12351-11532

Pememe
I'pyda cuna

JUpEeKTHO peliemne rpydoM CHIOM HOfpa3yMeBaslo O Ja ce MpoBepe CBH CErMEHTH Y3aCTONHUX ejleMeHara, J1a ce
3a CBaKM U3pauyHa 30Mp U Jia ce MPOBEPH Jia Jiu je Taj 30up jenHak TpaxkeHoM. CBU CerMeHTU ce Mory HadpojaTu
yraexxheHrM nembama, I7ie CrojbHa IeT/ba MpoJia3k Kpo3 JieBe KpajeBe cerMeHTa (¢ y3uma BpegHoctu o 0 ma 1o
n — 1), a yHyTpalIma rmeTsba Ipojia3u Kpo3 AeCHe KpajeBe cerMeHara (0 BpeJHOCTH ¢ ma 1o . — 1). 30up MoxkeMo
padyHaTH aITOPUTMOM CadMpama WM IPUMEHOM OMOIMOTeUKrX (PyHKIHja.

int brojSegmenataDatogZbira(const vector<int>& a, int trazenizbir) {
// broj elemenata niza
int n = a.size();
// broj segmenata trazenog zbira
int broj = 0;

// prolazimo sve segmente
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
for (int j = 1; j < n; j++) {
// izracunavamo zbir segmenta [i1, j]
int zbir = 0;
for (int k = 1; k <= j; k++)
zbir += a[k];
// proveravamo da li je zbir tog segmenta jednak trazenom
if (zbir == trazeniZzbir)
broj++;

return broj;

}

Anannsa ciaoxenoctu. CJI0KeHOCT OBOT IIPUCTYTIA je KyOHa y ofHoCy Ha aumensujy n Tj. O(n?). Haume, octoju
KBaJIpaTHU OpOj cerMeHaTa U 3a cadUparbe eleMeHaTa CBaKor OJ] IbUX IOTPedHO je JIMHeapHO BpeMe.

IperxonHa npoleHa je u3BplIeHa MPWIMYHO TPydo, jep MaKo je CIOKEHOCT caduparba CerMeHTa JIMHeapHa, HUCY
CBM CETMEHTH AyXuHE N, MelyThM, U pelin3Hrja aHaIm3a he oBecTH 10 UCTOT pe3yiaTaTa. YHyTpallmkha IeTba ce
W3BpIIaBa j — ¢ + 1 ImyTa TOJMKO ITyTa Ce BPIIM olepanyja caduparma), ITO OATOBapa Oy XKUHU cerMeHTa. CrosbHe
newbe Koje Habpajajy cBe cerMeHTe Hadpajajy jelaH CerMeHT JyKHHE 1, Ba CETMEHTa Ty )KUHe 1 — 1, TpU cerMeHTa
IyXuHEe N — 2, ... U n cerMeHara ayxute 1. 3Hauu j1a je 6poj Kopaka jeqHak 1 -n+2-(n—1)+3-(n —2) +
...+ (n—1)-2+n-1. Jakie, cermenara ayxude k uma n — k + 1, 11a Baxu Jia je mpeTxoqHu 30Mp jeHaK

- " - nn+1) nn+1)2n+1)
k(n — = . — 2 . —
S kn—k+1)=(mn+1)-> k=Y kK =(n+1) 5 :
k=1 k=1 k=1
OBo je pena BevMunHe %3 — % = %3, urro je O(n?)

HNukpemeHTaJHO pauyHame 30upa cermeHara

Aunroputam rpyde cuie Koju IIoCedHO padyHa 30Mp CBaKOI CErMeHTa ce MOKe YHAIPeIUTH aKko ce 30MpOBU pauyHajy
WHKPEMEHTAJIHO Tj. aKO Ce MCKOPHCTH UMIbEHMIA Jla ce 30Mp CBAKOT CErMEHTa KOju ce 100Mja MPOIIMPHBAEM
MIPETXOJHOTI CETMEHTa jeJHUM €JIEMEHTOM MOXKE JIAKO M3pauyHaTH Ha OCHOBY 30Mpa IMPETXOAHOI CErMEHTa, TaKo
IITO ce 30Mp MPETXOAHOT cerMeHTa yBeha 3a Tekyhu esnemenT Huza. Ty uaejy cMO BUAENH, Ha TIPUMEp, Y 3aJaTKy
Hajsehu 30up npedukca.
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Hakne, orner MoxkeMo HabpajaTh CBe CerMeHTe yrHex[EeHUM IeT/baMa, Ha MOYETKY TeJla CHOJballlibe MeTbe 30Up
WHMLHMjaIU3y JEMO Ha HyJly, y YHYTPallbOo] NeT/bU 30Mp yBehaBaMo 3a eJIEMEHT a; U, aKO je OH jeJJHAK TPaKEeHOM,
UCIHMCY jeMO MHJIEKCe HHTepBaa [4, j].

int brojSegmenataDatogZbira(const vector<int>& a, int trazenizbir) {
// broj elemenata niza
int n = a.size();
// broj segmenata trazenog zbira
int broj = 0;

// prolazimo sve segmente
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// zbir segmenta [1, j]
int zbir = 0;
for (int j = 1; j < n; j++) {
// 1zracunavamo zbir segmenta [i1, j] na osnovu zbira segmenta [i, j-1]
zbir += a[j];
// proveravamo da li je zbir tog segmenta jednak trazenom
if (zbir == trazenizbir)
broj++;

return broj;

}

Anasmza ciaoxeHoctH. OBUM je M30erHyTa JMHeapHa CJIOXEHOCT 3a M3padyHaBame 30Mpa TPEeHYTHOT MHTEpBasa
Tj. Jla ce 30Mp CBaKOT HapeJHOT MHTEpBaJIa 1001ja y KOHCTAHTHOM BPEMEHY, TaKO JIa je CIOKEHOCT LIeJIOT aJITOPUTMA
pe/lyKoBaHa Ha KBazpatHy Tj. O(n?).

Orner Ou ce Nperu3HujoM aHAIU30M JI0OMO UCTH pe3yiartar. Haume, cBu 30MpOBU cerMeHaTta KOju MOYMEbY Ha TMO-
sunyju 0 padyHajy ce moMohy n cadupama, 30MpOBU CerMeHaTa KOju MOUMiby Ha MO3ULUjU 1 padyHajy ce moMmohy

n — 1 cadupama uta. YkynaH Opoj cadupama je, gakie, 1 + ... +n = "("TH), urro je O(n?).
3ajaTak ce, MOXe PEelIUTd U Jocta e(pUKacHHUje 0] OBOTa.

Bugu gpyiauuja pewersa 080t 3agaitika.

3aparak: Cyma pena

Hpyrapuie cy kpeHysle Ha Kim3ame. V3HajMue cy KiM3abke, Majlo ce Kin3aje, a OHIa OJJIy4YrIe Jla ce OKpere
y3 ToImM 4aj. M3yie cy ce, cTaBuiie KiIM3ajbke Ha TOMILTY, ali Cy 3adOpaBuMile Jla 0desIexe Koje KInM3abKe Cy uuje.
IMomito cBe nMajy HOI'y BeoMa CIMYHE BEIMYUHE, IOTOBOPIJIE CY Ce [a Hije HA Ba)KHO, HETO [ja CBaKa MOXe Jja y3Me
OUJI0 KOjU Map KJIM3a/bKU ca romuie. M3padyHaTu KosMKa je BepoBaTHONA Ja HUjelHA Off BUX HUje A0OMIa UCTe
KJIM3aJbKe KOje je KOpUCTUIIA TTpe May3e 3a 4Yaj, aKo ce 3Ha Ja ce Ta BepoBaTHOha MoXe U3padyHaTH Kao 1 — % +

T (—n1!)"’ rfie je n 6poj Apyrapuia.

VYaa3: Ca crangapaHor ynasa ce yuutasa opoj apyrapuna n (2 < n < 20).

N3na3: Ha cranmapanu nsnas3 UCIMCATH TpaXeHy BepoBaTHONY, 3a0KpykeHy Ha 14 menmmaia.

IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz

2 0.500000000000000 10 0.367879464285714
Pememe

N3pauynaBame cBakor cadupka 3acedHoO

JlipeKTaH HauMH Ja ce U3padyHa TpaxkeHa BepoBaTHONa je Jla ce n3padyHa 30up cepuje dpojeBa koja ce JoOuja Tako

_1)k .
mTo ce 3a cBako k ox 0 10 n U3padyHa BpeaHOCT ( kl!) . Crenten (—1)* ce Moske u3pauyHaTH (DyHKLIMjOM POW MU
ce MoXe OJIpe/IUTH TpaHarmeM, TommTo je (—1)* = 1 3a napue Bpeanoctu k u (—1)¥ = —1 3a HemapHe BpeHOCTH

k. ®akrtopujen k! ce Moxe u3padyHaTH MHOXeHeM cepuje Opojesa of 1 1o k.
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// faktorijel broja n
double faktorijel(int n) {
double p = 1.0;
for (int 1 = 2; 1 <= n; i++)
p*=1;
return p;

}

// verovatnoca da nijedna devojcica nije uzela iste klizaljke:
// zbir 1 - 1/1! + 1/2! + ... + (-1)"n/n!
double verovatnoca(int n) {
double p = 0.0;
for (int k = 0; k <= n; k++)
p += pow(-1, k) / faktorijel(k);
return p;

}

Anamm3a ciaoxxenocrn. V3pauyHaBame k-tor cabupka 3axteBa O (k) orepanuja, ma je 3a cabuparse n cabupaka
norpedHo Bpeme O(n?).

NHkpeMeHTaNHO M3padyHaBame cadupaka

EduKkacHuje pelieme ce Moxke J0OUTH aKo ce YOuM Ja Opojeru 1 = (_0—1,)0, —1= (_11,)1, z= (_21,)2, -5 = (_3—1,)3
WTJ. 4YMHE BeoMa NPABUJIHY CEPUjy Y KOjOj Ce CBAKM HAPEJHM WIAH MOKE JOOMTH MHKPEMEHTAIHO, MHOKEHEM
npeTxoaHor WwiaHa Bpenomhy — 1. Jlakie, y OBOM 3aJaTKy Ce KOPHCTH Kako MHKDEMEHTAIHOCT CepHje Napiu-
jaHux 36MpoBa (y CKJIOMY aIrOpUTMa cabuparba), TAKO M HHKPEMEHTAIHOCT Cepyje CaMHX cadMpaka, KOjH Cy 3a-

TPABO NAPLMjaJIHA POM3BOM NIPABUIIHE Cepuje — 1, —%, —%, —+, ... Ako ca z, obenexumo cadupax k, Taga je
(=1°

0!

p 1
=1, 00K je 11 = —% - Tk

Tro =

Tokom mMIuIemMeHTanje hemo onpxaBaty qBe mpoMeHsbuBe. [IpBa hie ma mpencrapiba 30up 10 cana cadpaHuX cadu-

_1)0
paka, a apyra Tekyhu cabupax. 30up u Tekyhu wian nHHIMjam3oBahieMo Ha BpeaHocT 1 (To je BpeaHocT ( 01!) ). Y
CBaKOM KOpaky IeTbe Y K0joj k y3uma BpeaHocTd of 1 1o n Tekyhu wiaH hemo axypupaTé MHOKEHEM ca BPEeJHO-
nthy —% u ponaBahemo ra Ha 30up. HakoH 3aBpiieTka nembe, 30up he cagpxkaru TpaxxeHy BepoBaTHONy Kojy hemo

WCMHCATU Ca TPaKEHUM OpojeM JelrMana.

Hanomena. Jlodap caBeT NpUIMKOM M3padyHaBama 30MpOBa OBOT THIA je Ja Ce U3pauyHa KOJMYHUK JIBa CyceIHa
cadMpKa 1 [1a ce IIPOBEpPH 1A JI Ce OH MO’K/Ia BEOMa jeIHOCTABHO M3padyHaBa y (pyHKIMjU of k (Y OBOM CIIy4ajy Taj
KOJIMYHUK je _71). YMecTo Konn4yHMKa, Moryhe je KOPHCTUTH U Pa3jIiKy [Ba y3acTOIHA cadupka.

// verovatnoca da nijedna devojcica nije uzela iste klizaljke:
// zbir 1 - 1/1! + 1/2! + ... + (-1)"n/n!
double verovatnoca(int n) {
double p = 1.0;
// tekuci element zbira (-1)"k/k!
double xk = 1.0;
for (int k = 1; k <= n; k++) {
// izracunavamo sledeci clan mnozenjem prethodnog sa -1/k
xk *= -1.0/k;
// dodajemo ga na z
p += xk;
}

return p;

}

AHanm3a cioxeHocTH. V3pauyHaBarme k-Tor cadupka Ha OCHOBY mpeTxoaHor 3axteBa camo O(1) onepanwja, ma
ce M3pauyHaBarbe 30Mpa n cabupaka Bpu y Bpemeny O(n). [Homyiie, y OBOM 3aJaTKy n je Beoma Maid dpoj,
TIa ce Ha 0Baj HAUYMH He TOCTHKE 3HA4ajHO yOp3ame, aJli y JPyruM CIMYHUM 3alaliMa ONTUMH3allija Ha OCHOBY
MHPEMEHTATTHOCTH MOXe OUTH BEOMa 3HavajHa.

HMoxa3 kopektHoctH. Ko kenm na 3na Bume?

Ha xpajy, odpasnoxumo 1 kKako ce gonuio 10 (opmyse Koja je y 3amaTky gara. [lepMyranyje y KojumMa HU jenaH
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eJIeMeHT HHje Ha CBOM MeCTy ce HasuBajy JepaHkmaHd. Hbuxos Opoj je moryhe ogpenutit Ha OCHOBY (hopmyre
YKJbyUMBama-UCKJbyurBama. PazMoTpuMo ckyn nepmyTanuja og 4 enemenTa. Hbera unHe nepmyranuje 1234, 1243,
1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431, 3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 4123, 4132,
4213, 4231, 4312, 4231 ox yera cy nepanxkmanu 2143, 2341, 2413, 3142, 3412, 3421, 4123, 4312 u 4321. YkymnHo
nepmyTtanuja uMa 4!. Op tor dpoja Tpeda onysetr Opoj mepmyTalyja KojuMa ce dap jenaH eJeMeHT Hajla3u Ha CBOM
Mecty. MoxeMo pa3mMarpaTy epMyTalyje y KojuMa ce 1 Hala3y Ha CBOM MECTY, a OCTaJIN OPOjeBH Cy IPOU3BOJHHO
ucriepMmyToBanu (1o cy 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432), y Kojuma ce dpoj 2 Hasla3u Ha CBOM MECTY, a OCTaJIN
OpojeBu cy MpOM3BOJBHO MCIiepMyTOoBaHM (To cy 1234, 1243, 3214, 3241, 4213, 4231), y xojuma ce Opoj 3 Hanazu
Ha CBOM MECTY, a OCTaJii OpPOjeBH Cy MPOU3BOJLHO UcTiepMyToBaHM (To cy 1234, 1432, 2134, 2431, 4132, 4231) u
OHe Y KojuMa je 4 Ha CBOM MECTY, a OCTaJIi Op0ojeBH Cy MPOU3BOJHHO UcTiepMyTOBaHu (To ¢y 1234, 1324, 2134, 2314,
3124, 2314). Boux uma 4 - 3. IIpeoctase nepMytanmje Cy AepaHXMaHU U OpOj AepaHXMaHa ce MOKE JOOUTH TaKo
IITO ce OJ YKYITHOT Opoja mepMyTaliija ogy3Me Opoj OHHX MepMyTalpja Koje (puKcupajy HeKu eeMeHT. [Ipodiem
HacTaje 300r Tora IITo Cy HeKe IepMyTalyje OpojaHe BHIIe IyTa (Ha mpuMep, nepmyTtanuja 1243 je dpojaHa u'y
OKBUpY MepMyTallyja Koje eJeMeHT 1 ocTaB/bajy Ha CBOM MECTY U Y OKBUPY IIEpMyTallija Koje ocTaBbajy Opoj 2 Ha
cBoM Mecty). [lepmyTanuje koje cy OpojaHe dap ABa IMyTa Cy OHE KOje OCTaB/bajy HEKa JBa €JeMEHTa Ha CBOM MECTY.
Axo cy To eneMeHTH 1 1 2, To cy nepmyTanuje 1234 u 1243, axo cy To enementH 1 u 3 To cy nepmyrauuje 1234 u
1432, ako cy To enemenTu 1 1 4 1o cy nepmytaumje 1234 u 1324, ako cy To esieMeHTH 2 1 3 TO cy iepmyTtanuje 1234
n 4231, axo cy 1o enemeHTH 2 U 4 To cy nepmytauuje 1234 u ako cy To exemMeHTH 3 u 4 To cy nepmyTtanuje 1234
u 2134. TlapoBa eieMeHaTa UMa (;1) = 6, a cBaKM O] BUX Jaje JBe nepMmyTanyje. HbruxoB dpoj MoxkeMo oxy3eTH
on Opoja mepmyTaiyja ca (PUKCUpaHUM jeJHUM eJIeMEHTOM, v je mpodieM ja ce Melly mbHUMa Heke repMyTaliyje
TIOHaBJbajy TAKO J]a CMO OH/IA OJIy3€JIM BHUILE HEro mro je norpedHo. Ilepmyranje koje ce moHaBsbajy BHILIE ITyTa Cy
oHe Koje (pukcupajy 3 enemenra. Koja rog na cy Tpu efieMeHTa y nuTamy TO je nepMmytanuja 1234. Tpu enemenra
MOXEMO 0JadpaTy Ha (3 = 4 HauyMHa Tako ja Tpeda noxatu 4 nepmyrtanmje. MehyTum, Tama je mepmyTanyja Koja
¢uxcupa cBa 4 eeMeHTa ypadyHaTa JBa IMyTa, TAaKO J1a by Ha Kpajy Tpeda oxy3etu. lakie Opoj IepaHkMaHa jeJHaK
jedl—4-31+6-21—4-114+1=24-24412-44+1=9.

OBOM JIOTMKOM JI0JIa3UMO JIO TOTa Jia ce 6p0] A€paHKMaHa MOXKE U3pavyHaTUu Kao

nl — (’f) (n—1)! + (’2‘) (n—2)l — ...+ (—1)L (n " 1) 1+ (=1)"

3ato je BepoBaTHONha Ja ce HACYMHUYHO ofadepe JepaHKMaH jelHAaKa KOJUYHUKY Opoja JepaH:KMaHa U YKYIMHOT
dpoja nmepmyrarmja. [ommro je (Z) = Wlk)' nodujamMo

! = et (0= D gt (n = 2) 4 (D) g U+ (<)

n!

Tj.
_1yn—1 _1\n
-k +h— .+ o+ E

n

2.12.2 MWHKpeMeHTAJHOCT MUHIMYMA U MaKCUMyMa

W MuHUMYM 1 MaKCUMyM cepHje OpojeBa MpeAcTaB/bajy BeoMa BakHe U JyecTo KopuiiheHe craTucTuke. MUHIMYM
Tj. MaKCUMyM cepuje npedukca Tj. cepHje cydukca HM3a Takoie MOry Aa ce M3padyHaBajy HHKPEMEHTAIHO, LITO
J0BOIY 10 ehHKACHUjUX pellIerha.

3aparak: Hajoomu “cadmur”

TakMuyap je TOKOM MHTEPrajJaKTUYKOT MIAMIIMOHATA y MPOrpaMHparby Clao Ha OLCHUBAKE jeIaH 3aJaTak BHIIE
nyra. Bpoj moeHa koje TakMuyap oOHja 3a 3aJaTak ce padyHa Tako LITO ce opedH HajBelin Opoj moeHa of CBUX
MojeIMHAYHMX cllama (miega ce “Hajdossn cadvut”). Hammmm mporpam koju oxpeljyje KOJIMKO je MoeHa 3a Taj
3aJaTak YYeHUK MMao HAKOH CBAKOr cliatba. [IOMITO Cy MHTEprajlakTHUKH 3aalld BEOMa TEeUIKH, OHH HOCe IyHO
MOeHA U TAKMUYapy MX YeCTO 11ajby BEJIMKH Opoj ImyTa.

Vaa3: Y npBoj JMHUjU CTaHJAPAHOT yia3a Hajla3u ce npupoaan opoj n (n < 50000). YV cnenehux n aMHUja Hanaze
ce pelIoM MOEHH KOje je YUeHHK JJOOMO 3a CBAaKO MOjeIuHaYHo ciame (0poj uzmehy 0 u 100000).

M3na3: Ha crannapiHoM u3iasy MpuKasaTy 1 JIMHKUja KOje TPUKa3yjy KOJIMKO je MOeHa 3a Taj 3a/1aTak yIeHUK IMao
HaKOH CBAaKOT CJIamba.
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IIpumep

Vaaz Uznasz
5 3

3 3

2 4

4 4

1 5

5

Pememe

3a cBaky MO3WIIMjy ¢ Y cepuju dpojeBa je moTpedHO oapennuT Hajeehu Mely cBuM OpojeBuMa o1 MovYeTKa cepuije,
3aKJbYYHO Ca TPEHYTHHM €JIEMEHTOM m; = max (ag, - - . , 4;).

I'pyda cnia

HauBHu HauMH 1a ce To ypaju je Jia ce pe3yJITaTy CBHX CJlarba YUY Y HU3, a 3aTHUM J1a Ce 3 CBaKy No3utiyjy ¢ o 0
1o n — 1 ogpeny M ucnmie MakcumyM m;. OapehuBame MakcMMyMa ce MOXe YPaJIUTH yOOUdajeHUM ajrOpUTMOM
onpehuBama Makcumyma cepuje Opojesa.

Anainza ciaoxenoctu. OBO pelemne je PINYHO HeeUKAcHO (MMa KBaJ[paTHy CJIOKEHOCT y OJHOCY Ha Opoj
cnama, 1j. crnoxenoct O(n?)).

int n;

cin >> n;

vector<int> poeni(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> poeni[i];

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int maxPoena = poeni[0];
for (int j = 1; j <= 1; j++)
if (poeni[j] > maxPoena)
maxPoena = poeni[j];

cout << maxPoena << endl;

Budimoreuke (pyHKIHUje - CKPIBEHA CJIOKEHOCT

MakcumyM Jiena Hu3a MOKEeMO OJpeIuTU U OudIMoTeukoM (pyHKIUjoM. Y je3uky C++ MOkeMO ynoTpeduTH pyHK-
ujy max_element.

AnaJsm3za cjokeHocTH. Mako cajia mporpam nma camo jeHy neTby, y (PyHKIUjH 32 U3padyHaBambe MaKCUMyMa je
CKpHBEHa JIMHeapHa CII0KEHOCT, N YKyIHa je cioxkeHoct O(n?).

for (auto it = next(begin(poeni)); it <= end(poeni); it++)
cout << *max_element(begin(poeni), it) << endl;

M HKpeMeHTATHOCT cepuje NapiyjajHux MaKcuMymMa

Kipyunu yBup KojuM ce Moxe gohu 10 euKacHHUjer peliemha je Ja ce MPUIMKOM JOAaBamba HOBOT €IeMEeHTa MaK-
CHUMYM IIpOILIUpPEHEe CepHje 1M+ MOXe U3padyyHaTH Kpajie jeJHOCTABHO aKO je MO3HAT MAaKCUMYM m; Cepuje mpe
npormpewma. Haume, ako je mo3HaT dpoj noeHa TakmMuuapa rnpe Tekyher ciama 3aaTka, Kaja ce ojpeau dpoj noeHa
y TOM CJlaly, MAKCUMYM ce Wi yBehaBa (ako je y TekyheM ciamwy ocTBapeH HajBehu Opoj rmoeHa o Tajia) Wid ce He
Mema Tj. M;4+1 = max(m;, a;+1). [IOUeTHH MaKCUMyM MOe OMTH MOCTAB/beH WM HA [IPBU €IEMEHT Hi3a (BaXu
Ia je mg = ag), WIH, MOIITO Cy CBU €JIeMEHTH HEHETaTHBHH, Ha HyJNy (Baxu Aa je m_; = 0). [lakie, mpuHIMAI
WHKPEMEHTATHOCTH KOjU BaKU 3a MaplyjayiHe 30MpoBe, BaXW U 3a MaplyjaiHe MakcuMyme. MHKpeMeHTaHO u3-
padyHaBame cepuje napuujaHux 30upoBa (30upoBa npedukca) OMUcaHo je, Ha rpuMep, y 3agatky Hajsehu 30up
npedukca.

Hakie, y 3aaTKy ce MpuMemyje KJIachuyaH aJlropuTaM ofipehuBara MakcuMyMa cepuje OpojeBa, ajiu ce y CBaKoM
KOpaky Mcnucy je Tekyha BpeTHOCT MaKCUMyMa.

Anamu3a ciaoxkenocru. Maunmjamsanuja ce Bpum y Bpemery O(1) v cBaku HOBM MAaKCHMYM Ce OJf IIPETXOJHOT
noduja y Bpemeny O(1), ma ce n MakcuMyMa u3padyHaBa y yKymHoM BpemeHy O(n). OBO pelieme He y4nTaBa
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HCTOBPEMEHO CBE eJIeMeHTe y Hu3, ma je MeMopujcka cioxkernoct O(1). Ca mpyre crpaHe y OBOM pellieiby ce Hau-
3MEHHYHO yUHMTaBajy U MCOHCYjy OpojeBy, mTo y je3uky C++ 3axTeBa Ja ce OMONIMOTEKa 3a yJjia3 ¥ u3Jia3 IOCedHO
nojiecy, Aa OU ce NCKJbYUUJIO CTAJTHO Mpaxere dadepa, Koje ycrnopasa mporpam (JOBOJbHO je HaBecTH cin.tie(0)
n ymecto endl kopuctutu '\n'.

ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
int n;
cin >> n;
int maxPoena = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {

int poeni;

cin >> poeni;

if (poeni > maxPoena)

maxPoena = poenti;
cout << maxPoena << '\n';

3anarak: [loryien Ha peky

V jemHoj ynuIm Koja ue Ka pery Hanase ce pasHe Kyhe u srpane. MIHBecTuTOp dMpa JOKAIMjy Ha KOjOj OM M3Tpagno
BUILIECIIPATHULLY, TAKBY Ja C€ Ca HEHOT MOCTeber ClpaTa BUIM peka. 3aTo OHa Mopa OuTH BuIlla WM dap jenHa-
K€ BUCHHE O]l CBUX MocTojehunx 3rpaga o omadpaHe JoKanyje A0 Kpaja yaune. Hamuimm rmporpam Koju 3a cCBaky
JIOKauujy y Toj yauuu oapelyje MUHUMalHy BUCUHY HOBE BHIIECITPATHHLIE.

VYaa3z: V npBoj IMHUjU cTaHIapAHOT yia3a Hanasu ce npupogan opoj n (n < 50000). V cnepehux n MHUja Hamase
ce pejioM BHUCHHE CBHUX 3rpajia 1 Kyha o modeTka o Kpaja yJIuie.

N3na3: Ha cranmapanom u3na3y nprkasaté n OpojeBa (CBaKHM y TIOCEOHOM pefy) KOju MPUKa3yjy TpakeHe BUCHHE.

IIpumep

Vaaz Hznasz
5 23

13 23

23 17

11 17

17 13

13

Pememe

3amarak 3axTeBa Ja Ce 3a CBaKy IO3MIM]y ¢ y HU3Y OJpead MaKCMMyM CBUX eJleMeHaTa of Te TIO3UIHM]E Ta [0 Kpaja
Hu3a (1j. Ja ce ompean m; = max(d;, ..., an_1)).

ITpumeTnMoO J1a ce OBl 3aXTeBa pauyHame MaKCUMyMa cepHje cy(HKca HU3a, IITO je 3allpaBo BeoMa CIMYHO U3pa-
YyHaBamby MakCUMyMu cepuje npedurkca Hu3a. M3pauyHaBame cepuje MakcuMyMma MpeuKca HU3a OMHCAHO je y
3anaTky Hajoossu “cadbmut”.

I'pyda cuaa

JvpeKkTaH, HAMBHU MIPUCTYII [a CE TO ypaaH je Ja ce y CIOJbHO] EeT/BH TI0 ¢ Mposiasu Kpo3 nosutje oq 0 gon — 1, a
Jla ce y YHYTpaIllih0] NeT/bU KOja MpoJia3u No3uligje of ¢ 10 n — 1 oapelyje MakcumyMm m,; (TpUMEeHOM yoOu4ajeHor
anropuTMa ofipehuBama MakcUMyMa Tj. MUHMMyMa cepuje eleMeHara). Makcumyme heMo ynucuBati y HU3 (TO
MOXe OUTH M OPUTMHAIHY HU3) U Ha Kpajy MCIMCATH Y TPaKEHOM Pe/loCIIey.

Anainza caosxkeHocrn. [lomro ce 3a cBaku cyukc ayxune off 1 10 n onpehyje MaKCUMyM y JIHHEApHO] CloXke-
HOCTH, YKYITHa CJIOKEHOCT oBor npuctyna je O(n?).

NHkpemeHTanHOCT

U 3a cepujy MakcumyMa pactyhux cydukca Hu3a Baky MPUHLIMI MHKPEMEHTAIHOCTU. MakcuMyM ejleMeHarta Koju
TOYMIbY HA TIO3HMLIM]H ¢ MOXKE Ce JIAKO OAPEIUTH aKo ce Beh 3Ha MaKCMMyM eJleMeHaTa KOju MOUMibYy Ha MO3ULHjU
i+ 1. Hanme, Baxu 1a je m; = max (a;, m;y1). VHANMjaM3a11jy MOKEMO U3BPLIMTH OWIIO HA OCIE/bY €IEMEHT
cepuje (BaXH My_1 = Gy_1), OWIO HA HYJTy, jep Cy CBU €JI€eMEHTH HEHETaTUBHHU (BaXH My, = 0).
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3ajaTak pemasamo Tako IITO y HET/bHY IMPOJIa3UMO KPo3 HU3 Y OOPHYTOM pefociety, Kpehyhu ce of rmocnener wiana
HHU3a (KOjU je MHIOeKcHpaH ca n — 1) 1o mpBor wiaHa (Koju je nHaekcupad ca (). MakcuMyM MHUIMjaIn3y jeMo Ha
HyJy. Y CBakoM MpoJjia3dy Kpo3 MeT/by, aHAIM3KMpa Ce BPeJHOCT TeKyher eJleMeHTa Hu3a KOju ce nopeau ca Tekyhum
MakcUMyMoM. AKO je BpegHocT Tekyher esiemeHTa Hu3a Beha o Tekyher MakcuMyMa (KOju y CTBapH MpejcTaBiba
MaKCUMaJlaHy BpeJHOCT eJieMeHaTa AeCHO of Tekyher), HOBM Tekyhu MakCUMyM MocTaje dalll Taj 4wiaH Hu3a. JenaH
MIPOdJIEM Ca OBHMM pEIIEHEM je IITO e MaKCHMYyMH ofipellyjy Y CYNpOTHOM peJlociieny Ol OHOT KOjU je MoTpedHO
UCIIICAaTH. 3aTo je Mpe HCIica MOTpedHO yNaMTUTH UX. JenHo permere OM OWIo Ja ce OHM MaMTe y HOBOM HH3Y.
AKO He XeJIMMO Jla aHraxyjeMo A0JaTHY MEMOpPHjy, MOKEMO MPUMETUTH Ja Ce HAKOH oApehuBama MakcHMyMa
m,; eJIeMeHT a,; Hehe BUIlle aHATIM3UPATH, 1A Ce M,; MOXe YIHUCATh Ha MECTO ejleMeHTa a,;. Ha kpajy, ucnucahemo
eJleMeHTe HU3a Y KOjU CMO CMECTHJI MaKCMyMe O TIOYeTKa.

// maksimalni element od pozicije 1 do kraja niza
int max = 0;
for (int i =n - 1; 1 >=0; 1--) {
// ako je tekuci element veci od maksimalnog iza njega, onda je
// potrebno azurirati maksimum
if (a[i] > max)
max = a[il];
// belezimo vrednost maksimuma (koristimo slobodno prostor niza a,
// jer nam vrednost a[i] vise nece biti potrebna)
a[i] = max;

}

Anamm3a cjoxkeHocTH. [lomTo ce caga cBakM MaKCHMyM ofpeljyje Ha OCHOBY NPETXOIHOT Y KOHCTAaHTHO] CIIOXe-
HOCTH, YKYITHa CJIO)KEHOCT ofpeljuBarba CBUX 1 MaKCUMyMa je uHeapHa 1j. O(n).

Hanomena. IlpumerrMo Ja 1 30upoBHU CyhbUKca MMajy CBOjCTBO MHKPEMEHTATHOCTH.
2.12.3 HHKpPEeMeHTAJHOCT - 0CTaJjle CTATHCTHKE

3aparak: Pyrep

Hyx jemane ynuile cy paBHOMepHO pacriopeleHe 3rpaje (pactojame u3Melly cBake JIBe Cyce/iHe je jeIHAKO). 3a CBaKy
3rpajy je Mo3HaT Opoj KOPUCHUKA KOje HOBH J100aB/bau UHTEpHETa Tpeda Aa nosexe. OApeaAnuTH Y KOjy ofl 3rpaaa
Tpeda IMOCTaBUTH PyTep TaKo Jia OM YKYIHA JyKHWHA ONTHYKKUX KadJIOBA KOJUM Ce CBaKU OJ] KOPUCHUKA MOBe3yje ca
pyTepoM Omiia MUHMMAITHA (padyHaTH caMo JyXKUHY KadJloBa Off 3rpajie 10 3rpajie M 3aHEeMapHUTH JyXKUHEe YHYTap
3rpaja).

Vaa3: V npeoM pefy cTaHAApAHOT y/iasa Hanasu ce opoj n (1 < n < 10°), a y HapeaHOM 1 IPUPOJHHUX Opojesa
Pa3ABOjEeHMX pa3MalMa KOju MpecTaB/bajy Opoj KOPUCHUKA Y CBAKO] Ofl M 3rpaja.

HU3aa3: Ha CTaHJapAHU U3J1a3 UCIIMCATU MUHUMAJIHY NYKUHY KaoJoBa.

IIpumep

Vaaz Hznaz
6 30
351624

Pememe
I'pyda cuaa

HausHo pememe 61 noppasymMeBao Ja ce u3pauyHa dyKHHa KadJoBa 3a CBaky Moryhy nos3unujy pyTepa u jia ce oga-
depe HajMamu. [la dricMo M3pavyHaM TyKUHY KadJloBa, ako je pyTep V 3rpajiv Ha TO3UIHjU k, padyHaMo 3alpaBo
30up

n—1
Z |k — Z| s Ag,
=0

Iae je a; Opoj KOPUCHUKA y 3TPaH 1.

long long minDuzinaKablova(const vector<int>& broj_stanara) {
// broj zgrada
int n = broj_stanara.size();
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// minimalna duzina kablova
long long min_duzina_kablova = numeric_limits<long long>::max();
// obradujemo sve zgrade od 1 do n-1
for (int k = 0; k < n; k++) {
// duzina kablova ako je ruter u zgradi broj k
long long duzina_kablova = 0;
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)
duzina_kablova += (k - 1) * broj_stanara[i];
for (int 1 = k+1; 1 < n; i++)
duzina_kablova += (i1 - k) * broj_stanara[i];

if (duzina_kablova < min_duzina_kablova)
min_duzina_kablova = duzina_kablova;

}

return min_duzina_kablova;

}

Anamm3a cioxeHocTH. CBakM TEKUHCKH 30Mp MOKeMO u3pauyHatu y Bpemeny O(n), ma MOIITO Ce MCIIUTY]e 7
no3uuja, aroputam je cioxeroctu O(n?).

Pememe Ha OCHOBY NPpUHIIAIIA THKPEMEHTAJTHOCTH

MHoro doJbe pellierhe U JIMHEAPHU ATTOPUTAM MOKEMO JOOUTH aKO MPUMEHUMO MPUHIIUIT UHKPEMEHTATHOCTH U
n30EerHeMo pauyHambe y CBAaKOM KOpaKy M3 MoueTka. PazMoTpuMo Kako ce dyKHMHa KadlioBa Merwa Kaaa ce pyTep
nomMepa ca 3rpaje k Ha 3rpagy k + 1.

HyxuHy kadnoBa 3a pytep y 3rpaau k + 1 modujamo of qykiHe KadIoBa 3a pyTep y 3rpaau k Tako IITO Ty NYXUHY
yBehamo 3a yKynaH Opoj craHapa 3akJ/by4YHO Ca 3rpaJioM k 1 yMamUMO je 3a YKYIaH Opoj craHapa MOYEeBIIY Of] 3rpajie
k + 1. To je 3armpaBo MHTYUTUBHO MMPUJIMYHO JaCHO U O3 KOMIUIMKOBAHOT MaTeMaTUYKOr u3Bohema. [lomepamem
pyTepa 3a JyXuHY jeHe 3rpajie HaJeCHO, CBAKOM CTaHApy KOjH KUBU 3aKJbY4HO JIO 3rpaje k AayxuHa kadna ce
noBehasia 3a jeIHO pacTojame u3mely 3rpaga, a CBUM cTaHapuma oj 3rpaje k + 1 HaJecHo ce Ta qyKUHA CMarby je
3a jeJIHO pacTojame u3mehy 3rpajaa.

Joka3 kopekTHocTH. DOpMaNHO, MAaTEMAaTUYKH, TO CE MOXE MOKa3aTH Ha ciegehu HauMH. AKO je pyTep Ha
TIO3UINjH k, Tafa je qyXuHa KadJIoBa jeqHaka

k—1 n—1
dp =Y (k—i)-ai+ Y (i—Fk) a.
=0 i=k+1

Axo je pyTep Ha o3y k + 1, Taga je my’kuHa KadyioBa jeHaKa

k n—1
desr= (k+1-1)-a;+ Y (i—k—1) a.
=0 i=k+2

Paznuka uzmely Te nBe cyme jenHaka je

k k—1 n—1 n—1
dir — dj, = (Z(kj+1—i)-ai—2(kz—i)-ai>+<Z (i—k—1)-a;i— ) (i—/@)-ai)

=0 i=0 i=k+2 i=k+1
-1

=<4 <<k+1—z’>—<k—i>>-ai>+ak—ak+1+(i<<z’—k—1>—<z’—k>>-ai>

i=k-+2
k—1 n—1
= Zarkak—akq - Z a;
i=0

Y

i=k+2
k n—1
= Z a; — Z Q;
=0 i=k+1
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VkynHe OpojeBe craHapa Ipe M Mocie jAate 3rpaje MOXeMO Takolje pauyHaTH MHKPEMEHTAIHO (IPH Mpesiacky Ha
HapesHy 3rpajy, IpBu Opoj ce yBehaBa, a Apyru ymamyje 3a Opoj ctaHapa Tekyhe 3rpaze).

JaxJje, y mporpamy MOXeMO Jia TAaMTHUMO TPU CTBapH: HyKHHY KaOJoBa dj ako je pyTep Ha MO3WIUjH k, YKyNaH
Opoj cranapa prey mpe 3rpaje k (He ykJbydyjyhu m»y) ¥ yKynaH Opoj craHapa posler on 3rpane k (ykibydyjyhu
WYy) 10 Kpaja. Ha mouerky, kaga je k = 0, npBu 0poj dy MOpamMo eKCIUIMIMTHO M3payyHATH Kao Z?:_lli - G4,
Ipyru Opoj Tpeda MHUIMjaIM30BaTh Ha Hyy preg = 0, a Tpehu Ha yKynaH Opoj CBUX cTaHapa posley = Z?:_Ol a;.
3atuM 3a cBako k ox 1 1o n — 1 padyHamo prey = preg—1 + agx—1, posley, = poslex_1 — ap_1 U 3aTUM d}, =
dr_1 + prex — posleg.

IIpumep. VnycTpyjMo M3BpIIaBarke OBOT JITOPUTMA HAa MPUMEPY 3rpajia y KOjuMa KUBH peaoMm 3, 5, 1,6, 2, 4 cra-
Hapa.

k dk pre_k posle_k
0 53 0 21
1 38 3 18
2 33 8 13
3 30 9 12
4 39 15 6
5 52 17 4

IMpumernmo fa je Moryhe W3BPIIMTH ¥ MaJTy ONTHMH3ALMjy (ToAyIIe Koja Helie onpaBUTH ACUMIITOTCKY CJIOKEHOCT)
Ha OCHOBY MOHOTOHOCTHU HM3a dj, ¥ IET/bY IIPEKUHYTH YUM ce Opoj d mpBu myT noseha. Hamme, BpenHOCTH Y TOM
Hu3y he onazaty 1o TpakeHe MUHUMAJIHE BPEIHOCTH, HAKOH Yera he KpeHyTH Aa pacty. Y MpeTXOJHOM MpUMepy,
MOIJIM CMO 3aKJby4UTH Jla je MUHMMAJIHa Jyk1Ha KadioBa 30, 4uM ce y HapeITHOM KOpaKy Ta BpeJHOCT noBehasa Ha
39.

long long minDuzinaKablova(const vector<int>& broj_stanara) {
// broj zgrada
int n = broj_stanara.size();
// krecemo od zgrade 0
// ukupna duZina kablova ako je ruter u tekucoj zgradi
long long duzina_kablova = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
duzina_kablova += broj_stanara[i] * 1i;
// broj stanara pre tekuce zgrade
long long stanara_pre = 0;
// broj stanara od tekuce zgrade do kraja
long long stanara_posle = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
stanara_posle += broj_stanara[i];

// minimalna duzina kablova
long long min_duzina_kablova = duzina_kablova;

// obradujemo sve zgrade od 1 do n-1

for (int k = 1; k < n; k++) {
// azZuriramo brojeve stanara
stanara_pre += broj_stanara[k-1];
stanara_posle -= broj_stanara[k-1];
// azuriramo duz
duzina_kablova += stanara_pre - stanara_posle;
if (duzina_kablova < min_duzina_kablova)

min_duzina_kablova = duzina_kablova;

}

return min_duzina_kablova;

}

Anamu3a caoxenocru. Ilommro je u 3a jeany u 3a apyry ¢asy norpeduo Bpeme O(n), TO je YjeOHO CIOKEHOCT
OBOT" aJITOPHTMA.
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WHTepecaHTHO, YKYITHY MMOYETHY AYXHMHY KadJoBa MOXEMO M3padyHATH epUKacHO M Oe3 MHOXEHa, TaKo IITO Ha
30up mogaMo Opoj cTaHapa y MOCHeIh0]j 3rpaar, 3aTUM Opoj CTaHapa y MOCIebe JBe 3rpajie, 3aTUM Opoj cTaHapa
y TIOCIIeibe TPU 3rPajie U TaKo Jajbe, CBE JOK He JI0aMo OpOj CTaHapa y CBUM 3rpajiaMa OCHM IpBe.

3anarak: Hajsehu Te:xxmHCcKH 30Mp mocje NMKJIAYHOT TOMepamba

Hat je HU3 a menux dOpojeBa mykuHe n. [J03BOBEHA je oreparyja IUKJINIHOT TOMepamka Tj. pOTalldje HU3a YIeBO
3a jeIHO MECTO, OMepalijy MOKeMO MOHAB/BATH MPOU3BOJbaH Opoj myTa. Hammcatu mporpam kojuMm ce HajBeha
BPEIHOCT TEKMHCKOT 301pa

0-ap+1-a14+2-a2+3-a3+...+(n—1) a1,

o moxayiy 1234567 y TpancopMucaHOM HU3Y.

Vaa3: ¥V npBoj JIMHUjU cTaHAAPIHOT yja3a Hajmas3u ce mpupoaad dopoj n (1 < n < 50000). V cnegehux n quHuja
HaJlase ce PeIoM eNeMeHTH Hu3a a (esm dpojesu u3 uHtepsaa [0, 100]).

M3na3: Ha cranpapaHoM usnasy y jeqHOj JMHUjU NPUKA3aTH HajBehy BpeJHOCT TEKMHCKOT 30Mpa.
IIpumep

Vaaz Hznaz
3 13

5

4

1

Objawmrberve

Hajsehu 30up ce noduja HakoH poTanyje 3a JBa MecTa yJaeBo (Hu3 je Taga 154).
Pememe

I'pyda cuia

3agaTak MOKEMO PEIHTH TaKo IITO 1 — 1 MyT HU3 e(heKTUBHO POTHPAMO 32 IO jeHO MECTO YJIeBO, U3padyHaBajyhu
CBaKM MyT TeXKUHCKU 30U M3HOBA, Tpakehn MaKCMMyM M MO3UIMjy MAaKCHMyMa TaKO JOOMjeHMX TEKMHCKUX 30H-
posa. IlomTo ce TeXUHCKY 30UPOBU Y HallleM 3aJaTKy padyHajy 10 JaToM MOJyJLy mod, CBe ollepaliyje y IIpeTXoa-
HuM dopMyJiama Tpeda 3aMEeHUTH oroBapajyhum onepanujama no MoayJay (lbUX MOXKEMO Pealn30BaTH Y 3aCEOHUM
dyHKIMjaMa).

Ananmn3za ciao:xxeHoctH. Iomro dpoj onepanyja moTpedaH 3a U3pauyHaBamke TEKIMHCKOT 30Mpa JIMHEAPHO 3aBHUCH
Of1 yXWHe Hu3a n (CBaKM TEXHMHCKHU 30Up ce u3pauyHasa y cioxeHoctd O(n)), OBaj MPUCTYIT JOBOIU 10 KBAIpaT-
He CIoxkeHocTH anroputMa (citoxkenoctu O(n?)). Yak Mako OUCMO ONTUMHU30BAIM OPOj M3padyHaBara OCTATaKa,
niporpam he dutu HeepMKacaH ycies KBaJpaTHe CJI0KEHOCTH aJITOPUTMa U ITyHO ITOMeparba eJleMeHaTa HU3a.

// modul dat u tekstu zadatka
const int mod = 1234567;

// zbir brojeva x 1 y po modulu mod
int zm(int x, int y, int mod) {
return (x % mod + y % mod) % mod;

}

// ciklicno pomeranje (rotiranje) niza za jedno mesto ulevo
void rotirajUlevo(vector<int>& a, int n) {
int pom = a[0];
for (int 1 =0; 1 <n - 1; 1++)
a[i] = a[i + 1];
a[n - 1] = pom;
// moglo bi 1 rotate(begin(a), next(begin(a)), end(a));

// suma brojeva a[i]*1, za 1 od 0 do n-1, po modulu mod
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int tezinskizbir(const vector<int>& a, int n, int mod) {
int s = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
s = zm(s, 1 * a[i], mod);
return s;

}

// najveci tezinski zbir 0*a[0@] + ... + (n-1)*a[n-1] posle ciklicnog
// pomeranja niza ulevo
int maksTezinskiZbirNakonRotacije(const vector<int>& a) {
// kopiramo niz da bismo mogli da ga menjamo
auto acopy = 3a;
// broj elemenata niza
int n = acopy.size();
// maksimum inicijalizujemo na tezinsku sumu pocetnog niza
int maxTezinskizbir = tezinskizbir(acopy, n, mod);
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
// rotiramo elemente niza a za jedno mesto ulevo
rotirajUlevo(acopy, n);
// 1zracunavamo novu tezinsku sumu
int tekSuma = tezinskizbir(acopy, n, mod);
// azuriramo podatke o maksumumu, ako je to potrebno
if (tekSuma > maxTezinskizbir)
maxTezinskiZbir = tekSuma;
}
return maxTezinskiZbir;

}
N3deraBame poramnuja Hu3a

VYmMmecTo eekTHBHE poTanyje CBHUX elleMeHaTa Hu3a, epekaT oOmIacka HU3a KOjU je pOTHpaH 3a k MecTa yJIeBO
MO’eMO TIOCTUNH Tako MTo 0dmia3ak KpeheMo o mo3uuyje k, a 3aTUM y TIET/bH KOja UMa n UTepanyja ypehaBaMmo
Opojau3a 1, aym oBaj myT Mo MOAYJTY 1 (Kaja dpojad mocTaHe 1 BpeJHOCT My ce Bpaha Ha HyJIy IITO MOKeMO IToCcTUhH
OWJIO eKCITMLIMTHIM CIIMTHBAKEM BPEJHOCTH HAKOH CBakor yBeharma dpojaya, Ouno n3padyHaBambeM OCTaTKa MpU
JeJbeY ca n, HITO je CIOopUje Off TPaHaka, jep je U3pauyHaBame OCTaTKa MpH Je/bethy OOMYHO PesIaTUBHO CKyIa
orneparyja).

Ha ocHOBy orpannuema JaTix y TEKCTY 331laTKa, MAaKCHMaJIHa BPEAHOCT TEKMHCKOT 30Mpa ce MOCTHXe Kaja HU3
uma 50000 eremenara umja je spenHoct 100. Taga ce ca 100 MHOXU cBaku eneMeHT of 0 10 49999 u MakcuMaTHHA
TEXMHCKH 30up je jemHak 100 myTta BpegHOCT 30Mpa CBHX MpHpoAHUX Opojea mo 49999 mro je jemanko 100 -
w, o je oko 1.25 - 10! u craje y oncer 64-6utHor Tuna (y jesuky C++ 1o je Tun long long).
AKO Taj TUI yoTpedUMo 3a YyBame 30Mpa, OH/IA OCTAaTaK IPH [Je/beHhYy MOKEMO U3padyyHAaTH CaMo jeHOM, HAKOH
LIEJIOKYITHOT M3pavyHaBama 30upa, ynmMe ce 1oouja Ha epUKACHOCTH.

Anammsa cnoxenocrn. Mako usderaBamo poraruje, CBaka oj1 1 TEXUHCKUX CyMa Ce U3pauyHaBa 3acebHO y Bpe-
meny O(n), ma ciokenoct octaje O(n?).

// modul dat u tekstu zadatka
const int mod = 1234567;

// najveci tezinski zbir 0*a[0@] + ... + (n-1)*a[n-1] posle ciklicnog
// pomeranja niza ulevo
int maksTezinskiZbirNakonRotacije(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
long long maxTezinskizbir = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// koristimo tip long long, da ne bismo morali da izracunavamo
// ostatak posle svakog sabiranja, vec samo nakon izracunavanja
// celog zbira
long long tezinskizbir = 0;
int k = i;
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for (int j = 0; j < n; j++) {
tezinskizbir += a[k] * j;
if (++k == n) k = 0;
}
tezinskizZbir %= mod;
// azuriramo podatke o maksumumu, ako je to potrebno
if (tezinskizbir > maxTezinskizbir)
maxTezinskizbir = tezinskizbir;
}
return maxTezinskizZbir;

}

OHTHMHGIaIlP[ja Ha OCHOBY MHKPEMECHTAJHOCTHA

3agartak je moryhe pemmTi 1 MHOTO e(pHKaCcHHje aKo MPUMEHNMO ITPUHIMIT MHKPEMEHTAIHOCTH Tj. MpoHaheMo Ha-
YYH JIa TeXXMHCKH 30Mp TocyIe poTanyje eprkacHO n3pavyHaMo Ha OCHOBY ITO3HATOI TEKMHCKOT 30Mpa 1pe poTanuje.
MoskeMO YOUHTH /12 je y TeRKMHCKOM 30Mpy Iociie oMepamba yJIeBO CBaKM eJleMEHT HH3a, U3Y3eB IIPBOT eJleMEeHTa
a0, jellaH IyT Marbe YKJbYUeH HETo Ipe MoMeparma, a IPBHU eJIEMEHT je YKibydeH n — 1 myT. Odesnexumo ca z; TeKUH-
CKM 30Up J10OMjeH NPUIMKOM IIOMeparba MoJIa3HOT Hi3a YJIEBO ¢ IyTa, a ca z KJlacudyaH 30Mp CBHX eJleMeHaTa HH3a.
IIpema Tome Baxe cienehe jeqHAKOCTH:

20 = 0~a0+1~a1+2~a2+...+(n72)~an_2+(n71)~an_1
z1 = 0car+1-a0+2-a3+...+(n—2)-ap_1+n—1)-ao
zo9 = 0-ag+1-a3+2-a4+..4n—2)-ap+(n—-1) a1

Zn-1 = 0-ap1+1l-ap+2-a14+...+n—2)-an3+(n—1) an_2

z=ag+ay+..+ap-2+an-1

HpI/IMeTI/IMO J1a BaXu

20 — 21 at+a+...+a,_1—(n—1)-ap=2z—-n-ag
z21—2z2 = as+taz+...+ag—(n—-1)-a1=z—n-a

ap—1+ag+...4+an3—(n—1)ap_2=2—n-a,_29

Zn—2 — Zn—1
UTH.

IIpema ToMe 2,1 — 2; = 2 —n - a;—1, Tj.

20 = 2, Zi=21—2+n-a;_1,3a1>0.

JakJie, TEXMHCKM 30Mp TOCTe IoMeparmba 3a jeJHO MECTO YJIeBO MOXEMO jeJHOCTAaBHO M3payyHATH Oe3 MmoMeparbha
HM3a Ha OCHOBY TEKMHCKOT 30Mpa HU3a ITpe roMeparka 1 30Mpa CBUX eJleMeHara HH13a.

WmrnnemeHTanyjy MoxkeMoO M3BpIIMTH Ha ciegehw HaumH.  V3pauyyHamMoO TEKMHCKM 30Mp IMOJNA3HOT HU3a
zp = Z::Ol 1+ a; U KJIACUYHU 30Mp CBUX e€JeMeHaTa Hu3a 2 = Z?;()l a; (jJeJHOCTaBHUM aJrOPUTMOM Cadu-
pama enemeHara Hu3a). Op cBux 30MpoBa Tpeda m3pavyyHaTd HajBehu M OApEOUTH MOC]E KOJIMKO pOoTalyja ce
Ta HajBehu 30up moctwke. MakcumyM heMoO MHUIMjadM30BAaTH HA TIPBU M3pAauyHATH TEKUHCKM 30Up, a Opoj
nomMepama hemo uHMLMjan3oBaTd Ha 0. 3aTuM padyyHamo TEXUHCKE 30MpOBe 32 HU30BE A00OHjeHE NOMEpakEeM
HU3a 32 jeJHO MECTO YJEBO ¢ IyTa, U To pegoM 3a ¢ ol 1 1o n — 1. TexuHcku 30up z; 32 HU3 JOOMjeH HAKOH 4
TIOMepara padyHaMo TaKo IITO MPETXOJHHU TeXKUHCKH 30Mp 2;_1 YMAmUMO 3a 30Mp CBHX eJeMeHara z 1 yBehamo 3a
n - a;—1. [IpoBepaBaMo aa Jii je JoOMjeH: TpaskeH! 30up Behin of1 TOTaJanTmer MaKCHMyMa U aKO jecTe KOPUTY jeMO
MaKCHUMYM.

HapagHo, cBe apuTMeTHUKe OTepaliije BPIIMMO MO JaTOM MOYIY.

Anamm3a caoxkenocru. [Ipumernmo 1a Bpeme MoTpedHO 3a U3pavyHaBarbe MoYeTHHUX 30MpoBa JIMHEAPHO 3aBUCH
OJ1 Iy’)KUHE HU3a 7, OK j€ 38 U3PAUyHABAHE CBAKOT HAPEIHOT 30MPa JI0BOJbAH KOHCTAHTAH OPO] Orlepaliyja, TAKo Ja
j€ YKyITHa BPEMEHCKa CIIOKEHOCT ajropurMa junHeapsa 1j. O(n).
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// zbir x 1 y po modulu mod
int zm(int x, int y, int mod) {
return (x % mod + vy % mod) % mod;

}

// razlika x 1 y po modulu mod
int rm(int x, int y, int mod) {
return (x % mod - y % mod + mod) % mod;

}

// najveci tezinski zbir posle ciklicnog pomeranja
int maksTezinskizbirNakonRotacije(const vector<int>& a) {
// broj elemenata niza
int n = a.size();
// izracunavamo tezinsku sumu i*a[i1] 1 obicnu sumu elemenata a[i1] po
// modulu mod
int tezinskizbir = 0;
int suma = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
tezinskizbir = zm(tezinskizbir, 1 * a[i], mod);
suma = zm(suma, a[i], mod);

// najveca do sada vidjena tezinska suma

int maxTezinskiZbir = tezinskizbir;

for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
// rotacija za jedno mesto ulevo na sledeci nacin menja tezinsku sumu
tezinskizbir = zm(rm(tezinskizbir, suma, mod), n * a[i - 1], mod);

// proveravamo da li je dobijena tezinska suma veca od do tada
// najvece
if (tezinskizbir > maxTezinskizbir)

maxTezinskizbir = tezinskizbir;

}

return maxTezinskizZbir;

2.12.4 TlokpeTHu npo3op (huKCcHe MIUPUHE

Y MHOrmM curtyanujama noTpedHo je u3padyHaTu ofpel)eHy CTaTUCTUKY CBUX CerMeHaTa Hu3a (PUKCHpaHe JyKHHE.
Tux cermMeHara je Mare HEro CBUX CerMeHara (’BhHMXOB OpOj JIMHEapHO 3aBUCH O AyKWHE HHU3a), aJIU aKO Ce CTaTH-
CTHKa CBAaKOI' CETMEHTa pauyHa U3 MOYeTKa, J10duja ce HeeprKacaH alroputaM (KBagpaTHe cioxkeHoctH). CBaku
HapeJHU CETMEHT Ce Pa3/IMKyje OJ] MPETXOJHOT 3a TAYHO JBa eJIEMEHTA: MPUJIMKOM Ipesiacka ca HEeKOI' CEerMeHTa Ha
HapeJHU YKJIamba ce IIPBU €JIEMEHT CTapor CErMEHTa U J0Jiaje ce MOCJIeJibY eJIeMEHT HoBor cerMeHTa. OBo omoryha-
Ba MHKPEMEHTAJIHO U e(PUKACHO U3pauyyHABahe MHOTUX CTATUCTHKA (OHMX 3aCHOBaHUX Ha olepalyjama Koje umajy
VMHBEP3HE, NOMYT cadupama).

3aparak: Cerment ay:xxune k najseher mpoceka

Jat je HU3 a peasHHUX OpojeBa qyXKUHE n U MpupojaH Opoj k. Hamucatn mporpam kojuM ce y HU3y a oapelyje mo3u-
I)1ja oYeTKa cerMeHTa (IIOAHKU3a y3acTOIHUX eJleMeHaTa) Ay XUHe k ca HajBehinM IPOCceKoM (ako BUILE cerMeHaTa
MMa KCTH ITPOCEK, NPUjaBUTH MOCIIEABH O bUX).

Vaa3: Y npBoj IMHUjM CTAHAAPAHOr yJIa3a Halasu ce npupoaan dpoj k (k < 5 - 10%). V apyroj nuuuju Hamasu ce
npupoaan 6poj n (n < 5 - 10°). VY crenehux n mMHMja Haase ce MO jeaaH peanaH dpoj (Tu OPOjeBy MPeCTaBbajy
penoM eJleMeHTe HU3a a).

M3aa3: Ha crannapHOM M371a3y MpUKa3aTy MO3ULIM]Y OUETKA NOCIe el CerMEeHTa Ny KUHe k HU3a @ UUjH je TIPoceK
Hajehu (mo3unyje y Hu3y ce dpoje o HyJe).
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IIpumep

Vaaz HUznasz
3 2

5

1.0

5.0

8.0

2.0

7.0

Pememe

Ipumernmo na je mpodiieM Halakerma CerMeHTa JIykuHe k 4dju je mpocek HajBehin, eKBUBaJICHTaH MPoOJieMy Ha-
Jaxerma cerMeHTa ayxuHe k Hajeher 30mpa. [Ipocek cermeHTa nodujamMo AehEeHEeM CyMe CETMEHTa ca TyKIHHOM
CerMeHTa, KOja je y OBOM 3a[JaTKy KOHCTaHTa U M3HOCH k, TAKO Ja je Mpocek HajBehu kaga je 30up HajBehu.

I'pyda cuaa

3ajaTak pelraBaMo Tako IITO aHAJIM3UPAMO CBE CErMeHTe yXkuHe k, MOYEB O] CErMEHTa KOjU MOYHIbE OfI eJIEMEeHTa
@ 10 CETMEHTA KO jH MOYMbe O] eJIeMeHTa a,,— . Onpehyjemo 30up cBakor cerMeHTa 1 yBphyjeMo KOjH je Hocae by
CerMeHT MakcumasiHor 30upa. OpnpehuBame Mo3uiyje Ha KOjoj MOUYHIbe TOCHEAhY CErMEHT MaKCUMAJIHOT 301pa
BPIIMMO yOOHYa jEeHUM aJITOPUTMOM OjipeljiBarba Mo3uIKje MAKCUMyMa Tj. MUHUMYMa, TIPU YeMY, MOIITO Ce TPAXU
MOCJIE/IEbM CErMEHT, MHIEKC MAaKCUMYMa aXypUpaMo Kajia roji ce Haube Ha CErMeHT KO ju uMa 30up Koju je Behu min
jeIHaK TPEHYTHOM MakcuMyMa (Kajia O ce TPakuo IMPBU CErMEHT, MHJIEKC OH ce akypHupao caMo Kaja ce Haubhe Ha
CErMEHT KOjU MMa 30Mp KOjU je CTporo Behr o TPeHyTHO MaKCUMAJIHOT).

JupeKTaH npHUCcTyn Ou OHMO Ja ce pauyHame 30Mpa ejJeMeHaTa CerMeHTa KOjU MOYMIbe Off eleMEHTa a; peau3yje
TaKo mTo he ce peoM cabupaTy eJleMeHTH a; 3a j O ¢ 10 ¢ + k — 1 (Mp¥MeHOM KJIAaCHYHOT aJIFOpUTMa cadKpama
eJleMeHaTa HU3a).

// pronalazi indeks pocetka segmenta duzine k ciji je prosek najveci
int pocetakSegmentaNajvecegProseka(const vector<double>& a, int k) {
// duzina niza
int n = a.size();

// trenutna maksimalna suma segmenta i indeks njenog pocetka
double maxSuma = numeric_limits<double>::min();
int maxPocetak = 0;

for (int 1 = 0; 1 <= n - k; i1++) {
// 1zracunavamo sumu segmenta duzine k koji pocinje na poziciji i
double suma = 0;
for (int j = 1; j < i+k; j++)
suma += a[j];
// double suma = accumulate(next(a, i), next(a, i1+k), 0.0);

// ako je potrebno, azuriramo maksimum
if (suma >= maxSuma) {
maxSuma = suma;
maxPocetak = 1;
}
}

// vracamo pocetak poslednjeg segmenta sa maksimalnom sumom
// (ujedno i prosekom)
return maxPocetak;

}

Anamm3a cioxxkenoctn. bpoj onepanja caduparba y 0BOM aJIropuTMy IpHCTYITY je oko (n—k)-k (jep onpehuBatse
CBaKoT o7l n — k cerMeHara 3axTeBa OKO k oreparja caduparka), IITO Jaje KBaJpaTHH Opoj orepariija Kajga je k
0KO 7/2. BpeMeHCKy CJI0KeHOCT Hajroper ciyuaja, f1akie, Moxemo npouenutu ca O(n?). Tlomro cBe enemeHTe
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NaMTHMO Y HU3Y, MEMOpH]jCcKa croxeHocT je O(n).
HNHKpeMeHTaJNHOCT - IOKPETHH IPO30P

MehyTum, HOIITO Ce y3aCTOIMHU CETMEHTH Y BEJIMKOj MEpH IpeKJamnajy (pasjuKyjy UM ce caMO IMOYETHH U 3aBPIIHU
eneMeHT) Moryh je u OoJbM MPUCTYII, Y KOjeM ce 30Mp HapeTHOT CerMeHTa MyXuHe k pauyHa Ha OCHOBY IO3HATOT
30Mpa MPeTXOJHOT cerMeHTa IyxkuHe k. AKo ca S; 0denexumMo 30Mp cerMeHTa KOju TOYMEbe Off eJlieMeHTa a; U
ayxuhe je k, S; = a; + a;41 + ... + a;1—1, JJAKO ce MOXKe MOKasaTu jia 3a ¢ > 0 Baxu jeaHakoct S; = S;_1 —
ai—1 + aiyi—1. [Ipema ToMe MoxkeMo n3padyHaTH 301p Sy Kao 30Mp NpBUX k eeMeHaTa Hu3a (OneT yoOuvajeHuM
aIropuTMOM caduparba), a 3aTUM 3a CBako ¢ og 1 1o n — k HapeaHu 30up .S; 100MjaMO Ha OCHOBY MPETXOIHE
jennakoct. [akie, epukacHje peliewme 100MjaMo ako 30Up pauyHaMO MHKPEMEHTATHO (CBAaKU HapeIHU WiaH ce
M3padyHaBa Ha OCHOBY IPETXOJHUX).

// pronalazi indeks pocetka segmenta duzine k ciji je prosek najveci
int pocetakSegmentaNajvecegProseka(const vector<double>& a, int k) {
// duzina niza
int n = a.size();

// suma pocetnog segmenta duzine k
double suma = 0;
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)

suma += a[i];

// trenutna maksimalna suma segmenta i1 indeks njenog pocetka
int maxPocetak = 0;
double maxSuma = suma;

for (int 1 = 1; 1 <= n - k; i++) {
// izracunavamo sumu segmenta duzine k koji pocinje na poziciji i
suma = suma - a[t - 1] + a[i + k - 1];

// ako je potrebno, azuriramo maksimum
if (suma >= maxSuma) {
maxSuma = suma;
maxPocetak = 1;
}
}

// vracamo pocetak poslednjeg segmenta sa maksimalnom sumom
// (ujedno 1 prosekom)
return maxPocetak;

}

Ananmn3a caoskeHocTH. ONTUMU30BAHU NMPUCTYT je 3HATHO e(pUKACHU]U y OJHOCY Ha TUPEKTHH, jep Ce Y CBaKOM
KOPaKy MeT/be BPIIK CaMO KOHCTaHTaH Opoj orepanuja, na je ciokeHocT aroputma auHeapHa 1j. O(n). Enementn
ce 4yBajy y HU3Y Jy)KUHE N, 1a je MeMopujcka cioxenoct O(n).

Bugu gpyiauuja pewerba osor 3agaiiixa.

2.13 30umpoBu npecukca u pa3jnkKe CyCeJHUX eJieMeHATa HU3a

AKo je mar HU3 ejleMeHaTa 30Mp CBHX elleMeHaTa y MHTepBaly Io3ulija [a, b] ce Moke M3pauyHaTH Kao pasiuKa
n3mely 30mpa cBUX eleMeHaTa y uHTepBaty mosuimja [0, b] u 30upa enemenara y uHrepsaity nosuiuja [0, a — 1].

Ha npumep, pasMoTpuMo Kako Aa u3pauyyHamo 30Up ejieMeHaTa Ha nosulidjaMa u3 uHrepsaia [3, 5] (1j. Ha nos3u-
myjama 3, 4 u 5) y ousy 4, 2, 3, 1, 5, 6, 9, 2. Ha Tum nosunujama ce Hanase eneMeHTH 1, 5 u 6 u 30up UM je
1+ 54 6 = 12. 30up cBux exemeHata u3 uHreBaa nosunuja [0,5] je4d +2 +3+ 1+ 5+ 6 = 21, gok je 30up
CBHX eJleMeHaTa U3 uHTepBata nosuiwja [0, 2] jennak 4 + 2 + 3 = 9. Pasnuka 21 — 9 ynpago je jeqnaka 12.

OBa Ham3IVIe/l BeOMa jeJHOCTaBHA OCOOMHA cadupara MOXe 3HauajHO NMOMOhM yOp3amy pasHHX alropurama y Ko-
jUMa cy HaM NoTpeOHM 30MPOBHU Y3aCTOIHUX ejleMeHarta Hu3a. Hawme, ako 3HaMo 30upose ceux iipeghuxca HU3A Tj.
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30upoBe Ha ceuM uHTepBamMa [0, k), 3a £k = 0 10 n (a BUX MOXEMO H3padyHATH TOKOM (hase IPEeTIpoLecupa-
1a, THKPEMEHTAJIHO, Y JIMHEAPHO] CIOKEHOCTH), Tala Y KOHCTAHTHO] CJIOKEHOCTH (jeIHMM OIy3MMareM) MOKEMO
M3pavdyHaTH 30Mp MPOU3BOJBHOI CErMEHTa HU3A.

V jesuky C++ mapuujanae 30upoBe je moryhe n3padyHaty u kopuimhemeM dudnroreuke pyHknyje partial_sum,
KOja, HapaBHO, PaJifl y JINHEapHO] cioxkeHocTn. PyHKIM)H ce pociely]jy ABa uteparopa Ha Ieo HU3a Koju ce cadupa,
Kao M UTepaTop Ha MOYETaK HA3a Y KO Ce CMEINTajy pe3y/ITaTH (TIOIITO ce yHarpe[] 3Ha KOJMKo he eneMeHarta Outw,
Taj HU3 Ce yHAIIpe[ aJlolupa).

JHakie, of1 JaTor HU3a, HU3 30MpoBa MpedrKca MOXEMO U3padyHaTH Y JIMHEAPHO] CJIOKEHOCTH, i Bk M OOPaTHO.
Op HU3a ipedhuKca, y TMHEAPHO | CJIOKEHOCTH MOKEMO M3padyHATH eleMEeHTe OPUTMHAJHOT Hu3a. Baku yak u jaue
TBphewe 0[] Tora, jep CBaki KOHKPETHH €JIEMEHT HU3a MOKeMO Hayl y KOHCTAaHTHO] CJIOKEHOCTH, OJy31MambeM Ba
cyceziHa 30upa npedukca. Jlakie, npejia3ak ca HU3a Ha 30MpOBE HETOBUX IpedHKca MOKEMO CMAaTPaTH IPOMEHOM
penpeseHTaluje (Hema CMUCIIa YyBaTH U jeIHO U IPYrO UCTOBPEMEHO Y MEMOPU]jU).

[IprmMeTMO OrpOMHY CIMYHOCT Ca MHTETPaTHUM U TudepeHIrjaTHIM padyHoM. V3padyHaBame 301poBa mpeduk-
ca oaroBapa oapeheHOM MHTErpa/berby, pasinka 30upoBa npedukca oaroapa HbyTtn-JlajonuiioBoj opmynu, g0k
M3pavyHaBame pasjMKe CyceHUX eJieMeHaTa ojroapa qudepeHuupamy. MHTerpabene u qudepeHnmpame cy Me-
DycodHo MHBep3HE oneparyje.

Hyanan npuctyn 30upoBuMa npedukca je mpoMeHa pernpe3eHTaimje y K0joj YMECTO HU3a 4yBaMo pa3jivKe CyCeHUX
enemeHata. [ToBparak Ha OpruHaIHKM HU3 CE OHJIA MOJKE M3BPLIMTH Y JINHEAPHO] CIIOKEHOCTH TAaKO IITO U3pavyyHAMO
30upoBe mpeurkca HU3a pasnuka. OBa penpe3eHTalyja Ham omoryhasa 1a Beoma e(prkacHO MEHhaMO CerMEHTe Hi3a
TaKO IIITO CBE eJIEeMEeHTe 13 HEKOT 3a/1aTOr cerMeHTa yBehamo Wit yMawiMO 3a HeKY (PMKCHY BPETHOCT.

3anarak: 30MpoBH cerMeHaTa

INo3HaTa je 3apaza jemHor npexay3eha Tokom oppehenor dpoja qana. Hamumm nporpam koju omoryhaBa KOPHCHUKY
Ja U3padyHaBa YKyIIHy 3apagy npefyseha y BpeMeHCKUM nepuoaumMa opeheHUM MOYETHUM U KPajHhUM JAHOM.

Vaaz: Ca cranpapaHor ynasa ce yHocu opoj faHa n (1 < n < 100000), a 3aTiM y HapeHOM pejly 1 IIeIux dpojeBa
nzmehy 0 u 100, pa3gBojeHux ca Mo jeJHUM pa3MakoM, KOjU Ipe/CTaBibajy 3apaje TOKOM 7 gaHa. Hakol Tora ce
yHocu dpoj ymuta m (1 < m < 100000) n y HapegHUX m peJoBa ce YHOCE BpeMEHCKH Nepruoau oapehern peqHum
Opojem moveTHOr JaHa a U Kpajwer qaHa b (0 < a < b < n).

M3aa3: Ha cranpapaxu m3na3 vcnucaTy m LeInx OpojeBa KOju MpeAcTaB/bajy YKYIHE 3apaje y CBaKOM Of m
neproJa.

IIpumep

Yaaz Hznaz
5 15
12345 9

3 3
04

13

2 2

Pememe

JIupeKTHO pelieme

JIMpeKTHO peliere nogpa3syMeBa Ja cBe OpojeBe YUUTaMo y HU3, a 3aTHM /1a 32 CBaKH YITUT U3HOBA payyHaMo 301p
oarosapajyher cerMeHTa Hu3a.

int n;

cin >> n;

vector<int> brojevi(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> brojevi[i];

int m;
cin >> m;
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for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int a, b;
cin >> a >> b;
int zbir = 0;
for (int j = a; j <= b; j++)
zbir += brojevi[j];
cout << zbir << endl;

}

Anammza caoxenocru. CroxeHoct oBaksor npucrymna je O(nm).

IMomTo ce aza yuntaBamwa U Ucnuca MojaTaka mpermhy, yunTaBawe OU U UCTIHC ToJaTaka Ou Tpedano J0AaTHO
yOp3aTH, HO TO He MOXKe IMONPABUTH Hee(PUKACHOCT OBOT HAMBHOT AJITOPUTMA.

30upoBu npecukca

JeaHocraBHO ehMKacHO pelerse je 3aCHOBaHO Ha HAPEIHOj MJejH: yMECTO UyBarba eJleMeHaTa HI3a, MOXeMO 1yBaTh
HK3 30upoBa mpedukca HU3a. 30up CBakor cerMeHTa [l, d] MOKEMO pasloKUTH Ha pa3juKy 30mpa mpedukca 1o
enemenTa d u nipedukca go enemenrta | — 1. CiMvHy TeXHUKa je yHoTpeObeHa y 3aHaTKy ApPUTMETHUIKH TPOYTao.
AKO KOPHCTHMO O3HaKy Zzzm aj, KOja 03HavyaBa 30Mp Ay, + Aypyt1 + - - - + Gy, MOKEMO 3aITUCATH /1A j€

30upoBu CBUX IpeprKca ce MOry U3padyHaTH U CMECTUTH Y JOAATHU (@ aKo je yluTea MeMopHje OMTHA, OHAA YaK Uy
OpUTrMHAJIHKM) HU3. Jlakiie, TOKOM yuuTaBamwa ejieMeHaTa MoxkeMo (popMUpPaTH HU3 301poBa npedukca (pauyHahemo
MX MHKPEMEHTAJIHO, jep ce CBaKM HapeaHW 30up mnpedukca noduja yBehaBameM mpeTxopHor 30Mpa npedukca 3a
tekyhu enemeHT Huza). Heka z; 03HauaBa 30mMp eleMeHarta npedukca ofpelheHor nosuipjama u3 unreppaia [0, 7).
dopmupamo, aakie, HU3 z; = 22;10 ay (mpu uemy je zo = 0, 30up mpasHor npedukca). Taga 30up enemenara y
CerMenTy nosuija [l, d| uspauyHaBamo Kao 241 — 2j.

ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

// ucitavamo brojeve i izracunavamo zbirove prefiksa
int n;

cin >> n;

vector<int> zbirovi_prefiksa(n+1);
zbirovi_prefiksa[0] = 0;

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {

int x;
cin >> Xx;
zbirovi_prefiksa[i+1] = zbirovi_prefiksa[i] + x;

}

// ucitavamo granice segmenata i izracunavamo i ispisujemo njihove zbirove
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < my 1++) {
int a, b;
cin >> a >> b;
cout << zbirovi_prefiksa[b+1] - zbirovi_prefiksa[a] << '\n';

}

AHanm3a ci0KeHOCTH. 3a yuuTtaBarbe OpojeBa u (popmuparse Hu3a 30upoBa npedukca norpedHo Ham je O(n)
Kopaka. HakoH OBakBOI MPETIpPOLeCHpatba, 30Mp CBAaKOT CerMeHTa ce MoXe u3pauyHatd y BpemeHy O(1), na je
ykymHa cioxeroct O(n + m).

IMomo ce y oBoM 3amaTky nperummhy ¢asa yuuraBama M (as3a ucrica rnojaTaka Ha CTaHIApJHU yiia3 ¥ U3Jas3, Io-
TpedHO je OOpaTHTH MaXiky Ha Hee(pMKACHOCT KOja HacTaje 300T 4ecTor mpakmbera m3nasHor dadepa. [lorpedHo
je pa3Besatu cin u cout kopumhemwem cin. tie(0) u ymecto momohy endl y HoBH pex npenasutu momohy \n. Ha-
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PaBHO, OBO MMa CMHCJIa CaMO Y CJIydajy ayTOMaTCKe IpUMEeHe IporpaMa Ha BeJIMKe yJla3e U U3j1ase - OBUM N3MeHaMa
IIporpaM IrpecTraje a pajn KOPEeKTHO Y MHTEPAKTUBHOM PEXUMY.

3anarak: MakcuMaJHu 30Mp cerMeHTa

Osaj 3agaitiax je loHO8/beH Y Uiy Y8elcoasarsa pasmuuuiniux wexHuka pewasarea. Bugu itiexciti 3agaitixa.
Hokywaj ga 3agamiax ypaguw kopuutheroem iHexHUKa Koje ce Uzaicy y 080m ioinassvy.

Pememe

30upoBu npeduxca

Jeman asropuTaM KojuM MOKeMO e(HKacHO PElMTH OBaj 33/aTak Cce 3aCHUBA Ha Kopullhewy 30upoBa npedukca.
CimuHy TeXHHKa je oIfcaHa, Ha IPUMeD, Y 3aaTKy 30MpoBM cerMeHara. AKO 3HaMO 30up cBakor nmpeduKca HI3a,
OHJ1a 30HMp CBaKOI CErMeHTa MOXeMO JTOOMTH Kao pasivKy 30MpoBa ABa npedukca. 30up enemMenara cermenra [, d]
jenHak je pasnmuuy 30upa enemenara cermenta [0, d + 1) u 30upa enemeHata cermenta [0, 1), Tj. Baxw 1a je

d d -1
E a; = E a; — E a;
1=l =0 =0

Pavynamo na je 36up npasHor cermenta [0, 0) Mo AepUHANMH jeqHAK HYJIH.

3a cBaky Mo3WIMjy Yy HU3Y onpeljyjeMo MaKCUMAJTHH 30Up Cy(pUKca KOjU ce Ha TOj MO3WIMjH 3aBpimaBa. Hajehu
O]l CBMX MAaKCUMAaJHUX 30MpoBa cy(ukca je Hajehu 30up HEKOr cerMeHTa y Hu3y (jep je CBaKM CerMeHT 3aIllpaBo
cyukc nena HI3a 10 OHE TIO3UIMje Ha KOjoj ce Taj CETMEHT 3aBpIliaBa).

KopuctrumMo MHIYKTUBHOY KOHCTPYKUUjY U HU3 IIPOILIMPYjEMO jeJHUM M0 jeIHUM esieMeHToM. Kpehemo of mpasHor
HH3a YMjH je MaKCUMAaJTHU 30Mp CerMeHTa jeqHak Hyau. [IpriIMKoM cBakor MpoIIMpHBamka HU3a HOBUM €JIEMEHTOM,
MIPETIIOCTaB/baMO Ja 3HAMO MAKCHMYM 30MpOBa CETMEHTA Y HETIPOLIMPEHOM ey Hu3a U Ja U3padyHaMO MaKCH-
MaJTHU 30Up cyprKca MpoUIMpeHor Hu3a. MakcHMyM 30MpoBa CErMEHTa y MpOoIIMpeHoM Hu3y je Behu of Ta aBa
opoja.

MaxkcumaiHu 30up cyduKca MpOIMPEHOT HI3a, Ha OCHOBY pa3Jiarama Ha 30MpoBe npedukca, 1od1ja ce Kao pasinka
30mMpa LeJIor MPOoIIMpeHor Hu3a (Tj. 30upa npedukca 1o Tekyhe nosuiiyje) u 30upa HeKor npepuKca HeMPOIIUPEHOT
Hu3a (Mpa3aH cy(UKC He MOpaMO aHAJM3UPATH, jep je mpasaH cermeHT Beh odpaleH y ckiiony mHHUIIMjaIU3anyje).
[NomTo je ymameHUK KOHCTaHTaH, Ja OMCMO MaKCHMM30BAJIM Pa3JMKy MOTPEOHO a 3HaMO HajMmarK Moryhu yma-
BUIall, Tj. Ja 3HaMO HajMamM 30Up npeduKca KOju ce 3aBplllaBa Ha HEKOj No3uluju ucnpen tekyhe. U tekyhu u
MHHUMaJIHH 30Mp npedrKca MOXEMO OpKaBaTH MHKPEMEHTAIHO. VHKpeMeHTAIHO M3padyHaBame 30MpoBa Ipe-
¢ukca Beh je omrcano y 3agatky Hajsehu 30up npedukca.

Kaja rox HM3 MpoNIMPHMO HEKMM eJieMeHTOM, 30up mpedukca yBehaBamo 3a Taj eJIeMEHT, MOPeArMo Ta ca JIo-
TaJAIBIM MUHEMATHEM 30UPOM TIpeduKca 1 ako je MambH, aXypupaMo MUHUMAaIHU 30up npedukca. Hapasho,
OJlpKaBaMO ¥ IIO0ATHA MaKCUMAJTHU 30UpP CETMEHTa KOjU aXXypHpaMo CBaKH ITyT KaJa HanheMo Ha Cy(UKC UHjH je
30up BehH of JOTajalIber MAKCUMyMa.

[TpumeTnMO 712 je y OBOM pelley je MHAYKTHBHA XMIIOTe3a MojavaHa v MPEeTHOCTaB/haMo Jla IOPes CerMeHTa Haj-
Beher 30mpa y oOpaljeHOM [eny Hu3a yMeMo Ja OJpeIiMO U MIHUMAJIHY 30up mipedukca odpaleHor fena Hu3a.

Anamm3a caoxenocrd. CioxeHocT oBor penietba je O(n), a je OBO pelllerhe ONTUMAIHE CJIOKEHOCTH.

int zbir_prefiksa = 0;
int min_zbir_prefiksa = zbir_prefiksa;
int max = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> x;
zbir_prefiksa += x;
int zbir_segmenta = zbir_prefiksa - min_zbir_prefiksa;
if (zbir_segmenta > max)
max = zbir_segmenta;
if (zbir_prefiksa < min_zbir_prefiksa)
min_zbir_prefiksa = zbir_prefiksa;
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}

cout << max << endl;

Bugu gpyiauuja pewerba oeot 3agaitixa.

3aparak: Bpoj cermenara uuju je 30up ae/pus ca k

Jat je HU3 a IPUPOJHUX DpojeBa AykHHE n U pHpoaaH Opoj k. Harmmcatu mporpam koju ogpelyje dpoj cermenra
HU3a o (Hempa3HUX MOJHMW30BA Y3aCTOIHUX eJeMeHaTa) Yhju je 30up JIe/buB ca k.

Vaa3z: ¥V npBeoj JIMHM]jU CTaHAApIHOT yjla3a HalasM ce mpuponad opoj k (k < 10°). Jlpyra IuHuMja cTaHIapIHOT
ylasa caipxku Tpupojan opoj n (n < 10°). ¥V cnenehoj muHMjM ce Hanasu n IPUPOAHUX OpojeBa (TH Hpojesu
MIPEACTaB/bajy peioM eJleMEHTe HU3a @), pa3/iBOjEeHHX ca M0 jeJHUM pa3sMaKoM.

M3na3: Ha crangapHoM M3ia3y NpHKa3aTy KOJIMKO MOCTOjU CErMeHaTa HU3a a Ydju je 30up aesbus ca k.

IIpumep

Vaaz Hznaz
3 4

5

182314

Odjawrserve: 1o cy cerment (1, 8), (3), (2,3,4) n (1,8,2,3,4)

Pememe

I'pyda cnia

JMpeKTaH HAuMH [a ce 3a/1aTaK Pelt je 1a ce yrHekheHnM reTbama Hadpoje CBH CErMEeHTH, Ja Ce 3a CBaKH N3padyHa
cyMma M Jia ce TIpOBEpH Jia JIM je JieJbuBa ca k, Opojehu ycnyT TakBe cermeHTe. Bpoj je mesbMB ca k ako U caMo ako
naje ocratak () mpu Aesbemy ca k, a 3HaMO JIa je OCTaTakK MpH Jiebery 30Mpa ca OpojeM k 3ampaBo jefHaK 30upy
ocraraka T1j. na Baxu 1a je (a + b) mod k = (amod k 4+ bmod k) mod k.

Jlaksie, 3a CBaku CErMEHT JJOBOJBHO j€ M3pauyHaTH 30Mp 10 MOAYJTy k, IIpH YeMy 3a (PUKCUpaH! JIEBH Kpaj CerMeHTa,
30Mp CBAKOT HAPEJHOI CerMeHTa [i, j] 10d1jaMo MHKpeMeHTaIHO, o/ 30upa cermeHTa [4, j — 1], mogajyhu Ha mwera
0poj a; 1 uzpauyHasajyhu octatak J0OMjeHOr 30Upa NpH Jesberby ca k. 30up npedukca cMO padyHaId MHKpEMEH-
TaJIHO, Ha NIpUMep, y 3anaTky Hajsehu 30up npedukca.

// 1zracunava broj segmenata niza a ciji je zbir deljiv sa k
int brojSegmenatazbiraDeljivogSaK(const vector<int>& a, int k) {
// duzina niza
int n = a.size();
// broj segmenata deljivih sa k
int broj = 0;
// obradjujemo sve segmente [1, j]
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// zbir po modulu k segmenta [1, j] inicijalizujemo na nulu
int s = 03
for (int j = 1; j < n; j++) {
// azuriramo zbir po modulu k segmenta [i, j] na osnovu zbira [1, j-1]
s = (s + a[il) % k;
// ako je zbir po modulu k jednak 0, zbir je deljiv sa k
if (s == 0)
broj++;
}
}
return broj;

}

AHAJIN3a CI0KEHOCTH. Y3 OBAKO MHKPEMEHTAHO 3pauyHaBarbe 301pa, CIIOKEHOCT AITOPUTMA jeHaKa je Hpojy
cermenara mro je O(n?).
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Ocranu 35upoBa npeduxca

Tpaxumo dpoj cerMeHara ay, Gp41,---,a0q, 32 0 < p < ¢ < n, TaKBUX A4 je 30Up Spg = ap + apr1 + ... + aq
nejbuB ca k.

Obenexumo ca So = 0, S1 = ag, Sz = ap + a1, utl., Tj. odenexumo ca S;, 0 < i < n 30up NpBUX ¢ eJeMeHaTa
HMz3a (S; = ag + a1 + ... + a;—1). 30up Spy MOKEMO U3pa3UTH Kao Sg4q1 — Sp. CIMUHY TEXHUKY KOPHCTHIIM CMO,
Ha rpumMmep, y 3agatky CermMeHT gator 30Kpa y HU3Y LieJux Opojesa.

Ha ocHOBY ocobuHa oreparja o Moayity Baxu 1a je Sp, mod k = (S;41 mod k — S, mod k + k) mod k.

IMpema Tome 30up Spq je nembuB ca k (1j. Baku Spo mod k = 0) akko 30UMpoBU Sy U S, UMajy UCTU OCTAaTaK MpPU
mesmemy ca k T1j. ako je Sy41 mod k = S, mod k.

Obenexumo ca b, dpoj 30uposa S; (3a 0 < ¢ < m) KOju IIpH Jebewy ca k aajy ocratak r (3a cako 0 < r < k).
CBaku nap (pa3aMuuTuX) 30MpoBa mpeduKca Koju fajy UCTU OCTaTaK 7 oApehyje TauHo jelaH CerMeHT Yuju je 30up

m(m—

. 1
eJleMeHaTa ieJblB ca k. Y CKyIy OJl 7 pa3iniuTUX eJleMEeHaTa IOCTOjU TauHO % Pa3IMIATHX MapoBa. 3aTo

. . . . . . . . b,.-(b.—1)
je 3a cBaKo T OpOj cerMeHara Koju ce oduja KoMOMHyY jyhu Jiga 30Mpa Koju iajy octatak 1 jeqnak ———5——. [pema

TOME yKyIaH Opoj cermMeHara Ae/buBHX ca k je Zf;é w

OcrTaje jour camo MUTamke Kako N30pojaTu 30MpoBe Mpedrkca 3a CBaKU AaTH OCTAaTaK Tj. KAKO U3payyHaTu CBe Opoje-
Be b,. Huzom b nyxune k mamtumo dpoj npedrikca unju 30upoBu eneMeHata qajy ocratke peqom 0, 1,2, ...,k —1
TaKo 1a je b, jemHak Opojy mpeduKca Uuju 30Up elleMeHarta IpH Aejbery ca k maje ocratak r (mrTo je moryhe, c
003MpOM Ha JIaTy TOpmY rpaHuily Opoja k). 30upoBe npedukca, HapaBHO, M3pAYyHABAMO HHKpeMeHTaaHO. CINYHO
CMO pajniIy, Ha IpuMep, y 3agatky Hajsehu 30up npecdukca.

Tosa3uu 30up je Sy = 0, Tako aa cBe eieMeHTe Hu3a b MHUIMjau3y jemo Ha 0, ocuM BpeHOCTH Ha mo3uiiuju 0 Kojy
uHMIMjamm3yjemo Ha 1. 30up tekyher npedukca oipkaBaMo y IPOMEHJBMBO] S KOjy WHUIM]AIM3YjeMO Ha HYITY.
VuuraBamo WiaH [0 WiaH HU3a X, ¥ IIPU TOMe axypupamo 30up npedukca (S mocrasmamo Ha (S + x) mod k),
yeehaajyhu ogrosapajyhu Opojau (Bpegnoct bs yeehaBamo 3a 1).

IIpumep. [Ipukaxkumo pag oBOT alropuTMa Ha npuMmepy oApehuBama dpoja cermeHarta Hu3a 1, 8,2, 3,4 koju cy
nespuBH ca 3. Moryhu octamm cy 0, 1 u 2.

i ait St bO bl b2

O 1 0 0
611 1 1 0
1 806 2 10
2 2 2 211
33 2 21 2

4 0 3 1 2

. bo(bo—1) |, bi(bi—1) | by(bi—1) _ _
3aTo0 je KOHayaH pe3ynrar ~-—g— + ~to—= + L= =3+ 0+ 1 =4.

// ilzracunava broj segmenata niza a ciji je zbir deljiv sa k
int brojSegmenatazbiraDeljivogSaK(const vector<int>& a, int k) {
// duzina niza
int n = a.size();

// na mestu 1 u nizu br cuvamo broj segmenata ciji zbir pri
// deljenju sa k oaje ocmamak 1

vector<int> br(k, 0);

br[0] = 1;

// zbir tekuceg segmenata

int s = 0;

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// aZuriramo zbir elemenata tekuceg segmenta po modulu k
s = (s + a[i]) % k;
brs]++;

}

// izracunavamo ukupan broj segmenata deljivih sa k
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int broj = 0;
for(int 1 = 0; 1 < k; i++)
broj += br[i]*(br[i]-1)/2;

return broj;

}

AHanu3a cJI0KeH0CTH. BpeMeHcKa CII0KeHOCT OBOT aropurma je, jacHo, O(n). IlpuMeTumo oa y OBOM pelerby
HHje OuIo NoTpedHO KOPUCTUTH HU3 3a OpojeBe Koje YHOCHMO, jep IPpU YHOCY 00paJMO CBaKH eJIeMeHT, MehyTuMm,
KOPHCTUMO TIOMONHU HU3 ayxuHe k, ma je memopujcka cnokeHoctT O(k). OBpatuMo makiby Ha TO Jia OBO MOXE
outu orpannuasajyhu pakrop, ako k Moxe OUTH jaKo BeJMKH Opoj (IIITO Y OBOM 33/1aTKy HHje ClIyyaj).

3amarak: YBehaBame cermeHara

KamuoHn npeBo3u tepeT Tokom N kmioMeTapa mmyta. Ha myT kpehe npa3aH u TOKOM IyTa yToBapyje ¥ UCTOBapyje
nakeTe. AKO Ce 3a CBaKM MaKeT 3Ha Ha KOM je KWJIOMETpY IyTa yTOBapeH, Ha KOM je KMJIOMETpY ITyTa UCTOBApEeH 1
KOJIMKa My je Maca, HaIl|IIX Iporpam Koju oxpelyje koimko je ontepeheme KaMHOHa Ha CBAKOM KMJIOMETPY ITyTa.
Cmarpatu Ja ce peAMET yToBapyje Ha MOYETKY, a UCTOBapYje Ha Kpajy JAaTor KWJIOMETpa.

Vaa3: Ca cramgapiHor yiasa ce yHocu 0poj kmiaomerapa N (10 < N10000), 3atuM, y HapeaHOM peny, Opoj
mpeameta M (0 < M < 10000), a HakoH Tora, y HapeaHux M penoBa 1mo Tpu Iiesia dpoja pa3aBojeHa pa3Manuma
KOjU MpeJCTaBbajy Opoj KMIOMETpa Ha YMjeM je TOUYeTKy yToBapeH npenmet (1ieo oOpoj uzmelhy O u N — 1), Opoj
KWJIOMETpa Ha UdjeM Kpajy je uctoBapeH (1ieo Opoj usmehy 0 u N — 1) u Ha Kpajy Maca npeamerta (11eo dpoj uzmehy
11 10).

M3na3: Ha crangapaay nsias MCHycaT Macy TepeTa y KMIorpaMruMa Ha CBaKOM KMJIOMETpY IyTa (13a cBake Mace
HaIicaTy M0 jefIaH pa3Mak).

IIpumep
Yaaz Hznaz
10 0 10 25 35 35 35 2525 15 0
3
1510
3710
2 8 15
Objawmrberve

km © 1 2 3 4 5 9 7 8 9

O 0 06 06 06 6 0 0 0 O

1510 0 10 10 10 10 106 06 0 © ©
3710 0 10 10 20 20 20 10 16 © ©
2 815 O 10 25 35 35 35252515 0
Pememe

JAupekTHO pememne

JlupekTaH Ha4yMH je Oa ce ojpxkaBa HU3 M y KOjeM ce MamMTH Maca Ha KaMHOHY TOKOM CBakKoOI KMJIOMETpa ITyTa.
Hakon yuuTaBama CBAaKor MojaTKa o IpeaMeTy (IIOYEeTHOT KWIOMETpa ¢, 3aBpIIHOT KWIOMeTpa b U Mace m), cBe
BpeaHocTH y Hu3y M Ha nosunmjama ox a jo b (ykipydyjyhu n mux) ce ysehaajy 3a m.

Anasm3za ciaoxenocts. [Ipodiem ca OBUM peliemeM je To IITO MPeAMETH MOT'Y ITyTOBaTH BEJIMKH Opoj KMIoMeTapa
I1a ce Y CBAKOM KOPAKy BPIIIHU aXypPUPAbe BETUKOT Opoja WiaHOBa Hu3a (CIIOKEHOCT je y HajropeM ciy4ajy O(n-m)).

int n;

cin >> n;

vector<int> mase(n, 0);

int m;

cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int km_od, km_do, masa;
cin >> km_od >> km_do >> masa;
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for (int km = km_od; km <= km_do; km++)
mase[km] += masa;

for (int masa : mase)

ELRNETIN

cout << masa << 3

Paznuke CyCeITHHX eJIeMeHaTa Hu3a

3ajgaTak MOXEMO peluTy ehUKacHHUje ako YMeCTo na y Hu3y M oppkaBaMo Macy y KaMHUOHY Y KAJIOMETpY ¢, Ofip-
’KaBaMo pa3JIMKy n3Mely Mace y KnumomeTpy ¢ 1 ¢ — 1 (Ha mosurmju () ce 9yBa Maca y KAMHAOHY Y HYJITOM KHJIOMETPY).
HaxJie, yogumo Hu3 R; TakaB nma je Ry = My, a R, = M; — M;_1,3a1 < ¢ < n. [locmaTpajmo 1ITa ce Aemana
ca Hu30M R kania ce y Hu3y M CBU ejleMeHTH Ha nosuijama a 1o b yeehajy 3a m.

e Bpennoct R, jemnaka je pazmauu M, — M, _1 (wm eBeHTyanHo My ako je a = 0) u oHa ce yBehasa 3a m,
jep je M, ysehan 3a m, ok ce M,_1 He Mema.

» Cse Bpegnoctu ox I?,41 10 Ry octajy He mpomemene. Haume, 3a cBe mux Baxu ga je R; = M; — M;_1, a
nacyu M; u M;_, yBehanu 3a m.

* Ha kpajy, Bpeanoct Ry 1 ce ymamyje 3a m. Haume Baxu na je Rpy1 = Mpy1 — My, na ce M), yBehasa 3a
m, OOK ce Mp 1 He Mema.

Perimo ma ako je b = n — 1, Taga He Mopamo pa3marpatu BpeaHocT Ry = R, (Maga, yHu(pOPMHOCTH pajy,
MOXeMO, IITO 3axTeBa ja Hu3 R caapxu n + 1 exement). [Jakiie, NpHIMKOM CBAaKoOr yuMTaBama dpojesa a, b u m
MOTpedHO je camo Ja yBehaBamo ejleMeHT 12, 3a m, a Ja eleMeHT Ry 1 yMamiMo 3a m.

Kana 3Hamo enemente Huza R enemeHTe HU3a M MOXEMO jeIHOCTABHO PEKOHCTPYHCATU CAaOUpPAEM ejieMeHaTa
Huza R. Haume, Baxu na je My = Ry, nok je M; = M;_1 + R;, Tako 1a CBaku HapeIHU eJeMeHT Hu3a M MoxeMo
M3padyHaTH Kao 30Up MpeTXOJHOT efeMeHTa Hu3a M 1 meMy ofroBapajyher enementa Huza R. [Ipuverumo na je
3ampaBo enemeHT M; jemHak 30upy cBux enemenata ox Ry 1o R;, jep je Ro + R1 + ...+ R; = My + (M; —
Mo) + ...+ (]\4z — Mi,1) = M,;.

AHaJIn3a cJI0KeHOCTH. YKyIHa ClIokeHOCT oBor npuctyna je O(n + m).

int n;

cin >> n;

vector<int> razlika(n+1, 0);

int m;

cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int km_od, km_do, masa;
cin >> km_od >> km_do >> masa;
razlika[km_od] += masa;
razlika[km_do+1] -= masa;

int masa_km = 0;
for (int km = 0; km < n; km++) {
masa_km += razlika[km];

FERNETIN

cout << masa_km << ;

}

Hanomena. Upeja xopumhena y oBOM 3aJaTKy JIOHEKJE je CIMYHA (3allpaBO MHBEpP3HA) TEXHUIM oapehuBama
30Mpa cermMeHaTa Kao pas3imke Jpa 30mpa npedukca. Ty TEXHUKY CMO, Ha IIpUMep, MPUMEHWIH Y 331aTKy 301poBH
cermeHata. Moxe ce IPUMETUTH Jja ce PEKOHCTPYKILIMja HU3a BPILY 3allpaBo U3pauyHaBameM NpepUKCHUX 301MpoBa
HM3a pa3/MKa CyCeJHUX eJIeMEHaTa, IITO yKasyje Ha QyOoKy Be3y M3Mel)y oBe [Be TeXHHMKe. 3alpaBo, pa3iMKe
CyceHMX eJleMeHaTa Ipe/icTaBibajy oapeljeHn AMcKpeTHH aHajoroH M3Bojaa (pyHKIMje, AOK NpedMKCHU 30MpOBU
TIpe/ICTaBsbajy aHalorujy oxpeheHor nHTerpana. MspauyHaBame 30Mpa cerMeHTa Kao pasivke JBa 30upa rnpedurca
onrosapa HbytH-JIajoHunoBoj ¢opmym.
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2.14 Coprupame

300r cBOjUX MPUMEHa, COPTUPAE j€ jelaH O]l Haj3HaYajHUjUX U HAjIpoyvyaBaHUjUX MpodsieMa y pauyHapcTBy. To-
KOM TOJIIHA pa3BUjeH je BeJIMKU Opoj ajroputaMa 3a coprupame. HajnosHaruju cy QuickSort, MergeSort, HeapSort,
SelectionSort, InsertionSort, BubbleSort n ShellSort. Hexku on BUX cy jeIHOCTaBHHjH, ajly cHopuje paje (TakBH cy
Selection, Insertion n Bubble), ok cy Heku e(pUKACHHU)H, alii KOMIUTMKOBAHHjU 32 pa3yMeBame U peanu3anyjy (Ta-
KBHU cy Quick, Merge, Heap u Shell). FbuxoBa pyuHa UMIUIEMEHTAIHja [IOyYHA je Kao OJIMYaH IMpUMep 3a MpUKa3
Pa3IMUYUTHX TEXHHKA KOHCTPYKIIMje aJlropuTama.

Wnak, mo npaBuiry cBe OMONIMOTEKe caBpeMeHHX (a M CTapHjuX) MPOrpaMCKHX je3WKa Hyze rotoBe (pyHKIHje 3a
coptupame Hu3oBa. Kopumhewe oBux (pyHKIIMja je yBeK MOXeJbHHUja OIMLKja y OHOCY Ha Py4YHY UMIUIEMEHTAIH]y
(modwujajy ce kpahu U pa3yMJbUBHjU POrpaMu, (PyHKIIMje CYy NaXIbUBO TECTUPAHE U CKOPO U3BECHO MOTIYHO KOPEKT-
He, Y UMILIEMEHTHpaHe Cy Ha HajedukacHuju Moryhu HaunH). MoxeMo clI000JHO MPETIIOCTABUTH [ j& CJI0KEHOCT
Y Hajroper U MPOCEYHOT Cliydyaja Ko Oudianoteykux (pyHKIMja COpTHpama KBasuiuHeapHa j. jeqaaka O(n logn)
- y Ieny nocBeheHOM peKyp3uju ¥ TEXHULM “TIOZIeIH T1a BJIajia]j”, duhe nMpuka3aHu Haj3Ha4Ya jHUjU AITOPUTMHU COPTH-
pama (Koju ce KOpUCTe Uy OMOIMoTeukuM (PyHKITHjaMa COPTHPara) M IHUXOBA aHAIN3A CJI0KEHOCTH.

V HacTaBKy OBOT IIOIVIABJba KPO3 HEKOJIMKO BEOMa eleMeHTapHUX NpuMepa heMo npukasaTtu ynotpedy Oudimored-
KUX (DyHKIIMja cOPTHpama, Kao U Nap eJeMEHTAPHHUX arOpUTaMa COpTUpama (KOjU ce jeTHOCTAaBHO UMIUIEMEHTHpa-
jy, aJi cy KBaJIpaTHEe CJIOKEHOCTH U CTOTa MX HUKAaJa y Ipakcu He Tpeda yrnoTpedbaBaTh).

Coprupare noapasymeBa Ja ce eixeMeHTH pehajy y ogHocy Ha Heku nopefak. bpojesn ce nmogpasymesaHo pebajy
0 BUXOBOj HYMEPUYKO] BPEAHOCTH, HUCKE Ce MoJpa3yMeBaHo pehajy rexcukorpadcku adenenHo (Kao y peqHu-
KYy), TApOBH 1 TOPKE Ce MOHOBO pehajy gekcukorpadcku, mo CBOjUM KOMIIOHEHTaMa, MeljyTUM, 4ecTo je MoTpedHO
COpPTUpPATH HU30BE eJleMeHaTa HaJj KojuMa Huje JeprHucaH noApa3yMeBaHu Nopejak (Ha MpuMep, HU30BE CTPYKTY-
pa). budnmoreuke pyHKLMje cOpTUpaa JONYIITA]y HaBOhewe Pa3inuUTUX KPUTEpUjyMa CopTUpama (3aJaBambeM
¢ynrmja mopehema), mro he Takohe duTH WIYCTPOBAHO KPO3 HEKOJIMKO eJIEMEHTApHHX 3aJ]aTaKa.

Haxkon Tora, npukaszahemo ynorpedy coprupama Kao TeXHUKe IpeTIpoLecupama Koja oMoryhasa ga ce cHU3H clo-
KEHOCT peniera 3agaTaka. CopTupame je TOJMKO KOPHCHA TEXHHKA, [a y CBETY KOHCTPYKIHMje alropuraMma 4ecTo
BaXM MPABWIO “AKO He 3HAII OJaKje Ja KPeHEell Jia KOHCTPYHMILEII ajlrOpUTaM, TH MPBO MOKYIIaj Ja COPTHpAII
noaaTtke”. JegHa off Haj3HAYAJHUJUX PHIMEHA COPTUPAKba je TO IITO Ce COPTUPAHU MOAAIN MOTY Op30 MpeTpaKkuBa-
TH (TpUMEHOM ajroputMa OuHapHe npetpare). Crora he y HapeqHOM MorIaBsby mocedHa maxmwa ouTth noceeheHa
yIPaBO TOME.

3anarak: CopTupame OpojeBa

Harmmmm mporpam koju ypebhyje (coptupa) Hu3 OpojeBa Heonaaajyhe (cBaku HapeIHM Mopa J1a Oyzae Behr wim jeqHak
OJ1 IPETXOHOT).

Vaaz: Ca crangapaHor yiiasa ce yHocu opoj n (1 < n < 5 - 10%) a 3atum 1 n npupogHux dpojeBa Mamux o1 21,
CBaKM y IOCEOHOM pefy.

M3na3: Ha crangapaau n3ias MCNMcaTy yUUTaHe dpojeBe y COPTUPAHOM peaociesy.

IIpumep

Yaaz Hznaz
5 1

3 1

1 3

6 6

8 8

1

Pemene

Coprupame BekTOpa dUdJIH0TEeYKOM (PYHKIHjOM

V jesuky C++ coptupame je Hajoosbe BpIHTH (PYyHKIHjOM SOrt, KOja MmpuMa JiBa UTepaTopa - MPBH KOjH yKa3yje
Ha [TOYeTaK JieJia HU3a Tj. BEKTOpa KOju ce COPTUPA, a APYTH yKa3yje u3a MOCIeAEr eJeMeHTa y ey Hu3a KOju ce
coprupa. Kazia ce copTrpa 11e0 BEKTOp @ TH UTepaTopu ce Mory aooutu nomohy a.begin() u a.end().

Anamu3za caoxenoctu. CioxeHocr opor npucryna je O(n logn).
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// ucitavanje brojeva

int n;

cin >> n;

vector<int> a(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> a[i];

// sortiranje
sort(a.begin(), a.end());

// ispis rezultata
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cout << a[i] << endl;

Coprupame HE3a 6ndanoTeuKkoM (DYHKIHjOM

Kapa ce coprupa HU3 a ca n ejleMeHara MOYeTHH UTEepaTop je a, a 3aBPIIHK ce MOXe JOOUTH Kao next(a, n) mwm
€BEHTYAJTHO a+N.

Anaimza caoxenocru. Cnoxeroct opor npucryna je O(nlogn).

// ucitavanje brojeva

int n;

cin >> n;

int a[MAX];

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> a[i];

// sortiranje
sort(a, next(a, n));

// 1spis rezultata
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cout << a[i] << endl;

Bugu gpyiauuja peweroa 060i 3agaitika.

2.14.1 Oodpaaa gynumkara (IOHOB/bEHHX BPEJHOCTH Y HU3Y)

V HekuM 3aanmmMa je moTpedHO Ha HeKHM HaYWMH OOpaIuTH CBE OHOBJbEHE BPEJHOCTH y HU3Y (ayrumKate). Eduka-
CHa pellieha ce 0OMYHO HO0OMjajy HAKOH INTO Ce HU3 MpeTnpouecupa KopuithewmeM coprupama. HakoH coprupama
HU3a CBU MOHOBJbEHU €JIEMEHTH Ce Hajlase jefaH u3a APYrora, IITO 3HAYajHO OHJA OJIAKIIaBa HUXOBY 00paay (3a
CBAaKM €JIeMEHT je BeoMa je[JHOCTaBHO IMPOBEPUTH KOJIMKO IyTa C€ jaBUO Y HU3Y, Ma je caMMM TUM jeJHOCTaBHO
MIPOBEPUTH U 1A JIU je AYTUIKAT, YKJIOHUTH QyIUIMKaTe ¥ CIMYHO). OCHM COpTHpameM, odpaja AyIUIKaTa ce MOKe
BpuIMTH 1 IoMohy OMOIMOTeUKnX KosleKnuja (CKynoBa, MyJITHCKYIIOBA M Mara Tj. pedyHHKa), o yemy he Buie peun
ouTH KacHuje.

3agarak: [dymimkaTa

IMpernoctaBUMO 1a Cy MUHTEPHET ajipece IpeAcTaBbeHe npupoaHuM opojeBuMa (IP agpece ce, Ha mpumep, dyBajy
y 0dnmKy Heo3HaueHux 32-OutHux dpojeBa). [IpeTpakmBay 4yBa CIFICaK CBHX ajipeca KOje je KOPHCHUK ITOCETHO
TOKOM HEKOT MpeTXoqHor nepuoja. KopucHuk je MHore ajapece nocehuBao u Buile myta. Hamuim nporpam Koju
onpehyje Opoj pa3nMUUTUX ajipeca Koje je KOPUCHUK MOCETHO.

Vaa3: Ca crangapaHor ynasa ce yHocu dpoj n (1 < n < 10°), a 3aTuM 1 n IpUPOIHKUX dpojea (Mamux of 252),
CBaKH y IOCEOHOM pefy.

N3na3: Ha cranmapany usina3 ucnmcaTvl Opoj pa3inIuTHX apeca Koje je KOPHUCHHK ITOCETHO.
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IIpumep

Vaaz Uznasz
8 4
123456789
234567890
345678901
234567890
456789012
234567890
456789012
234567890

Pememe
IIperpara

HauBaH HauuH fa ce JeTeKTy |y AyIJIMKATH Ce MOKe 3aCHOBATH Ha aJITOPUTMY JIMHeapHe npeTpare. Of CBUX yUUTaHUX
ejleMeHarta Hu3a OpojaheMo camo OHe KOjU ce PBU ITYT [0jaBibyjy (Kaja ce HEeKU eJIEMEHT I10jaBU IpYyru, Tpehu uth.
myT, Hehiemo ra Opojari). 3a cBaku eleMeHT HU3a Ha TMO3UIHUjH ¢ (0 HyJa Ao n — 1) mpoBepaBahiemo na i ce Taj
€JIEMEHT jaBJba Ha Hekoj nosunuju ox 0 1o ¢ — 1. To MoxkeMo ypaJuTi aIropuTMOM JIMHeapHe nperpare. JInHeapHa
IpeTpara ce Moe UMIUIEMEHTHPATH U OUOIMOTEYKOM (DYHKIIHjOM.

Ananmn3za cjaoxeHocTd. OBo periewe je Hee(prKacHO U CJIOKEHOCT My je KBaJpaTHa y OJJHOCY Ha AUMEH3U]jy HU3a
(cnoxenoct my je O(n?), e je n Opoj eemMeHaTa HU3a).

// broj razlicitih elemenata niza a
int brojRazlicitih(const vector<unsigned>& a) {
int broj = 0;
// za svaki element niza a
for (int 1 = 0; 1 < a.size(); i++) {
// proveravamo da li1 se a[i] javlja pre pozicije 1
bool sadrzi = false;
for (int j = 0; j < 1; j++)
if (a[i] == a[jiD {
sadrzi = true;
break;
}
// ako se ne pojavljuje, uracunavamo ga
if (!sadrzi)
broj++;
}

return broj;

}
Coprupame

Jenan on Hajuemhux HauMHA yKJlamama JyIUIMKaTa U3 HA3A je 3aCHOBAaH Ha COPTUpAmy, jEp Ce HAKOH COPTHpamba
JOyniavkaty Hahy jenas no ppyror. Coptupame MoxkeMo Hajoosbe YpaauTH MO3UBOM OMOIMoTeuke byHKLMje. PasHu
HA4YMHU Ha Koje je Moryhe coprupatu HU3 OpojeBa cy mpukazaHu y 3aaatky Coprupame Opojesa. HakoH coprupa-
Hha MPOJIa3MMO PelioM Kpo3 HU3 U OPOjUMO NPBHU €JIEMEHT, a 3aTUM M CBE e€JIEMEHTE KOjH Cy pa3jIMuiTH Off HhHMa
MIPETXOJHOT (TO Cy IpBa M0 jaB/bIBakba €JIEMEHaTa y COPTUPAHOM HHU3Y).

YecTo je HEmokeJbHO J1a ce TOKOM HeKe aHajM3e Mojaraka rnojany TpancOopMHuIlly, jep TO MOXKe Jia CIIpevr Heke
HapeJHe aHanuM3e nojaraka. Ha mpumep, ako copTupamo HU3, ajbe aHalIu3e Y KOjuMa je BaxaH pefiociie]] moara-
ka Hehe Outu moryhe, jep ce rydu ungopmaimja o MoJa3HOM pefocieay. 300r Tora je Mmpe COpTUpama MOHeKa
HEOIIXO/IHO HAIPABUTH KOIUjY HU3A.

Ananmsa ciaoxenocru. Crnoxerolilly OBOr IPHUCTyNa JOMUHUPA CJIOKEHOCT MOCTYIKA COPTHpara. [1posia3 HAKOH
COpTHpaa je JIMHeapHe CIOKEHOCTH, a COPTHpame ce Moxe ocrBaputu y cinoxeroctu O(nlogn), roe je n 6poj
ejieMeHaTa Hu3a.

// broj razlicitih elemenata niza a
int brojRazlicitih(const vector<unsigned>& a) {
// pravimo kopiju niza, da bi originalni niz ostao nepromenjen
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auto as = a;
// sortiramo niz
sort(as.begin(), as.end());
// brojimo prvi element 1 sve elemente koje su razliciti od
// svojih prethodnika
int broj = 1;
for (int 1 = 1; 1 < as.size(); i++)

if (as[i] !'= as[i-1])

broj++;

return broj;

Bbudimorteuka pynknmja 3a n3danuBame aQynjanKara

MzbanuBame AymvKaTa y COpTUPaHOM HU3Y MOJKe Ce BPIIUTH U dudsimotedknm pyHkiyjama. OyHKIHja unique y
jesuky C++ mpuma JiBa uTepatopa Koju OrpaHH4YaBajy CerMeHT COPTHPAHOT HU3a Tj. BeKTopa (00M4YHO a u next(a,
n) 1j. a+n wm a.begin() u a.end()) u opraHu3syje Taj HU3 TAKO Ja HA FHETOB IMOYETAK CMEINTa eJIeMeHTe KOju
ce He MOHaB/bajy 1 Bpaha urepaTop Ha MO3MLMjy U3a Kpaja Tor gena. Ha nmpumep, ako je nu3 1,1, 2,2, 5, 5, HakoH
nosuBa (pyHKIMje unique oH he Outu peopraHuszoBaH Tako mro he My cagpxaj outu 1,2,5,x, x, x, a uTepaTop
he yka3uBaTH Ha MO3MLIKjY TPU Tj. HEMOCPEIHO M3a eneMeHTa 5. Capikaj Ha MO3MIMjaMa OOeNIeKEHNM Ca T HHje
pesieBaHTaH. AKO ce KeJl n3dalyBambe JAyIUIMKAaTa, Pell H13a ce MOXe OJCTPAaHUTH Tako IITO Ce Mo30Be (PyHKIHja
erase K0joj ce HaBelly [IBa UTepaTopa - IPBU je OHAj KOjU je BpaTwia (pyHKIMja unique a Ipyru je ureparop Ha
Kpaj HU3a (Koju ce oOMIHO nodmja ca next(a, n),a + nwm a.end()). AKo je MOTpedHO U3padyHATH caMo OpOj
JEAMHCTBEHNX eJIeMeHaTa OH Ce MOJKe JOOMTH TaKo IITO ce M3padyHa pacTojame n3mel)y ntepatopa Ha HoUeTaKk HA3a
1 UTepaTopa Kojer Bpatu pyHKuHMja unique (Ha mpumep, distance(a, unique(a, next(a, n)))).

Anaimza cioxkeHocTH. Bubimoreuke QyHKIMje 32 YKIabare TYIUIMKATA U3 COPTUPAHE KOJIEKIIHjE CIIOKEHOCTH
cy O(n), na ykynHoM ciioxeHortnhy JoMuHApa coprupase ciaoxenoctd O(n logn).

// broj razlicitih elemenata niza a
int brojRazlicitih(const vector<unsigned>& a) {
// pravimo kopiju niza, da bi originalni niz ostao nepromenjen
auto as = a;
// sortiramo niz
sort(as.begin(), as.end());
// uklanjamo duplikate
as.erase(unique(as.begin(), as.end()), as.end());
return as.size();
// dovoljno je 1i:
// return distance(as.begin(), unique(as.begin(), as.end()));

Bugu gpyiauuja peweroa oeot 3agaitixa.

3anarak: HeynapeHu ejieMeHT

Homahuita MaTiIa je Ha KypKy [03Bajia CBOje pujatesbe, OpauHe mapose myese u Tpytose. IlomTo je roctujy myHo,
CBako je 100uo dpoj cronune. bpaunu maposu cy nodunu ucte dpojese. Koju dpoj je moduna martuna?

Vaa3: Ca cranmapaHor yiasza YHOCH ce Opoj n, a 3aTHM U 12 IPUPOJHUX OpojeBa, CBAKH y IIOCEOHOM pefty, Ol KOjHuX
Ce CBU OCUM jeJJHOT jaBbajy TayHO JIBa MyTa.

N3na3: Ha cranmapanu nsnas3 UCIMCATH jeJaH Opoj - OHaj KOjU ce Ha a3y jaBUO TaYHO jeITHOM.
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IIpumep
Vaaz Uznasz
9 4
3

2

1

4

2

5

5

3

1

Pememe
I'pyda cuia

JMpeKTHO pelllere 3aaTKa Mojipa3yMeBa Ja ce 3a CBaKU €JeMEHT yYMTaHOT HU3a MPOBEPHU Ja JIM y HU3Y MOCTOjU
jOII HEKO H-eroBO NOjaB/buBame. [lakiie, KOpUCTUMO yrHexkheHe NneTbe U y CIOJbHOj NMET/bU MPOJIA3UMO KPO3 CBE
TIO3UIINje ¢ Y HU3Y, IOK y YHYTPAIIH0] NeT/bH KOPUCTUMO JITOPUTaM JIMHEapHE TpeTpare Aa OMCMO MPOBEPHIIA /1a
JIA y HU3Y TOCTOjU TO3MLIMjA j TaKBa Jia je pasauuMTa Off 4, a Ja je a; = a;. Pa3sHM HauMHM WUMILIEMEHTaLUje
JIMHeapHe IpeTpare onucaHu cy y 3aaatky Heynapenu enevent. [IpBu MyT Kaja ce yHyTpalllibha [1€T/ba HEYCIEIIHO
3aBpIIM, MIPUjaB/byjeMO [Ia je HeyNapeHW eJIeMeHT a; W MPeKuJaMo U Croballby NneTby. HapaBHo, mperpary je
Moryhe U3/1BOjUTH 1 y TOMOhHY (DYHKIIM]y WM yIOTPeOUTH OUDIMOTEUKY (DYHKLIH]Y.

Anammsa caoxenoctn. [omro ce cymrTuHCK yrnopelyjy cBU NapoBH eleMeHaTa, a BbUX y HU3Y DyKUHE 1 UMa

—1 .
nln1) | cnowenoct osor pemersa je O(n?).

int neupareni(const vector<int>& a) {
// dimenzija niza
int n = a.size();
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
bool uparen = false;
for (int j = 0; j < n; j++)
if (1 != ] & a[i] == a[j]) {
uparen = true;
break;
}
if (luparen)
return a[i];
}
// po uslovima zadatka dovde nikada ne bi trebalo da se dodje
throw “ne postoji neupareni element”;

}

JluneapHa npeTpara Moxe OUTH pea30BaHa U OMOIMOTEYKOM (PYHKIMjOM (32 CBaKH €JIEMEHT TIOCEOHO MpeTpaKy-
JEMO JIeo HM3a UCTIPEL U IEO HU3a U3a Hbera).

int neupareni(const vector<int>& a) {
auto b = begin(a), e = end(a);
for (auto it = b; i1t != e; it++)
if (find(b, it, *it) == it && find(next(it), e, *it) == e)
return *it;
// po uslovima zadatka dovde nikada ne bi trebalo da se dodje
throw “ne postoji neupareni element”;

}
CopTupame

3apaTak ce eprKacHHje MOKe PELIUTU aKO CE HU3 MPETXOAHO copThpa. CopTupame MOKEMO ypaauTU Ha pa3He
HayMHe, aJId HajOoJbU je Ja ce ynorpedu dudunoreuka (pyHKIMja 3a coOpTUparbe. Pa3HU HAUMHU COpPTHUpama HU3a
dpojeBa onmcanu cy y 3amatky Coprupame dpojesa. HakoH Tora ce cBM mapoBH Hajlase jelaH u3a Apyrora v norpedHo
je MpoJIa3uTH HU3 JBa-TI0-1Ba eJIeMEHTa MTpoBepaBajyhu 1a v je APYTH Pa3sIMduT O MPBOT (aKO jecTe, OHAA je TIPBU
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€JIEeMEHT Taj KOjH ce jaBiba caMo jenaH myT). [locedHy maxipy Tpeda 0OpaTHTH Ha cydaj Kaja je TPaKeHH eJIeMEeHT
MIOCTEAY y COPTUPAHOM HHU3Y.

Anamm3a cioxeroctu. CioxeHomty JoMuHUpa copTupame, Koje je ciaoxeroctu O(nlogn). Iposepa jenHa-
KOCTH y3aCTOITHUX eJleMeHaTa KOja HacTyIla HAKOH COPTHParba BPIIY Ce Y je[THOM MpoJia3y Kpo3 HU3 U JIMHEapHe je
cioxeroctd Tj. O(n).

int neupareni(const vector<int>& a) {
// dimenzija niza
int n = a.size();
// pravimo kopiju niza, da se niz ne bi promenio
auto as = a;
// sortiramo niz
sort(begin(as), end(as));
// gledamo dva po dva elementa niza
for (int 1 = 0; 1 < n-1; 1 += 2)
if (as[i] !'= as[i+1])
return as[i];
if (n % 2 == 1)
return as[n-1];
// po uslovima zadatka dovde nikada ne bi trebalo da se dodje
throw “ne postoji neupareni element”;

3anarak: ®pekBeHNHje peqn

Mununia je Kynosasa pa3He IPOU3BOJIE U CBAaKU ITyT KaJja ce BpaTula U3 KYIIOBHHE JOIKCHBAA j€ CBE IPOU3BOJIE KOje
je Kynuia Ha cnucak. Harmuimum nporpam koju nomaxe Muwiviy J1a oapeau Mpou3BoOJ KOjU je Hajuelihe KyrnoBajia
TOKOM ITPETXOJHE TOJIMHE.

VYaa3: Ca cranmapAHor yja3a yuuTaBajy ce Ha3UBU IPOU3BOJA, CBE JIOK ce He Johe 10 Kpaja yiaa3a. CBaku Ha3uB je
ped Koja caapxu HajBuie 10 Maaux clioBa eHIiecKor andadera.

WN3na3: Ha cranpapaHu u3na3 MUCOUCATH jelaH pel KOjU CaAp:KU HasuB Hajuelrhe KymoBaHOI NMPOU3BOJA, jelaH
pa3Mak 1 Opoj MyTa KOJIMKO je Taj MpOon3BOJ KYIUbeH. AKO je BHIIe MPOU3BO/a KYIJbEHO UCTH OpOoj MyTa, NCTIMCATH
OHaj KOjH je TIPBU I10 adereJHOM pelocieny.

Ilpumep

Vaaz HUznasz
jabuka hleb 3
hleb

kruska

jabuka

sljiva

hleb

mleko

jabuka

hleb

Pememe
Coprupame

Jomr jeman moryhu mpucTyn pelaBamby OBOT MpodsieMa je J1a ce peud COpTHpajy Tako Ja CBa I0jaB/bUBamba UCTE
peun Oyny y3acronHa. [lomiro ce He 3Ha yHarpesa Opoj pedd, HajOobe UX je yYUTaTu y HeKU JUHAMMUYKY HU3. Y
jesuky C++ To MOke OuTH vector.

Coprupame je HajOo/be ypaauTH JeKCUKorpadcku, npumMeHoM OudanoTeuke pyHkimje. HakoH coptupama, Tpaxu-
MO JIyXKWHY HajoyXe y3acTOITHE cepHuje jeMHAKHX elleMeHara. To MOXeMO CIMYHO Kao y 3amatky Hajmyxa cepuja
nooena.

string s;
vector<string> reci;
while (cin >> s)
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reci.push_back(s);
sort(begin(reci), end(reci));
int tekucaDuzina = 1;

int maxDuzina = 1; string maxRec = reci[0];
for (int 1 = 1; 1 < reci.size(); i++) {

if (reci[i] == reci[i-1])
tekucaDuzina++;
else

tekucabDuzina = 1;

if (tekucaDuzina > maxDuzina) {
maxDuzina = tekucaDuzina;
maxRec = reci[i];

EX )

cout << maxRec << << maxDuzina << endl;

Bugu gpyiauuja pewierba 060t 3agaitika.
2.14.2 TI'pynucame OJHCKHX BPEeJHOCTH

Jom jenHa mprMeHa copTHpama JoJa3y ofl Tora LITO Ce HAKOH COPTUpara HU3a, EIEMEHTH OJIMCKU 110 BPEJHOCTU Ha-
Dy jenan onusy gpyror. OBo Ham omoryhasa ja y HU3y HaJIa3UMO LITO OJIMXKeE eJIeMEHTE Kao U TpyIie ITO OJIUCKUjUX
esleMeHaTta (ca IITo MarkOoM pa3sIMKoM M3Melly HajMmarber 1 HajBeher enemeHTa y rpynm).

3anarak: Hajommxe code

JIBa rocTa cy onuia y XoTelsl U Xkeje Ja OACeAHy Y codama Koje Cy IITo Ouke jefHa Apyroj, Aa OM TOKOM Beuepu
MOIJIM /1 3ajeJJHO pajJie Y jelHOj O]l TUX coda. AKO MOCTOjU BUIIIE TAKBUX c0o0a, OHU OUpajy na Oyly ITO Aabe Off
peternuuje, Tj. y codama ca mro Behum peaHuM OpojeBrMa, Kako UM Oyka He OM cMeTasia. AKO je MO3HAT CHMCaK
CII0OOHUX coda y TOM TPEHYTKY, HAITUIIH [TPOrpaM Koju ogpeljyje dpojeBe coda Koje rocTu Tpeda aa 1odujy.

Vaa3: V npeoj IMHUjM CTaHAApAHOT yiia3a Hanasu ce opoj n (1 < n < 10°), a 3aTUM ce y HapeHUM JIMHUjaMa
HaJlaze OpojeBu crodoaHMX coda (y CBAKO] JIMHUJH MO je[jaH) - CBU OpPOjeBH Cy Pa3IMUUTH, aJld je FIXOB PeloCie]
MIPOU3BOJbAH.

MN3na3: Ha cranmapanym msna3 ucmmcatu OpojeBe coda roctujy (pBo MamwH Opoj, ma Behu), pa3aBojeHe jeAHIM
Pa3sMakoM.

IIpumep

Vaaz Hznasz
7 16 18
18

6

25

11

1
16

Pememe
I'pyda cuia

JlpexTaH mpucTyn peliery OM OO 1a ce M3padyHajy pacTojama n3Melly cBake JBe code U Jia ce rmpoHalje map ca
HajMamHM PacTojarmbuMa.

n(n—1)
2

AnaJsm3za cjoxkeHocTH. [lomro naposa nma , CIIOKEHOCT OBOT NpucTyra du duna O (n?).

vold najblizeSobe(const vector<int>& a, int& sobal, int& soba2) {

int n = a.size();
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// dve sobe sa najmanjim rastojanjem
int min_1 = a[0], min_j = a[1];
// rastojanje izmedju njih
int d_min = abs(min_i - min_j);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 1+1; j < n; j++) {
// rastojanje izmedju soba 1 1 j
int d_ij = abs(a[i] - a[jl);
// ako je rastojanje manje od do sada najmanjeg ili je jednako,
// alil su sobe dalje od recepcije
if (d_i1j < d_min || (d_1j == d_min && min(min_i, min_j) < min(a[i], a[jl))) {
// azuriramo najblize sobe i1 rastojanje izmedju njih
min_1 = a[i];
min_j = a[jl;
d_min = d_1ij;
}
}

// vracamo sobe u uredjenom redosledu
sobal = min(min_1i, min_j); soba2 = max(min_i, min_j);

}
CopTupame

Bospe pememe ce Moxke JOOUTH ako ce HU3 Ipe Tora coptupa. Hamme, HajONMKM €JIEMEHT CBAKOM €JIEMEHTY Y
COPTHPAHOM HM3Y je jeAaH o beMy cyceqHux. Jlakie, ako Opoj a; y4ecTByje y napy Hajommkux coda, onaa Apyru
€JIEeMEeHT TOT Tapa Moe OUTH M dpoj a;_1 KOJU je HEMOCPEAHO UCIIpe]l a; Y COPTUPAHOM pellocieny WK Opoj
@41 KOJU je HEMOCPEAHO n3a mera (HapaBHO, HE MOCTOjU €IE€MEHT MCIIPEeA MPBOT, HUTU €JIEMEHT M3a MOCIeAmker
eJlieMeHTa H13a).

Joka3 KOpeKTHOCTH. 3aucTa, y Heonajiajyhe coprupaHoM Hu3y Baxu na u3 j' < j < icnemu a; — a; < a; — ajr,
jep M3 copTHpaHoCTU M j' < j creaM jga je a; < a;. Baxumpmanmsi < j < j' cnemm ma je aj —a; < ay — ag,
jep u3 coprupanoctn u j < j' cnenu a; < aj. 3ato 3a cBako j < i — 1 Baku ma je a; — a;—1 < a; — aj, Ma
€JIEMEHT Ha MO3ULIMjU ;' HUje DJIMKM ENEMENTY a; HETO eleMeHT a,;_1. CiamdHo, 3a cBako j' > i + 1 Baxu 1ga je
ai+1 — a; < ajs — a;, 4 eJIEMEHT Ha MO3ULIMjU j’ HUje OMIDKY eJIEMEHTY @; Hero eIeMEHT a4y 1.

3ato je HAKOH COPTHparba JOBOJHHO MIPOBEPUTH CBE pasivKe M3Mely cyceqHHX eneMeHaTa U OJpeIUuTH HajMamy Of
BUX (aKO UMa BUIIE UCTUX, oApehyjeMo nocieamy). 3a 0BO KOPUCTUMO aIrOpUTaM ojipehrBama HajMamer eJleMeH-
Ta, JOK COPTUPAE MOKEMO Hajjakiie e(puKacHO U3BPIIUTH OUOIMOTEYKOM (DYHKIIH]OM.

Anam3a cuoxxkenocr. Coprupame dudnnoreurom gynkimjom 3axtesa O(nlogn) omepaumja, I0K je Tpakeme
mMuHIMyMa ciioxeroctd O(n), Tako aa je ykynHo Bpeme osor nocrynka O(n logn).

vold najblizeSobe(const vector<int>& a, int& sobal, int& soba2) {
// pravimo duplikat niza koji cemo da sortiramo
auto as = a;
sort(begin(as), end(as));
int min = 1;
for (int 1 = 2; 1 < a.size(); i++)
if (as[i] - as[i-1] <= as[min] - as[min-1])

min = i;

sobal = as[min-1]; soba2 = as[min];

3agarak: [IpaBeqna mogesia 40KoIa A

Jlato je n makeTa 4OKoJIajie ¥ 32 CBaKM O] BbUX je TO3HATO KOJIMKO YOKoIaua caapxu. CBaku off k yueHHKa y3uMa
TaYHO jeJaH MaKeT, PH YeMy je Wb Ja CBH YYCHWIM MMajy INTO MPHOMMKHHUjU Opoj dokomamuma. Konwmka je
HajMama Moryha pasnmka u3melly OHOT y4eHHKa KOjH y3Me MaKeT ca HajMambe U OHOT KOjH y3Me IMakeT ca HajBHIIe
YOKOJIAIILIA.

Vaaz: Ca cranmapaHor yiaasza ce yHocu nprupogas opoj n (1 < n < 50000) a 3aTuM ¥ 1 IPUPOAHKUX OpojeBa
(u3meby 1 u 10°, pasaBojene ca 1o jeqHMM pa3MakoM) KOjH MPEJICTaBibajy OpPOj YOKOJIAIUIA Y CBAKOM Makety. Y
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TocNieIlbeM pefy ce yHocH opoj mere k (1 < k < n).
M3aa3: Ha cranpapaau u3ias MCicati BpeJHOCT HajMarbe pasiiuKe.

IIpumep

Vaaz Hznaz
8 5
3811747 129

4

Pememe
Coprupame

HajoupekTHHj1 HaUMH Ja ce ey 3aJaTak je a ce UCIIMTA]y CBU IOJCKYIIOBH Off K eJleMeHaTa CKyIa oJl 1 eJleMeHaTa
u ga ce mehy muma ogadepe HajOossu. OBO pelerne je pesaTHBHO KOMIUTMKOBAaHO MMIUIEMEHTHPATH, a Y3 TO je !
Beoma HeeprkacHo (5poj moackynoea je (), wro je O(n*)).

Bose u edukacHuje pelewme ce 3aCHUBA Ha cOpTUpamy. Hamme, Kaja ce Mojia3HU MakeTd COPTUpajy mo Opojy
YOKOJIAJWIIA, YICHUIM Tpeda Ja y3Mmy y3acTonmHux k makera. IIpeTrocTaBMMO Jla HAKOH COPTUpamba MMaMoO HU3
ag, a1, .- ., 0p—1. YICHUI Tpeda a y3My PeloM MakeTe o1 a;, 10 a;+x—1,3a Heko 0 < ¢ < n — k.

Joka3 KOpeKTHOCTH. [IoKakuMo IpeTXOAHy 4MibeHHIy U opmanHo. IIpermoctaBUMO CyHmpOTHO, Aa MakeTH
KOjY ajy HajMamy PAcliOH He YMHE y3aCTONAH HU3 U Jla CBaKM y3aCTOIHHU HU3 MaKeTa QyXKUHE k MMa CTporo Behn
PAcIIOH O pacIioHa CKyIa y3eTuX nakera. Heka je npBu yserw maker a;. Taga cUTypHO NOCTOjU HEKM NAKET
324 < j < i+ k Koju HHje y3eT, a yMeCTO era je y3eT HeKd MakeT a; 3a Heko ¢ + k < j' < n. Heka je j’
HOCJIEbYU AKET KOju je y3eT. MehyTum, kaga Ou y4eHHK KOjHU j€ y3€0 MaKeT @/ 3aMEHHO Taj MAKET 3a (4 PACIIOH
OM ce cUrypHO CMarbio Wi dap ocTao uctu (jep O MOCIebH y3eTH NaKeT Taga Ouo HeKu maker aj-, 3a j < j/,
a NOLITO je HU3 COPTHpaH Heonagajyhe, Baxu 1a je a;» < aj, Mau ajr — a; < aj — a;. JlaJbuM 3aMeHeMa UCTor
THIA MOeMO JIONH JI0 TOora 1a Cy CBU Y3€TH IAaKEeTH y3aCTOMHHY, a [a j€ PACIIOH MarbH MIIH jeIHAK MOJIa3HOM, IITO je
y KOHTPaIMKIMjH Ca TUM JIa je PacIOH MOJIa3HOT CKyIla y3eTHX TaKeTa CTPOro MamM OJ] pacrioHa dmio Kojer Huza k
Y3aCTOIHUX TaKeTa.

Hanomena. Pazmarpame MpeTxoJHOr TUMA je KapaKTePUCTHYHO 33 TAKO3BaHE rPaM3HBe aJlrOpuTMe, 0 KoM he Buiie
peun OMTH KacHHje.

Ha ocHOBY npeTxogHOT jacHO je 1a Hi3 OpojeBa YoKoJaauiia y makeTrMa Tpeda Hajipe coptupary (Hajoosse momohy
dudmmoTeuke pyHKIMje SOrt ¥ 3aTUM OAPEIUTH MUHUMYM Pa3jiiMKa BPEIHOCTH G;4,—1 — @4, 320 < 7 < n — k,
kopunhereM yoOru4ajeHor ajiropuTMa 3a Hallakemhe MUHUMYMa.

Anasmza ciaoxenoctn. CioxeHomhy OBOr ajqroputMa JAOMHHMpA CJIOKEHOCT KOpaKa COpTHpama, a OHa je
O(nlogn), ako ce kopucte dudimoreuke umruiemeHraruje. Hakon copruparma, MUHEMYM ce onpehyje y n — k
KOpaka, Tj. y JuHeapHoj cioxenoctd O(n) (kaga je k mano, Opoj kopaka Moxe duty Beoma dn3ak n).

// odredjuje najmanju razliku u broju cokoladica unutar odabranih
// paketa ako se bira k paketa medju paketima iz niza a
int minRazlika(vector<int>& a, int k) {
// broj paketa
int n = a.size();
// sortiramo pakete po broju cokoladica
sort(begin(a), end(a));
// odredjujemo 1 najmanju mogucu razliku
int min = numeric_limits<int>::max();
for (int 1 = 0; 1 +k - 1 <n; i++) {
int razlika = a[i1 + k - 1] - a[i];
if (razlika < min)
min = razlika;
}

return min;
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2.14.3 Csoheme HAa KAHOHCKH 0DJIHK

Yecto nmamo motpedy Aa mMpoBEpUMO Jia JIU Cy /IBa HU3a eJieMeHaTa jeIHaKa, ako ce 3aHeMapH Y KOM Cy pefiocieny
eJeMeHTH HaBeJeHu. Kiacimuan mprumep oBora je mpoBepa J1a JI ce jeIHa ped MOXe JOOUTH MepMyTOBAkEM CIOBa
apyre (Tj. JAa 7 Ccy aHarpamu). Y CYIITHHHU, paau ce o mopehery OBa MYTIHMCKYyNa eleMaHarta (Koja cy 3aaaTta
Hu3oBUMa). Hajdospu HauMH [ja ce OBakBa jeHAKOCT MPOBEpH je Ja ce 0da HU3a CBeAy Ha HEKM KaHOHCKHU OOJIMK,
KOju Hehe 3aBUCUTH O]l pefociiesia ejleMeHaTa Hu3a. HajjeqHoCTaBHMjU HaUMH Aa ce TaKaB KaHOHCKU OOJIUK JOdUje
je Ia ce eJleMeHTH HHU3a COPTUpAjy mpe nopeherma. [Ipyru HaUvH je a ce U3BPIINH MPedpojaBame CBUX eJeMeHaTa
Tj. J[a ce MYJITHUCKYIIOBU TIPE/ICTaBe MpecIMKaBambUMa CBAKOT €JIEMEHTa Y HeroB Opoj MojaB/bhBamka (ABa TaKBa
MIPEC/INKaBamka Cy jeJHaKa aKo M CaMO aKO MCTH CKYH KJby4eBa CIIMKa Y HCTE BPEIHOCTH).

3anarak: [IpoBepa nepmyTanuja

Jlenka je modwria 3amatak Ja ucrporpamupa (pyHKIH]y Koja “Mermna” qaTté HU3 OpojeBa, Tj. oapelhyje meroBy Ha-
CyMHUHy nepMyTanyjy. JleHKa je Hamwcasia CBOjy (PyHKIHjY, IOKpeHysIa je Ha ogpehjeHoM Opojy TecT-mpumepa,
MehyTiM, Kaga je qoOwiia u3/la3He pesysraTe HUje ofMax MOoIvIa Ja BUAM Ja JH je ieHa (pyHKIMja ucrpaBHa. Ha-
UM TIPOrpaM KOju joj MOMaxke Tako LITO YYUTaBa MOYETHH HU3 eJ1eMeHaTa U HU3 JOOHMjeH MelllamkeM 1 IIpoBepaBa
Jia I je APYrd HU3 MepMyTallfja IpBor Tj. Ja JM ce MOrao JOOUTH OJf IPBOT CaMO IIPOMEHOM peJlociiesia IherOBUX
eJleMeHara.

Vaa3: Ca craHmapgHOr yiasa ce yHOCe [1Ba HM3a MPHPOAHMX OpojeBa. 3a CBaKM HU3 Ce YHOCH Opoj ereMeHarta
(najurre 50000), a 3aTUM U €JIEeMEHTH Pa3ABOjeHH ca MO jeHUM Pa3MaKOM.

M3na3: Ha crangapaam nzias ucnuiny ped da ako je Apyrd HU3 JoOHMjeH MellamkeM MPBOT, Tj. Ne ako HHje.

IIpumep

Vaaz Hznaz
5 da
13243

5

43231

Pememe
Coprupame

JenaH on HauMHa Ja IPOBEPUMO Ja JIY j€ jeaH HU3 epMyTaliija APYror je Aa 0da Hu3a JOBEeIeMO y HEKYy KaHOHCKY
¢opMy, a OHZIa Ja IPOBEPUMO J1a JIM Cy AoOujeHe KaHOHCKe (opme jenHake. HajjenHocraBHMja KaHOHCKa popma
ce godMja Kajga ce HU30BU COPTUPAjy MO BeJIWIMHM (Ha mpuMep, Heonagajyhe). Coprupare ce MOXe W3BPIINTH Ha
HEKH OJf HauMHa MPHKa3aH y 3a1atky CopTuparme OpojeBa, Hajoobe ONOIMOTEYKOM (PyHKIIH]OM.

IMopehemwe jenquakocT ABa HU3a WM BEKTOpa Ce MOXE OCTBAPHTH, Iemke, Ha cienehu HaumH. [IpBo, na Oum aBa
HuU3a OUJIa jeiHaKa MOTPedHO je Aa uMm Opoj enemeHata dyze jenHak. OBy MPOBEPY MOKEMO U3BPLIUTH U HA CAMOM
MOYeTKy (TIpe copTupama). HakoH Tora, TMHEapHOM MPEeTparom MpoBepaBaMo Jia JIM MTOCTOjH MO3UNHja Y HI30BIMA
Ha K0j0jOj ce Hajla3e ABa pa3IMynTa elIeMeHTa. AKO ITPOBEPY peayn3yjeMo y TOcedHO| (PyHKILIHMjH, YUM ce poHaly
JiBa pa3M4uTa eJeMeHTa (byHKIMja MOXe Ja BpaTu BpegHocT false. Ako ce mohe 1o Kpaja HU30Ba, a He Hale ce
pasiMKa, Taga (yHKIMja MOXe 1a BpaTH true.

Hapagno, dormpe peremse je ako ce kopricte dudmoteuke ¢pyaknuje. [lopeheme jeqnakocTn BekTopa y jesuky C++
MOJKEMO M3BPIINTH, KPajihe jeIHOCTaBHO, MoMohy omepatopa ==. [lopehewe jeqnakoctn HU30Ba y je3uky C++
MO3KeMO BPIIUTU U ToMohy yHKIrje equal Koja mpuMa uTepaTtop Ha MovYeTak v u3a Kpaja MpBOT HU3a U Ha MOYETaK
JPYror Hu3a.

Anannza cioxkeHocra. Huzosu o n enemenara ce dudinoteukom pyHkImjom ropeje y Bpemery O (n logn), 1ok
Ce BUXOBA jeIHAKOCT TIpoBepaBa y Bpemeny O(n). [IpoBepom, faKIie, JOMUHUPA BPEME COPTUPAA M AJITOPUTAM j€
cnoxerocrd O(nlogn).

bool jePermutacija(vector<int>& a, vector<int>& b) {
if (a.size() !'= b.size())
return false;
sort(a.begin(), a.end());
sort(b.begin(), b.end());
return a == b;

}
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2.14. COPTUPAILE

3anarak: Anarpam

Jate cy JiBe HUCKE CauribeHe OJ1 MAJIMX CJIOBa eHrJiecke adelie/ie, MHTEPITyHKIM]CKUX 3HAKOBA U pa3maka. Hanwmiim
mporpaM Koju MpoBepasa Jia Jii Cy /IBa JlaTa CTPUHIa aHarpamu, Tj. [1a JI e OJ1 PBEe HUCKe MPEeMEeLITaheM CI0oBa
MoO3Ke JOOUTH Jpyra HUCKA U OOPHYTO (KapaKTepH KOjUu HUCY CJIOBa ce 3aHeMapyjy).

Vaaz: [IpBa nmuHMja cTaHIAPIHOT yila3a cagpKy jeqHy HHUCKY, a Apyra JIMHUja CaipKu JPYTy HUCKY.

M3zna3: Ha cranmapoHOM M37Ta3y y jeAHOj JIMHUJHU IpUKa3aTy ped da ako JaTe HHUCKE Mpe/CcTaB/bajy aHarpaMe, y
CYIPOTHOM ITpUKa3aTH ped ne.

IIpumep1l
Vaaz

panta redovno zakasni
neopravdan izostanak

H3znas

da
IIpumep2
Yaas

oni su skrsili vagu
suvisni kilogrami

Hznaz
ne
Pememe

JIBe HHCKe cy aHarpamu ako ce jeaHa Moke JOOMTH NepMyTOBabeM pelociea KapakTepa Jpyre, Ia je LeHTpaIHU
3aJaTaK OJPEIUTH Ja JIM jelHa HUCKA MpeAcTaBiba nepMyTanyjy apyre. [IpoBepa a v je jefaH HU3 epMyTaLja
Jpyrora oIicana je y 3aiatky [IpoBepa nepMyTaiyja 1 y OBOM 331aTKy C€ MOTY IIPUMEHHTH CBE TEXHUKE KOje Cy Y
TOM 3aJIaTKy OIicaHe. JequHa pa3yiKa y OAHOCY Ha OOMYHY IPOBEpY epMyTaliyja je TO LITO ce IPUINKOM IpoBepe
aHarpaMa He y3uMmajy y od3up CBH KapakTepH, Beli caMo MaJa CJIoBa.

Coprupame

JenaH HauuH fa ce 33/aTak pellu je Ja ce 0de HUCKe copTUpajy U oHJa yrnopesae. CopTupame HUCKU MOXE Ja ce
u3BpUIM OMOMMOTEYKOM (pyHKIHMjoM. VY je3uky C++ 1o je pyHKumja sort. MehyTum, nouTo ce npopepapajy camo
CJIOBa, TIpe COPTHUpPamba 1 Nopehersa, 13 HICKY je MOTPedHO M30alUTH CBE KapaKTepe KOju HUCY CIIOBa.

V jesuky C++ 10 je Moryhe ypagutu pynkuujom copy_1if. OHa Komupa ejeMeHTe U3 ieia Hu3a OrpaHUYeHoT ca IBa
uTepaTopa y eo Hu3a (MCTOT MJIM HEKOT APYror), MOoYeBHIM oj1 Jator ureparopa. [Ipu Tome ce npernocrassba aa he
0] TIO3UIIMje TOT UTepaTopa A0 Kpaja HU3a OUTH JOBOJBHO aJTOLMPAHOT IPOCTOpA Jla Ce MPEKONMpajy CBU €JIEMEHTH.
MebyTtum, NOIITO y OBOM 3aJaTKy HE 3HaMO yHarpesi KOJIMKO MMa MaJliX CJIOBa, HACKY Koja he cagpskatu pesynrar
HEe MOXEeMO yHarpes ajonupatd, Beh hemo je mpormmpuBaTi JofaBameM jeJHOT 10 jeJHOT eleMeHara Ha Kpaj (3a
IITa yMECTO UTEPATOPa Ha MOYETAK AIOLMPAHOT HU3A Tj. HUCKe HABOAMMO back_inserter HanpaBibeH oj1 uTepatopa
KOjU yKa3yje Ha MouYeTak Ipa3He HUCKE).

[poBepy a 11 je CIOBO MaJo BPIIMMO ITI00ATHOM OHOIHOTeYKOoM (byHKIHjoM islower.

Ananmn3a cj1oxkeHocTu. CI0XEHOCT OBOT aJITOPUTMA 3aBUCH O] CIIOKEHOCTH COPTHPama U aKO Ce KOPUCTHU OUOIHO-
Teuka (pyHKIMja coprupama uzHocu O(nlogn). Hanme, Konmuparme HUCKK (KOje je HEOMXOAHO, [ Ce COPTUPAEM
He O IOKBapuJie OpUrMHAJIHE HHUCKE, aJIU U 1a 01 ce (pmiITprpaia caMo Maa cjioBa) U nopeljere jeJHaKOCTH HaKOH
COpTHpama Cy JTMHeapHe CJI0KEHOCTH, I1a COPTHPAbE Y3MMa HajBHUIIE BpEMeHa.

bool anagram(const string& s1, const string& s2) {
string sloval, slova2;
copy_if(begin(s1), end(s1), back_inserter(sloval), ::islower);
copy_1if(begin(s2), end(s2), back_inserter(slova2), ::islower);
sort(begin(sloval), end(sloval));
sort(begin(slova2), end(slova2));
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

return sloval == slova2;

2.14.4 Ocraje npuMeHe COPTHPaKHA

Hagenenu npumepu copTrpama CUTYPHO He UCLIPIUBYjy CBe yHOTpeOde copTrpama. Y HacTaBKy he OMTH mpHuKa3aHo
jOIII HEKOJIMKO 3aJaTaKa Koju Mory e(prKacHO OUTH pellieHH 3aXBasbyjyhul IPUMEHH COpTUpaba.

3anarak: Xupmos h-unaekc

Panrupame HaydyHHMKa BpIIM ce IOMONY CTaTHCTHKE KOja ce HasmBa Xuputoe ungekc (CKp. h-ungexc). H-unpmexc
Hay4HUKa je HajBehu Opoj h TakaB qa HayyHHMK UMa Oap L pajoBa of1 KOjux cBaku uma dap h nurara.

Vaaz: Ca craniapaHor yiasa ce yHocu opoj n (1 < n < 5 - 10%) koju npesictapba 6poj pajioa HayqHHKa a 3aTHM
¥ 1 IPUPOIHMX OpOjeBa KOju MpejcTaBbajy 6poj urata (u3mehy 0 u 10%) 3a cBakm of THX 1 pajoBa.

N3na3: Ha cranmapanu v3nas3 UCIMCATH jeJaH IpUpoJaH Opoj Koju IpencTaBiba h-uHIeKC HayIHHKA.

IIpumep

Yaaz Hznaz
8 5
35127590 17
Odjamrserve

INocroju Tauno 5 pagoBa ca dap S murtata (5, 12, 9, 7, 17). Ilpeocramu pagosu umajy 3, 5 u 0 nuTaTa, Tako aa He
moctoju 6 pagoBa ca dap 6 nurTaTa.

Pememe
I'pyda cnia

H-unpexc ce moxe medpunmcatu kao HajBehu Opoj h TakaB ga mocroju dap h pamoBa koju mMajy Oap h mmTara.
Moryhe BperHocTy 3a h nanekc cy Opojesu m3mely 0 1 n. OCHOBHM HAYMH 2 OJpeIUMO h UHIEKC je Ja yIIoTpedumMo
JIMHEapHY MpeTpary u Jia 3a cBaky BpegHoct h uzmely 0 v n mpoBepuMO Ja Jiv ocToju dap h pagosa ca dap h nurata
Tj. n1a ;m je By, > h, tne By, npencraBiba Opoj pajioBa ca h wiu Bullle utaTa. AHanm3upahemo pasHe BpeaHoCTH h,
Ha TIpuMep, Off 1 T1a HAHWKe, CBe JIOK He HauleMo Ha MpBY BPEeHOCT h 3a KOjy nocToju dap h pagoea ca h nurata
Tj. 32 KOjy je je By, > h u Ta BpemHOCT h nipencraBibahe TpaxeHn h-MHIEKC.

3a cBaku Opoj h m3pauynahemo BpexHocT B;. HamBan HaumH ma ce TO ypagd je Aa ce Ja ce mpofje Kpo3 HU3
Opojea nurara c (Koju He MOpa OUTH COpTUpaH) U a ce oJpeau Opoj eleMeHaTa HU3a Koju ¢y Behu wiu jegHaku h.
V jesuky C++ npedpojaBame ejleMeHaTa y HU3y KOjU 3a/I0BOJ/baBajy HEKH YCJIOB MOXEMO ypaJuTh OUOIMOTEUYKOM
dynxmmjom count_1if, k0joj ce mpocielyjy utepaTtopu Koju orpaHIYaBajy pacrioH KOju ce MpeTpaxyje v (byHKIHja
(uecTo aHOHMMHa, JIaMOja (PyHKIMja) KOja IpoBepaBa Jia Jiv MojeJMHAYHN €JIEMEHT 33/I0BOJbaBa yCJIOB.

Anammsa ciaoxkeHoctd. Ilomro ce dpojame pamoBa 3a cBaky BPEJHOCT i W3BOIM M3HOBA U 3aXTeBa JIMHEAPHY
cioxeroct O(n), a MOWITO je OPOj PasIMUMTUX BPEJHOCTH h y HAJjrOpeM Ciydajy jedHaK n, yKyIHa CIOKEHOCT
Hajroper ciyaja ogor npuctyna je O(n?).

int hIndeks(vector<int>& broj_citata) {

int h_indeks = broj_citata.size();
while (count_if(begin(broj_citata), end(broj_citata),
[h_indeks](int c) {
return ¢ >= h_indeks;
}) < h_indeks)
h_indeks--;

return h_indeks;

}

Coprupame
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2.15. BUHAPHA IIPETPATA

Jenan epukacan HaumH onpefhuBama h-uHIeKca Moxe OUTH 3aCHOBaH Ha copTHpamy. Ha mpumep, ako copTrpamo
Hu3 murata3 5 12 7 5 9 0 17 mepacryhe, modujamo i3 17 12 9 7 5 5 3 0. AHAIM3UpAjMO jefIaH Io jenaH
pan y oBom HM3y. Baxu ma je co = 17 > 1, ma mmamo Oap jenaH paj ca dap jeIHUM LUTaToOM, ¢ = 12 > 2, ma
“Mamo dap JiBa paja ca dap ABa uTata, co = 9 > 3, ma umamo dap 3 paga ca dap 3 uuTara, c3 = 7 > 4, na UMamo
Oap 4 paga ca dap 4 uurara, ¢4 = 5 > 5, na umamo dap 5 pajioBa ca dap 5 uurara, aqu He U cs = 5 > 6, 1a HEeMamo
dap 6 panosa ca dap 6 uurara.

JakJie, ako paioBe COpTUpPaMo y HepacTylil HU3 ¢ 1o Opojy 1uTara, momro ce nosuumje opoje ox 0, 3a paoBe Koju
3a[0BOJbaBajy h-ycios Baku aa je ¢p, > (h + 1) 1j. ¢p > h. H-UHIEKC MOKEMO M3padyHATH Kao HajMarbu Opoj h
Takas ja je ¢, < h.

3aucTa aKo je HeKH paj] Ha MO3UIMjU i y COPTUPAHOM HU3Y M aKO OH UMa Cp, IIMTaTa, 3HaMo J1a rnoctoju dap h + 1
pazn koju uMa dap ¢, umurara (jep oH MMa dap ¢ LUTaTa M UCIpe]l Hhera IMoCcToju TauHo h pajoBa KOju MMajy dap
OHOJIMKO IIUTAaTa KOJIMKO ¥ OH, jep je Hu3 HepacTyhu). Y Hepactyhe coprmpaHoM HHU3Y IpoBepaBaMo cBe MHIEKCE
o1 0 go n — 1, cBe 1ok He Haml)eMo Ha MPBY 3a KOjU Baxku Aa je ¢, < h. Kaga ce To aecu, 3Hamo Ja OCTOj1 TauHO
h pasoBa Koju UMajy dap h LuTara, jep je 3a MpeTXo[Hy MO3UINjy BaXWIo Aa je cp—1 > h — 1, 1j. cp—1 > h, ma
je moctojaiio TayHo h pajoBa ca dap ¢j, LUTaTa, a To je dap h nutarta. Takobe, He mocroju h + 1 pamca dap h + 1
IUTATOM, jep CBU paJIOBHU O] MO3UITHje h O Kpaja HA3a MMajy CTPOro Mame of h + 1 1urara, a UCIpe/1 ’bUX IMOCTO jUu
camo h panosa.

Ananmm3a ciaokeHocTH. CIIOXKEHOCT OBOT aTOPUTMA JIONa3H TIpe CBera OJl Kopaka CopTHpama U Kaja ce COpTHpa
dudbimoreukom yHkumjom jearaka je O(n - logn) (Haume, HAKOH COpPTHpara UHIACKC ce oapehyje jemHum mpona-
CKOM Kpo3 Hu3, y Hajeuiie O(n) JOJATHUX KOpaKa).

int hIndeks(vector<int>& broj_citata) {
// sortiramo radove na osnovu broju citata, opadajuce
sort(broj_citata.begin(), broj_citata.end(), greater<int>());

// Ako je h-indeks jednak h, tada h-ti po redu casopis ima bar h

// citata. Trazimo najveci broj koji zadovoljava taj uslov.

int h_indeks = 0;

while (h_indeks < broj_citata.size() && broj_citata[h_indeks] > h_indeks)
h_indeks++;

return h_1indeks;

}

Bugu gpyiauuja pewerva oeot 3agaiixa.

2.15 Dbunapna npetrpara

Ako HeMaMo HUKaKBe uHpopManyje o pegociey eJeMeHaTa y HU3y, jeAUHU HauuH Ja IPOBEPUMO J1a JIU Ce Y leMy
HaJIa3M HeKH eJIEeMEHT je Ja YIoTpeOUMO JIMHeapHy MpeTpary ¥ Ja peJoM MpoBepaBaMo jefiaH Mo jeJaH eJeMeHT
Hu3a. Y HajropeM ciiydajy CBaKHU eJIeMEeHT HU3a Mopa OMUTH IperieiaH, 11a je CI0KeHOCT TakBor mpuctyma O(n), roe
je n dpoj eneMeHaTa HHA3A.

AKO je HU3 eleMeHaTa CopTHpaH, mperpary je moryhe usBpumti MuOrO edrkacHuje, y cnoxkerocra O(logn), ko-
puthewmeM aaroputMa OHHApPHe NMpeTpare, KOjUM ce, ycie[l COPTUPAaHOCTH HU3a, OJcelia 3HayajaH Aeo pocTopa
nperpare 1 Tako Joduja Ha epukacHocTH. OHa ce MOXe IIPUMEHUTH Ha MHOTO CPOJHUX ITpodJieMa.

VY ocHoBHO]j BapujaHTH, OMHapHa nperpara (BIT) ciayxu ga ce mpoBepu Ja i COPTUPAHU HU3 €JleMEHaTa CaJpiku
HEKy J1aTy BPEIHOCT.

Iopen osora, BII ce moxe ynorpedutu na ce mpoHalie IpBU eIeMEeHT y COPTHPAHOM HH3Y Koju je (Omio crporo,
dusio Hectporo) Behu WM MarH Of JaTOr.

Y cBOM HajoIIITHjeM 0OJIMKY OMHApHA TIpeTpara ce KOPUCTH Jja ce Y HU3Y MpoHalhe nmpesioMHa Tauka Tj. TIPBU eJIeMEHT
KOjY 3a10BOJbaBa HEKM YCJIOB (IO TPETIIOCTABKOM Jia CY eJIeMEeHTH opehaHu Tako 1a y HU3Y PBO Uy CBU €IEMEHTU
KOjH Taj yCJIOB HE 3a/10BOJbABAjy, a 3aTUM OHH KOJH Taj YCJIOB 3a/I0BOJbABA]Y).

BunapHy nperpary hemo ynorpedipbaBatii U 3a ONTUMHU3ALM]Y, Tj. Ja MpoHahleMo HajMary Wi HajBehy BpemHOCT,
KOja 3a/10BOJbaBa ofipe)eHn yCIoB.
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

2.15.1 DbunapHa npeTrpara ejeMeHTa y HU3Y

Aunroputam OHMHapHe NpeTpare BpeJHOCTH Y HU3Y OJroBapa OHOM KOjU ce Moxe IMPUMEHUTH y Urpu norahama He-
o3Hartor Opoja M KOju je 3aCHOBaH Ha I0JIOB/behY MHTepBaia. OCHOBHA UJIEja je Aa ce TPakKEeHH eJIeMEHT Mopeau
ca CpeIMIIkHIM ElIeMEHTOM Yy HU3Y. AKO je TPaXEeHH eJIeMEHT MamH OJl CPEAMIIELET, TIOIITO je HU3 COPTHPaH, 3Ha-
hemo f1a je Mamu 1 0]] CBUX €JIEMEHATa JECHO Of TOT CPEIHIIIILET, T1a Taj IE0 HIU3a MOXKEMO €JIMMHUHHCATH (MOKEMO
HAYMHUTHU OJICellarbe y MPeTpast) U MpeTpary MoKeMO HACTaBUTH CaMoO Y JIEBOj MOJIOBUHM HU3a. CUMETPUYHO, aKo
je TpaskeHH eJleMeHT Behu of] CpeAuILber, 300T COPTUPAHOCTH je Behu 1 Ofi CBUX eJleMeHaTa JIEBO OJi CPEUILEbET U
JieBa I0JIOBMHA HU3a MOXe OWUTH eJIMMUHMCAHa U3 Jlajbe mperpare. Ha Kpajy, ako eneMeHT HUje HU Mamby HU Behu
0J] CpPE/IMIIbET, OHA My je jefHaK u npoHaheH je y Hu3y. [IpuMeTnmo Ja y OCHOBM alroputMa OMHapHe mperpare
JIeXKU TeXHHUKa OJICellama, KOja je ollpaBiaHa THMe IITO je HU3 COPTHPAaH.

TMoruTo ce y cBaKOM KOpaKy HpeTpare LyKHHa HU3a OyIUIO CMakbyje, 3a mperpary uejor Husa qososbHo je O(logn)
KOpaka, Tie je n ay’xkuHa Hu3a. Hamme, mperpara y HajropeM ciydajy Tpaje cBe JOK Ce TOJIOBJeHheM HU3 He HCIpa-
3uM. JlyMHA HU3a HAKOH Kk KOpaka MoJIOB/bema je OTIpUIMKe 5. Hus he ce ucnpasnutu kana je o < 1, Tj. Kama
jen < 2F, 1j. kama je k > log, n.

CimdHO Kao ¥ 3a cOpTHpame, BehrHa MporpaMcKux je3nka Mpyxka rotoBe dndimoredxe yHKIMje 32 OMHApHY Ipe-
Tpary.

V jesuky C++ ¢pyHrumja binary_search mpoBepaBa a i 1aTH pacrioH eJeMeHaTa (3agart momohy iBa ureparopa)
caJpXkH 3aaty BpeaHocT (pyHkumja Bpaha true ako n caMo aKo ce TpakeHM eJeMEHT Hajla3u YHyTap 3aJaTor pa-
crnioHa). Tako ce IpoBepa Ja Ji1 ce AaTH eJIEMEHT X HaJla3! YHyTap COPTUPAHOT BEKTOPa @ MOXE U3BPIIUTH ITOMONy
binary_search(begin(a), end(a), x).

IMopen oe, noctoje jour Tpu (pyHKIIMje Koje Bpiue oapeheHe Bapujaiije OMHApHE MpeTpare. AKO je MOTpedHO
npoHahu cBe ejeMeHTe jeiHaKe AaTOM, MOKEeMO KOpUCTUTH (byHKIMjy equal_range (ca UCTUM MapaMeTpuma Kao
binary_search). Ona Bpaha nap urepatopa Koju orpaHHYaBajy paclioH ejleMeHaTa jeAHaKuX JaToM (IpBH UTe-
paTtop yKasyje Ha NMpBH eJIEMEeHT jeJHAK TPaXeHOj BPEAHOCTH, a APYTH Ha MO3WIH]jy HEMOCPEAHO M3a MOCIeIher
eJIeMeHTa jeqHaKOT TpaxkeHo] BpegHoctn). PyHkimja lower_bound Bpaha npBu of Ta aBa UtTepaTopa (Tj. IPBH eJie-
MeHT KOju je Beh# WM jeIHak of TpakeHe BPeOHOCTH), a (pyHKIMja upper_bound Bpaha apyru of wux (Tj. npBH
eJIeMEeHT KOju je cTporo Behu oJ] TpaskeHe BpeJHOCTH).

| lower_boundi..., 2} | | upper_bound{..., 2} |
1 1 2 2 2 2 3 3 4

Crnuka 2.22: lower_bound u upper_bound

O muMa ¥ BUXOBO] yrioTpedu hie OuTH BuIlle peyn Y HapeaHNM IOTJIaB/bIMA.

VY cBuM OudmMoTeukuM (pyHKIMjaMa 3a OMHApHY MpeTpary, ako ce He 3aa Jpyrauvje, nopasyMeBa ce Ja je HU3
COPTHPAaH y OHOCY Ha MOAIpa3yMeBaH! ITOpeJaK eJeMeHara (Heonaaajyhu HyMepruiky ako cy OpojeBn y MUTamy, Tj.
Heomnajajyhu aderienHu JiekcMkorpadCKH ako ¢y HUCKe y nuTamy). [lopemak ce Moke 3aaTv WIM POMEHHUTH Ha
CIMYaH HAYMH Kao Koj (pyHKIIMja 3a copTUpame (0 yemy hie Outu Builie pedr KacHuje).

3anarak: [IpoBepa dap-kogoBa

Y npopaBHUILIM Ce Hajla3u IyHO BpPCTa IPOM3BOAA M NO3HATH Cy HBHXOBU dap-KopoBu. IlpomsBohau xemu Ja ca3Ha
KOJIMKO C€ BPCTa HerOBUX MPOM3BOJIa Mpojaje y TOj MPOAaBHULIM. AKO je CIUCaK CBHX KOJOBa MPOM3BOJA Y IpO-
JaBHULM JIaT Y COPTHPAHOM OOJIMKY, a CIMCAaK CBUX KOZIOBA ITPOM3BOJA MpOM3BOhaya je JOCTaBbeH HECOPTUPAH,
HAIUIIY TIPOTPaM Ko ju ofipeljy je TpaxkeHu Opoj.

Vaa3z: Ca crangapaHor ynasa yuutasa ce 0poj n (1 < n < 50000), a n npupogHux OpojeBa (HajBulle ecToludpe-
HHX), pa3/IBOjeHUX pa3MaiMa. Tu OpojeBH MpeAcTaBibajy Oap-KoJoBe MPOM3BOJA Y IPOAABHUIN M COPTHPAHU CY
pacryhe. Hakon Tora ce 1o Kpaja yna3a yuntaBajy dap-KOJOBH ITPOU3BOAA KOje je mpon3Bohay JoCTaBHO (HajBHIIE
mectorudppeHd MPUPOAHU OPOjeBH, CBAKH y TOCEOHOM pejy).

N3na3: Ha cranmapaHu nsnas3 ucnmcaty Opoj mpou3Boa Mpon3Bohava Koju ce Beh nmpopajy y MpoJIaBHULI.
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IIpumep

Vaaz Uznasz
5 2
13567

2

3

4

5

8

Pememe

JIuHeapHa npeTpara

HauBan HauMH J1a MpoBEpUMO /12 JIM eJIEMEHT ITOCTOjH Y HU3Y je IPUMEeHa alropiuTMa JrHeapHe rperpare. JInHeapHa
IpeTpara Moske OUTH OMJIO UMITIEMEHTHpaHa PyJHO, OMJIO peaim3oBaHa moMohy OudIMoTeukux (pyHKIMja. Y je3uKy
C++ dynxmmjom find MoxeMo IpOBEpHUTH Ja A HA3 CAIPXKU JIATU €JICMEHT.

Ananmn3a cjoxxeHocTH. [lomro ce y HajropeM ciydajy JMHEapHOM MpeTparoM (Orio dudIMOTeukoM, OMIIO pyYHO-
UMIUIEMEHTHPAHOM) aHAJIM3KPA CBAKH €IEMEHT HK34a, CJIOXKEHOCT mpeTpare jeaHor enementa je O(n). Ako nperro-
CTaBUMO J1a Ce MPEeTpaxyje m enemMeHara, yKylHa cJIo)eHocT anropurma je O(mn).

// funkcija proverava da li se u datom sortiranom vektoru a nalazi
// element x
bool sadrzi(const vector<int>& a, int x) {
// proveravamo sve elemente vektora a
for (int 1 = 0; 1 < a.size(); i++)
// nasli smo element x na poziciji 1
if (a[i] == x)
return true;
// element x nije nadjen
return false;

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);

// ucitavamo niz

int n;

cin >> n;

vector<int> a(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> a[i];

// brojac pojavljivanja elemenata
int broj = 0;
// ucitavamo element po element do kraja ulaza
int x;
while (cin >> x) {
// ako je ucitani element sadrzan u nizu a, uvecavamo brojac
if (sadrzi(a, x))
broj++;
}
// ispisujemo rezultat
cout << broj << endl;
return 0;

}

BunapHa nperpara

YumseHnIa 2 je HU3 COPTUPAH HaM Jaje HauWH Ja 33/1aTak PelMMo MHOTO e(pUKACHH]je, TPUMEHOM OMHAPHE TIpe-
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Tpare.
budunoreuke pynknmje

V jesuky C++ ¢yHkiuja binary_search uzBonu duHapHy mpeTpary HeKor cerMeHTa (Hu3a Wiu BeKTopa). Apry-
MEHTH Cy JiBa UTepaTopa (jeJaH Ha IPBU €JIeMEHT CerMeHTa KOjH ce IIPeTpaxyje, a Apyrd HeMOCPEAHO U3a NOoCIIeJher
eJIeMeHTa) U eJIeMEeHT Koju ce Tpaxu. PyHknuja Bpaha bool unja je BpeqHOCT true ako ¥ caMo aKo eJIeMEHT ITOCTO jU
y HU3Y.

AHasnmn3a cJokeHocTH. budnmorteuka (pyHKIMja rapaHTtyje qa he copTupad HU3 Off 1 eleMeHaTa OUTH MpeTpaxeH
y cnoxeroctu O(log n) (ma ce m enemenata He3aBucHo nperpaxyje y O(m logn) kopaka).

// broj onih koji postoje u nizu

int broj = 0;

// ucitavamo broj po broj do kraja ulaza

int x;

while (cin >> x) {
// ako je broj sadrzan u nizu, uvecavamo brojac
if (binary_search(a.begin(), a.end(), x))

broj++;

}

// ispisujemo rezultat

cout << broj << endl;

HWreparnBHa HMILIEMEHTANH ja

Anropurtam duHapHe npeTpare BpeIHOCTH Y HU3Y OZIroBapa OHOM KOjH ce MOke IIPUMEHHTH y UIpy Horaharba Hero-
3HATOr OpOja M KOjU je 3aCHOBAH Ha TOJIOBJbEHbY MHTEpBAJIA.

INpernocraBUMoO A2 >keJIMMO IPOBEPUTH Jia JIM Ce eJIeMEHT X Hajla3u y Hu3y a usMmely nosunuja [ u d 1j. ga u ce
HaJla3u y 3aTBOPEHOM MHTepBaty rosuimja |1, d]. AKo je UHTepBal Ipa3aH, OH He CAPKU eJIEMEHT . Y CYIPOTHOM
npoHaljuMo cpeanHy OBOT MHTEPBANA S.

* AKo je < a[s], IOIITO je HU3 COPTUPaH Heomaaajyhe, BaXH 1a je 2 MarbH U OJl CBHX eJleMeHaTa KOjU Cy
JIECHO Of1 S. 3aTO MpeTpary MOKeMO HACTABUTH y UHTepBany [, s — 1].

* CinuHO, aKo je = > a[s], mowTo je HU3 COpTUpaH Heonanajyhe, Baxu ja je x Belie O/l CBUX eJleMeHaTa JIEBO
OJ1 $ TaKO Jia MPETpary MOXeMO HACTABUTH caMo y MHTepBaiy [s + 1,d].

* Ha kpajy, ako je x = a[s] Taja cMO eNeMeHT MPOHAIIUIA Y HU3Y U TO Ha nosuiuju s. [lperpara ce Moke
MPEKUHYTH U KaJla ce MHTEpBaJI KOjU ce MpeTpaxyje ucnpasnu (mto he ce aecurtu ako je ! > d).

AJropuTamM MOXEMO UMILIEMEHTUpATU utepatuBHO. IIpoMensbuBe [ U d uHHIMjau3yjemo Ha 0 u n — 1, 3aTtum
y HeT/bH KOja ce M3BplIaBa A0K je | < d mpoHamasMMo cpeauHy s uHTepBaia [l, d] v nopeaumo als] ca x. Ako
je x < a[s] Taga d mocrapmamo Ha s — 1, ako je x > als] Tama | mocraBbaMo Ha s + 1, a ako je © = als]
npekraaMo (pyHKIHWjy (¥ newby) nHpopMumryhn mo3uBaola /1a je exeMeHT HaljeH Ha mo3unuju s. AKO ce IeTba
3aBpILM, €JIEMEHT He II0CTOj! y HU3Y.

Hoka3 kopekTHOCTH. [JoKa)XuMo (popMaTHO KOPEKTHOCT OBOT ajiroputMa. MIHBapujaHTa MeTbe je 1a cy:

* CBH eJleMeHTH y uHTepBaiy [0, ) CTpOro MarmH of ,
* CBH eJleMeHTH y uHTepBaiy (d, n) crporo Behu o .

VitmoBaxnuu 0 <[ <d+1<n.
Nuvnmjamuzanujom | = 0 u d = n — 1, MHBapUWjaHTa je 3aJ0BOJbEHA.

[pernocraBuMo 12 MHBapWjaHTa BaXH TIPH YJIACKy y NeTiby, HakoH npoepe ycioBa [ < d. Tanma mzpauyHaBamo
CpelrHy MHTepBasa s (3a by curypHo Baxu | < s < d).

* Axo je x < ag, Taja jel’ =1, d’ = s — 1. Tlowro je a; > x, yclie COPTUPAHOCTH HU3a Yy Heonaaajyhem
HOpeTKy, Belid Of1  Cy ¥ CBU eJIeMEeHTH Ha Tnosuinjama u3 uatepsana (d',n) = (s — 1,n) = [s,n). Iowmro
Cce BPeJIHOCT NpoMeHIbKBe | HUje TIPOMEHIIA, CBH eleMeHTH Ha nosurjama [0, (') ¢y CHIypHO CTPOro Marmbu
oft x (IITO 3HAMO [ BaXU HA OCHOBY IIPETIIOCTABKE).

e Ao jex > ag, tama jel’ = s+ 1, d = d. Tlowro je as < x, yclie[ COPTUPAHOCTH HU3a Y Heonaaajyhem
[IOPETKY, Marbi OJf & CY ¥ CBH €IEMEHTH Ha no3uujama u3 uarepsana [0,1') = [0, s + 1) = [0, s]. Iommro ce
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BPE/IHOCT NPOMEHIbUBE d HUje TIPOMEHMIIA, CBH €IEMEHTH Ha Tosuimjama (d', n) ¢y cUrypHo cTporo Behiu oj
2 (IITO 3HaMO Ja BaKU Ha OCHOBY IIPETIIOCTABKE).

* AKo je x = ag, npoHal)eH je TpaXkeHH eJleMeHT U (PYHKIIMja KOPEKTHO MOTBphyje 1a HU3 CaapkKu eIeMEHT X.

Kapa ce nemba 3aBpiim Baxku MUHBapHjaHTa, anu ycioB ! < d nuje ucnymeH. [omro je! < d+1, Baxu na jel = d+1.
Crora cy cBY enieMeHTH y nHTepBay [0, [) cTporo Mamu o  a CBY eJieMeHTH y uHtepBany (d, n) = [d+1,n) = [, n)
crporo Behiu o x. [lakie, CBH eleMeHTH HH3a CY WM CTPOTO Marbil MM CTPOro Behr Of 2 ¥ CTOra HU3 He CalapXu
€JIEMEHT Z.

AJropuTaM ce CUrypHO 3ayCTaBiba, jep ce y CBAKOM KOpaKy IeT/be [IMpUHa MHTepBaia (I, d], koja je jennaka d —1+1
CTPOTO CMamyje, CBe 0K He JOCTUTHE HYJIy.

Anamu3a ciaoxkeHocru. I[IOmTo ce y CBaKOM KOpPaKy WHTEpBa (I, d] MOJIOBH, IOIITO MHUIMJATHO KpeheMo Off
untepBana [0, n — 1] 1 moOmITO Ce mperpara 3aBplluaBa Kaja Ce WHTEPBAN UCIPA3HH, CJIOXEHOCT MPETPare jeIHor
enemenra je O(logn) (ma ce m enemeHara He3aBucHO nperpaxyje y O(m logn) kopaka).

// funkcija proverava da li se u datom sortiranom nizu a duzine n
// nalazi element x
bool sadrzi(int a[], int n, int x) {
// petrazujemo da li se element nalazi u intervalu [1l, d]
int 1l=0,d=n- 1;
// dok god taj interval nije prazan
while (1 <= d) {
// nalazimo sredinu intervala
ints=1+(d-1) / 2;

// ako je x manji od srednjeg on se moze nalaziti samo u intevalu
// [a, s-1] (jer je niz sortiran)
if (x < a[s])
d=s - 1;
// ako je x veci od srednjeg on se moze nalaziti samo u intevalu
// [s+1, d] (jer je niz sortiran)
else if (x > a[s])
1l=s+1;
else
// nasli smo element x na poziciji s
return true;
}
// element ne postoji u nizu
return false;

}

Bugu gpyiauuja pewerba oeot 3agaiiixa.

3anarak: Bpoj mapoBa garor 36upa

Hat je rieo dpoj s 1 HA3 pa3IMUUTHX IeJmx OpojeBa. Hammcatu mporpam kojuMm ce oppelhyje dOpoj maposa y HU3Y
KOjU MMajy 30up jemHak JqatoM Opojy s.

Vaa3: Y npeoj JMHMjU CTaHIAPHOT yjia3a Hajlasu ce 1eo Opoj s (6poj uz unrepsana [0, 10°]), y apyroj nmunuju
Hanasu ce opoj enemenara Hu3a n (1 < n < 50000), a y cnenehux n JIMHWja HAJIA3U Ce PEOM €JIEMEHTH HU3a

(dpojesu u3 unteppana [0, 10°)).

M3na3: Ha cranmapaHoM n3iasy nprKazaT Opoj MapoBa pa3iniMTUX eJleMeHaTa HU3a Yrji je 30Mp jefHak Opojy
s.
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IIpumep
Yaaz Hznaz
5 2
6

1

4

3

6

-1

5

Pememe
I'pyda cnia

3aaTak MOXEMO pelIUTH aHau3upajyhu 30up enemMeHaTa CBaKkor napa y Hu3y a. Pa3nuuuTy mapoBu HU3A @ CY
obnuka (a;, aj), Ipu ueMy je ¢ < j (y CympoTHOM OM ce MCTH Hap pauyHao [Ba IyTa). 3ato ¢ y3uma BpegHocTH o 0
o n — 2, a j y3uma BpeaHocTtu of ¢ + 1 go n — 1. TlapoBe moxeMo HaOpojaTu moMohy jBe yruexheHe nerbe, Tako
Jla y TeJly YHyTpallibe MeT/be IpoBepaBaMo [a JIu je 30up Tekyha /1Ba eleMeHTa jefIHaK S M aKo jecTe, yBehaBaMo
Opojad mapoBa (Tpe NeT/bi WHULIK]aIIM30BaH Ha HYITY).

int brojParovaDatogzbira(const vector<int>& a, int s) {
int n = a.size();
int brojParova = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n - 1; i++)
for(int j =1 + 1; j < n; j++)
if (a[t] + a[j] == s)
brojParova++;
return brojParova;

}

Anamm3a cJjiokeHoCcTH. CII0kKEHOCT OBOT HAMBHOT MPUCTYIA OJAroBapa Opojy mapoBa HaBeJeHOT OOJUKA, IITO je

O(n?).
bunapna nperpara

VmMmecTo nocedHe KOJIEKLIMje CKyIa, CKyIl eleMeHaTa Moke OUTH penpe3eHTOBaH COPTUPAHUM HHU30M KOjU MpeTpa-
KyjemMo duHapHOM mperparoM. Taj anroputam je JeTajbHO oOjamimeH y 3agaTky [Iposepa dap-komosa. [a ducmo
MOIJIM J]a TPUMEHHUMO OBaj MPUCTYII, MOTPeOHO je Jia MPEeTXO0IHO HU3 a copThpamo y pactyhem mopetky. Enement
aj = $— a; MOKEMO TPakKUTH y HU3Y TTOYEB O/ NMO3ULKje ¢ + 1, jep Ha Taj HauMH HeheMo UCTH Iap OpojaTH ABa MyTa.
Takohe mpumeTUMO [a je BaxkaH yCJIOB, 1aT y 3aJIaTKY, /1a Cy eJIEMEHTH HU3a Pa3IndUTH, jep KJIACHYHOM OMHAPHOM
MPeTparoM Hajaa3uMo jeJHO I0jaBJbUBalbe eJIeMEeHTA Y HU3Y WM YCTAHOBUMO JIa Taj €JIeMEHT He MOCTOjH, a Hama ce
Tpaku Opoj MapoBa 1a je BaKHO KOJIMKO MyTa ce HEKM eJIEMEHT I0jaBibyje Y HU3Y a He caMo J1a JIM Ce MOjaBibyje.

V jesuxy C++ MOxeMO Jia IPOBEPUMO [a JIM TpakeHa BPEJHOCT HOCTOjU Y COPTUPAHOM HU3Y IoMohy (hyHKIIMje
binary_search (koja Bpaha sormuky BpesHoCT).

int brojParovaDatogZbira(const vector<int>& a, int s) {
// pravimo sortiranu kopiju niza a
auto as = a;
sort(begin(as), end(as));
// za svaki element as[i] trazimo s-as[i1] u delu niza iza njega
int brojParova = 0;
for (int 1 = 0; 1 < as.size() - 1; i++)
if (binary_search(next(begin(as), 1 + 1), end(as), s - as[1]))
brojParova++;
return brojParova;

}

Ananmsa caoxenocru. Cioxenoct dunapre mperpare je O(logn), y 3aBUCHOCTH OJ AyKHHE el HU3a KOju
ce MpeTpaKyje, a MOLITO MU IPEeTpary BpILIMMO 3a CBaKH Off 1 €leMeHaTa HU3a, MOKe ce MOoKa3aTH Ja he yKynHa
cnoxeroct duru O(n logn). Tomro ce He MpeTpaxkyje yBeK 1eo Hu3, Beh caMo [1eo of1 Tekyher ejlemMenTa 10 Kpaja
HU3a, clioxeHoct nposepe hie 3anpaso duty O(log (n — 1) +log (n —2) + ... +log 1), mro je O(log (n — 1)!) n
3a 10 je moryhe mokasatu ma je O(nlogn).
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BunapHa nperpara Ou ce MOIVIa YHAIIPEOUTH TaKo INTO Ce OM Ce y CBAKOM HApEeJHOM KOpaKy BpIIMJIa NpeTpara 3a
BpenqHoIhy s — a;41 CamMo JI0 MO3HIIHje MPBOT eJIeMeHTa KOju je dro Behn mim jeqHak BpeogHOCTH s — a;. Hanme,
TIOIITO j€ a;41 > G;, TAj €JIEMEHT U CBU €JIEMEHTH 134 era Cy CUTypHO CTporo Behu o BpeIHOCTH S — a;41 (KOja
je crporo Mama o1 s — a;). IIperpary Moxemo NpeKMHYTH KajJa ce JieBa U JieCHa I'paHulia TpeTpare CyCTUrHy (Tj.
Kajia ce Ta JiecHa TO3HILIHja IToByYe Ha JIEBO, CBE JI0 TeKyhe BpPeIHOCTH 7).

Anasmza caoxxenoctu. OBoM Moguukaiyjom ce He OM JOOMIO aCMMITOTCKHM 3Ha4ajHO yop3ame, na je Hehemo
WUMITIEMEHTUPATH.

Bugu gpyiauuja pewierba 060t 3agaiika.

3agarak: i-Th Ha MecTy i

Hanumm nporpam koju mpoBepasa Ja Jd y cTporo pactyhem HU3y eiemMeHaTa NMOCTOjU MO3UIMja ¢ TaKBa Ja Ce Ha
MO3ULIMjY ¢ HaJla3u BPEIHOCT ¢ Tj. Ja BaXu Aa je a; = ¢ (mo3uliyje ce dpoje o HyJle).

Vaaz: Ca craniapaHor yJasa ce yoocu 6poj n (0 < n < 10°), a 3aTum u cTporo pactyhu Hu3 o n Liemx dpojesa
(cBakM y nocedHoM peny).

M3na3: Ha crangapaHu n3na3 UCTIMCATH MHIEKC ¢ TAKAB [ je a; = ¢ WIM TEKCT NeMa ako TakaB MHIEKC He IMOCTOj!
y HU3Y. AKO y HU3Y [IOCTOjH BHIIIE TAKBUX MHJEKCA UCITUCATH HajMambU Off HhHX.

IIpumep

Yaaz Hznaz
6 3

-3

-1

1

3

5

7

Pememe
JInneapHa npeTtpara

JlupexTaH HauMH Ja ce 33jlaTak pelly je Ja ce ynoTpedu JIMHeapHa IpeTpara 1 ia ce Io3ULIMje IPOBepaBajy peloMm,
on 0 1o n — 1 cBe 10K ce He MpoHalje mpBa Mo3MIIKja KOja 3a10B0JbaBa yYCJIOB MM JIOK ce He Jjohe 0 Kpaja Hu3a.

Anammza caoxenocru. CroxeHoct jimHeapHe mpetpare je O(n).

int i1ti_na_mestu_i(const vector<int>& a) {
for (int 1 = 0; 1 < a.size(); i++)
if (a[i] == 1)
return i;
return -1;

bunapHna nperpara TpancgopMuCaHOT HU3a

Pasmorpumo Hu3 -10 -4 1 3 4 9 11. Enement -10 je Mamu of cBoje nosunuje 0 3a 10. Enemenr -4 je Mamu
o cBoje mosummje 1 3a 5, enemeHT 1 je Mamu of cBoje mo3unuje 2 3a 1. Enementn 3 u 4 cy jeqHakd CBOjUM
no3uijama. Exement 9 je Behm o cBoje mosummje 5 3a 4 1ok je exement 11 Behw on cBoje mosummje 6 3a 5.
ITpumehyjemo onpeheHy MOHOTOHOCT Yy OBOM HHU3Y, ITO HUje CIyYajHO. 3aucTa, ako je a; = ¢, Taga je a; — ¢ = 0.
INokaxumo ja je Hu3 a; — ¢ Heonagajyhu. IlocmaTapajmMo JBa eneMeHTa a; U a; Ha NO3MLMjaMa Ha KOjUMa je
0 < < j. MowrTo je HU3 a cTporo pactyhu, Baxu Ja je a;,+1 > a;, Na je a;4+1 > a; + 1. C1u4HO je a;4o > 41,
na je a; 42 > aj+1+1 > a; + 2. Hacrap/bameM OBOT pe30Ha BakHu J1a je a; > a; + (j —1). 3aro je aj—j > a;—1.
Pememe, pakire, MOXEMO OJPEJUTH TAKO IITO OMHAPHOM IMPETParoM MpOBEPUMO [a Ju Heomaaajyhu HU3 a; — ¢
caJipu HyJIy ¥ aKO CaJpKH, TaJa je pellere Mo3ulfja Ha K0jo] ce Ta HyJja Halasu.

JenmaH o HajJIAKIIMX HAYMHA JIa peasiu3yjeMo OMHApPHY MpeTpary je aa yrnorpedumo Oudamoredky ¢pyHkiyjy. [lo-
IITO HaM je moTpedHa MpBa MO3ULIKja Hylle Y TpaHC(OPMUCAHOM HHU3Y, HE MOXEMO yrnoTpeduTH (hyHKIHMjy bina-
ry_search, Beh mopamo ynorpeduru pynkimjy Lower_bound.

Anamu3a ciaoxenocru. Crnoxenoct dunapue nperpare je O(logn), Melytum, BpeMeHOM JOMUHUPA YUUTABAE K
TparcdopMucae H13a Koje 3axteBa O(n) Kopaka.
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int i1ti_na_mestu_i(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
// pripremamo ga za pretragu a[k] = k akko je a[k] - k = 0@ tako da
// umesto niza a, pretrazujemo niz a[i] - 1 (koji je neopadajuci)
vector<int> b(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
b[i] = a[i] - i;

// trazimo poziciju nule u transformisanom nizu tako sto pronalazimo
// poziciju prvog elementa koji je >= 0
auto it = lower_bound(b.begin(), b.end(), 0);

// ako takav element postoji 1 ako je jednak nuli

if (it != b.end() && *it == 0)
// pronasli smo element 1 izracunavamo njegovo rastojanje od pocetka niza
return distance(b.begin(), it);

else
// u suprotnom element ne postoji u nizu
return -1;

}
2.15.2 bunHapHa npeTpara npeJoOMHe TadykKe

Y cBOM HajommmTyjeM OdJNMKYy, OMHapHa mperpara ce Moxe (opmysucatu Ha cienehu HauuH. Pa3moTpumo Hu3
eJleMeHaTa TakaB Jia Cy eleMEHTH TI0JeJbeHH Y JIBE TpyIie, Ha OCHOBY HEeKor cBojcTBa P. EneMeHTH y IoueTHOM sielty
HH3a Cy CBM TaKBH Jla HEMajy TO CBOjCTBO P, a €JleMEHTH Yy 3aBpIIHOM /eIy HU3a Cy CBHM TaKBH Jla IMajy CBOjCTBO P.
Hwus je, makie, odmuka - - - - - ++++++++, TIIE Cy ca - O3HAUEHH eJIEMEHTH KOj! HEMajy, a ca + eJIeMEeHTH KOj! UMajy
cBojctBo P. Moryha je u cutyanuja y Kojoj je Heka ox rpymna npa3Ha. CBojctBo P Moke OMTH CaCBUM IPOM3BOJBHO.
Ha npumep, y coptupaHoM Hu3y OpojeBa MOXKEMO MOCMAaTpPATH CBOjCTBO gehut je uau jegrak X 3a HEKY 1aTy BPeTHOCT
X. Taja ce y nmpBOM Jiesly HU3a Hajla3e eJIeMEHTH KOju HUCY Behu win jeqHaku X, Tj. CTporo cy Mamwu o X, 10K ce
13a BUX Hajla3e eJIEMEHTH KOjU UMajy CBOjCTBO, Tj. Behu cy wiM jeaHaku X . Jlajbe, Ha IpuMep, HA3 yUYEeHHKa MOKe
OUTH OpraHN30BaH TaKo Jia Cy MPBO HABEJICHH AEYAIl, a 3aTHM JIEBOjUHIIE.

BunapHa nperpara Ham Moxe oMohu J1a e(PUKaCHO OAPEINMO HpeaomHy Hauky, Tj. MECTO IIe MpecTaje jenHa u
NOYMIbE JIpyra Ipyna ejxeMeHaTa. To Moxe OWUTH WM MO3MLKMja TOCAeIher eJleMeHTa KOju HeMa CBOjcTBO P uiu
MIPBOT eJIEMEHTAa KOjU UMa CBOjCTBO PP. AKO CBU €JeMeHTH HM3a UMajy CBOjCTBO P, Taja mpeTpara 3a MO3UIKjoM
MOCTIeJHbET eJIEMEeHTa HU3a KOjU HeMa CBOJCTBO Tpeda Ja BpaTH —1. AKO HHUjellaH eJIeMEeHT H13a HeMa CBOjCTBO P,
TaJa rpeTpara 3a Mo3UIMjOM ITPBOT eJIEMEHTa HU3a KOju UMa cBOjCTBO P Tpeda ia BpaTn AyxuHy HHU3a. [lo3HaBame
MpeJIOMHe Tayke HaMm omoryhaBa U J1a e(pMKacHO OJrOBOPMMO Ha NHTame KOJHMKO je eleMeHaTa Y CBaKOj IpynH
(KOJIMIKO eJieMeHaTa Hu3a HeMa, a KOJIMKO eJieMeHaTa HU3a MMa CBOjCTBO P).

Knacuuna dunapHa nperpara ce Jlako (hopMyJIMILE Kao peTpara MpesioMHe Tauke. AKO y HU3Y ITpoHahieMo nosunujy
MIPBOT €JIEMEHTa KOju je Behu win jeHaK TpakeHOj BpeIHOCTH X, Tala MOKEMO IMPOBEPUTHU A JIM je Ta MO3ULHja
YHyTap HM3a (CTPOTO Mama Off AyXKWHE HU3a) M [a JIM Ce Ha O] HaJla3! eJleMeHT X - aKko je TO HCIyHEeHO eJIEMEeHT
MIOCTO ! Y HU3Y, & Y CYIIPOTHOM HE TIOCTOjH.

V¥ HactaBKy he Kpo3 HU3 3aJaTaka OMTH MPUKa3aH aJlfOpUTaM OMHApHE IpeTpare MpeJoOMHE TauKe y HU3Yy. Y IpBUM
IpUMepUMa y HU3Y OpojeBa hemMo TpakuTH MO3ULMjy MPBOT eJeMeHTa KOjU je (CTpOoro Wi HecTporo) Behu uiam
Mam¥ 0] IaTe BPeTHOCTH, oK heMo y HapeHIM ITpuMeprMa IIocMaTpaTtH 1 pyraurje HU30Be, oJieJbeHe Y OJJHOCY
Ha HEKO CBOjcTBO P.

[No3uiyja mpesioMHe Tauke Moxe dutH mpoHalieHa u y3 moMoh MHBEHTHBHE ynoTpede ¢yHkimja Llower_bound u
upper_bound.

3anarak: [IpoBepa dap-kogoBa

Osaj 3agaitiak je HOHOBLEH Y UYsbY YEENHCOA8ArbA PASAUMUITIUX WIeXHUKA peuwasarea. Bugu tiiexcit 3agaiiixa.
Tokywaj ga 3agamiak ypaguw kopuuheroem iexHuKa Koje ce uzaicy Yy 060m ioinassvy.

Pememe

bunapHa npeTpara npBor ejieMeHTa KO ju je Behu mwim jeqnak o TpakeHor
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2.15. BUHAPHA IIPETPATA

Jenan HaumH fa ce peanm3y je OMHapHA MpeTpara Ko joM ce IIPoBepaBa a JIM €JIEMEHT IIOCTOj1 Y HU3Y je 1a ce mpoHahe
TIO3UIIH]ja MIPBOT eJIeMeHTa KOju je Behr WM jeqHak TpaXkeHOM ejieMeHTy x. Bpoj  ce jaBjba y HU3Y aKo U caMo y
HHU3Y MOCTOjH ElIEMEHT KOjU je Behr WK jelHaK T Y MPBH TaKaB eJIEMEHT je YIpaBo .

OnummMo MMIUIMeHTanujy Oe3 ynorpede oudmoreukux yHkuuja. IIpBu enemeHT koju je Behu wim jenHak on
esleMeHTa * MokeMo Hahu Ha cienehn HauuH.

Jloka3 KOpPeKTHOCTH. YBEAUMO IIPOMEH/bHBE | M d 1 HAMETHUMO YCJIOB (MHBapHjaHTY) J1a CBE BpeMe TOKOM IIpe-
tpare Baxu 0 <[ < d+ 1< n,unmacy

* eJIeMEeHTH HU3a @ Ha Mo3uirjaMa 13 uatepsaia [0, [) Mamu of x,
* eJIEMEeHTH Ha Mo3ulrjama u3 uatepBaa (d, n) Belin Win jeaHaku x.

EnemeHTnMa Ha ro3uijama u3 uHTepsana |1, d] craryc joun Huje mosuar. Opaj yciios he duty MHUIMjAIM30BaH ako
ce IpPOMEHJbHBA | MHULIMjaIn3yje Ha HyJIy, a IPOMEHJbUBA d Ha BpeJHOCT 1o — 1.

Heka s npencraesba cpemuy uatepsaia [[, d]. Baxu ! < s < d.

e AKO je efleMeHT HU3a ¢ Ha TIO3ULIMjU S Behr WM jeHaK BPeOHOCTU T Taja Cy, YCJeA COPTUPAHOCTH HU3A Y
HeomnajiajyheM MopeTKy, U CBU eJIeMEeHTH HHTepBana [s, n) ¢y Behu nim jeHaky x. 3ato MOXEMO BpeHOCT d
[OCTaBUTH Ha § — 1 ¥ MHBapujaHTa he ocTaTy 1a Baku. 3amcra, Baku 1a je d = s — 1, ma cy eJleMeHTH u3
unrepsana (d',n) = (s — 1,n) = [s,n) Behn wm jemHaku , DOK Cy CBH eJleMeHTH u3 uHTepBana [0,1') =
[0,1) cTporo Mabu 0f1 x, IITO 3HAMO Ha OCHOBY TipernoctaBke. YcioB 0 < I’ < d' + 1 < n, ekBUBaJIeHTaH je
yeaoBy 0 < [ < s < n, mTo curypHo Baxy, jepjel < s <du0 <[ <d+1<n.

* AKO je elleMeHT HH3a ¢ Ha MO3UIIUjH S CTPOTO MaK OJl BPEJHOCTH T TAKBH CY, YCJIe[l COPTHPAHOCTH HH3a Y
Heonagajyhem MOpeTKy, U CBH elleMeHTH u3 unrepBana [0, s|. 3aTo MoxeMo BpeaHOCT [ ToCTaBuTH Ha S + 1
Y WHBapujaHTa he octati ga Baxu. 3aucra, Baxu ga je I’ = s + 1, ma Cy CBU €JIEMEHTH U3 MHTEPBAJIA
[0,I') = [0,s4 1) = [0, s] crporo Maw1 01 z, I0K Cy CBH eneMeHTH u3 untepBaia (d',n) = (d, n) Behu nim
jeHaKu of1 x, UITO 3HaMo Ha ocHoBy mpernocraBke. YeioB 0 < I’ < d' 4+ 1 < n, ekBUBaJIeHTaH je yCJIOBY
0<s+1<d+1<mn,mrocurypro Baxu, jepjel < s <du0<I<d+1<n.

IIperpary BpIIMMO CBE JOK MOCTOj€ €IEMEHTH HETMO3HATOT CTATyC, Tj. JOK je UHTepBa (I, d] HenpasaH, OQHOCHO 10K
jel < d. YV tpenytky kama je | > d, kajga ce mperpara 3aBpiid, Baxu 1a je | = d + 1. Ha ocHOBY nHBapujaHTe
3HaMO Jia ce MPBU eJIeMeHT Behin WM jeJHaKk x Hajasu Ha no3uiuju [ = d + 1, jep Cy CBU eleMEHTH Y UHTepBaLy
(d,n) = [d+1,n) Behu wm jenHaku on . M3yseTak je ciydaj Kaja je [ = n, Kaja cy CBU eJeMEHTH HU3a @ CTPOTro
MamH Off T.

TpaxeHun eNeMeHT x MOCTOjU y HU3Y aKko M caMo ako je l = d + 1 < muako je a; = .

AJropuTam ce CHrypHO 3ayCTaBiba jep ce y CBAKOM KOpaKy IIMprHa uHTepBaia [I, d] koja je jenHaka d — [+ 1 crporo
CMambyje, 10K He JOCTUTHE HYJTy.

Hanomena. [IpumeTrMO Jia OBMM aJITOPUTMOM MPOJIA3MMO TMO3MIIMjY MPBOT M0jaB/bUBaha €JEMEHTa & Y HU3Y,
JIOK aJITOPUTMOM KOjU MPOBEPaBa jeJHAKOCT TOKOM IpeTpare MpoHaIa3uMo OWIo Kojy nosuiujy. Ilomro je yecto
notpedHO Hahu dalll MpBO MOjaB/bUBAE €JIeMEHTA, OBaj AJITOPUTAM j& jaCHO Y TIPEAHOCTH.

Anamu3a cjaoxkeHocTH. IIOmTo ce y CBaKOM KOpPaKy WHTepBa [l, d] MOJIOBH, IOMITO MHULKjATHO KpehieMo Of
untepsana [0,n — 1] 1 momrTo ce mperpara 3aBpiiaBa Kaja ce UHTEPBAT MCIPA3HH, OpPOj MOTPeDHUX KOpaka [a
ce 1o poroau je O(logn). Tlomrto ce HE3aBMCHO MpPETpaxyje m eleMeHara, YKymHa cioxeHoct je O(mlogn).
[TpumeTumo fa 3a pasMKy O BapujaHTe y KOjoj ce YHyTap Teja IeT/be poBepaBa U yCJIOB jeIHAKOCTH, 3a LITa Cy
notpedHa Jia nmopefjera, y OBOM aJITOPUTMY CE BPIIM CaMo jeJHO ropelere y Tesy NeT/be, 1a je KOHCTaHTHHU (haKTop
MaJIo MamH (IITO je YeCcTO 3aHEMAPHBO).

// funkcija proverava da li se u datom sortiranom nizu a duzine n
// nalazi element x
bool sadrzi(int a[], int n, int x) {
// trazimo poziciju prvog elementa u nizu a koji je veci ili jednak x

// [0, 1) - elementi strogo manji od x
// (d, n) - elementi veci 1li jednaki x
// [l, d] - nepoznati elementi

int 1=0,d=n - 1;

// dok god taj interval nije prazan
while (1 <= d) {
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

// nalazimo sredinu intervala
ints=1+(d-1) / 2;

if (a[s] >= x)
// posto je niz sortiran svi posle pozicije s-1 su veci i1li jednaki x

d=s - 1;

else
// posto je niz sortiran svi pre pozicije s+1 su strogo manji od x
1l=s+1;

}

// prvi veci ili jednak nalazi se na poziciji d+1 = 1

// x je u nizu ako 1 samo ako u nizu postoji element koji je vect
// 1li1 jednak x 1 ako je prvi takav element upravo x
return 1 < n && a[l] == x;

3aparak: IIpBu Ko ju Huje ne/bNB

Osaj 3agaiiax je ioHO8bEH Y YUY YEeHCOABArbA PAMUMUTTIUX THeXHUKA peuiasarba. Bugu iiexcii 3agarixa.
Toxywaj ga 3agaiiax ypaguw kopumheroem texHUKA Koje ce U3Naxicy Y 080M UOINAB/bY.

Pememe

JInneapHa npetpara

HawuBHno perierwe Moske OUTH 3aCHOBAHO Ha MTPUMEHU JIMHEApHE npeTpare (dpojamwy ejleMeHata (puiITpupaHe cepuje)
Jia dU ce OApenIio KOJIMKO y HHU3Y ITOCTOjH elieMeHaTa JeJbUBUX Ca YIUTAHUM JICTAOIEM.

AHaim3a CJI0’KEHOCTH. AKO HU3 UMa 7 eJIEMEeHATa, a OCTOjH 1 JeIMala, CIOKEHOCT OBOT peiiesa je O(mn).
[IpumeTnMO 2 OBO peliehe HA Ha KOjU HAUYMH He KOPUCTH OCOOMHY HM3a J1a TIPBO Uy €IEMEHTH KOjU Cy JIeJbHBH,
a OHJIA eJIeMEHTU KOjU HUCY JIeJbUBU JATUM JIEJIMOLIEM.

int prviKojiNijeDeljiv(const vector<long long>& a, long long d) {
auto deljiv = [d](long long x) {return x % d == 0;};
return count_if(begin(a), end(a), deljiv);

}
budamnoreuke pynknmje
3ajaTak MOXEMO PELIUTH U moMohy dudanoTedkux (pyHKIMja 3a OMHAPHY NMpeTpary.

Jla ducMo HalLIM IPBYU €JeMEHT KOjU 3a10BOJbaBa HEKU YCIIOB, y je3uKy C4++ MoxkeMO ynoTpeOuTH (DyHKIHUjy up-
per_bound, Ha Masi0 HeoOMYaH HaUMH. Y Cilydajy mpeTpare MpeJIOMHE Tauke OUTHH Cy HaM caMo €JIEMEHTH HH3a,
a He eJIEMEHT KOjU ce TpaxH (jep 3alpaBo He TPAXKUMO HHUKAaKaB KOHKPETaH eJIeMEHT yHyTap Hu3a). 3aTo Kao eje-
MEHT KOj¥ TPaXMMO MOXEMO HaBECTH OWJIO IITa (Ha mpuMep, Hyty). KibydHo je nedpunucatu pyHKIM]jy nopehema
(koja ce mpociehyje kao mocyieisby apryMeHT pyHKIMju upper_bound), Tako ga Bpaha uHdopMaImjy o Tome aa cy
€JIeMEHTH KOjH He 33/I0BOJbaBajy YCIIOB MatbU OJ] TPAXKEHOT, JJOK eJIEMEHTH KOjH 3a0B0JbaBajy YCJIOB HACY MabH Of
tpakeHor. PyHk1Mja nopehera, 1akie, Tpeda camo 1a aHaIM3Kpa CBOj JPYTH €JIeMEHT U Jla BpaT MH(pOpMAIHjy O
TOME J1a JI OH 33/10BOJbaBa YCJIOB (Y HaIlleM MPUMEpY, TPAXKMUMO MPBU €JIEMEHT KOjU HUje OeJbiB OpojeM d 1 TO je
YCJIOB KOjU Ce TIPOBEpaBa y CKJIONy (pyHKIHje ropehema).

Petiumo na ducmo mormu ynotpedutH u pyHkiujy Llower_bound, anu du Taga y ¢pyHkimju nopehema Ouno norpedHo
Pa3MEHUTH peslociie]l apryMeHata (1b0j je TpakeHa BPeIHOCT YBEK JPYTH apryMeHT) ¥ HerHpaTy YCJIoB.

Anamm3a ciaoxerocru. Ilomro je crnoxernoct dubmoreuke (yHkumje dunapae nperpare O(logn), croxeHocT
ozaroeopa Ha cux m yrmura je O(mlogn).

int prviKojiNijeDeljiv(const vector<long long>& a, long long d) {
auto it = upper_bound(begin(a), end(a), 0,
[d](long long _, long long x) {
return x % d != 0;

i9H

return distance(begin(a), it);
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2.15. BUHAPHA IIPETPATA

3anarak: MUHHMYM POTHPAHOT COPTHPAHOT HU3A

CopTrpaHy HU3 LIEJHUX OpojeBa y KOMe Cy CBH €IeMEHTH Pa3JIMuUTH je pOTHpPaH 3a k MecTa yJIeBO U TUME je J0OHjeH
LUKJIMYHN HU3 KOJU 33/10BOJbABA YCIIOB Ja je T < Tpy1 < ... < Tp_1 < g < ... < Tp_1. JenaH TakaB HU3
je, Ha mpumep, 11 13 15 19 24 1 3 8 9. Hammmm mporpam Koju IMpOHANa3u HajMarmby €JeMEeHT TaKBOI HU3A.
TMoTpyu ce Ja ce HAKOH yUMTaBatba eJieMeHaTa MUHIMYM rpoHabe y BpeMeHckoj cnoxkeHoctr O(logn).

VYaa3: Ca cranpapasor ynasa ce yunrtasa opoj n (1 < n < 50000), a 3aTuM n enemMeHaTa HU3a (n LeJux dpojeBa
Pa3BOjEHHMX ca [0 jeAHMM Pa3MaKOM).

M3na3: Ha cranpapaay w3nia3 UCOMCATH HAJMAabH €IEMEHT HU3a.

ITpumep

Vaaz Hznaz
9 1

11 13 15192413 8 9

Pememe

JIuHeapHa npeTpara

3ajatak MOKEMO PEIIUTH KJIACHYHUM QJITOPUTMOM WM OMOJMOTEUKOM (DYHKLIMJOM 32 IPOHANIAXKeha MUHUMYMA.
V jesuky C++ Moxemo ynoTpedutu ¢pyHKIHjy min_element.

Anammza caoxenocru. OBaj aroprTam 3axTeBa MpoJa3ak Kpo3 CBe eJleMeHTe Hu3a, Ma je cinoxenoctu O(n).

int minRotiranogSortiranog(const vector<int>& a) {
return *min_element(begin(a), end(a));

bunapna nperpara
Ilopehemwe ca npBuM ejleMeHTOM HU3A

Bosme pemieme ce Moxe nodut OMHApHOM mpeTparoM. HakoH poTtaryje CBH eJleMEHTH y MOYETHOM Jeily Hu3a Cy
Beln o7l WM jeJHAKY TIOYETHOM, a OHZIA Y 3aBPILIHOM JIeJIy HU3a MYy CBU €JIEMEHTH KOJH Cy CTPOrO MakbU Off TOUETHOT.
Hajmamu eneMeHT KOju TpaKUMO je IPBU €JIEMEHT y HU3Y KOjU je CTPOro MamM Of] IOYETHOT U Hhera MoxkeMo Hahu
OuHapHOM nperparoM. Tpeda 0OpaTUTH Naxy Ha CHELUjaIHU CIy4da]j y KoMe je Hu3 poTtupat 3a 0 MecTa U TaJa He
MIOCTOjU €JIEMEHT KOjH je CTPOro MamM off oueTHor. buHapHa nperpara he Tajga BpaTUTH MO3MLM]Y U3a Kpaja HU3a
1y TOM ClIydajy HajMamH eJIEMEHT y HU3Y j€ YIPaBO IPBU €JIEMEHT HU3A.

Jlaxie, IOHOBO TpaXXMMO MpPBH €IEMEHT KOjU 3a/l0BOJbaBa HEKU AaTH ycioB. Taj mocrymak je JeTasbHO OIMCaH y
3apaTky [1pBu koju Huje nesbuB. OnpkaBamo nosunyje [ ¥ d, 1 THBapyjaHTa MeTbe je aa cy:

* CBH eJIEMEHTH MCIIpe]l ro3ulimje | (enieMeHTH Ha no3uimjama 13 uatepsaia [0, 1)) Behu Wi jeJHAKU MOYETHOM
Y COPTHPAHH CY,

* CBH €JIEMEHTH 13a no3unje d (eJeMEeHTH Ha Mo3uipjama 13 uHTepBaa (d, n)) CTPOro Marbi Off IIOYETHOT U
COPTHUPaHH CYy.

IMperpara ce 3aBpmaBa y TpeHyTKy Kana je [ = d + 1 u Tajga Baku Jja Cy CBH €JIEMEHTH M3a Nosunyje d Tj. CBU
eJIeMEHTH oJf o3uije | = d + 1 ma 10 Kpaja HU3a CTPOro MamH OJ] IOYETHOT eJIeMEHTA HH3a, JOK Cy CIEMEHTH
0]l OYETKA HU3a JIEBO Of Mo3ulije | Behr WM jeJHAKH OJ] TOYETHOT eJleMeHTa Hi3a. AKO IOCTOje eJIEMEHTH Of
nosunyje | 10 Kpaja HU3a, Tj. ako je [ < n, TaJla Cy OHU CUTYPHO MambU O]l eJIieMeHaTa UCIpe]] o3UIyje [, a MOIITo
Cy COPTUpPAHHM, HajMambK je MPBU OJl HHX, Tj. €JIEMEHT Ha MO3ULKUjH [. Y CympoTHOM, aKo je | = m, Tajga mocroju
€aMo JIEBH JIeO HU3, Tj. CBU €JIEMEHTH Y HU3Y Cy BehiM WM je/THaKy MOYETHOM eJIEMEHTY, a TOIITO je Taj Ae0 Hu3a
COpPTUPAH, HajMarb! eJIEMEHT je OYETHH.

Anamu3a caoxeHoct. Cnoxernoct dunaphe nperpare je O(logn), MelyTim, aIropuTMOM JOMHUHHPA yINTABAGE
eJleMeHara y Hu3, Koje je cnoxenoct O(n), na ce IpeAHOCTH OMHApHE IpeTpare He MOry e()eKTHBHO OCETHTH.

int minRotiranogSortiranog(const vector<int>& a) {
int 1 =0, d = a.size()-1;
while (1 <= d) {
int s =1+ (d-1)/2;
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

if (a[s] < a[0])

d=s-1;
else
1 = s+1;

int min = 1 < a.size() ? a[l] : a[0];
return min;

Hopeljefbe ca nmocjJeaAmbuM €JIEMEHTOM HU3a

ITpoBepa crienujamHor ciyvaja HAaKOH MpeTpare ce Moxe u3dehn ako ce ymMecTo ofiHOca ca MPBUM, IJie[la OJJHOC ca
TIOCJIC/THVM €JIEMEHTOM y HU3y. TpaskuMo MpBH eJIEMEHT KOjH je MambK O] WX jeJJHAK TOCIICTEHEM.

MuBapujanTa OBOr alropurMa je jaa cy:

* CBH eJIeMEHTH KCIIpe/] o3uimje | (eeMeHTH Ha nosuijama u3 untepsana [0, 1)) crporo Behu of mocieter
eJIeMeHTa HW3a U COPTUPAHH CY,

* CBH €lIEMEHTH 13a no3uiyje d (eJeMeHTH Ha Io3ULjaMa U3 UHTepBaia (d, 1)) Maky WK jeAHAKH Of ITOCTe -
Iber eJIeMEeHTa HU3a U COPTUPAHHU CY.

Kana ce metspa 3aBpimm Baxu aa je [ = d + 1. 3arto cy cBU eeMeHTH u3a nosuiuje | crporo Behu of eneMeHaTta
Ha no3unju (. ITomTo je meo ox mosuiMje [ 1o Kpaja cCopTUpaH, MUHUMYM Ce Hajla3u Ha TIO3UIMjH [, jep je Taj Aeo
yBEK HempasaH. 3ancra, Mopa Jja Baxu Ja je [ < n, jep Ou y CyIpOTHOM IOCJIE/IFbY eJIEMEHT OHO JIEBO OJ1 TTO3UIIHje
[, mrTo je Hemoryhe, jep ce JleBo of Mo3uIyje [ Hajla3e eJleMeHTH KOju Ccy cTporo Behu o1 mociemer.

Anamm3a caoxenocru. Cnoxenoct dunapte nperpare je O(logn), MelhyTiM, aropuTMOM JOMHUHHPA yINTABAGE
eJieMeHara y Hu3, Koje je cnoxenoctr O(n), ma ce IpeAHOCTH OMHAPHE peTpare He MOry e(heKTHBHO OCETHTH.

int minRotiranogSortiranog(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
int 1 =0, d = n-1;
while (1 <= d) {
int s =1+ (d-1)/2;
if (a[s] < a[n-1])

d =s-1;
else
1 = s+1;
}
return a[l];

}

NmmneMeHTaryjy MOXeMO jeJHOCTABHO peasIi30BaTH M MHBEHTUBHUM KopHIIhemeM OMOIMoTeuke (pyHKIHMje up -
per_bound. Ta TexHuka je omucana y 3aaaTky [IpBu Koju HUje 1e/bUB.

Anaimza cioxenocrn. CioxeHoct duHaphe mperpare dubimoreukoM ynkuujom je O(logn), mehyrum, aro-
PUTMOM JIOMHHHpA YUUTABakbe eleMeHara y Hu3, Koje je cioxeroctd O(n), a ce MpeaHOCTH OUHAPHE MpeTpare He
MOTY e()eKTUBHO OCETHTH.

int minRotiranogSortiranog(const vector<int>& a) {
int min = *upper_bound(begin(a), end(a), 0,
[&](int _, int x) {
return x < a.back();
s
return min;

}
2.15.3 Ilponajakeme OoNTHMAJIHE BPEJHOCTH pemieha OMHAPHOM NPeTParomM

bunapHa nperpara ce Mose ynoTpedUTH 1 y IpoLecy ONTUMH3aLHMje, aKo ce IIpodseM Moxe (hopMyJIUCaTH Kao Ipo-
0JieM IpoHalakemwa MpejaoMHe Tauke. OBaj OOMMK IpeTpare ce NMOHEKaj HasuBa bunapHa iipeiipaia iio peutervy.
Upeja je ma ce mpodiiem ontummsanyje “Hahiv HajMamy BpeJHOCT KOja 3aJ0BOJbaBa oipeheHn ycioB”, cBelie Ha Mpo-
dneM ouTyurBama “Ia M AaTa BPEeAHOCT 3a0BoJbaBa oapehenu ycinoB”. BuHapHy nperpary je Moryhe mpuMeHUTH
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aKo TpodJIeM 33/10BOJbaBa CBOjCTBO MOHOTOHOCTH, KOj€ 3aXTeBa Jla aKO HeKa BPEAHOCT 3aJ0BOJbaBa YCJIOB, OHAA
YCJIOB 3a/I0BOJbaBajy M CBE BPEAHOCTH Behie of1 1he, a ako He 3a70B0JbaBa, OHJA YCJIOB He 3a70BOJbaBajy HU BPEAHO-
CTH Mame o1 ’he. HapaBHO, CACBUM CIIMYaH je 3aJ1aTak MpoHaakeha HajBehie BpeIHOCTH KOja He 3a/I0BOJbaBa YCIIOB.
KapakTtepucTuyHo 3a OBy yrnoTpedy OMHapHe NpeTpare je TO LITO BPeAHOCTH O KOjuMa je ped OOMYHO HUCY UHAEKCH
eJleMeHaTa HI3a, a YeCTO Ce BPIIM ONTUMH3ALMja ¥ Ha/l HETTPEKUTHAM CKYIIOM BPEIHOCTH (JI0 Ha ofipeljeHy TauyHOCT).
Taxkolje, mpoBepa UCIyHEba yCJIoBa 3a CBaKy KOHKPETHY BPEJHOCT je OOMYHO CIIOpa M JKEJIMMO [la CMabHMO OpOj
MIpoBepa UCIymema yciaoBa Komnko je moryhe. Crora ce ymecTto kopumhema dndamoTeuknx (QpyHKOMja, OMHapHa
IpeTpara py4yHoO UMIIJIEMEHTHUPA.

3anarak: [IpBa

JpBoceua Tpeda na Hacede oApeleHy KOMMYMHY JpBeTa M MMa TecTepy KOjy MOXe Jia MoJelaBa Ja cede Ha OMIo
K0joj 11es100pojHOj BUcHHU (y MeTpuMa). [lomro Tectepa cede camo APBO M3HA[ BHCHHE HAa KOJjy je MOCTaBJ/bEHA,
IITO je TecTepa BHile, Hacehu he ce mame apBerta. [omTo gpBOoceva OprHE O OKOJIMHU, OH HE JKeJIU Jla Hacede BUIIe
JpBeTa Hero mro My je notpedHo. Hanuimum nmporpam koju oapelhyje HajBulily Moryhy 11eJ100pojHy BUCHHY TecTepe,
TaKo J1a JpBOCeYa 1001je JOBOJBHO ApBeTa (IIPETIOCTaBU Ja YBEK ITOCTOjH JAOBOJBHO JIPBETA).

Vaa3: Ca crangapaHor y/iasa ce yuutasa opoj apseha y mymu n (1 < n < 10°), a 3aTUM HM3 BUCHHA CBaKOT
JpBeTa (HU3 npupogHux opojesa usmely 1 u 10000, pa3aBojeHux ca no jeaHuM paszMakoM). HakoH Tora yuurasa ce
Y KOJIMYMHA HaCeUeHOT JpBeTa (IOIITO Cy CBa ediia ucte nedipbrHe, KOJMYMHA Ce MEPU Y METPUMa BUCHHE UCEUEHUX
cradaina).

WN3zaa3: Ha cranmapaau u3inas3 uCnucaTy TpaxkeHy MaKCUMAJIHY LIEeTOOPOjHY BUCHHY TeCTepe.

IIpumep

Yaaz Hznaz
5 18
24 21 19 14 22

14

Pememe
OnruMn3anuja SMHAPHOM NpPeTparomM

JenHo pelere npodjemMa ce MOKe 3aCHOBATH Ha OMHAPHO]j MPETpa3! 10 pelewy Tj. 10 Tpaxewy ONTUMaJIHE Bpe]-
HoctH KopuinhemweMm duHapHe nperpare. [locraBbameM TecTepe Ha BUCHHY h, KOZ CBHX JIpBa KoOja Cy BUIIA Of h
duhe onceveno h; — h MeTapa, 10K Of1 ocTavx gpBa Hehe OutH nceyeHo HumITa. Ha ocHOBY Tora, 3a (pMKcupaHy BU-
CHHY TecTepe rpyooM CHIIOM (MCITMTUBAEEM CBAKOT ApBeTa 3acedH0) y BpemeHy O (1) MOXEMO M3pauyHATH YKYIIHY
KOJIMYMHY HaceUeHOT ApBeTa. buHapHa mpeTpara je mpuMeH/bHBa jep 3HaMo Ja je A0 ojapeheHux BucuHa Tectepe ap-
BeTa JIOBOJBHO, 4 J1a je oA ojpeheHe BUCHHE TecTepe ApBeTa peMaslo, Tako Aa 3alpaBo TPaKUMO MPEJIOMHY TauKy, Tj.
HajBehy BUCHHY TecTepe 3a KOjy je ApBeTa JI0BOJBHO Tj. MOCEAbY EIEMEHT HI3a KOjU 3aJ0BOJbaBa YCIIOB. TexHHUKa
KaKo ce TO MOXe ypaaWTH OlKcaHa je y 3aaatky [Ipsu koju Huje nesbus. IIpumeTnmo a y oBOM ciydajy HEMamo
BPEAHOCTH CMEIITEHe Y HU3, Beh UX pauyHaMo Ho MoTpedu. 3aTo OMHAPHY MpeTpary UMIIEMEHTHPAMO PY4YHO.

AHamm3a cI0KeHOCTH. AKO je MakcHManHa BucuHa jpsera M, taja je cnoxkenoct osor npucryna O(nlog M).
Hawume, dunapHoM miperparom ce mnperpaxy je unrepsai [0, M], ma ce mpoBepa 1a Jiu je HACEYEHO JOBOJBHO JpBeTa
nosuBa log M myta. V3pauyHaBame KOJMYMHE HACEYEHOT APBETA 1 IIPOBEpa /1a JIM je OHA JOBOJbHA BPIIH CE jeTHAM
[poJIa3ak Kpo3 HU3 ApBeta u cioxkeHoctu je O(n).

int testera(const vector<int>& visine, int potrebno) {

int od_visina = 0;
int do_visina = *max_element(begin(visine), end(visine));
while (od_visina <= do_visina) {

int visina = od_visina + (do_visina - od_visina) / 2;

long long naseceno = 0;

for (int v : visine)

if (v >= visina)
naseceno += v - visina;

if (naseceno >= potrebno)
od_visina = visina + 1;
else

do_visina = visina - 1

e
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}

return do_visina;

}

3anarak: Xupmos h-unaekc

Osaj 3againiak je OHO8/bEH Y YUY YEeHCOABArLA PAUMUIIIUX TEXHUKA peulasarba. Bugu itiexci 3agaiiika.
THoxywaj ga 3agamiax ypaguw kopuutheroem ilexHUKA Koje ce U3Naicy y 080M Hoinasvy.

Pememe

bunapna nperpara

[Ipumetnmo ma oBaj mpodiem uma oxpeleH 0dark MOHOTOHOCTH. CMamHBamkeM Opoja IUTaTa, Hije Moryhe aa ce
cMamM ¥ Opoj KIbUra Koje umajy taj Opoj nurara. 3arto, ako 3a Heku Opoj h Baxu na je By > h, Taga u 3a cBe
Bpennoctd b/ < h Baxu 1a je By, > h'. Cimuno, ako je By, < h, Taja u 3a cBe BpeaHoctd h' > h Baku ja je
By, < h'. Oo Ham omoryhasa na h-uHznexc 1j. HajBehu 6poj h Takas na je By, > h oqpeauMo SHHAPHOM [PETPArOM.
VY nuramy je gakie, onTIMHU3allija penleha ONHAPHOM PEeTparoM, WK Kako ce TO HeKaja Kaxke OMHapHa mperpara
1o peurersy. IlomTo BpegHOCTH KOje ce MpeTpaxyjy HUCY CMEIITEeHe Y HU3, KOPUCTHMO PYYHY MMILIEMEHTAINjy
OduHapHe mpeTpare IpesoMHe Tauke. Ta TexHHKa je onucaHa y 3aaaTky [IpBu Koju HUje 1esbuB.

AHajm3a cioxkeHocTH. BrHapHOM nperparom ce nperpaxyje uHtepsai [0, n], Tako ga je 6poj Kopaka mperpare
O(logn). V cBakoM Kopaky ce Opoje KibHre ca IoTpedHUM OpojeM IUTaTa, IITO Ce PAIM jeIHAM MPOJIACKOM KpPO3
HU3 KEbWTA Tj. TI03UBOM dubimoteuke (pyHKumje, y cinoxeroctr O(n). YKymHa cioxkeHocT je, gakie, O(nlogn).

int hIndeks(vector<int>& broj_citata) {
// binarnom pretragom pronalazimo najveci broj h takav da je B_h >= h
int h_1 = 0, h_d = broj_citata.size();
while (h_1 <= h_d) {
int h=h_1+ (h.d - h_1) / 2;
// broj knjiga koje imaju bar h citata
int Bh = count_if(begin(broj_citata), end(broj_citata),
[h1(int c) {

return c >= h;

s
if (Bh >= h)
h_1 = h+1;
else
h_d = h-1;

}
int h_indeks = h_1 - 1;
return h_1indeks;

}

3aparak: Mynajyhu nogaus

AKO je s HUCKa, OH/Ia HeKa ™ O3HauaBa HUCKY KOja ce JoOMja aKko Ce CBAKO CJIOBO MOHOBM 1 myTa (Hip. (7yz)3 je
rrayyyzzz). Hanuimm nporpam koju oapehyje Hajpehu dpoj n TakaB aa je s MogHU3 JaTe HUCKe ¢ (To 3HAuW Ja
ce CBa CJI0Ba HUCKe S jaBibajy Yy HUCKH t, y UICTOM pefocieny Kao y s™, alu He 00aBe3HO y3aCTOIHO).

Vaas: ¥V npBoM pesy craHIap/HOT yJia3a Hala3M ce HUCKA S, a 'y IpyroM HHUCKa f.

M3zaa3: Ha cranpapaay w3na3 HANWIIK TPakeH! Opoj 7.

IIpumep

Yaaz Hznaz
Xyz 3
xaxxybyxyxzyzzb

Pememe

Hedunucahemo (yHKIMjy KOjoM MpoBepaBamo JAa JX je s’ MOJHU3 HUCKe t. JelaH HauMH je Ja eKCIUIMLIUTHO
(popmupamo HHCKY s™ M Ja MPUMEHMMO aIropuTaM Mposepe MogHucke. Taj (CYIITHHCKM TpaM3HUBH) aJITOPUTAM je
onucaH y 3a/1aTKy Peu y peu npernpraBamem ciioBa. Majio dosbe peliemne je Ja ce alroputaMm MoauuKyje Tako aa
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ce n3derHe e)eKTUBHO Kpenpame HUCKe s™. PyHKIMja mpoBepe MpUMa HUCKY S, OpOj n M HUCKY ¢, a 3aTHM CBaKH
0J] KapakTepa U3 S TPaXkH 1 MyTa yHyTap HUCKe t.

JIuneapua npetpara

Kajna Ha pacnonaramy uMamo (byHKIM]y 3a POBEPY, TaJa ONTHUMATIHY BPEAHOCT 1 MOKeMO Halin JIMHeapHOM Tpe-
TparoM. KibyuHa omacka je na ako s” HMje TOJHM3 ¢ 3a HEKO N, oHla s* Huje mognums ¢ vy 3a jenno k > n. 3ato
hemo crernen yBehaBaTu KpeHyBIIM o7 1 cBe TOK He HanhjeMo Ha MPBY BPEJHOCT M 32 KOjy s™ HHUje MOJHU3 U Taja
hemo 3HaTH Aa je onTHMasiHa BpeJHOCT 1 — 1.

Anamm3a caoxkenocrd. [IpoBepa a v je HUCKA s™ TIOJIHN3 HKUCKE ¢ BPIIK Ce Y JIMHEAPHOM BPEMEHY Y OJIHOCY Ha
30up nyxuHa HUCKe. AKO je |t| ayxuHa HiCKe ¢, Bpeme 3a jenny mposepy je O(t|). IIpoBepe ce Bpiie cBe OOK ce
[¢]

. . . t|?
He Hahe onTtumMaiHo 1. OHO HajBUILIE MOXe OUTH Is] |» The je |s| mykuHa HHCKE S M je CIOKEHOCT O(%)

bool jeMucajuciPodniz(const string& podniz, const string& niz, int n) {
int 1 = 0;
for (char c : podniz) {
for (int k = 0; k < n; k++) {
while (1 < niz.size() & & niz[i] !'= ¢)
1++;
if (1 == niz.size())
return false;
1++;
}
}

return true;

}

int najduziMucajuciPodniz(const string& podniz, const string& niz) {
int d = 1;
while (jeMucajuciPodniz(podniz, niz, d))
d++;
return d - 1;

}
bBunapna nperpara

YumeHuna ga noctoju ogpeheHn o0IMK MOHOTOHOCTH y IpodjeMy, HaM oMoryhasa Aa TpaxxeHy ONTHMasHy Bpel-
HOCT HalleMo OMHAPHOM npeTparoM. Baxu j1a ako s™ Huje OAHM3 ¢ 32 HEKO 7, OHJIA s HUje MoTHM3 ¢ HA 32 jeHO
k > n,a ma ako je s™ momHU3 t 3a HEKO 1, OHAA je s* monnus ¢ 3a cako k < n. 3aro ce ca TOPacTOM 1. jaBJbajy ce
MIPBO OHE BPEAHOCTH 32 KOj€ yCIIOB BaXKH, HAKOH KOJH My BPEAHOCTH 32 KOj€ yCJIOB HE BaXKH.

CurypHH cMo Jia ce ONITUMaJIHa BPeJHOCT HaJla3u y uHTepBaity o 0 ma o Uisu . BunapHOM npeTparoM npoHaaa3uMo
NPEJIOMHY TauKy, Tj. HajMarby BPeJHOCT 1 TAKBY Ja " HUje OJHU3 t. AJITOPUTAM je jaKo CIIMYaH OHOM OIMCAHOM Y
3azgartky [1pBu koju Huje nesbuB. [IpuMeTMo 1a y OBOM Cllyyajy He MpeTpaxyjeMo BpeJHOCTH Y HEKOM HU3Y, Behi je
HU3 MOTEHLIMjaTHAX BPEIHOCTH 1 KOjU Ce MPETPaxyje caMo UMIUIMIUTAH, 1A OMHAPHY IpeTpary UMIUIEeMEHTHPaMO

PY4HO.

Anaansa cioxkeHoct. [IpoBepa Jia i je HUCKa ™ TIO/IHU3 HUCKE ¢ BPIIM Ce Y JTMHEAPHOM BPeMeHY y OJIHOCY Ha
30up JykuHa HUcKe. Ako je T' MyxkuHa HUCKe ¢, Bpeme 3a jenny nposepy je O(T'). UnTepBa Koju ce mpeTpaxyje
je [0, %], rae je S myxuna Hucke s, na je cnoxerocr O(T log % ).

bool jeMucajuciPodniz(const string& podniz, const string& niz, int n) {
int 1 = 0;
for (char c : podniz) {
for (int k = 0; k < n; k++) {
while (1 < niz.size() && niz[i] !'= ¢)
1++;
if (1 == niz.size())
return false;
1++;

}
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}

return true;

}

int najduziMucajuciPodniz(const string& podniz, const string& niz) {
int 1 = 0, d = niz.size() / podniz.size();
while (1 <= d) {
ints=1+(d -1/ 2;
if (jeMucajuciPodniz(podniz, niz, s))

1=s+ 1;
else
d=s - 1;
}
return d;

}

3agarak: Hajkpaha nogHucka Koja caap:ku cBe J1aTe Kapakrepe

I'pacprruky mu3ajHEp je Mpeypearo HEKOJIHMKO CIOBA Y jeJHOM (POHTY U JKeJIM J1a CBOje IMPOMEeHe NMPUKaXe KIIH]eHTY.
VY nyraukom TekcTy je morpedHo Ja ojadepe Hajkpahu aeo (CErMEHT y3acCTOIHUX CJIOBA) KOjU CaApKU CBa CJIOBA
KOja je IPOMEHHO.

Vaa3: VY npBoj JMHUJU CTaHAAPIAHOT yja3a HaJla3l ce TeKCT (jeMHOCTABHOCTH PaJy MPETIIOCTaBUMO Jla je cacTa-
BJbEH CaMO OJ] MAJIUX CJIOBa eHryeckor andadera) unja je myxuHa Hajpume 10° kapakTepa. Y Apyroj JUHHjU ce
HaJla3u CKyM cJioBa (OMeT, MPeTIOCTaBUMO MaJluX CJIOBa eHIiecKor ajipadera) Koje je au3ajHep MPOMEHHUO (CJIoBa
Cy HalucaHa jeHo A0 JIpyror, de3 pa3maka 1 0e3 MOHaBJbaba).

N3na3: Ha cranmapanu v3ia3 MCUCATH jeJaH 11e0 Opoj KOju MpeAcTaBba OyKUHY Hajkpaher gena Tekcta Koju
CafpXKu CBE KapakTepe JAaTOr CKyna. AKO TakaB Jeo TEKCTa He IOCTOjU, UCIIUCATH Nema.

IMpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
dobardansvimakakoste 10 ababababab nema
arnk abc

Pememe

bunapHna nperpara

3axBasbyjyhu THKpEMEHTATHOCTH, IPOBEPY Ja JIY 3a IaTy AYKUHY OJHUCKE k TTOCTOjU HeKa MOJHUCKA KOja caapku
CBe JIaTe KapaKTepe MOXeMO YpajuTH y JiHeapHoM Bpemery O(n), y jeqHOM mponacky kpo3 Hu3. Kopucruhiemo
TEXHUKY ITOKPETHOT MPO30pa M MPIIIUKOM Ipesiacka ca jeJiHe Ha HapeTHy MOJHUCKY, U3 CKyna heMo yKIIamaTH pBU
KapakTtep Tekyhe momHucKke u qogaBahemo nocneqmy KapakTep HOBe NoaHrcKe. CIIMYHA TeXHUKa je ynoTpeObeHa
n y 3agatky CermeHT nyxuse k Hajseher npoceka. OBO JOAATHO MOXEMO yOp3aTy (JOAyIIe HE ACUMITOTCKU) aKo
j€ CKyH KapakTepa Mayy, Tako mTo heMo Mpoja3uT caMo Kpo3 MO3MLMje OPUTHHATHE HUCKE HA KOjuMa 3HaMo Ja
ce jaBJbajy KapakTepu U3 CKyIa.

Ckyn kapakrtepa u3 S yHyTtap Tekyhe mojgHucke hemo mpencTaBUTH MOMONY IMpeciMKaBaa Kapakrepa y HHUXOB
Opoj nojappuBama. HajjeqHoctaBHUje je yrnoTpeduTn OMOIMOTEUKY MMIUIEMEHTALN]Y Malle Tj. PeYHHKa, jep HaM
OHa rpya MoryhHocT eukacHor ofpehuBama Opoja kapakTepa u3 S yHyTap HOAHKCKe (MIOAHUCKA je UCITpaBHA Tj.
caJipu CBe MOTpPedHEe KapaKTepe ako U caMo aKo je Opoj KapakTepe u3 S KOje CaipKH jemqHak Opojy eleMeHarta
ckyna S).

HakoH Tora, HajMamwy IyxuHy k& MoxkeMo HahM TeXHUKOM OMHapHE MpeTpare Tako TO HajleMo HajMamy BpeAHOCT
k 3a xojy Baxu Heku ycioB. Taj mocrynak je onucas y 3anatky [Ipsu koju Huje nesbuB. BuTHO je HarimacuTu Ja
podJieM 3a10BOJbaBa CBOjCTBO MOHOTOHOCTH Tj. 2 aKO 3a HEKO k He II0CTOjU IOJHUCKA NyKHuHe k Koja caapxku
CBE KapaKTepe CKyIa, OH/la TaKBa IMOJHMCKA He IOCTOjU HU 32 jeJHO Mame k Tj. Ja ako 3a HeKO k IOCTOju TakBa
TIO/IHKCKA, OHJJa OHA TIOCTOjU 1 3a cBako Behe k.

// provera da li postoji podniska niske niska duzine k koja sadrzi sve
// karaktere iz S
bool postojiPodniska(const string& niska, const string& S, int k) {
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map<char, int> karakteri;
for (int 1 = 0; 1 < niska.length(); i++) {
if (1 >= k && S.find(niska[i-k]) != string::npos)
if (--karakteri[niska[i-k]] == 0)
karakteri.erase(niska[i-k]);
if (S.find(niska[i1]) != string::npos) {
karakteri[niska[i]]++;
if (karakteri.size() == S.size())
return true;
}
}

return false;

}

// pronalazi duzinu najkrace podniske koja sadrzi sve date karaktere
int duzinaPodniske(const string& niska, const string& karakteri) {
// binarnom pretragom odredjujemo najmanju duzinu k takvu da u T
// postoji podniska duzine k koja sadrzi sve karaktere skupa S
int 1 = 1, d = niska.length();
while (1 <= d) {
ints=1+(-1)/ 2;
if (postojiPodniska(niska, karakteri, s))

d=s - 1;
else
1l=s+1;
}
return 1;

}

AHanm3a cjioykeHOCTH. BHHADHOM MpeTparoM ce mperpaxyje WHTepBait [1,n], roe je n QyXuHa HHUCKe, Ta ce
MpoBepa J1a JIM IMOCTOjU MOJHKUCKA HeKe (PUKCHE KOja CaJipu CBa MOTpedHa CJIoBa BpIIM Hajeuie log n myta. Ta
MpoBepa ce BPIIH jeJHUM IPOJIACKOM KPO3 HUCKY. Y CBaKOM KOPaKy BpIIM ce JIMHeapHa IpeTpara HUCKe KOjoM je
oJpeleH CKyIl KapakTepa ¥ BpIe ce Olepanyje Haj MaroM Tj. PEYHHKOM Y KOM Cy KJby4eBH KapaKTepu U3 CKyIa
S. AKO NpEeTIOCTaBUMO [a Ce ONepalije HaJ MaroM U3BPILIaBajy Y JOTrapuTaMCKO]j CIOKEHOCTH, CIOKEHOCT jeaHe
npetpare je 3ato n - m - logm, rae je m Opoj kapaktepa y S. IlomTo je m Beoma mamu Opoj, daktop m logm
MOkEMO CMaTpaTH ¥ KOHCTAHTOM U YKYIIHY clioxkeHocT rpydo ouenutr ca O(nlogn). Ha je m Behe, cioxeHoct ou
ce MoIvIa TIONpaB/baTé TUME IITO OM ce IpoBepa MPUIAAHOCTH KapaKTepa CKyIy S BpIIMIa Ha epUKacHUjU HAYMH
(Ha IpuMep, MpeACTaB/baABEM S MTOMONY OMOMIOTEUKUX KOJIEKIIMja 3a MPEeACTaB/balbe CKyIa WM MoMohy Hu3a JIo-
T'MYKUX BpenHocTH). Takohe je moryhe yHampes ofpequTH Mo3uLyje KapakTepa U3 S yHyTap HUCKe (IITO He yThYe
Ha aCHMMIITOTCKY CJIOKEHOCT Hajroper ciiydaja, jep CBU Kapaktepu y 1’ Mory npunaaaty S, ajii MOXKe I0CTa CMambUTH
¢haxkTop n y cBakOj MOjeqMHAYHO] IPOBEPH).

Bugu gpyiauuja pewerna oeot 3agaiixa.

2.16 TexHuka aBa noka3nuBada

VYraexheHe newbe 0OMYHO MOAPa3yMeBajy MOCTOjambe 1Be Opojauke MPOMEHJbUBE OJ1 KOjUX CIOJballlhba CaMO YBe-
haBa cBOjy BpeJHOCT TOKOM HTepalyje, 0K Ce BPeAHOCT dpojauke MeThe y YHyTpallkhoj yBehaBa 10 HEKe Tropme
rpaHMulie, 3aTUM Ce IOHOBO Bpaha Ha HEKY JIOY I'PaHUILly ¥ IOHOBO yBehaBa 1 TO ce MOHaBjba BUIIIE ITyTa, CBE JOK CIIO-
Jbalba Opojadyka MPOMEeHJbUBA He IOCTUTHE CBOjY MaKCUMasHy BpeaHocT. OBO IO MpaBUily OBOJY O KBaJpaTHE
CJIOEHOCTH (Tj. CJIOXKEHOCTH BUILIET CTEeTIeHa y cilydajy yraexhaBama Beher Opoja newsH).

TexHuKa JBa MoKasMBaya odyxBara IIMPOKY KJacy e(prKacHUX aJIropuTama Koje Takohe KapaKTepuIle MOCTOjame
JIBE WJTH BUIIIE OPOjavyKMX MPOMEHJBHBHX, KOje ce Kpeliy Kpo3 esleMeHTe HeKoT Hi3a (J4ecTo coptupaHor). MehyTum,
OHO IITO je KapaKTepUCTUYHO 3a HBHUX je TO IITO Ce, 32 Pa3MKy OJl YHYTpalllbUX MPOMEH/BUBUX y yrHeXK)eHHM
NeTbamMa, OBe IPOMEHJbHBE CTATHO “Kpehy y ucToM cmepy”, Tj. BPEIHOCT UM C€ MJIM CTAJIHO NoBehaBa WM CTaIHO
cMambyje (a uecTa je 1 KoMOMHAIM]ja re ce “HU3 00WIIa3u ca iBa Kpaja”, [e ce jeJHa MpOMeHJbIBa CTaIHO oBehasa, a
Jpyra CTaJIHO cMambyje). TexHuuKa peannsanuja Moxe dOutn dmsto nomohy jeaHe retbe Koja KOHTPOJIMIIE BPEAHOCTH
00e mpoMmeHbHBe, OMIIO oMohy yrHekpeHHX MeTsH, aay Tako Ja Ce HAKOH 3aBpIIETKa Tejla YHYTpallibe MeTbe,

133



ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

CroJpalliiba POMEH/bIBA yBehaBa JJ0 MecTa rje ce yHyTpalliba MeT/ba 3aBpiiia. [IomTo ce cBaka MpOMeH/bUBa
MOXe TPOMEHUTH HajBHIIe 1 MyTa (T1e je 1 HEKO rOpihe OrpaHruYeHe HhUXOBE BPEJHOCTH, OOUYHO JIy)KUHA HU3A),
Opoj mpomeHa (Ia caMMM TUM M U3BpIlIaBama Teja MeT/be) je HajBUIlle 2n U JIMHeapaH je Mo 7 Tj. CJIOXKEHOCT My je

O(n).

AJNTOPUTMH 3aCHOBAaHM Ha TEXHUIIM JIBa MOKa3MBaya OOMYHO MOTY Ja ce U3BeLy KopuiihemeM oficeliamha IpUMehe-
HUX Ha yrHexkleHe nemse, Ma je, Kao ¥ KoJ, CBake IIPUMEHe OJiceliama, MOTPEOHO MakJbUBO 0OPA3IOKUTH HUXOBY
KOPEKTHOCT.

3anarak: O0jequmaBame

V 1Ko MaJMX KyTHX MpaBa HACTAaBHMK je Mperiie1ao KOHTPOJIHM 3a1aTak. [IpBo je nmperyienao hake Koju cy paauiu
Ipyny A, a 3aTUM OHe KOju cy paguiu rpymy b, cpeano je pedynTate 3a cBaky Ipyly U Mpase nopehao Ha OCHOBY
Opoja nmoeHa Koju cy ocBojuii. Hanumm nporpam koju My rnomaxe Ja off ypeheHor crucka ydeHuKa Koju cy paguin
3a7aTKe U3 Tpyre A 1 of ypeheHor crimcka yueHHKa KOjH Cy pajiiiv 3aatke u3 rpyne b noduje jenuHcTBeH ypeheH
CMHCAK CBUX yYEHHKA.

Vaaz: Ca crangapaHor ynasa ce yHocu 0poj haka m koju cy pagum rpymy A (5 < m < 25000), a 3aTum Heona-
najyhe copTupaH HU3 MoeHa THX haka (€lIeMEeHTH Cy y je[JHO] JIMHM]jU, pa3/iBOjEHH ca 10 jeAHIM pa3MakoM). Hakon
Tora ce yHocu Opoj n haka koju cy paawmu rpyny b (5 < n < 25000), a 3atum Heonagajyhe copTUpaH HU3 MOeHA
Tux haka (eJleMeHTH cy y jeIHO] JMHU]U, Pa3[JBOjEHH Ca M0 jeJHUM Pa3MaKoM).

M3aa3: Ha crangapaHy u3ja3 UCTIMCATH Heonaqajyhe copTupaHy HU3 MOeHa CBUX haka 3ajeiHo, pa3/iBojeHe ca mo
JETHUM pa3MaKkoMm.

ITpumep

Vaaz Hznaz

4 1234557
1357

3

245

Pememe
Coprupame

HawuBan HaumH Aa ce 3a/1aTak peld je a ce eJeMeHTH oda yUUTaHa HU3a IpeKonupajy y Tpehu u 1a ce oHga copTH-
pajy-

Konmpame ce Moxe U3BpIIMTH OUJI0 TIOMOQy MeT/be, Omno OMdIMOTeuKoM (PYHKIIMjOM COpPY, JIOK je COPTUpame
HajOosbe BPIIUTU OUOIMOTEUKOM (DYHKIIMjOM Sort.

Pa3Hu HauMHM copTupama onucanu cy y 3agatky Coprupame Opojesa.

Anaiam3a cuoxenocru. Konumpame HU30Ba AyXKHHE m W n 3aXTeBa m -+ n onepanuja, a coprupawe O((m +
n) - log (m + n)). TeXHAYKH, MOIJIK CMO OIMaX eJIEMEHTE YUUTABATU Y PE3YITY]jyhiu HU3 ¥ TAKO YINTENETH MEMO-
pUjy ¥ BpeMe MoTpedHO 3a KOIMparme, ajli JOMUHATHU (DakTop, a TO je BpeMe MOTpedHO 3a copThpame Ou 0cTao.
[TpumeTrIMO Ja y OBOM pelliehy HUCMO YOIIIITE YIOTPEOUIN YMIbEHHITY /1A Cy MOJIa3HH eJleMeHTH Beh copThpaHH.

Hanomena. Mako oBo peliee o BpeMeHy M3BpIliaBaba He 3a0CTaje IyHO y OIHOCY Ha ONTUMAITHO (FHETrOBO BpeMe
U3BpIIaBama je kBasumHeapHo 1j. O((m+n)-log (m + n)), a ontumanso Bpeme je smuHeapHo Tj. O(m+mn)), OHO
je TocTa KOMIUTMKOBaHMje Hero MmrTo je moTpedHo. To ce y 0BOj MMITIEMEHTALIM)! HEe BUAM, jep je yrmoTpedibeHa Ou-
dymoTeuka (pyHKIMja COpTUpama, MehyTUM, UMILIeMeHTaI1ja e(pUKACHOT aJITOPUTMa COPTHpaba 3aXTeBa HApeIHe
TEXHHUKE IporpaMupama. VIHTEpecaHTHO, jeqaH of MOMyJIAPHUX aJITOpUTaMa COPTHpama je COPTUPame 00jeantba-
BarbeM (EHIVI. merge sort) Koju Kao CBOj OCHOBHHM KOPaK 3aXxTeBa M3BpIIIaBame 00jearibaBama JBa COPTUpaHa H13a
y Tpehn. CamuM THM, JOHEKJIe je OeCMHUCIIEHO podJieM 00 jenbaBamha pelliaBaTi CBOerheM Ha KOMIUTHKOBAHU|H
[IpOdJIEM COPTUpAA.

vector<int> objedini(const vector<int>& a, const vector<int>& b) {
vector<int> c(a.size() + b.size());

copy(a.begin(), a.end(), c.begin());
copy(b.begin(), b.end(), next(c.begin(), a.size()));
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sort(c.begin(), c.end());
return c;

}
AJropuram 00 jequmbaBama

3ajaTak MOXKEMO PEeIIUTH e(hUKaCHUM JITOPUTMOM, 3aCHOBAHOM Ha TEXHHIM JIBa MOKasuBava. Aniopuiiiam odje-
gurbasarba (EHIJI. merge) MOLPa3yMeBa Aa Cy HU30BU KOjU ce 00jeubaBajy COpTUpaHU. AKO je jelaH Ol HU30Ba
IIpa3aH, pe3yJTar 00jeAnbaBama je Ipyru HU3 1 BeroBe eJIEeMEeHTe je MOTPEOHO jeIHOCTABHO MPEKOIMUPaTH y pe3yl-
TaT. AKO HU30BU HHCY NPa3HH, MOIITO Cy COPTUPAHH, IIPBU €JIEMEHT HU3a je yjeIHO HajMamu y beMy. Mamu o
JiBa TIOYETHA eJIEMEHTa je MamM (WM jeHaK) Off MIOYETHOT eJIeMEHTa JPYror Hu3a, Ma je Mamy WIN jeIHaK CBUM
eJeMeHTHMa y 00a HU3a U CaMUM THM je HajMamM eJeMEHT Off CBUX U Tpeda aa Oyae npBu y pesyitary. Kaga ce
Taj eJIEMEHT YKJIOHU U3 HU34, I00MjaMo IpodJIeM MCTOT THIA KAo M MOJIa3HH, KOJU Ce OHJA pelllaBa Ha MCTH HAauMH.
NmrnnemenTanyja Moxe OMTH peKyp3uBHA, Mel)yTuM, peKyp3uja je perHa 1 JIako ce eJMMUHHIIIE.

TokoM uTepaTUBHEe MMIUIEMEHTAlMje Oip:KaBajy ce ABa MOKa3uBaya: ¢ KOjU yKasyje Ha TeKyhu ejleMeHTa IpBOr
U j KOjU yKasyje Ha Tekyhu enemeHT gpyror Hu3a. HapaBHo, ymecTo mokasuBaya, ¢ U j MOTY OUTH MO3ULHM]E Tj.
nHAekcH Tekyhnx enemenata. [Jok cy ode oBe MpOMEHJbMBE Mambe Of dyKWHE HU3a Mo KojeM ce kpehy, mopeaumo
€JIeMEHTe Ha THM MO3WIFjaMa. AKO je eJeMEeHT Ha MO3WIMjU ¢ y IPBOM HHU3Y MamH (WIM jeJHAK) eJeMEeHTy Ha
NO3UIMjU j y APYrOM HHU3Y, Taja Taj eJIeMEHT MpenucyjeMo y Tpehu Hu3 (Ha Mo3uuujy k KOjy MHHUIMjATU3Y jeMO
Ha HyJly ¥ yBehaBamMo NpUJIMKOM JI0JaBama CBAKOI HOBOT ejeMeHTa) U yBehaBamo ¢ 3a 1. Y cynpotHoM y Tpehu
HU3 MPEINUCyjeMOo eJIEMEHT U3 Ipyror HU3a ca nosuuuje j u yeehasamo j. Kaga dap jeaHa of NpOMEHJbUBUX ¢ WU
J JOCTHTHE JykKMHY oarosapajyher Hu3a, Taga eleMeHTe peocTajIor Hu3a npenucyjemo y tpehn aus. He mopamo
EKCIUTMIIUTHO IIPOBEPAaBaTH A JIU Y HEKOM OJI OBUX HU30Ba MMa MIPEOCTAJIMX eJleMeHaTa, Beh MoeMo y jeJHOj eT/br
KOTMPATH MpeocTalie eJeMeHTe MPBOT, a Y APYroj NeTVbH KOMUPATH IpeocTalie eJieMeHTe APYror Hu3a (jeHa o] OBUX
netsbu he duty npasHa).

IIpumep. IIpukaxxumo pajg OBOT aJrOpUTMa M Ha j€THOM IIPHMEpY.

* IlpernocraBumoO ja je noTpedHO 00jeIMHUTH HapeIHa [Ba HUA3A.

a: b: c:
01234 0123 012345678
13689 2458 _ _ _ _ _ _ ___
i j k

* ¥V npeoMm kopaky je ¢ = 0 u j = 0, na ce nopeze eneMeHTy Ha nozuiujama 0, 1j. enementu 1 u 2. Ilomro je
1 mamH, OH ce Tpenucyje y pe3yatyjyhu Hu3 u yBehasa ce JieBu NOKa3uBad.

a: b: c:

01234 0123 0123456738

13689 2458 1_ _ _
i j k

e Camajei = 1luj = 0, ma ce mopene enemeHTd Ha nosunjama 1 u 0, 1j. 3 u 2. TlomTo je 2 MamH, OH ce
npenvcyje y pe3ynTyjyhu Hu3 u yBehaBa ce IeCHHM IMOKa3MBay.

b:
4 0
9 2

-~ oo
AW

2 3 12

68 458 12 _ ______

J

e Camajei = 1uj = 1, ma ce mopene enemeHTd Ha nosunyjama 1 u 1, 1j. 3 u 4. Tlomro je 3 mMamu, OH ce
npenwcyje y pe3yaTyjyhu Hu3 u ysehasa ce JieBl OKa3MBay.

b:
4 0
9 2

-~ oo
w R
Ao N

3 123

8 458 123 ______

j

e Cama jei = 2uj = 1, ma ce mopere eleMeHTH Ha no3unyjama 2 u 1, 1j. 6 u 4. IlomTo je 4 mamu, OH ce
npenvcyje y pe3yinTyjyhu Hu3 u yBehasa ce IeCHHU MMOKa3MBay.

a: b: c:
01234 0123 012345678

135



ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

13689 2458 1234 _ _
i j k

Cama je? = 2m j = 2, ma ce opefie elIeMeHTH Ha no3uijama 2 u 2, 1j. 6 u 5. Ilomro je 5 mamu, oH ce
npenucyje y pe3yiatyjyhu Hu3 u ysehasa ce MOHOBO JIECHH MTOKa3MBay.

b:
4 01
9 24

= o w
w =

& N
= o N

3 23 123
8 58 234
] k

45678
5 _

Cama jet = 2m j = 3, ma ce mopeze elneMeHTH Ha nosuijama 2 u 3, 1j. 6 u 8. Ilomro je 6 Mamu, OH ce
npenucyje y pe3ynTyjyhu Hu3 u ysehasa ce JieBU OKa3HBay.

b:
4 01
9 24

HO?{
= o N
NI—‘"
w N
W
[S2 TN ~N

12
36

- 00 W

2 3
58

J
Cana jet = 3u j = 3, ma ce mopezie elneMeHTH Ha nmo3uurjama 3 u 3, 1j. 8 u 8. [lomro cy jeqnaku, duio koju

0J1 BUX (Ha MpUMeD JIeBM) MOKe OUTU IperucaH y pe3yaTyjyhu Hu3 u oaroBapajyhu nokasusau ce yBehasa.

b:
0 7 8
2

= o w
= O N

23 123456
58 234568 _
j k

1
4

w
N
© w

o b

Cama jet = 4m j = 3, ma ce nopeze eneMeHTH Ha nosuiwjama 4 u 3, 1j. 9 u 8. Ilomro je 8 mamm, oH ce
npenucyje y pe3yiaryjyhu Hu3 u oaropapajyhu nokasusay ce ypehaga.

b:
0 8
2

= o w
w =
o0 W

o
m®n

23 1234567
58 2345688 _
j k

1
4

AN

[omto y ApyroMm HHM3y BWIlle HEMa ejieMeHarta, MPEeoCTaN eJIeMeHT JieBor Hu3a (9) ce mperucyje Ha Kpaj
pesynTara.

N © O

,r O
NN

34
89

v N
o0 W
= o N
NI—‘“
w N
W
[O2 BN ~N
A U
o0 O

o
O

12
36
i j k

Ananmn3za cao:keHocTH. CBaky MOKa3MBad MpoJia3d Kpo3 jedaH Of JBa HU3a M YKyIaH Opoj Kopaka je m + n, ma
je cnoxkeHoct oBor anroputma O(m + n).

// objedinjava sortirani niz a od n elemenata i1 sortirani niz b od m
// elemenata smestajuci rezultat u sortirani niz ¢ i vracajuci broj elemenata
int objedini(int a[], int n, int b[], int m, int c[]) {
inti=0, j=0, k =0;
while (1 < n & j < m)

}

c[k++] = a[i] < b[j] ? a[i++] : b[j++];
while (i1
c[k++]
while (j
c[k++]
return m

n)
a[i++];
m)
b[j++];

n;

A 11 A

+

Budanoreuka (pynkmnmja

Pemyimo 1 ma y cranpgapaHoj oudmuorenu jesuka C++ moctoju (pyHKIMja merge Koja BpIIM OOjeIUbaBambe JBA
coprrpaHa Hu3a. PyHKIMjU ce mpocielyjy utepatopu KOju orpaHAdaBajy MpBU HU3, UTEPATOPH KOjU OrpaHNYaBajy
IpyTy HU3 M UTepaTop Ha mouetak Tpeher Hu3a y KOju ce cMmemra pe3yarar. HdomatHo, Moryhe je mpocieanTd u
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(ynx1mjy nmopeliera koja oxpelyje penocien coprupama (Ioa3HA HAU30BK MOpPajy OMTH COPTUPAHH y CKJIALY ca
MopeTKoM ofpelieHnM ToM (PyHKIIHjOM).

// objedinjavanje dva sortirana niza u treci

vector<int> objedini(const vector<int>& a, const vector<int>& b) {
vector<int> c(a.size() + b.size());
merge(a.begin(), a.end(), b.begin(), b.end(), c.begin());
return c;

}

3anarak: banzanmu

Mapuja u Iletap cy OM3aHIM 1 KeJTMMO J1a CBAKOME OJ1 FbHIX IBOj€ KYITUMO IO jeJHO OJeJI0 Kao MOKJIOH 3a poh)eHaH,
aJIM TaKo Jia ce LIeHEe Ta JiBa MOKJIOHA IITO Mamke Pa3iKyjy (Ipy TOMe HUje OUTHO YMjU MOKJIOH he OUTH CKYIUbM).

Hanwmcatu mporpam koju yuuTaBa 1ieHe CBUX KEHCKUX OjieNia U CBUX MYIIKUX ofiefia, a oApelyje U uCucyje HajMamy
pasnuKy u3Meljy ieHa KeHCKOT M MYIIKOT ojieIa.

Vaa3: Ca cranpapIHor yias3a ce yuuTaBa:

* y mpBOM pefy dpoj mymkux ozena m (1 < m < 50000),

* y ipyrom pefy m Heux dpojesa (uem 6pojesu usmehy 1 u 2 - 102 pasBojenu Mo jeHuM pa3MaKkoM) — HeHe
MYILIKHUX OjieJia

* y tpeheM peny dpoj xeHckux ogena n (1 < n < 50000)

* Wy Y4eTBPTOM pelly n IeJux dpojesa (e Opojeu usmehy 1 1 2 - 10° pasasojenu o jeaHuM pa3MakoM) —
LIeHe )KEHCKHX OfleJIa.

N3na3: Ha cranpapiHu usia3 UCIHUCATH HajMamky BPEIHOCT Pa3jMKe LIeHa MYIIKOT U XKEHCKOT ojera.
IIpumep

Vaaz Hznaz
5 1090
4680 2120 7940 11530 17820

4

850 13420 5770 6300

Objawmrberve
Hajmama pasnmka ce mocTike Kaga ce Kyme ojena uuje cy rneHe 4680 u 5770 quHapa.

Pememe

I'pyda cuaa

Jenan Moryhu mpucTym je 1a ogpeiuMo pas3uKy (IIpeLu3Huje, aliCoJyTHY BpeTHOCT pa3vKe) y LieH! u3Mel)y cBakor
MYIIIKOT ¥ CBAKOT KEHCKOT OfiefIa, I1a Of] THX pa3jiMka Hah)eMo HajMamy.

Anamm3a caoxkenocrn. CIOKeHOCT oroBapa dpojy naposa u nporemyje ce kao O(m -n), rjie je m Opoj MyImKux,
an Opoj KEHCKUX ofea.

// najmanja razlika ai[i] - a2[j]
int blizanci(const vector<int>& al, const vector<int>& a2) {
int minRazlika = numeric_limits<int>::max();
for (int x1 : al1)
for (int x2: a2)
minRazlika = min(minRazlika, abs(x1l - x2));
return minRazlika;

}

Ynopemm npoJia3 Kpo3 CopTupane HU30B¢€

EduxkacHuju npuctyn je 1a ce HU30BU 1IEHa HajIpe COPTUPA]Y, a a ce 3aTUM UCTOBPEMEHO MPOJIa3u Kpo3 00a HU3a,
padyHajyhu pa3miky Tekyhux enemeHaTa u Harpemyjyhu y OHOM HU3Y y KOjeM je LieHa TPEHYTHO Mama, Kao KOJ
KJIACHYHOT aJITOPUTMa 00 jenbaBaka IBa COpTUpaHa Hu3a. Taj je aaropuraM ommcaH y 3amgaTky OO jennrbaBarse.
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Vermyt ce, HapaBHO, IO NOTpedK aXyprpa HajMara 3adenexeHa pasivka. Kaga ce crurie no kpaja duiio kojer Hu3a,
MOCTYTIAK je 3aBpIIeH U HajMarba 3adesekeHa pa3irKa je Taga ¥ yKYIHO HajMamba.

3aucra, TIOIITO CYy HU30BU COPTUPAHH, Ka/ia Ce yIope/ie MOYETHH eIeMEeHTH 13 00a HI3a, OHAj KOJH je MarbU Off IbUX
Hema noTpede yrnopehrBaTyl ca OCTAIMM eleMeHTUMa HU3a KOMe OH He Mpunaja, jep he pasnuka mohu dutu camo
Beha (jep je Taj Hu3 coptupan). Ha Taj HaumH BpHIMMO ofcelame, YiuMe JodujaMo Ha epukacHocTu. Taj eneMeHT
OHJIa MOXEMO U3DAIUTH U3 Jajber pa3MaTpara TaKo ITo ieMo y HU3Y y KOM ce OH Haula3u npehu Ha ciieiehu eleMeHT.
V crienyjaiHOM ciIy4ajy Kajga Cy IMOYeTHH eJIeMeHTH 00a HU3a je[JHaKHU, pa3iiiKa je jeIHaKa HyJH, IITO je HajMarba
Moryha pasiuka, rna Hema notpede BpIIMTH Jajby aHATN3Y.

IIpumep. Ha npumep, Heka cy HAKOH COPTUpamka BPEOHOCTH jeqHaKe caeaehnM.

1 14 28 33 45
8 21 22 41 56 68

* TIpso nopegumo enemente 1 u 8. Pasnuka je 7. Pasnmuka usmelhy dpoja 1 u cBux gaeux OpojeBa y A0HmEM
Hu3y je Beha of 7, ma dpoj 1 He MopaMo BHIlE aHAIU3UPATH.

* HaxoHn Tora mopeaumo Opojese 14 u 8 u godujamo pa3nuky 6. Pazmmka mmely Opoja 8 u cBux dpojeBa m3a
14 je Beha, ma cama HU 8 HE MOpaMO BHIIE aHATA3UPATH.

¢ Tlopenumo cazna Opojese 14 u 21, pazimuka je 7, a 14 He MOopaMo BUIIe Ja aHATU3UPAMO.
e U pasnuka uzmehy 28 u 21 je 7, a dpoj 21 He MOpaMo BHIIlEe Ja aHATU3UPAMO.

* Paznuka usmehy 28 u 22 je 6, a 22 He MOpaMO J]a aHAIM3UPAMO JIajbe.

* Paznuka usmehy 28 u 41 je 13, a 28 He Mopamo Ja aHATU3UPAMO JlaJbe.

» Paznuka usmeby 33 u 41 je 8, a 33 He Mopamo J1a aHAIU3UPAMO Jabe.

» Paznmuka usmeby 45 u 41 je 4, a 41 He Mopamo J1a aHAJIU3UPAMO JIaJbE.

¢ Pazmika mmely 45 u 56 je 11, a 45 He Mopamo Ja aHanmM3upamo aabe. [lomTo Hema BHIlle eleMeHara y
TOPEHEM HU3Y, TIOCTYIAK Ce 3aBpIIaBa.

MoskeMo 3aKJbY9UTH /1 je Hajmama Moryha pasnuka jenHaka 4 (3a Opojee 41 u 45).

Anaimza ciaoxxernocru. CroxeHorhy JOMUHIPa COPTHpae, Koje ce u3Bpiiasa y Bpemery O(m logm+mnlogn).
HakoH copTupata, Iposasak ca jBa oKasuBaya ce u3Bpiasa y Bpemeny O(m + n).

// najmanja razlika ai[i] - a2[j]
int blizanci(const vector<int>& al, const vector<int>& a2) {
// pravimo sortirane kopije dva niza
auto als = ail;
sort(begin(als), end(als));
auto a2s = az2;
sort(begin(a2s), end(a2s));
// algoritmom objedinjavanja odredjujemo najmanju razliku
int 11 = 0, 12 = 0;
int minRazlika = numeric_limits<int>::max();
while (i1 < als.size() && 12 < a2s.size())
if (a1s[i1] <= a2s[i2]) {
minRazlika = min(minRazlika, a2s[i2] - ails[i1]);

11++;
} else {
minRazlika = min(minRazlika, als[i1] - a2s[i2]);
12+4+;
}
return minRazlika;

}
3anarak: bpoj napoBa naror 36upa
Osaj 3agaitiak je OHOB/bEH Y YUY YEeHCOABArA PAZMUMUITIUX HEXHUKA peutasarba. Bugu tiexciil 3agaiiika.

Toxywaj ga 3agaitiax ypaguw kopumheroem tiexHUKA Koje ce U3Naxicy Y 080M UOIAAB/bY.
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Pememe

HrepaTuBHE 00ni1a3ak ca JBa Kpaja Hu3a nomohy JBa mokasmBaua

3ajaTak MOXEMO PEIMTH Tako IITO COPTUpaMO HM3 Heomajajyhe (MOIITO Cy CBU €1€MEHTH pasinduTH, OH he 3a-
IIpaBoO OMTH COPTUPAH CTPOro pacTtyhe) ¥ MPUMEHNMO TEXHUKY /1Ba MOKa3UBaya, UMIIEMEHTUPAHy UTEPATHUBHO.

YUiiaHoBe JaTOr 30Mpa MOXKEMO TpaxkuTH MoJjazehu ca 0da kpaja Huza. Odmiazumo Hu3 ca 0da kpaja: siesor (I = 0)
u niecHor (d = n — 1). Ynopeaumo a; + a4 ca s.

* AKO je a; +aq > S IOTPEdHO je CMamUTH 30Mp Mapa eJeMeHara, IITo HOCTHKEMO 3aMEHOM eJIEMEHTa MAbHM,
na MOIITO je HU3 COPTHPaH y pactyheM MopeTky, mpeja3iMo Ha cienehu eleMeHT y JecHOM jeity Huza (d
yMamyjemo 3a 1).

* Axo je a; + ag < s noTpedHo je moBehatu 30up Mapa eaemMaHaTa, MTO MOCTHKEMO 3aMEHOM eJIEMEeHTa Be-
huM, na momITo je HU3 copTHpaH y pactyhem MopeTky, npenasuMo Ha ciesehu enemenT y eBom aeny Huza ([
yBehaBamo 3a 1).

* Ako je a; + a4 = s yBehamo Opoj TpakeHHX MapoBa, U MpesiasuMo Ha ciiesiehH eJIeMEeHT y JIeBOM Jiely HHu3a
(! yehaBamo 3a 1) u Ha ciepiehin enneMeHT y iecHOM Jienry Hu3a (d ymamyjemo 3a 1).

IIporec HacTaBBaMoO JOK He 0duhemo 11e0 HU3, TO jecT JIoK je | < d.

IIpumep. IlpukaxkuMo OBO Ha NpuUMepy IpOHAJTaXeHa eleMeHaTa 4uju je 30up 14 y COpTHpaHOM HU3Y
1,2,5,7,9,11,13,14. Kpehemo on mapa (1, 14). ITowro je 36up Behu o TpaskeHOr, IOMEpPAaMO JIECHH KPaj yJIeBO
1 aHanmsupamo map (1,13), koju uma Tpaxenu 30up. 3ato mpenasumo Ha (2, 11). Tlomro je 30up caga mambu,
[OMepaMo JIEBH Kpa]j yaecHo u aHamsupamo map (5,11). 30up je mpeBenuku U moMepaMo IeCHH Kpaj yJIeBo u
ananuzupamo map (5,9). OH uma TpakeHu 30up, Ma npesasumo Ha (7,7), HO Taj Hap He aHATM3UPAMO, jep Cy ce
MOKa3MBa4U CyCpeJH.

int brojParovaDatogzbira(const vector<int>& a, int s) {
// pravimo sortiranu kopiju niza a
auto as = a;
sort(begin(as), end(as));

// brojimo parove pomocu dva pokazivaca
int brojParova = 0;
int levo = 0, desno = as.size() - 1;
while (levo < desno)
if (as[levo] + as[desno] > s)
desno--;
else if (as[levo] + as[desno] < s)
levo++;
else {
brojParova++;
levo++;
desno--;

}

return brojParova;

}

Joka3 KopeKkTHOCTH. J[oKa)kHUMO KOPEKTHOCT MpeTXoAHor noctynka. IlocmaTpajmo ckym S 4 KOju caapku cBe
napose (a;,a;) Takee 1a je 0 < ¢ < lu ja je d < j < n. HBapujanTa npeTxonHe newse duhe To ma:

* TIpoMeHJbMBA Koja dyBa TeKyhm Opoj mapopa (o3HaumMoO je ca b) dyBa Opoj mapoBa ckyma S 4 Tako 1a je
a; +a; =s,

* 3acBako 0 <4 <! Baku jgajea; +aq < su3acBako d < j < n Baxu Ja je a; +a; > s.

Ipe ynacka y newby Baxu aa je | = 0 u d = n — 1. Tana Hema unaekca ¢ TakBor fa Baxu 0 < ¢ < [ HUTH MHAEKCa
J TakBor ja Baxu d < j < n, ma je S; g npasan. Ilomro je b = 0, 0da Jea MHBapHjaHTe BaKe.

ITpernocraBuMo 1a MHBapHjaHTa BaKM MPH YJIACKY Y TeJIO MET/he U IOKAKHMMO Ja je M3BpIIaBame Tella MeT/be OJp-
KaBa.
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IMpernocraBumo npBo A2 je a; + aq > s. Taga d ymamyjemo 3a 1 He Mewajyhu npu Tom Opoj maposa b, Tj. HaKOH
u3BpLIaBatba Tena newbe Baxu ga je I’ = [, d' = d — 1u b/ = b. Ckyn Sy ¢+ = S q—1 ce MOXe Pa3IOKUTH Ha:

1. ckyn S; g u
2. CKyTI CKyN CBUX HapoBa (a;, a;) TakBux ga je 0 < i <luj =d.

bpoj mapoBa TpaskeHOT 30upa y CKymy .S5; ¢ jeHaK je b (Ha OCHOBY IPBOT JeJia HHBAapHjaHTe), IOK Ce Y IPYTOM CKyITy
He HaJla3u HY jeJaH TakaB rap. 3aucra, Ha OCHOBY JPYror jejia MHBapHjaHTe 3HaMo ja cBako 0 < ¢ < [ Baxu
Ja je a; + ag < s, na Mely mapoBUMa JIpyror cKyla He Moxke OMTH HU jelaH KOju MMa 30HMp jeaHak s. Ilomro
je b = b, mpBM €0 MHBapUjaHTe ocTaje ouyBaH. [1oTpebHO je 1a MoKakeMo M Jia IPYTH Je0 WHBAPHjaHTE OcTaje
ouysan. ITpBo, Tpeda Ja mokaxemo aa 3a cako 0 < ¢ < I’ Baku 1a je a; + ag < s. Howro je I’ = [, Ha OCHOBY
Jpyror fAeja UHBapHUjaHTe 3HAMO Jla 3a CBE TaKBE MHJEKCE ¢ BaXH J1a je a; + a4 < S, a MOIITO jeé HU3 COPTUPAH U
TOIITO Cy MY €JIEMEHTH Pa3JIMUUTH, BAXH Ja je g = Aq—1 < A4, Ma je a; + aq = a; + aq—1 < a; + aq < S.
Tpeba ga gokaxemo u ga 3a cBako d’ < j < n, BaxH ja je ay + a; > s. Ha ocHOBY npyror fena MHBapHjaHTe TO
Baxu 3a cBe d < j < n. Homrro je !’ = lud = d — 1, ocraje camo jomr ga ce gokaxe [a Taj yCJIoB Baxu 3a d,
Tj. camo Ja ce JOKaxXe Ja BaXH Aa je a; + ag > S, HO TO BaXKH Ha OCHOBY NPETIIOCTaBKe (Tj. TPaHe KOjy TPEHyTHO
aHaJIM3Upamo).

Beoma cimyHO ce nokasyje ja ce y ciy4vajy a; + aq < s nosehamem dpoja [ u He MemwareM Opoja d MHBapujaHTa
oJpiKaBa.

Ha kpajy, octaje ciydaj kanma je a;+aq = s. Y ToM cityuajy ce Bpim yBehamwe Opoja [, ymamerme Opoja d u yBehame
Opoja b, 1j. Baxumajel’ =1+ 1,d =d—1ub =b+ 1. Ckyn Sy ¢ = Si41,4—1 C€ MOKE PA3JIOKUTH Ha:

1. ckyn Sy g,

2. ckym cBUX napoBa (a;,a;) TakBux ga je 0 < i < [, j =d,
3. cKym cBuX mapoBaTakBux Ja je i =1, d < j <nmu

4. CKyI KOjH caapku camo map (a;, ).

Ha ocHoBy npBoT Jie1a MHBapUjaHTe BaXH Ja y CKYyIy S5; ¢ uMa b maposa uuju je 30up s. Iomro je a; + aq = s,
(ar,aq) je jou jenan Tpaxenu map. OcTaje joI fa MOKaXeMo Ja y MpeocTana JjBa CKyna He [OCTOjU HH jeJjaH map
4uju je 30up s. 3ancTa, CKyn cBUX MmapoBa Takux ga je 0 < i < [, j = dm a; + a; = s, je nIpa3aH, jep Ha OCHOBY
ApYTor JieJla MHBapHjaHaTe 3HaMo Ja je y CBUM THM IApOBUMA a; + a; < S. AHAJIOrHO, Ha OCHOBY JpYyTor jena
MHBapUjaHTe IOKa3yjeMo Ja je Ipa3aH ¥ CKyIl CBUX NapoBa TaKBUX Ja je ¢t = [, Ja jed < j < nu a; +a; = s, jep
3a CBE Te MIapOBE BakXM J1a je a; +a; > s. Jlakye, NpBHU Ieo MHBapUjaHTe octaje odysaH. [lorpedHo je jom gokazatu
Ja je ouyBaH U ApYrH Aeo uHBapujante. [oTpedHo je mokasaru ja je 3a 3a cako 0 < ¢ < I’ Baxu 1a je a; +ag < s.
Ha ocHoBy apyror nena uHBapujante 3HaMo Jia 3a cBako 0 < ¢ < [ Baxu aa je a; +aq < s. [omro je HU3 coptupan
M CBH Cy MY €JIEMEHTH pasnuuTh 1 nomiro je d’ = d — 1, Baku 1a je agr < aq. 3a10 je a; + ag < a; + aq < s.
Momrro je I’ = [ + 1, octaje ma ce To JoKaxke jour aa je a; + ag < s. Ho 3Hamo ma je a; + agr < a; + aq = s.
AHaorHO ce JjoKasyje jou ga 3a cBako d’ < j < n Baku ay + a;j > S.

Kpaj nemse HacTyna kaja je [ > d. Ckyn cBuX naposa (a;, a;) TakBux ga je 0 < ¢ < j < n ce MOXe pa3JIoKUTH
Ha:

1. ckym cBUX mapoBa (a;, a;) TaKBUX Aa je j < d,
2. ckym S;,q Tj. CKyII CBHX HapoBa (a;,a;) TakBux Aa je 0 <i <lud < j<nwu
3. CKyII cBUX mapoBa (a;, ;) TakBuX ja je | < i.

VY npBoMm U Tpehem ckymy Hema HM jenaH map 4uju je 3dup jenHak s. 3aucta, ako je j < d, Tajga BaxHu ja je
0 <7 < j <d < [. Ha ocHOBy apyror jena MHBapHjaHTe 3HAMO Ja Tajla BaXH Ja je a; + aq < S, a MOMITO je
HM3 COPTHPaH BaXu U Ja je a; < ag, ma je a; +a; < a; +aqg < s. Axko Baxu ja je | < 4, Taja Baxu U Ja je
d <1 <4 < j < n. Ha ocHoBy apyror fena MHBapMjaHTe 3HaMO Ja je a; + a; > §, I1a NOLITO j& HU3 COPTUPaH
BaXM Ja je a; < a; U 3aT0 je a; +a; > a;+a; > s. Ha ocHOBY mpBor Jie1a MHBapHjaHTe 3HaMo Jia je Opoj b jeaHak
dpojy mapoBa 13 Apyror ckyma, IITo je Ha OCHOBY ITPETXOJHOT YKyIaH Opoj TpaXeHHX MapoBa.

Anasmza ciaoxenoct. [lomro ce y cBakoM Kopaky pasnuka msmely d u | cmamu Oap 3a 1 (Hekajga u 3a 2),
yKymnaH Opoj Kopaka He Moxke outu Behu o011 1, m1a je ciioxkeHoct oBor gena anropurma O (n). HapaBHo, cioxeHorty
JIOMMHHMPa MPBOOKUTHO copTHpatbe unja je cnoxenoct O(n logn).

3aparak: Tpojke naror 36upa (3sum)

TakMuyapy U3 mporpaMupama UMajy CBOj PejTHHI KOjU je M3pakeH Kao Heku 1eo 0poj. Ha npxaBHO ekuIiHO
TaKMHUYEHE IIKoJIe Tpeda Ja Molaby CBOje TpowIaHe eKure, MehyTiM, a O1 TakMHYee OMIIo ITO 3aHUMIbHBH]E,
YITyTCTBO OPTaHM3aTOpa je Ja CBe eKure Oyay yjeqHadyeHe Tj. Ja CBaka eKHIla Ha TAKMAYeHby UMa 30MpHU pejTHHT
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Hysla. AKO Cy MO3HATH PEjTHH3M CBMX TaKMHUYapa M3 HEKe IIKOJIe, HANMWIIHM MporpaM Koju oapehyje Ha KOJIMKO
HauMHa IIKOJIa MOXe Ja ofadepe CBOjy EKHITy.

Vaaz: Ca cranpapaHor yiasa ce yHocu dpoj Takmudapa n (3 < n < 1000), a 3aTuM 1 1. pa3InuuTUX LeInx dpojeBa
3 unteppana [—10°, 106], pasaBojenux ca no jeaHuM pasMakoM (TO Cy PejTMH3U TAKMUYApa).

M3na3: Ha cranpapany usinas ucrnmcati Opoj MOryhux TpodIaHMX eKMIa TaKBHX Ja je yKyIlaH 30Mp pejTHHra Ta
TPH WIaHa jeJHAK HYJIH.

IIpumep

Yaaz Hznaz
9 4

-8 -5741-29 -32

Pememne

I'pyda cuia

HauBHo peluemse je 1a ce IpoBepe cBe TpojKe eneMeHata (a;, a;, ax)3at < j < k, Tj. ma ce ynorpede Tpu yruexheHe
newbe Yy UMjeM ce Tesly poBepaBa Ja JiM je a; + a; + ar = 0 n ako jecre, ga ce yseha dpojay. 3a TO KOPUCTUMO
ajroputam Opojama eneMeHara (pUITpupaHe cepuje.

Anannsa caoxkenocta. CI0oKeHOCT OBOT alfOPUTMA OJIrOBapa dpojy Tpojku 1 jeanaka je O(n?), mro je nemory-
CTHBO BEJIUKO.
// broj trojki ciji je zbir 0
int brojTrojkizbira@(const vector<int>& a) {
// broj elemenata niza
int n = a.size();
// ukupan broj trojki ciji je zbir 0
int brojTrojki = 0;
// prolazimo kroz sve trojke (ai, aj, ak) takve da je 1 < j < k
for (int 1 = 0; 1 < n - 2; i++)
for (int j =1+ 1; j<n - 1; j++)
for (int k = j + 1; k < n; k++)
// ako je zbir trojke 0
if (a[i] + a[j] + a[k] == 0)
// uvecavamo broj trojki
brojTrojki++;

return brojTrojki;

Pememe TexHuKOM ABa MoOKasuBava

3amaTak Moxe OMTH pellleH COPTHUPameM U IPUMEHOM TEXHUKE [Ba MOKa3MBava [a Ou ce n3a CBaKor eleMeHTa a;
(ToveTHOT eJleMeHTa TPOjKe) M3pauyHao Opoj mapoBa pa3InIUTUX eleMeHaTa Koju umajy 3oup —a;. I[IpernocraBumo
Jia Ha MOYeTKy Hu3 coptupamo pactyhe. Tana he cBaku cydukc u3a No3unyje ¢ OUTH COpPTUPaH, TaKO Aa Ha Hera
MOKEMO NMPUMEHHUTH alropuTaM oOWIacka HM3a ca JBa Kpaja. Taj aqropuram je omucad y 3aaaTky bpoj maposa
jaror 3dupa.

Anam3a caoxenocrn. [omiro je dpojame maposa y neny Huza qyxuHe m cioxeroctd O(m) v MOHaBIba ce 3a
cBe JykuHe ol n — 1 710 2, a cokeHocT coptupama je O(n logn), ykynHa cioxeroct je O(n?).
// broj trojki ciji je zbir 0
int brojTrojkizbira@(const vector<int>& a) {
// pravimo sortiranu kopiju niza a
auto as = a;
sort(begin(as), end(as));

// ukupan broj trojki ciji je zbir 0
int brojTrojki = 0;
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// analiziramo svaki moguci pocetni element trojke

for (int 1 = 0; 1 < as.size() - 2; 1++) {
// izracunavamo broj parova u delu niza [i1+1, n) ciji je zbir -a[i]
// posto je ceo niz sortiran, sortiran je i taj deo

// koristimo tehniku dva pokazivaca
int 1l =1+ 1;
int d = as.size() - 1;
while (1 < d) {
if (as[i] + as[l] + as[d] > 0)
d--;
else if (as[i] + as[l] + as[d] < 0)
T++;
else {
brojTrojki++;
T++;
d--;
}
}
}

return brojTrojki;

}

3anmarak: Pa3aunka Bucuna

VY jennom onesery Oupajy ce NIyMIM 3a IIKoJcKy npeacraBy “Crannuo u Onuo”. OBM IIIyMILM Cy MO3HATH IO
TOME IITO UM je OMiIa BeJIMKa pasivKa y BUCHHM. Harmmm rmporpam koju ogpeljyje Ha KOJIMKO HaYMHA MOXEMO J1a
oadepeMo [1Ba IIIyMIIA U3 OAEJbeHha TAKO Ja UM je pa3ifKa jeHaKa AaToM Opojy 7.

Vaa3: Ca crangapIHOr yJja3a ce yHOCU NPBO NO3UTHBAH MPUPOAAH Opoj 7, y HApeJHOM pefly Opoj yueHHKa y ofe-
wewy 1 (1 < n < 50000), a HAKOH TOra y HapeIHUX 7 PeIoBa BUCHHA CBAKOT yUEHUKA Y MIIMMETPUMA.

N3na3: Ha cranmapanam nsna3 uenuimm Opoj maposa Koje je moryhe hopmupary.

ITpumep

Vaaz Hznaz
2350 4

5

15745

18095

15745

16234

13395

Pememe

I'pyda cuaa

HauBan HaumH Jia ce 3a/iaTak pell je Ja ce UCIUTajy CBH ypeljeHn apoBH yUeHHKa U Ja ce pedpoje OHM umja je
pas3iuKa jefHaKa TPakeHo].

// broj parova elemenata niza a kojima je razlika jednaka datom broju
int brojParovaDateRazlike(const vector<int>& a, int razlika) {

int broj = 0;

for (int x : a)

for (int y : a)
if (y - x == razlika)
broj++;
return broj;

}
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2

Anajnsa caokenoctu. ITourro ypehennx napopa yueHuka uma n?, cJokeHOCT oBakBor airoputma je O(n?).

Coprupame

Kao 1 y MEHOrIM npodiieMumMa rpeTpare, COpTHpame HI3a MOXe IOBECTH 10 e(PUKACHU]HX pelllekha. 3a MOYeTakK, ako
j€ HU3 COpPTHpaH, JOBOJBHO je caMo Jia PoBepaBaMo IapoBe TaKBe Ja je JPYTy eleMeHT napa u3a rnpsor. dakie, 3a
CBaKHM eJIeMEeHT Hu3a ofipehyjemMo Opoj eeMeHaTa u3a wera Koju ca lbUM Jajy TpakeHy pasivKy (OH je yMamuiall,
a TPakMMO MOTEHIMjalHe yMarbeHuke). [omTo je Hu3 copTupaH, yuM HauheMO Ha MPBH €JIEMEHT M3a Hhera KOju
uma Behy pa3iuky o1 TpaxeHe, TAKBY he OMTH U CBU €IeMEHTH y HACTABKY HH3a, 114 MOKEMO M3BPIIHUTH OJICELIakhe
u npehu Ha 0dpany crepeher enemMeHTa (YMambHOIa).

// broj parova elemenata niza a kojima je razlika jednaka datom broju
int brojParovaDateRazlike(const vector<int>& a, int razlika) {

// pravimo sortiranu kopiju niza

auto as = a;

sort(begin(as), end(as));

int broj = 0;
for (int 1 = 0; 1 < as.size(); i++)
for (int j = 1+1; j < as.size(); j++)
if (as[j] - as[i] == razlika)
broj++;
else if (as[j] - as[i] > razlika)
break;

return broj;

}

AHanmn3a cJI0’KeHOCTHU. Y HajropeM Ciyvajy He J0Ja3d JI0 OfICeLarka, a IPOBEepaBajy ce CBU MapoOBH KOjUX UMa
—1 . .

(72‘ = % na je cnoxeroct osor npucryna O(n?). HapaBHo, y CJIOKEHOCT je YKJbydeHa M CIIOKEHOCT COPTHpa-

wa O(nlogn), MeDyTHM, OHa je y OBOM Cllyuajy 3aHEMApPHBA y OJHOCY Ha CIIOKEHOCT UCITMTHBAMba CBUX MAPOBa.

TexHuka JABa IIOKasuBava

3ajatak MOXKEMO PelINTH TEXHUKOM JBa MOoKa3KMBava. PelaTuBHO cMvHa TeXHUKA je KopulllheHa y peliemy 3ajaTka
Bpoj maposa paror 30upa. Huz mopa dutu coptupan, a 0da nokasusaya ce kpehy ciieBa HagecHo. JeTHOCTaBHOCTH
paau, MpeTocTaBUMO IIPBO /1a Y HU3Y HeMa JyTUIMKaTa.

IIpumep. IIpukaxumo Kako OM anropurTam pajaro Ha npumepy oapehuBarma Opoja eneMeHarta umja je pasiuka 8 y
HapeJHOM HU3Y.

137811 14 16 30 38

* Kpehemo og mapa 1 3. Ilomro je pas3iuka Mama Of TPaXKEHEe eJeMEHT 3 He MOXe OUTH yMambeHUK, 11 [oBe-
haBaMo yMareHUK Ha 7.

e Anammsupamo nap 1 7. Curyanuja je omner ucta, ra ornet nosehaBamo ymameHUK Ha 8. Hanme, momepamem
yMamuora ca 1 Ha 3, pa3iuka o1 ce camMo CMarbuIa, Ta 7 3anucTa He MOke OMTH yMameHUK.

e Anammsupamo map 1 8. U Ty je cutyanmja ucta, ma onet noehaBamo ymMameHUK Ha 11 (IIOHOBO 3aKJbydy-
jeMo /1a ce rmoMepameM ymMamHola ca 1 HajiecHO, Ha 3 win 7 pa3jvKa cMamyje, Ia 8 3aucTa He MOXe OUTH
YMaHbEHUK).

e Anaymsupamo nmap 1 11. Osaj nyt je pasnuka Beha ox Tpaxene. CTora Mo:xeMo 3aKJby4MTH Ja 1 He Moxe
OuTK ymamuian (1a/buM MOMEpakheM YMalbeHUKa HaJleCHO, pasiinka ou ce camo nosehana). Crora npesna3zuMo
Ha HapeHM yMamuJall, a 1o je 3. KipyyHa HaromeHa je /ia Cy pasjvKe CBUX yMambeHHKa uctpes 11 n dpoja 3
Mambe O] TpakeHe pa3iuke 8 (jep Cy TakBe Omiie pa3uKe U Kaja je yMarbuial OMo MarmbH)

* Anammzupamo nap 3 11. To je npBM nap KOju UMa JaTy pasiuKy. AKO Cy eJIEeMEHTH Pa3JIMuiTH, Taa Ce 3a CBE
yMameHHUKe nocie 11 1oduja Beha pasivka y oqHOCY Ha yMamHIIall 3, I1a MOKEMO Ja IOMEPHMO yMarbUIall Ha
7. CiuHO, yMameHUK 11 He Moe Jla HallpaBy HU jeJaH Ja/by ap uuja Ou pa3irka Owa jefiHaKa TPaxkeHO],
T1a MOXXEMO Jla TOMEPHUMO YMarbeHHK Ha 14.

e Anammsupamo map 7 14. Paznuka je Mama off TpaxkeHe, Ia moBehiaBaMo ymameHUK Ha 16.
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e AnHanmsupamo nap 7 16 pasiuka je Beha of TpaxkeHe, Ia moMepaMo yMarbHIall Ha 8.

* AHanmsupamo nap 8 16 umja je pasimka jeqHaka TpaxeHoj. HakoH Tora moxemo nosehatu u ymammuial Ha
11 1 ymameHUK Ha 17.

e Anaymsupamo map 11 30 u mormro My je pasiuka Beha o TpakeHe, moMepaMo yMarsian Ha 14.
e Anammsupamo map 14 30 u momro My je pasiuka Beha o TpakeHe, moMepaMo yMarrian Ha 16.
e Anammsupamo map 16 30 u mommTo My je pasiuka Beha ox TpakeHe, momepaMmo yMarsran Ha 30.
e AHaymsupamo map 30 30 koMe je pa3iifKa Mama Off TpakeHe, I1a IoMepaMo YMameHUK Ha 38.

* AHaymzupamo nap 38 30 koMe je pa3iiiKa jeJHaKa TPakeHOj, I1a IOMepaMo U yMamuiIall 1 yMambeHHK. [lomTo
He 1ocToju BehM yMameHHK, alfOpUTaM Ce 3aBpIliaBa.

// broj parova elemenata niza a kojima je razlika jednaka datom broju
int brojParovaDateRazlike(const vector<int>& a, int razlika) {

// pravimo sortiranu kopiju niza a

auto as = a;

sort(begin(as), end(as));

int broj = 0;
inti=0, j=1;
while (j < as.size()) {
if (as[j] - as[i] < razlika)
J++5
else if (as[j] - as[i] > razlika)
1++;
else {
// pronalazimo sve elemente jednake as[1i]
int 11;
for (il = i+1; 11 < as.size() && as[ii] == as[i]; ii++)

// odredjujemo koliko ih ima
int broj_ai = 11 - 1;

// preskacemo ih

1= 1i;

// pronalazimo sve elemente jednake as[j]
int jj;
for (3j = j+1; jj < as.size() && as[jj] == as[jl; jj++)

// odredjujemo koliko ih ima
int broj_aj = jj - 3;

// preskacemo ih

J= 33

// uvecavamo brojac za broj parova (as[i1], as[j])
broj += broj_ai * broj_aj;
}
}

return broj;

}

Hoxka3 kopekTHOCTH. OnuimmMo hopMasIHO MPETXOAHU MOCTYIAK U JIOKaXKUMO HEroBy KOpeKTHocT. Oppeaumo
KOJIUKO N1ApOBa aTe PasiuKe 1 [OCTOjU y HUHTEpBaly [i, 1), AKO 3HAMO Jia BaXXU HHBAPHjaHTa [a je je aj_1 — a; < T.
Bpummo vHunmjamsanujy ¢ = 0 u j = 1, Tako ga ogpehyjemo dpoj mapoa u unteppaiy [0, n), a HHBapHjaHTa je
3aJ10BOJbEHA jep je aj_1 — a; = ag — ag = 0 < 7.

* Ako je j = n, Tajgay MHTepBauy [i, n) He OCTO ¥ HU jeaH Map JaTe pa3ivKe. 3aKucTa, Ha OCHOBY HHBAPHjAHTE
BaXH Ja je an_1 — a; < r. [lomro je HU3 copTrpaH, 1 noBehameM ¢ 1 CMabUBAKBEM j pas3iiFKa Ce CMamyje.
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3aro napoBu OpojeBa yHyTap HHTEpPBaNa [i, ) UMajy Marby pas3juKy Of 7.

* AKoO jea;—a; < r,Taja 3HAMO [a y UHTepBaLy [¢, j] He IOCTOjU HU jefiaH map Opojesa 4uja je pas/uka jeqHaka
r (jep je pa3nMKa eleMeHaTa yHyTap MHTepBaja YBeK Marba HEKO PasjivKa Kpajibux eneMeHata). MHBapujanTa
je 3amoBosbena 3a map (4, j + 1) ma yBehaBamo j 1 HaCTaB/baMoO MOCTYIIAK.

* AKojeaj—a; > r,TajaHU jefaH map aj —a; 3a4 < j' < n Hema pasnuky r. Ha OCHOBY HHBapyjaHTe 3HAMO
Ja je aj_1 — a; Mame Ol 7, Ia HOLITO je HU3 COPTHPAH TO BaXH U 3a cBe eeMente ¢ < j' < j. Ilowrro je
a; —a; > r ¥IOIITO je HU3 copTHpaH noseharbeM j ce moBehasa pasimka, ma cy pasimke 3a j < j' < n Behe
o1 7. 3aTo ce y MHTepBaIy [i,n) CBU €BEHTyaJHU APOBH YMja je pasivKa r Hanase y uHTepsany [i + 1,n) u
MOCTyNaK HacTaB/baMo Tako ITo yBehaBamo ¢ 3a 1. Jom MopaMo JoKa3aTH Ja TaJa UHBapHjaHTa BaxH Tj. Ja
je aj_1 — a;41 < r, MehyTUM TO BaXM jEp j€ HU3 COPTUPAH U BAXH a; < (41, a HA OCHOBY MHBAapUjaHTe je
BaXMIIO Ja je a;_1 — a; < T.

* Ha kpajy, ako je a; — a; = 7, TaJa CMO NPOHAILIH jeAaH nap. ITomTo cMo MPeTnocTaBuiIM Ja y HU3y HeMa
IyIUTKATa U J1a je HA3 COPTUPAH, a; He MOXe ONTH WIaH HU jeTHOT APYTOr Mapa ca pa3IuKoM 7 Y UHTEpBaILy
[i,1) - HOIITO je HU3 COPTUPAH MIOMEPAEM YMAIEHUKA HATIEBO Pa3iiKa Ce CMamby je, a [IOMEPAeM HAJEeCHO,
oHa ce noehasa. [lakiie, CBY €BEHTYaIHU [IAPOBH YMja je pasjivka r Hamase ce y uHrepBaiy [i + 1,n). Ilo-
CTyNaK ce MOXe HACTaBUTH yBehaBameM U MHJEKCA ¢ U MHIeKca j 3a 1. 3aucra, MHBapHjaHTa je 3aJ0BOJbeHa
jep je Ajt+1-1 — Qj41 = Q5 — Qi1 < Aj — Q5 =T.

Anam3a ciaoxkenocru. Croxenoct opor npucryna je O(nlogn) 3axBamyjyhu moueTHOM copTHpamy, IOK je
CIIOXKEHOCT Apyre dase, HAKOH CopTUparba JinHeapHa Tj. O(n). 3ancTa M yMambeHNK U yMambuiall ce kpehy y ucrom
cMepy (BpeJHOCT oda MokasuBava ce caMmo yBehasa), Ia ce MOe HallpaBUTH HajBUIIE 21 KOpaka.

IMpehumo caza Ha cityyaj y KOM ce eleMeHTH Yy HU3y MOTY [OHABJbaTH.
OO6pana AynimMkKaTa YMTambeM cepuje HCTHX eJleMeHaTa

AKo ce elleMeHTH y HU3y NOHABJbajy, OHNA Y TPEHYTKY Kaia Hahemo mpeu map (i,j) TakaB ma je a; — a; = T,
oznpehyjemo Opoj nojasbuBama n; €J1EMEHTA a; U OPOj NOjaB/bUBaba 1 ; eJIEMEHTA a;, Opoj MapoBa yBehasaMo 3a
n; - nj (jep CBaKo M0jaB/bUBabE BPEJIHOCTH @; MOKEMO HCKOMOMHOBATHU Ca CBAKUM I10jaB/bUBAK-EM BPEJHOCTH ;)
¥ HAKOH TOTa INOCTYIAK HACTaB/baMo Ol MHAeKea (i + n;, j + 1j).

// broj parova elemenata niza a kojima je razlika jednaka datom broju
int brojParovaDateRazlike(const vector<int>& a, int razlika) {

// pravimo sortiranu kopiju niza a

auto as = a;

sort(begin(as), end(as));

int broj = 0;
inti=0, j=1;
while (j < as.size()) {
if (as[j] - as[i] < razlika)
I+
else if (as[j] - as[i] > razlika)
1++;
else {
// pronalazimo sve elemente jednake as[i]
int ii;
for (il = 1+1; 11 < as.size() && as[ii] == as[i]; ii++)
// odredjujemo koliko ih ima
int broj_ai = 11 - 1;
// preskacemo ih
i=1i;

// pronalazimo sve elemente jednake as[j]
int jj;
for (3j = j+1; jj < as.size() && as[jj] == as[jl; ji++)

// odredjujemo koliko ih ima
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int broj_aj = jj - 3;
// preskacemo ih
J = 133;

// uvecavamo brojac za broj parova (as[i], as[j])
broj += broj_ai * broj_aj;
}
}

return broj;

}

Anamm3a caoxenocrn. CioxeHorly U Jajbe TOMUHAPA copTHpatse unja je cinoxeroct O(nlogn), mok je cio-
JKeHocT apyre (ase u qabe nuHeapHa 1j. O(n).

Odpana gynummkara npedpo jaBameM 10 jaB/bUBaAHa

Jom jemaH HaUMH [a ce pery IpodJieM MOHAB/bakba eIeMEeHaTa je J1a ce y pBoj a3y HU3 BpeIHOCTH TPaHC(OpPMHUILIE
y HU3 N1apOBa KOjU Cafipike BPEAHOCTH U HbHXOB OpOj MOjaB/bUBakba.

// broj parova elemenata niza a kojima je razlika jednaka datom broju
int brojParovaDateRazlike(const vector<int>& a, int razlika) {

// pravimo sortiranu kopiju niza

auto as = a;

sort(begin(as), end(as));

// odredjujemo broj pojavljivanja svakog elementa
vector<pair<int, int>> b;
b.reserve(as.size());
b.emplace_back(as[0], 1);
for (int 1 = 1; 1 < as.size(); i++) {
if (as[i] == b.back().first)
b.back().second++;
else
b.emplace_back(as[i], 1);
}

// trazimo elemente cija je razlika jednaka datoj
int broj = 0;
inti=0, j=0;
while (j < b.size()) {
if (b[j].first - b[i].first < razlika)

J++;
else if (b[j].first - b[i].first > razlika)
1++;
else {
broj += b[j].second * b[1].second;
1++; j++;

}
}

return broj;

}

Anammsa cioxkenocrn. Coprupawe je cioxeroctd O(nlogn). TlpebpojaBame efleMeHaTa ce HAKOH TOTa U3Bp-
masa y cinoxeroctd O(n), jeIHUM MPOJIaCKOM KPO3 HU3, HAKOH Yera ce ca JiBa [OKa3uBava IpoJia3u KPo3 HU3 OIET
y cioxeroctd O(n). VkymHa cnoxenoct je, nakie, O(nlogn). VMiuleMeHTanuja KOPUCTH 1 OMONHM HU3, au
MeMopujcka cioxeHoct octaje O(n).
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3aparak: CermeHT JaTor 301pa y HU3y NPpUPOJHUX OpojeBa

V paTom HHM3Y MO3UTUBHUX NMPUPOAHUX OpojeBa HahM cBe cerMeHTe (HUXOB IOYETaK U Kpaj) UMju je 30up jeqHak
JIATOM TMO3UTUBHOM Opojy (Opojame Mo3uliyja Mounbe o1 HyJIe).

Vaa3: ¥V npBoj JMHUjU CTaHAAPIHOT YyIa3a Haja3W ce 3aJaTH MO3UTUBAH MIPUPOIHU OpOj z KOjU MpeAcTaBba AaTH
30up 0 < z < 106, y npyroj &poj enemenara uuza, N (2 < N < 50000), a 3atum, y cBakoj of HapeaHux N IUHMja
CTaHJapAHOT yJa3a, 10 jeflaH eJIeMEeHT Hu3a (MO3UTHBAH NpUpoaHu 0poj Mamu of 200).

WN3na3: V cBakoj IMHUjU CTaHAAPAHOT M3J/1a3a UCIKCY]jy ce ABa dpoja (Lesu OpojeBu) 01BOjeHa MPa3HUHOM, KOjU
NIpeJICTaB/bajy MHIEKCE MOYeTKa M Kpaja cerMeHTa (OpojaHo of HyJse). AKO ITOCTOjH BHIIE TPAaXEHHX CerMeHaTa
HMXOBE MHIEKCE UCITHCATH COPTUPAHO Ha OCHOBY JIEBOT Kpaja.

IIpumep

Vaaz Uznasz
125
10
60
40
25
50
50
100
25
35
30
35

Pememe

[« )NV, I SN o)
o N b

I'pyda cuaa

HausHo permere rpydomM crioM NMpeTNocTaBsba [Ja Ce U3padyHajy 30MpOBUX CBHX CErMEHaTa U Ja ce IMPOBEpPH ja
JIM Cy jemHaku JaTom Opojy. Yak u Kaja 30UpoBe cerMeHaTa pauyyHaMoO MHKPEMEHTAHO, T00MjaMo Hee(UKacHO
pelemwe. MHKpeMeHTaIHO U3padyHaBamke 30MpoBa CerMeHaTa MpUKa3aHo je, Ha mpumMep, y 3aaatky Hajsehu 30up
npedukca.

voild ispisiSegmenteDatogZbira(const vector<int>& a, int trazenizbir) {
// analiziramo sve intervale [1, j] za 1 <= j
for (int 1 = 0; 1 < a.size(); i++) {
// zbir intervala [1, j]
int zbir = 0;
for (int j = 1; j < a.size(); j++) {
// izracunavamo zbir intervala [i, j] na osnovu zbira intervala [i, j-1]
zbir += a[j];
// ako je zbir jednak trazenom, prijavljujemo interval
if (zbir == trazenizbir)
cout << 1 << ” ” << j << endl;
}
}
}

Anasnza caoxenoctu. ITocroju O(n?) cermenara, a 30up CBaKOT CErMEHTa Ha OCHOBY 30Mpa IIPETXOIHOT CerMeH-
Ta nodujamo y ciokenoctu O (1), na je ykynna cnoxenoct O(n?).

Texnuka nBa nokasuBaya

ITperpary cermeHara rpydoom CHJIOM MOXEMO KOpUIINEmheM OJceliaha HAUYMHUTA MHOTO e(hHKACHI]OM.

IIpumep. ITocmarpajmo mpumep poHaaxermha IpBor cerMeHTay a3y 1 2 3 5 15 1 2 5 koju uma 30mp 21.

Kpehemo na ncrimryjemo 30upoBe cermeHara Koju nounmsy Ha nosunuju 0. Cee 1ok je 30up Tekyher cermenta
CTpOro MamH of 21, MoTpedHo je Ja MpOoIHpyjeMO CerMeHTe.
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i a[i] zbir
0 1 1

1 2 3

2 3 6

3 5 11

4 15 26

VY TpeHyTKy Kaga je 30up mocrao crporo Behiu of TpaxkeHe BpeqHOCTH 21, CHTYpHH CMO []a HU jeJaH CETMEHT KOju
noune Ha no3unyju 0 He Moxe uMaTH 30up 21. Hamme, momro cy cBU Aa/bu €JIeMEHTH CTPUKTHO MO3WTHBHH,
BUXOBUM YKJbYUMBameM OU ce noduo camo jomn Behu 30up. 3dor Tora Moxemo jaa npehemMo Ha cerMeHTe Koju
nouMmy Ha nosunuju 1. BaxHa (11 He dail TpUBHjaIHA) OMAcKa je TO 1a CBU CErMEHTH KOjU MOYMibY Ha NO3ULUju 1
Y 3aBpuIaBajy ce npe tekyhe nosuuuje 4 umajy 30up cTporo Mawu of 21 U crora ux Huje NOTPEdHO EKCIUIMLIUTHO
ucnutrBaT. Hamme, cBM cermMeHTH Koju nounmy Ha nosunuju 0, a 3aBpiuaBajy ce npe TeKkyhe nosuiyje cy nManm
30up Mamu of 21, ma ce ykiamameM ejeMeHTa Ha o3unuju 0 100ujajy cerMeHT! duju je 30up jomr mamu. [laxie,
IPBU KaHIUIAT 3a 30up 21, je cerMeHT Koju MouyMmbe Ha Mo3ulvju 1 1 3aBpiiaBa ce Ha no3uuyju 4. Hberos 30up
JIako JodujaMo ofly3uMareM MoyeTHe BpegHocTy 1 ca nmosuuuje 0 ox 30upa Tekyher cermeHra.

i a[i] zbir
1 2 2

2 3 5

3 5 10

4 15 25

[Towro u Taj cermenT uma 30up Behu of 21, Takas 30up he UMaTH U CBU JaJbu CETMEHTH KOjU NOUYHEbY HA MO3ULUjU
1, ma Moxemo nipehin Ha cermMeHTe KOju mounby Ha o3uruju 2. [IoHOBO je IpBY KaHAWAAT OHAaj KOjH ce 3aBpIlaBa
Ha ro3uLiju 4 (jep CBU KOjH Ce paHMje 3aBpIlaBajy CUTYpPHO UMajy 30up Mamu o 21).

i a[i] zbir
2 3 3

3 5 8

4 15 23

[oHOBO je 30mp mpeBerKH, Ma Mpera3suMo Ha CErMEHTE KOjHU MOYMbY Ha mo3unyju 3. IIpBu kaHAMOAT je CerMeHT
KOjH ce 3aBplIaBa Ha MO3ULHjU 4.

i a[i] zbir

3 5 5

4 15 20

OBaj myT Taj CerMeHT NMa 30Mp MamU O] TPAKEHOT, T1a Ia je MOTPedHO MPOIMPUTH HajlecHO. JlonaBameM HapeIHOT
eJleMeHTa J00MjaMO CErMEHT UMjH je 30Up jeJHaK TPaKEeHOM.

i a[i] zbir
3 5 5

4 15 20

5 1 21

HaxkoH oBora cMo curypHu Jia Hema BHIIe CerMeHaTa TPaKeHOT 30Kpa KOjU MOUYNbY Ha MO3UIUjU 3, Ta Mpesia3uMo
Ha TO3WIINjY 4 ¥ TIOCTYIAK Ce IO UCTOM MPHHIUITY HACTABJba JIaJbe.

Hakiie, ogpxaBaMo TeKyhu CerMeHT U meroB 30up. ok je Taj 30up Mawy 0J TPaKEHOr HPOLIUPYjEMO CETMEHT
HaJecHo (JoK je To Moryhe), a kaja 30up nocraHe Behu WM jeiHaK TpakeHOM cKpahyjeMO CerMeHT ca JIeBe CTpaHe.

vold ispisiSegmenteDatogZbira(const vector<int>& a, int trazeniZbir) {
// granice segmenta
inti=0, j=0;
// zbir segmenta
int zbir = a[0];
while (true) {
// na ovom mestu vazi da je zbir = sum(ai, ..., aj) 1 da
// za svako 1 <= j' < j vazi da je sum(ai, ..., aj') < trazeniZbir

if (zbir < trazenizbir) {
// prelazimo na interval [i, j+1]
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J++;
// ako takav interval ne postoji, zavrsili smo pretragu
if (j >= a.size())
break;
// izracunavamo zbir intervala [i1, j+1] na osnovu zbira intervala [1, j]
zbir += a[j];
} else {
// ako je zbir jednak trazenom, vazi da je sum(ai, ..., aj) = trazeniZbir
// pa prijavljujemo interval
if (zbir == trazenizbir)
cout << 1 << ¥ ¥ << j << endl;
// prelazimo na interval [i+1, j]
// izracunavamo zbir intervala [i1+1, j] na osnovu zbira intervala [1, j]
zbir -= a[i];
1++;
}
}
}

Joxa3 xopexTHocTd. [lokaxumo u (hOPMAHO Ja je MPETXOJHHU MOCTyNak KopekraH. Odenexkumo ca z;; =
Zi: ; @), 30MIp eleMeHaTa HU3a a UMj1 MH/EKCH TIPHIIajiajy CerMeHTy [i, j], a ca z TpaxeHu 30up eneMenara. Iomro
Cy CBU eJIeMEHTH HU3a a TIO3UTHBHU, 30MPOBH eJieMeHaTa CerMeHTa 3a/I0BOJbaBajy CBOjCTBO MOHOTOHOCTH Tj. BaXKH
mamsi <i < jememu z;; > zyyumausi < j < j < mncmemnzi < zij.

IIpeTnocTaBUMO Ja 3a HEeKU MHTEpBAl [4, j] 3HAMO Ja 3a CBaKo j’ TakBo ja je ¢ < j' < j Baku ga je z;;» < z.
IMocToje cnepehu cyvajeBu 3a OOHOC 2;; U 2.

* IlpBo, ako je z;; < z, TaJa HY 3a jeJJaH MHTEPBAJl KOjU IIOYMILE HA TIO3ULIM)H ¢, a 3aBpLIABA CE HAJKACHUje Ha
MO3ULIM}H j HE MOXeE BaXXUTH Ja My je 30Up elleMeHata 2, U IIPOBepy je MOTPedHO HACTaBUTH Off UHTEpBaja
[i,7 + 1], yBehaBajyhu j 3a 1. Ako TakaB UHTepBaa He MOCTOju (aKo je j + 1 = n), OHOa ce mperpara Moxe
3aBpiunTy (jep je u 3a cBako ¢’ TakBo ma je ¢ < ¢’ < j = n — 1 Baku z; < z;; < 2, @ 3aTO U 3a CBAKO j’
TaKBo fa je i’ < j' < j =mn — 1 Baxu ga je zy;; < zyr; < 2, TaKo Ja 3a CBaKM uHrepsan [i’, j'| TakaB 1a je
i <i' <j' < nBakupgajezy; < z).

* Jlpyro, npeTnocTaBuMo Ja je z;; > 2. AKO je z;; = 2, Tajia je npoHaheH jelaH 3a0BoJbaBajyhu MHTEpBa 1
MOTPedHO je 00paAnTH Hherose rpanuiie ¢ 1 j. To je jeAnHN CerMeHT KOj1 MOUYHIbe Ha TIO3ULHU)H ¢ ca 30UPOM 2.
AKo je z;; > Zz, OHJ]a TAKBUX CETMeHaTa HeMa. Hanme, 1omTo cy CBY €IEMEHTH HU3a @ TO3UTHBHH, 33 CBAKO
j" TakBo ma je j < j” < mBaxku ja je z < z;; < z;;~. Jakie, nperpary Moxemo HactaBuTd yBehasajyhu
BpeIHOCT i. 3a cBe BpemHocTH j' TakBe Ja je i + 1 < j' < j Baxu ma je z(;41),» < z. Haume, momro je
a; > 0 Baky 1a je 2(;41);s < zij» < z. Jakye, Ha cermenT [i + 1, j] Moke ce IPUMEHHTH aHANM3a CITyYajeBa
HCTOr ODJIMKA KA0 Ha MHTEPBAT [i, j].

[MpuMKkoM MMILIEMeHTaIMje opkaBalieMo MHTEpBAT [i,j] U BberoB 30up heMo U3pavuyHABATH UHKPEMEHTAHO -
npukoM nosehama 0poja j 30up hemo ysehapaTu 3a a;, a mpuaMkom nosehama dpoja ¢ 30Mp hemo ymamuBaTh
3a a;. CIMYHY TEXHUKY CMO KOPHUCTIUIH, Ha IpUMep, y 3aaaTky Hajsehu 30mp mpedukca.

HMniieMeHTaja ca jeTHOM MeT/bOM

JenaH HauMH Jla ce Ha OCHOBY IIPETXO/HE aHAJIM3€ HallpaBU MMIUIEMEHTALIM]ja je 1a CE Y CBAKOM KOPaKy IeT/be Ofip-
XKaBajy JBe IIPOMEHJbUBE ¢ U j U MpoMeH/bHBa zbir. OOe30eauheMo a Ipu CBaKOM yJacKy y TeJlo IeT/be Baxku
a IpoMeHsbUBa zbir dyBa Tekyhy BpeIHOCT z;; U a je 3a cBako j' < j UCIyHeHO Ma je 2;;s < z. AKo ce i U j
MHUIWjaM3yjy Ha HyJy, Taja ce zbir Tpeda NHUIMjaM30BaTH Ha a(, YMME Ce 3310B0JbaBa IPETXOIHN YCIIOB.

V Teny netbe MpoBepBaMo J1a JiU je zbir MamU O] TPAXKEHOT U aKo jecte, yBehaBaMo BPeHOCT j. AKO j JOCTUTHE
BPEIHOCT 7, TaZa MOXEMO MPEKUHYTH TeT/hy W 3aBPINUTH mpeTpary. Axko je yBehaHo j Mame of n, OHmIa 30up
yBehaBaMo 3a a; ¥ NpeNla3uMo Ha HapeHN KOPaK NeTbe (YCJIOB KOjU CMO HAMETHYJIM J1a BaKH IPU yJIACKy Y NETIby
he Outy OBUM OUTH 33J0BOJBEH).

AKO BpeIHOCT MPOMEHJbUBE zbir HUje Mama O]l TpaXkeHe BPEIHOCTH z MpOBEepaBaMo Jia JIM joj je jenHaka. AKo
jecte, npujaBibyjemMo npoHalyeHu uHTepBa [4, j]. 3aTkM mpena3umMo Ha oOpady HAPeJHOT HHTEPBAIIa TAKO IITO 30Hp
yMamyjeMo 3a BpeIHOCT a; 1 ¢ yBehaBaMo 3a 1 (YCJIOB KOjU CMO HAMETHYJIH 1a BaKH [IPU YJIACKY y MeTby he oBIM
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OMTH OIeT 3aJ0BOJbEH).
Nmmiiementanuja ca yraexl)eHnm netspama

Jom jemHa moryha nMmIuieMeHTanmja caapxu JBe yrHexheHe nemee. Y MpBOj IECHH Kpaj CerMeHTa MoMepamo Ha-
JIECHO CBE JIOK He CTUTHEMO JI0 Kpaja WM JIOK je 30up Tekyher cerMeHTa Mawu Of TpaXeHor. Y JIpyroj JeBu Kpaj
CerMeHTa MoOMepaMo HAJIECHO CBe JOK je 301p Behu niu jeHak ojj TpaskeHor (IIpu ToM IposepaBajyhu ga i je 30up
jeHAK TPaXeHOM U aKo jecTe, MpHjaBibyjyhu poHaheHr UHTEpBaI).

vold ispisiSegmenteDatogZbira(const vector<int>& a, int trazeniZbir) {
int 1 =0, j =0; // granice segmenta
int zbir = 03 // zbir segmenta [i, j-1]
while (j < n) {
// prosirujemo segment nadesno dok god je zbir manji od trazenog
while (j < n && zbir < trazenizbir) {
// dodajemo novi element
zbir += a[j];
I+

}

// skracujemo interval sve dok je zbir veci od trazenog

while (zbir >= trazenizbir) {
// ako je zbir intervala jednak trazenom ispisujemo
// pronadjeni interval
if (zbir == trazenizbir)

cout << 1 << ” 7 << j - 1 << endl;

// uklanjamo pocetni element
zbir -= a[i];
1++;

}

}
}

Anaimza ciaoxeHoctn. Mako caupxu yraexlheHe mnetTbe, OBO pellieke je JIMHeapHe CJI0KEHOCTH Y OJHOCY Ha
IyXuHY HU3a Tj. crnoxeroctd je O(n). Hanme, MpOMeHIbUBE ¢ U j Ce y CBAKOM KOpaky yBehasajy 3a jesaH u HUKaqa
ce He yMamwyjy, Tako Jia je YKynaH Opoj Kopaka orpaHuyeH BpenHouihy 2n.

HNMmniemenTanuja y kojoj ce odpal)yje cBaku 1ecHH Kpaj cerMeHTa

Jomr jenan HauMH UMILIEMEHTALIY]e je a y IeT/bU o0pal)yjeMo cBe BpeHOCTU AecHor kpaja j og 0 no n — 1. Ode30e-
mrheMo 1a py CBAKOM yJIacKy y TEJIO NET/be MPOMEHJBMBA 2bir CalpKu BDEIHOCT 2;(;_1) Y 1 j€ Ta BPEAHOCT CTPOTrO
Mama OfI TpakeHe BpeHoCTH 30upa 2. IomTo ¢ nanMjanu3yjemo Ha 0, 30up je Takohe moTpedHO MHUIMjaTN30BaTH
Ha HyJy, YMMe ce TpaxeHH ycJoB 00e3dehyje (jep je TpakeHa BpeJHOCT CTPOroO MO3UTHBHA).

Ha noueTky nemse ypehapamo zbir 3a BpEAHOCT @; ¥ TAKO j€ NMOCTABJbAMO Ha BPEHOCT Z;;.

Joxk je 30up Behu o TpaxxeHor yBehaBamo JIeBU Kpaj MHTEpBaJIa ¢ U 30Up yMamyjeMo 3a a; CBE JOK 30Up He [TOCTaHe
Mamyu WM je[HAK TPakeHOM (aKko je 30up y MOYETKY jeAHaK TPaKeHOM, OBO IOMEpame JIEBOI Kpaja ce Hehe HU
jemHoMm m3BpmmTH). TakBa BpegHOCT 30mpa he ce curypHo moctuhm y HEKOM TpeHYTKY (Kaia ¢ moctaHe Behe ox j
Taga he ce 30up crycTuTH 10 HyJe, IITO jé CUTYPHO Mame 0J TpaxkeHe BpeHocTH). HakoH Tora mposepaBamMo Ja iu
je 30Mp jeaHaK TpakeHOM U aKo jecTe, MPHUjaBJbyjeMo Jia CMO MPOHAIILIH oAroBapajyhu untepsa [i, j], ygehaBamo
1 3a jeJaH U yMamyjeMo 30up 3a BpeJHOCT a,;. HakoH oBora he curypHo BaXxuTu Ja je 30Mp MamU Off TPasKEeHOT U Aa
fie pu eBEHTYATHOM HAPEIHOM YJIaCKy Y TEJIO TIET/be OUTH jE/IHAK BPEHOCTH Z;(; 1) (32 yBehaHy BPEHOCT j).

Peuumo u 1a, ako je zbir Mawu OJl TPAXEHOT, HUje MOTPedHO HUINTA JOJATHO YPaJuTH, jep he y eBeHTyaIHOM
HAPEJIHOM YJIACKY Y NET/bY TPAXKEHU YCIIOB OMTH UCTIyH-eH (2bir CaIpKaTh BPEIHOCT Z;(j_1), 3a yBehaHy BpeaHOCT
J, KOja je Mamba TpaxkeHe BPEJHOCTH).

vold ispisiSegmenteDatogZbira(const vector<int>& a, int trazeniZbir) {
int 1 = 0; // pocetak intervala
int zbir = 0; // zbir segmenta
for (int j = 0; j < a.size(); j++) {
// na ovom mestu vazi da je zbir = sum(ai, ..., aj-1) < trazeniZbir
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// izracunavamo zbir intervala [i, j] na osnovu zbira intervala [1, j-1]
zbir += a[jl; // sada vazi da je zbir = sum(ai, ..., aj)

// dok je zbir intervala [i, j] veci od trazenog, umanjujemo ga
// suzavanjem intervala s leve strane
while (zbir > trazenizbir) {

zbir -= a[i];

1++;

// ostaje da vazi da je zbir = sum(ai, ..., aj)
}
// sada je zbir = sum(ai, ..., aj) <= trazeniZbir

// ako je zbir intervala [i1, j] jednak trazenom
if (zbir == trazenizbir) {

// znamo da je zbir = sum(ai, ..., aj) = trazeniZbir, pa
// prijavljujemo interval [i1, j]
cout << 1 << 7 ” << j << endl;
// prelazimo na interval [i+1, j], azurirajuci zbir
zbir -= a[i];
1++;

}

// na ovom mestu znamo da je zbir = sum(ai, ..., aj) < trazeniZbir

}
}

AHamm3a cJaoKeHocTd. V3 HCTUX pasiiora Kao U IPETXOHO U OBO PEIEhE je JIMHEapHe CIOKEHOCTH y OHOCY Ha
IyxuHy HE3a Tj. cnokenocta O(n).

3anarak: Hajkpaha nmognucka Koja cajp»ku cBe jaTe Kapakrepe

Osaj 3agaiiiax je HOHOB/bEH Y UUDY YBEHCOABAFA PA3MUMUINIUX THeXHUKA pewiasared. Bugu itiexciil 3agaitixa.
Toxywaj ga 3agaiiax ypaguw kopuiheroem ilexHUKA Koje ce U3Naxicy y 080M Hoinasmvy.

Pememe

I'pyda cuia - npoBepa cBUX MOJHUCKH

HajnupexktHuju anropuram 0ouo Ou Aa ce pasmarpajy cBe nogHucke (oHe cy oapehene nnaekcuma 0 < ¢ < j < n),
Jla ce 32 CBaKy OJ] HbHX NPOBEPH JIa JIU je UCIIpaBHA Tj. Ja JIM CapXKU CBE KapakTepe u3 ckyna S u 1a ce mel)y cBum
WCpaBHUM MOJHUCKaMa ipoHahe Hajkpaha. OBakBy mperpary rpydoM CUJIOM je BeOMa jeIHOCTABHO UMILJIEMEHTH-
paru.

// proverava da li niska na pozicijama [1, j] sadrzi karakter c
bool podniskaSadrziKarakter(const string& niska, int i, int j, char c) {
for (int k = 1; k <= j; k++)
if (niska[k] == c)
return true;
return false;

}

// provera da 11 niska na pozicijama [1, j] sadrzi sve karaktere i1z niske S
bool podniskaSadrziSveKaraktere(const string& niska, int i, int j,
const string& S) {
for (char c : S)
if (!podniskaSadrziKarakter(niska, i, j, <))
return false;
return true;

}
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// “beskonacno”
const int INF = numeric_limits<int>::max();

// pronalazi duzinu najkrace podniske koja sadrzi sve karaktere iz skupa S
int duzinaPodniske(const string& niska, const string& S) {

// duzina najkrace do sada pronadjene niske koja sadrzi sve

// karaktere iz S

int min_duzina = INF;

// obradjujemo sve pozicije pocetka podniske

for (int 1 = 0; 1 < niska.size(); i1++) {
// preskacemo karaktere koji nisu u skupu S
// Jjer najkraca podniska mora da pocne sa karakterom iz S
if (S.find(niska[i1]) == string::npos) continue;

// obradjujemo sve pozicije kraja podniske koja pocinje na poziciji 1
for (int j = 1; j < niska.size(); j++)
if (podniskaSadrziSveKaraktere(niska, i, j, S)) {
int duzina = j - 1 + 1;
if (duzina < min_duzina)
min_duzina = duzina;
break;
}
}
return min_duzina;

}

Anajnnsa caoxenoctu. [Tposepasa ce O(n?) MOAHUCKH, ¥ 32 CBAKY CE BPKH 1 JIMHEAPHUX MPOBEpA, Ma ce MOKe
ToKasaTH Ja je cioxkenoct je O(n® - m) rie je n MyxuHa TekcTa, a m dpoj KapakTepa y ckymy S. ITapamerap m
“Ma MaJly BpeJHOCT, aJIi IMMEH31ja 1 MOXe OUTH BeJIUKa, 1a je OBaj aropuram BeoMa HeedukacaH.

I'pyda cuaa - onTumMuzanuje

Kana nonguucka osipeljeHa nosunumjaMa ¢ U j caipku CBe KapakTepe U3 CKymna S, OHJIa U CBe MOJHUCKe ojpeheHe
BehuM BpeqHOCTHMA j Takohe caip:ke CBe KapaKTeEpe W3 TOT CKYIIA, a 3a IbMX 3HAMO Ja Cy JIy’Ke M HEMa MoTpede
pa3Matpati ux (BPIIMMO OJICELIAkbe y IPETPasH).

IIpumep. Ha npumep, ako ce yHyTap HUCKE XCXXBXXBXXAXXBXXCXXXXBXAXAXCXXXBX Tpaxku MOJHHUCKA y KOME Ce
jaBipajy cioBa u3 cKymna ABC. HakoH mpoHasacka Hucke CxXBxXBxXA, Koja cagp:ku cBe OTpeOHe KapaKTepe, Hema
rotpede pa3MaTpaTé beHa IpOIINpeha HAIECHO (Ha IIpUMep, TOAHUCKY CXXBXXBXXAXXB).

JaxJie npBa nmpoHaheHa UCIIpaBHA MOHKCKA KOja NOYMbe Ha MO3UIUjHU 7 YjeTHO je U Hajkpaha UCTIpaBHA MOJHUCKA
npoHaljeHa Ha TOj Mo3uIMju. 3aTo je 0Max HaKOH MPOHaJIacKa IpBe UCIpaBHE NOHVCKE U aXypUparba BPeIHOCTH
HajMame AyKrHe Moryhie IpeKHHyTH YHYTpallby NeTby (Hapenoom break).

Anamm3a caoxxkeHoctn. OBa onTUMU3aIja He TIOMPaBba ACUMIITOTCKY CJIOKEHOCT Hajroper ciiydyaja (Ha nmpumMep,
y cllydajeBrMa Kajia He MOCTOjH TpaXkeHa MOAHKCKA), ajli Yy MHOTHM ClTy4ajeBUMa MOJKe JIOBECTH JI0 yOp3ama.

Pa3zmaTpame camMo no3uija yHyTap HUCKe Ha KOjuMa Cy KapaKTepHu U3 CKyna

IMpumeTnMO s1a TpaxkeHa Hajkpaha MogHMCKa MOpa J1a TIOUHHbE U J1a Ce 3aBpliiaBa KapaktepoM u3 ckyna S (pehu hemo
Jia Cy caMO TH KapaKTepH peieBaHTHH). Y CYIPOTHOM O KapaKTepy Ha MOYeTKY M Ha Kpajy MOJHUCKE KOjU HUCY Y
cKymy S Moriu aa Oyay yKJIOmeHH unMe OM ce Jlodmia Kpaha HogHMCcKa Koja OM M [ajbe cajipkaja cBe KapakTepe
n3 ckyma S. Taxobe, mpwIMkoMm npoepe Ja Ju oapeleHa MOJHMCKA CA/lpXKU CBE KapakTepe U3 S, MoTpedHo je
AQHAIM3MPATH CaMO OHe HeHe TIO3MILIMje Ha KOjuMa cy KapakTepH u3 S. 3aro hemo y das3u npeTnporecupama camo
M3rpaiiTy HA3 TIO3UIIMja PEIeBaHTHUX KapakTepa y HUCKH (pehu hemo ia cy To peneBaHTHe MO3UIHje) ¥ 3aTuM hemo
pasMaTpaTH camo MOJIHUCKE KOjU TOUYMIbY Y 3aBpIIaBajy ce Ha MO3UIMjaMa YHYTap TOT Hu3a (Ha Taj HAUYUH BPIIMMO
oJiceliame y IpeTpasi).

AHanm3a CJI0KEHOCTH. AKO ce IMpoBepa Ja JIM je NOo3MLMja pesieBaHTHA BPILIM JIMHEAPHOM IPETparoM HHCKe S,
Bpeme notpedHO 3a m3rpagmy Hu3a peneBaHTHUX noszunmja je O(n - m) (momro je m Beoma Maym Opoj, OBO je
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npakTuyHO JmHeapHo Tj. O(n), a Moxke ce causuth 1 Ha O (m + 1) ako Ou ce cKyn S MPeACTaBUO CBOjOM KapakTe-
PUCTUYHOM (PYHKIIMjOM — ACOIMjATUBHIM HU30M 26 JOTHYKUX BPEAHOCTH).

Nako ce oBUM He CHMXaBa CJIOKEHOCT Hajroper ciydaja (Ha nmpumep, Kaja Cy CBH KapaKTepyu HHUCKe y CKymy S), ¥
cilyyajy J1a TOCTOj| 3HavajaH Opoj KapakTepa y TeKCTY KOju HUCY Y CKyIly S, mpeTpara ce Moxe yOp3aTu.

Ckyn peJjieBaHTHHX KapakTepa Tekyhe moanncke

ITpoBepy 51a M ce CBM KapaKTepH U3 cKyla .S jaBibajy YHyTap HOJHHCKe uMely aBe pejieBaHTHE MO3WLMjE ¢ U j
MOXEMO W3BPIIMTH TaKo IITO OAPEANMO CKYyI CBHX peJeBaHTHMX KapaKTepa Ha CBUM peJIeBaHTHUM IO3WIIMjaMa
HHCKe u3Mely ¢ 1 j (yksbyuyjyhn u wux). CBU KapaKTepd U3 TaKO HallpaBjbeHOr ckyna he outh y ckymy S (jep
pa3MaTpamMo caMo peJieBaHTHE MO3MIHje), M je YMECTO UCIIUTHBAaba 1 JIU je Taj CKYI jelHaK CKyMy .S, JOBOJbHO
UCIUTATH CaMo Ja JI1 UMa UCTH Opoj eseMeHarta Kao S (a MoITo HUCKa S 10 YCIOBHMa 3a/laTKa HeMa IIOHOBJbEHUX
KapakTepa, Opoj ejemeHara ckyna S jeiHaK je Iy XMHH HUcke S). V3rpagmy cKyna peieBaHTHUX KapakTepa Koju ce
N0jaBiby]jy yHyTap Tekyhe HuCKe S MOXEMO BPIIUTH MHKPEMEHTATHO, TAKO IITO NMPIMKOM CBaKor rnosehama j, 1j.
MIPWIMKOM ITpeslacka Ha HOBY peJIEBaHTHY MO3UIM]Y j AOJaMO KapaKTep Ha TOj MO3MLHjH Y Taj CKYII, IITO 3aXTeBa
€aMo KOHCTAHTHO BpeMe (aKO CKYII KapaKTepa MpeICTaBIMO HA30M WJIM OMOIMOTEYKIM CKYIIOM, jep je YKyIaH Opoj
Moryhux kapaktepa camo 26).

Ckyn kapakrepa y je3suky C++ MOKeMO MpeJCcTaBUTH MPEeKo HU3a 26 JIOTMYKUX BPEAHOCTH U JOAATHOT Opojaya Koju
HpeAcTaBba Opoj KapakTepa y ckymy. Mmnak, eneraHTHUja UIMIUIEMEHTALMja ce 00Mja ako yoTpedu dUdIMoTeuKa
nMIUIeMeHTanyja ckyna (set wm unordered_set). [Ipumep ynorpede ckymna Moske ce BUIETH y 3a1aTKy [lyrmkaTy.

// “beskonacno”
const int INF = numeric_limits<int>::max();

// pronalazi duzinu najkrace podniske koja sadrzi sve karaktere i1z skupa S
int duzinaPodniske(const string& niska, const string& S) {
// pozicije unutar niske na kojima su karakteri i1z skupa karakteri
vector<int> relevantne_pozicije;
for (int 1 = 0; 1 < niska.size(); i++)
// ako se niska[1] nalazi u skupu karakteri
if (S.find(niska[i1]) != string::npos)
// zapamti njegovu poziciju 1
relevantne_pozicije.push_back(i);

int min_duzina = INF;
for (auto i1 = relevantne_pozicije.begin(); 1 != relevantne_pozicije.end(); i++) {
// relevantni karakteri koje sadrzi trenutna podniska
set<char> karakteri_podniske;
for (auto j = 1; j != relevantne_pozicije.end(); j++) {
karakteri_podniske.insert(niska[*j]);
if (karakteri_podniske.size() == S.size()) {
int duzina = *j - *1 + 1;
if (duzina < min_duzina)
min_duzina = duzina;
break;
}
}
}
return min_duzina;

}

Anaum3a ciao:keHocT. CIoKeHOCT AIrTOpUTMa KOjU 3a CBaKy MO3UIHjY ¢ oapelhyje Hajkpahy ucripaBHY MOJHUCKY
KOja MOuMIbe Ha MO3HIM)H i Y3 CBe HaBe/eHe onTuMusanuje je O(n?).

TexHuKa JBa MOKa3nBava

Hucke u HU30BU ce 10 npaBuity odpalhyjy c eBa Ha JiecHo. YecTo ce y anroputMuMa koju odpabyjy nogHucke (Tj.
CerMeHTe HU3a) 3a CBaKy (PUKCHpaHy MO3ULHjY pa3Marpajy CBe MOAHUCKE KOje Ha 1bOoj iouursy. Vnak, epukacHuju
ITOPUTMH CE€ YECTO MOTY KOHCTPYHMCATH TaKO IITO ce 3a CBAaKy MO3WILIMjy OApele CBe MOJHUCKE KOjU ce Ha O]
3aspuiasajy. Y THTamy je MHAYKTUBHA KOHCTPYKIMja KOja KOHCTPYKIMjy HajOOJbe TOJHICKE KOja ce 3aBpIlaBa
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Ha Tekyhoj mosuumju onpelyje MHKpEeMEHTAIHO, Ha OCHOBY IO3HaBamba HAjOOJbe MOJHKCKE KOja ce 3aBpIlaBa Ha
MIPETXOJHO] MO3UNKjH. [lyasHo, MOTy ce pa3MaTpaTé MOAHHCKE KOjU MOYMIbY HA CBaKOj MO3UIMjH, ajld, Ja O ce
0010 e(pUKACHUjU aJITOpUTaM 3aCHOBAaH Ha MHKPEMEHTATTHOCTH, MO3uIHje du Tpedasio odpalhjuBaTu 31ecHa Ha JIEBO.

Obpahusahemo cBe peneBaHTHE Mo3uLMje (MO3MLMje HA KOjUMa ce Hayla3e KapaKTep Koje MOJHMCKAa Mopa Jia ca-
JpXU) yHyTap HUCKe, PEIOM, ca JIeBa Ha JIECHO, U 3a CBaKy OJ1 BbUX heMo NpoHaa3uTH Hajkpahy MOJHUCKY Koja ce
Ha H0j 3aBpllaBa. AKO 3a CBaKy NO3MLMjy 3HAMO Hajkpahy MOAHUCKY KOja ce Ha O] 3aBpllIaBa, OJ CBUX TaKBUX
MoxxeMo Hahim Hajkpahy. Omer mMaMo jegHOCTaBaH apryMeHT fa he Hajkpaha momHucka duTtn mpoHabheHa, jep ce
OH CHTYpHO 3aBpIllaBa HA HEKO] PEJIEBAHTHO] TMO3WIIM]H M yjeAHO je Hajkpaha of cBHX MOIHUCKH KOje ce Ha TOj
TIO3UIIMjH 3aBpIIIaBajy, Tako Ja hie CUrypHO OUTH y3eTa y 003Mp NMPUIMKOM ofpehuBama HajMame TyxuHe. Kibyune
omacke 3a epukacHo oxpehuBame Hajkpahe UCIIpaBHe NOAHUCKE KOja ce 3aBpIllaBa Ha HEKO]j PeJIeBaHTHO]j MO3ULIUjU
cy To 1a hemo ’eHo ofipeljiBambe YBEK 3aIounbaTH MpOIIpUBambeM Hajkpahie ucripaBHe NOTHUCKE KOjH Ce 3aBplia-
Ba Ha IPETXOJHO]j peJieBaTHO] MO3MILIMj1, K0 M TO Jia aKo Ce IPBU peJieBaHTaH KapaKTep Y MOJHNUCKH jaBiba dap jorr
jeHOM KacHUje Yy ’0j, OHIa Ta MOJHUCKA He MOoxe OMTH Hajkpaha IMOJHHCKA KOjH CaJIpKH CBe KapakTepe cKymna S
(3amcTa, OYETHO Mapye Te MOJHUCKE CBe 10 crelehier KapakTepa U3 CKymna .S ce MOXe YKJIOHHUTH U oreT he ce 1oduTtn
UCIIpaBHA MOJHUCKA Tj. TIOJHUCKA KOja CapkKu CBe MOTpedHEe KapaKTepe).

Aunroputam he npBo nmpoHahu npBy HCHpaBHY MOJHUCKY (aKo TakBa moctoju). 3atuM he ce odpahuBatu jeqHa mo
jelHa pesieBaHTHA MO3UIIMja HAJECHO, U 3a WY he ce oapehuBatu Hajkpaha ucrpaBHa MOJHHUCKA KOja Cc€ HA O]
3aBplIaBa, Tako mro he ce KperaTn oj Hajkpahe McIpaBHe MOJHUCKE KOja ce 3aBpIlaBa Ha MPETXOJHO] MO3UIHUjH,
3aTiM he ce OHa MPOIIMPHUBATH HAJECHO Ja YKJbYUH KapaKkTepe 10 TPeHyTHe MOo3uIIrje 1 3aTUM e ce 13 Te moJHuCcKe
M30alMBaTH KapaKTepH ca MOYeTKa, CBe JOK ce He Hanl)e Ha peeBaHTaH KapaKTep KOjH ce He MO0jaBiby]jyje KacHHje.
Ta nogHucka Mopa dutH Hajkpaha o CBUX UCIIPAaBHMX MOJHUCKH KOje Ce 3aBpIlaBajy Ha TPEHYTHO] MO3UIIUjH, jep
Ou ce n3dalMBambeM TOr KapakTepa U3rydouIio CBOjCTBO Jia MOJJHUCKA Ca/IPKU CBE KapaKTepe U3 CKyma .S Tj. MOJAHKUCKA
He OM BuIlle OUJIa MCIIPaBHa.

IIpumep. YV npumepy xCxxBxxBxxAxxBxxCxxxxBxAxAxCxxxBx pa3marpanu ducmo noanucky C, 3atum CxxB, 3a-
TUM CXxXBxxB 1 3aTUM CXXBXXBXXA KOjH caip:ku cBe NOTpedHe Kapakrepe (OHa je Hajkpaha ol CBUX MOJAHUCKH KOjU
ce 3aBpIlaBajy Ha TO] TO3HITH|H).

[penackom Ha cienehy peneBaHTHY HO3UIH]y H00Hja ce CXxXBXXBXXAXXB 1 To je Hajkpaha oll CBUX TOIHHMCKH KOjH
ce Ha TOj IMO3MLIMjH 3aBpIaBajy (3aTo mTo ce moyeTHo C japjba cCaMo jeTHOM M He CMe Ce YKJIOHHTH).

Crepneha nosunmja je nosuija HapegHor ciaoBa C. KorcTpykuujy Hajkpahe mogHUCKe KOja ce 3aBpIiaBa Ha TOj IMo-
3UIUjU 3aTIOYULEMO TaKO HITO MPOIIUPUMO MPETXOAHY MOAHUCKY HaZeCHO U 00ujaMo CXXBXXBXXAXXBxxC. 3aTum
yKJ1awamo noueTHo C 1 Kapakrepe X u3a wera (jep ce C jaBjba y NOAHUCKU U KacHUjE), YMMe T00HjaMo BxxBxxA -
xxBxxC, 3aTUM ykJIamaMo U Bxx (jep ce B jom aBa ImyTa jaBba) U MOHOBO yKJIamaMoO Bxx (jep ce B jom jemHoM
jaBpa). Kana ce nohe mo AxxBxxC oHa je Hajkpaha momHICKa KOju ce 3aBpIliaBa Ha O3UIMjU Tor ciioBa C jep ce A
jaBJba CaMO Ha HEHOM IIOYETKY U HE CME CE YKJIOHHTH.

Hctum noctynkom noduja ce aa je Hajkpaha mogHKUCKA KOja ce 3aBpIliaBa Ha HApeaHO | MO3MIHjH AXXBXXCXXXXB, Ha
HapeIHOj MO3UIHUjH je To CXXXXBXA, Ha HapeTHOj O3UIU]H je To CXXXXBXAXA, 3aTuM BXAXAXC, 1 Ha Kpajy AXCxxxB.
INomto cMo 3a cBaKy MO3MUIIM]y MPOHALIUIM HajKpahy MOJHUCKY, MOXKEMO OJPEAUTH U AyKUHY II0DATHO Hajkpahe u
TO je 7 (Ty my*uHy UMajy nogHucke AxxBxxC, BxAXAXC u AXCxxxB).

TpenyTHa noanucka duhe oxpelhena nomohy aBa uTeparopa ¢ M j HU3a peJieBaHTHUX TO3MLIM]a, a MOIITO 32 CBAKU
KapakTep Tpeda [Ja 3HaMO KOJIMKO IyTa Ce jaBJba yHyTap IOAHKCKE YMECTO CKyIa KapaKTepa TPeHyTHE IOJHHCKE
KoprcTMReMO MaIly Koja CBaKM KapakTep MpecirKaBa y HheroB 0poj nojasbuBama. Y jesuky C++ MpecinkaBame
MOJKEMO TIPEeJICTABUTH HI30M O 26 LIeJINX OpojeBa U JOJaTHUM OpojayeM KOju MOKa3yje KOJHMKO eleMeHaTa ToT
HU3A je pa3auuuTo o Hysne. nak, elleraHTHUje pelliehe je ako ce ynoTpedu dudimoTedka UMITIEMEHTalMja Mare
(map wmm unordered_map). Ynorpeda marie omiicaHa je, Ha mpumep, y 3agatky OpekBeHIyje peun.

Anasmza cjokeHoctd. OIEHMMO caja M CJIOKEHOCT oBOr ajaroputma. CrHosbHa NeTba MO j Mposiasd Kpo3 CBe
pelieBaHTHe no3unmje Kojux uma Hajsuire O(n). KibydHa omacka 3a OlieHy CJIOKEHOCTH je J1a Ce YHYTpAIlliba [eT/ba
(y K0joj ce Bpiuu cKkpahrBarbe CerMeHTa KOju Ce 3aBpIlaBa Ha MO3MLHMjH j) Moxe u3Bpimth yKynso O (n) myTa (i je
CBE BpeMe Marbe MM jeIHAKO j U CTAJIHO ce yBehaBa, a HUKaJa He yMambyje). Y OKBUPY NET/bH BPILH CE a)KypHparbe
BPEIHOCTH Y MallH, ajli ¢ 0O3UPOM Ha TO J]a Ta Ollepaliyja nMa KOHCTAaHTHY CJI0KeHOCT (TIOMITO je pactioH Tuna char
OrpaHMYEeH ¥ BEOMa Majii), a Opoj Kapakrepa y ckymy S je Mamu, MoxkeMo pehin 1a je cinoxenoct anroputma O(n),
Tj. Ia je aIropuTam JIMHeapaH y OHOCY Ha JIyXHHY TEKCTa.

const int INF = numeric_limits<int>::max();
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// pronalazi duzinu najkrace podniske koja sadrzi sve date karaktere i1z skupa S
int duzinaPodniske(const string& niska, const string& S) {
// pozicije unutar niske na kojima su karakteri iz skupa S
vector<int> relevantne_pozicije;
for (int 1 = 0; 1 < niska.size(); i++)
// ako se niska[i] nalazi u skupu karakteri
if (S.find(niska[i]) != string::npos)
// zapamti njegovu poziciju 1
relevantne_pozicije.push_back(i);

// najmanja duzina podniske
int min_duzina = INF;
// broj pojavljivanja svakog relevantnog karaktera u trenutnoj podniski
map<char, int> broj_pojavljivanja_u_podniski;
// Trenutna podniska je odredjena pozicijama [1, j]
vector<int>::const_iterator i, j;
for (1 = j = relevantne_pozicije.begin(); j != relevantne_pozicije.end(); j++){
// trenutnu podnisku prosirujemo do sledece pozicije j 1
// uvecavamo broj pojavljivanja karaktera koji se nalazi na
// poziciji odredjenoj sa j (jer se 1 on sada javlja u podniski)
broj_pojavljivanja_u_podniski[niska[*j]]++;
// ako mapa ima isto elemenata kao 1 skup S, onda su svi elementi
// skupa S prisutni u podniski
if (broj_pojavljivanja_u_podniski.size() == S.size()) {
// trazimo najkracu podnisku koji se zavrsava na poziciji
// odredjenoj sa j tako sto podnisku skracujemo sa leve strane
// dok god se prvi karakter podniske javlja vise puta u njemu
while (broj_pojavljivanja_u_podniski[niska[*1]] > 1) {
// podnisku skracujemo i uklanjamo sve karaktere sa pocetka sve do
// sledeceg karaktera iz skupa S
broj_pojavljivanja_u_podniski[niska[*1]]--;
1++;
}
// 1zracunavamo duzinu trenutnog podteksta
int duzina = *j - *1 + 1;
// azuriramo minimum ako je to potrebno
if (duzina < min_duzina)
min_duzina = duzina;
}
}

return min_duzina;

}

3aparak: [[BOCTPyKO copTHpaHa nmperpara

Hata je maTpuIia y K0joj Cy CBe BPCTe U CBE KOJIOHe copTrpane pactyhu. Hanmimm nmporpam koju eprkacHO mpoHa-
JIa3y eJIEMEHTe y TAKBOj MAaTPULIH.

Vaa3: Ca crargapaHor yinasza yHoce ce quMensmje Matpuiie m un (1 < m,n < 1000), a 3aTUM H eleMEeHTH
MaTpuIe (eJIeMEHTH CBaKe BPCTe y MOCeDHOM pely, pa3fBOjeHH pasMaruMa). EneMeHTtu cy nenu dpojeBu usmelhy
—10° 1 10°. HakoH Tora yunTtapa ce y CBaKOM pefly JI0 Kpaja yJjia3a 1o jefaH 6poj Koju ce Tpaku y MaTpHIIH.

M3na3: 3a cBaku Opoj KOju ce TpaXW y MAaTPUIM HA CTaHJApIHM M3J1a3 UCIMCATH KOJMKO ITyTa ce MojaBibyje y
MaTpUIIH.
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IIpumep

Vaaz HUznasz
4 5 2
135810 0
479 11 15 1
59 13 14 20

8 11 14 16 22

11

12

13

Pememe

JluneapHa npetpara

HawnBan HauMH je 1a cBaky eJIEMEHT TPaXMMO JIMHEAPHOM IPETPAroMm, Tako LITO y yrHexkeHuM neT/pama mposia3sumMo
KPO3 CBaKH eJIEMEHT MaTpHIIE.

Anaimza caoxenocru. CroxeHoct oBor npuctyna ouma du O(m - n).

int brojPojavljivanja(const vector<vector<int>>& A, int x) {

int broj = 0;
int m = A.size(), n = A[0].slze();
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {

for (int j = 0; j < n; j++)

if (A[1]1[3] == x)
broj++;

}

return broj;
}

bunapna nperpara

INomto cy enemeHTH cBake BpCTe COPTUPAHHM, Ha MpeTpary cBake BpcTe Moryhe je IpMMeHUTH NOCTyIaKk OMHapHe
nperpare. Taj mocTynak je neTasbHO OMMcaH, Ha pumep, y 3agatky [Iposepa dap-koaosa.

AKO TIpeTpary BpIIFIMO IO BPCTama, OHIAa MOXEMO YIOTpedUTH OMOMMOTeuKy (hyHKIH]y. AKO OMCMO Tmperpary
BPIIMJIM 10 KOJIOHaMa, Tajia He OMCMO MOTJIH 1a TPUMEHNMO OMOINOTEUKy (DyHKIH]Y.

Anaymsa ciaoxenoctu. Croxenoct tor npucryna je O(m - logn). AKo UMa MHOTO BHIIIE BPCTA HEro KOJIOHA,
eduracHuje du OKIO HpeTpary BPIIMTH MO KoJIoHaMa (cJtoxkeHocT ou taga duna O(n - logm)).

int brojPojavljivanja(const vector<vector<int>>& A, int x) {
int broj = 0;
int m = A.size();
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
if (binary_search(A[i].begin(), A[1].end(), X))
broj++;
return broj;

}

IIperpara u3 10omer JeBOr yria

3ajaTak Beoma eJIEraHTHO U e(PUKACHO Y JIMHEAPHO] CIOKEHOCTH MOKEMO PEILMTH TEXHUKOM JIBa MOKa3uBaya (rae
CYIITHHCKH OJICELIaMO BeJIMKE JIeJIOBE TpeTpare).

IMocmaTpajmo fneo nmonasHe matpuiie (MOAMATPUILY) Y YMjEM Ce JOHEM JIEBOM YINIy Hajla3u eJIeMEHT a,j U KOjH ce
MIPOCTHUPE JIO TOPELET JIECHOT YIVIa Mojla3He Martpuile. [1omTo cy eleMeHTH y BpcTama U KOJIOHaMa CTPoro pacryhu,
CBH €JIEMEHTH Y KOJIOHH k N3HAJI €JIEMEHTA (., ), CY MAEbU O] Fhera, JIOK Cy CBU €JIEMEHTH Y BPCTH ¥ IECHO O/ eJIEeMEeHTa
a, 1 Behu of mera.

Ha nouetky nmocmaTtpamo 1ie;ty MaTpuily (Tj. TIOUHILEMO O €JIEMEHTA Gy 32 Vv = m — L un = 0).
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2.16.

TEXHUKA JBA IIOKABMBAYA

AKo je elleMeHT a,;, Behin o TpaxkeHOr, Tajja ce TpakeHH eJeMEeHT He MOXe HaJIa3uTH y TOCIeqh0] BPCTU
TIOCMaTpaHe MOAMATPUIIE M TIPETPAry MOKEMO HACTABUTH y TIOAMATPHIIM KOjOj j€ TOFH JIEBU YTaO G(y_1)k
(oacenamo 1eny oceAy BPCTy). AKO je HOBa moaMaTpuIia nmpasHa (1To ce Aemiaba kajaa je v = (), mperpary
HHje MOTPedHO JlaJbe HAacTaBbaTh. [IpeTpary HOBe MOAMATpPHUIIE HACTABbaMO Ha MOTIYHO MCTH HAYMH Kao U
noJia3He (Tako IITO YMambUMO UHIEKC v 32 1).

AKO je eJIeMEHT G, MabU OJ] TPAKEHOT, TaJla Ce TPaKeH! eJIeMEHT He MOXe HaJIa3UTH Y ITPBOj KOJIOHHU ITOCMa-
TpaHe MOJIMATPHUILIE U IPETPATY MOKEMO HACTABUTHU Y MOJIMATPULIM KOJO] j& OEH JIEBU YTAO0 (14 1) (OZICENIAMO
TIeJTy TIPBY KOJIOHY). AKO je HOBa MOAMATPHIIA Ipa3Ha (IIITo ce AeliaBa Kaaa je k = n — 1), mperpary Huje mo-
TpeOHO Jasbe HacTaBbaTh. [IpeTpary HoBe mogMaTpuIle HacTaB/baMo Ha MOTITYHO MCTH HAYMH Kao U MOoJIa3He
(Tako mTo yBehamo uHIekc k 3a 1).

AKO je eJIEMEHT @, jeIHaK TPaKEHOM, TajJa MOXeMoO yBehaTu dpojau HojaBbUBarba TPAKEHOT €JIEMEHTA.
IMomTo cy enemMeHTH y BpcTama M KOJIOHaMa CTPOro pacTyhiu, 3HaMoO Ja ce eleMEHT He MOXe HAJa3UTH HU
W3HAJ HU JECHO Off €JIEMEHTA (), TAKO Ja HACTABAK IpeTpare MOXeMO HACTaBUTH y TOIMATPHLM KOjoj je
TOEbM JIECHH YTA0 ((y—1)(k+1) (OZICENIAMO HEJTy IPBY BPCTY U MOCTE/I LY KOJIOHY). AKO je HOBA TIOJMATPHIIA
npasHa (IITO ce Aemasa Kajga je K = n — 1), nperpary Huje NoTpedHO Jajbe HacTaBbaTH. [Iperpary HoBe
MO/IMATpUILIE HACTaB/baMO Ha MOTIIYHO MCTH HAUMH Kao U 1ojia3He (Tako mro yBehamo unzekc k 3a 1).

IIpumep. Ilpukaxumo Kako Ja npedpojuMo MojaB/biBamka enemMenTa 11 y cienehom matpuny.

13
47
59
8 11

5810
9 11 15
13 14 20
14 16 22

[Ipetpara Teue Ha cnepehn HaYMH.

Kpehemo u3 nomer seBor yria u mopeaumo 8 u 11. Iommro je 8 mame ox 11, mamu ox 11 ¢y u cBU elleMeHTH
MpBe BpcTe (jep Cy BPCTe M KOJIOHE COPTHPAHE) U ey IPBY KOJOHY MOXEMO Hala/be 3aHeMapuTH. 3aTo ce
TIOMepamo YAECHO.

Hawumm cmo Ha enemenr 11, ma yehaBamo weroB 0poj mojaBpuBama. [1omTo ¢y BpcTe U KOJIOHE COpTHpaHe
cTporo pactyhe, 3HaMO /1a ce HA U3HAJ, TOT eJieMeHTa 11, HU IeCHO Of ’hera He MOT'Y HaJIa3UTH HOBH eJIEMEHTU
11, ma apyry KOJIOHYy U MOCJeiby, YeTBPTY BPCTY MOXEMO HaJla/be 3aHEMapHTH. 3aTo ce IoMepaMo rope-
JIECHO.

Iopeaumo enement 13 u 11. Tlomro je 13 Behe ox 11, 3Hamo fa ce gecHo of Tor enemeHTa 13 He Mory
HaJIa3uTH eneMeHTu 11, ma neny npernocientby, Tpehy BpcTy MOoxeMo Hajabe 3aHeMapuTh. [lomepamo ce
HaBHIIIE.

IMopenumo enement 9 u 11. Tomro je 9 mamwe on 11, 3HamMo Aa ce U3HAJ eleMeHTa 9 He MOTy HaJlIa3UTH
enemenTH 11, ma neny Tpehy KoJIoHy MOXeMO Hajabe 3aHeMapuTh. [lomMepamo ce HaJecHO.

Havmm cmo jow jegad enement 11. 3HaMo ja ce HM M3HAA HU JECHO Of Hera He MOTY HaJla3UTH HOBU
enemeHTH 11. 3aT0 eMMMUHMIIIEMO 1IeJTy YeTBPTY KOJIOHY U JIPYTY BPCTY.

Iopenumo jemuau npeoctanmu enemeHt 10. OH je mamu o 11, ma ce momepamo HagecHo. [lomTo TrMe
M3J1a3MMO U3 OTICera MaTpuIle, IpeTpara ce 3aBpliaBa.

Permmo u na je moryhe ayaiHo perieme y KOM OM ce yMECTO eJIeMEeHTa y JIOEM JIEBOM, ITOCMATpao elIeMEeHT y
TOPHEM JECHOM YIJIy MaTpuIle.

Anamm3a caoxenocrn. CIOXEHOCT OBOI MPKCTYNa y HajropeM ciy4ajy je O(m + n). Hamomenumo na je oBo
peleme Jomje o OMHapHe MpeTpare Kaja IMaMo MaJIi Opoj MPWIMYHO AyraykuX BPCTa.

int
in
in
in
wh

brojPojavljivanja(const vector<vector<int>>& A, int x) {
t broj = 0;
t m=A.size(), n = A[0].size();
tv=m-1, k =03
ile (v >= 0 & k < n)
if (A[v][k] < x)
k++;
else if (A[v][k] > x)
V--3

157



ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

else {
broj++;
V--; k++;
}

return broj;

ITperxogHu MOCTyNaK cacBUM MPUPOJHO MOKe OUTH OMUCAH U PEKYP3UBHOM (DYHKIIH]OM.

int brojPojavljivanja(const vector<vector<int>>& A, int x, int v, int k) {
if (v <0 || k >= A[0].size())
return 0;
if (A[v][k] < x)
return brojPojavljivanja(A, x, v, k+1);
else if (A[v][k] > x)
return brojPojavljivanja(A, x, v-1, k);
else
return 1 + brojPojavljivanja(A, x, v-1, k+l1);
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I'naBa 3

KoHcTpyKIja ajropuraMa peKyp3mujom
Tj. AHAYKIHAJOM

JenaH ox OCHOBHMX MeXaHM3aMa KOHCTPYKIIMje alropuTama Moapa3yMeBa Ja ce JI0 pellermha IpodsieMa I07a31 TaKo
IITO ce TPodJIeM CBeie Ha pelllaBame jeIHOT WM Bullle OTHpodieMa UCTOT OOJIMKa, Al Matbe tumeHsuje. CBoheme,
HapaBHO, HE MOXe 14 Teue y HeJloryiell, Beh je moTpedHo Aa nmpodsieMe Majie JUMeH31je yMEMO Jia PelIMMO AUPEKTHO,
0e3 masber ceohewa. Ha mpumep, nmpodnem aumensuje 0 ce pernaBa AUPEKTHO, JOK ce 3a cBako . > (), mpodiem
IVMeH3Hje 12 CBOAM Ha TpodJieM auMeHsmje n — 1.

I/IMH.TICMGHTaL[I/Ija OBOT IIOCTYIIKa MOKE ouru peaym30BaHa Ha B4 HAYMHA.

* Moryhe je necpunmcatu pekyp3uBHy (pyHKIH]y ((PyHKIHje KOja TO3MBa caMy cede), KOjoj ce MPEeKo yIa3HUX
napametapa (y3 eBeHTyaJTHO Kopuiihewme JOJATHHX, [JIODATHUX MPOMEH/bHBHX) Ipocnelyje onuc mpodiema
KOjHU ce TPEeHYTHO pelllaBa. YHyTap (pyHKIIMje ce BPIIM aHaIM3a Ja JIu je pocieheHn mpodieM JOBOJBHO Maje
JUMeH3Mje 1a OM ce MOrao AUPEKTHO PELUTH WK Ce HeroBO pellerme Ao0uja Tako MTOo (byHKIHUja O30Be
cama cede /ia pelly je/laH WM BUIIIE MabUX MOTIpodieMa.

* Moryhe je neduHucaTH UTEPATUBHU MOCTYNAK, KOjU MOApa3yMeBa Ja ce y NeT/bH MPOMEHJbUBE aXypUpajy,
KPEHYBILH Of1 pelliekha MpodieMa Male AMMEH3Hje Ma Mpommpyjyhn perremne Majio o Majio, CBE 0K e He
nohe [0 pelema mpodieMa TpakeHe AUMEeH3Hje.

Be3 003upa Ha To ja JI1 ce KOPUCTH PEeKypP3UBHA WM UTEPaTUBHA UMILIEMEHTAIM]a, Y OCHOBHH OBaKBHX aJropyTaMa
JIEKU MCTHU TMOCTYNAaK U HBUXOBAa KOPEKTHOCT CJIEI Ha OCHOBY MPHHUIMIIA MaTeMaTHuKke MHAyKIuje. Ciydaj Koju
ce IMPEeKTHO peliaBa IpejicTaBba 0azy MHAyKIMje. VIHOyKTUMBHA je MpeTHocTaBKa Aa Cy MOTIPOOJIeMH KOPEKTHO
pellIeHN M Ha OCHOBY Te MHAYKTHBHE IPETIIOCTaBKE Ce JI0Ka3yje Na ce MoJIa3Hu MpodseM KOpeKTHO pemraBa. Crora
hemo decTo TOBOpUTH O HHAYKTHBHO-PEKYP3MBHO j KOHCTPYKIMjU M YecTo heMo NMpuKa3uBaTH U PeKyp3WBHY U
HEepeKyp3WBHY MMIUIEMEHTALHjy (10 Koje hemo mona3utu Omiio IupeKTHO, duio ociaodalameM pexyp3uje).

3.1 MN3Boheme UTEpPaAaTHUBHHUX AJrOpUTaAMA U3 PEKYP3UBHUX

3anarak: I'pejoB koj

I'pejoB kOx pena n mogpasymeBa peharme CBUX n-ToUMDPEHNX OMHAPHUX 3aIlica TAKO [ja CE CBaKa [JBa Cyce/lHa 3aruca
Pa3iMKyjy TauHO y jeqHOM OuTy (TIpy YeMy OBO BaXKH U 3a IPBU U TTOCJIEIHbY 3aITiC, TAKO J]a Ce MOXEe CMaTpaTH Ja
Cy CBHM 3allicH rnopehanu y Kpyr).

I'pejoB xda pysxuHe 0 cazipku caMo jeJaH eJIEMEHT U TO Npa3Hy HUCKY. I'pejoB kdx nyxkuHe n+ 1 ce Moxe Z0OUTH 01
KOJa Jy>KMHE 7 TAKO IITO Ce UCIIPe]] CBAKOT Opoja y Koy AyxkuHe n jonuiue nudpa 0, 3aTuMm ce peocnie] eneMeHara
y KOIly Ay’KMHE 1. OOpHE M Ha CBaKOM Opojy ce Ha moyeTak jgomnuiie 1udpa 1 u 1Ba Tako godujeHa Hu3a dpojesa ce
cnioje. Hop. I'pejoB kdp pena 2 je

00
01
11
10
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Ha ocnoBy nperxoaHor noctymka godujamo I'pejoB kdx pena 3.

000 | k
001 | 0: 000
011 | 1: 001
010 v 2: 011
tj. 3: 010
110 A 4: 110
111 | 5: 111
101 | 6: 101
100 | 7: 100

3aucra, y Kogy ayxkuHe 1+ 1 OpojeBn y IpBOj MOJOBUHU CBY OUHbY HYJIOM, 14 C€ PA3JIMKY ]y TAUHO y OUTY Y KOM ce
pa3nuKyjy oarosapajyhu komosu y I'pejoBoM Koy IyXKUHE 1, OPOjeBH y JPYyro]j MOJIOBUHU CBU MOUYMIbY JEAMHUIIOM,
IIa ¥ 32 BUX BaXU UCTO, JOK Ce MOCeAhy Opoj IpBe U IPBU Opoj Apyre MOJOBHHE Pa3JIMKy]y caMO Ha MOYETHOM
OUTY, a UCTO BaXKU U 3a NPBU OPOj MpBe U NOCIEABU OpOj Apyre MOJOBUHE.

Hamvmm nporpam Koju 3a gaty oykuHy Koja n u aaty nosunujy k (0 < k < 2™) ogpelyyje dunapau dpoj koju ce
HaJIa3 Ha MO3ULIUJH Kk Y KOy AYKHHE 7.

Vaxa3: Ca cranpapaHor ynasa ce yuutaa nyxuna koga n (1 < n < 32) u nosurmja k (0 < k < 2™).

W3zaa3: Ha cranpapaay w3na3 UCOKCATH TpakeHH OMHAPHU OpOj.

IMpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaaz Uznaz

3 011 30 100110010101111010110100000000
2 999999999

Pememe

Hedpuanmmmo pyHKIM]jY Koja ogpelyje k-tu o pemy 3ammuc ['pejoBor Kopa myxuHe n, Koju uma 2™ dpojea (moj-
pasymesahemo ga je 0 < k < 2™). bby je jenHOocTaBHO gepuHMCATH PEKYP3UBHO.

Axo je n HyJa, pe3ynTaT je Ipa3Ha HACKA. Y CyIIPOTHOM TpeDa M3padyHaTH HEKH eJleMeHT I'pejoBor koia IyKuHe
n — 1 ¥ 3aTUM Tra JOMYHUTH CJIEBA HYJOM WIM jeIUHULIOM. Tpeda pa3iMKoBaTH Cllydyaj ejieMeHaTa y MpBOj U Y
Jpyroj TMoJoBUHM JHcTe KozioBa. [omTo ykymHO mMa 2™ KOJoBa, €lIeMEHTH Y TPBOj IOJIOBUHHM Cy Ha MO3UIIMjaMa
0 < k < 21, 10k cy eleMeHTH y Apyroj MOJOBMHM Ha nosuimjama 2" 1 < k < 27,

» Kagaje0 < k < 2"!, Tama ce Bpaha k-tu enement I'pejoBor koja xyxuHe n — 1 JOMyHeH MOYETHOM HYJIOM.

» Kana je 27! < k < 2" tana ce Bpaha (2" — 1 — k)-tu eniemenT I'pejoBor koa ayxkune n — 1 JOMyeH
noyeTHoM jemuHuioM. M3pasom 2" — 1 — k ce nosuimja k ceoau y pacrion [0,2" 1) u yjenno ce odphe
penocnen dpojesa. Haume, onepatmjom k — 2" ~! ppmmMo pemykimjy untepsana [2" 1, 2") Ha uHTepBa
[0,27~1). TenepanHo, MPUIMKOM OOpTara Peociie/ia elleMeHara, cBaka Mosuimja p y uarepsaiy [0,m) ce
npeciukasa y nosuiujy m—p— 1 (nosunmja 0 ce cnuka y m— 1, iok ce m— 1 cauka y 0). Ctora ce npujiukom
obprama untepsana [0, 2" 1) nosuimja k — 2" ! cimkay 2"~ — (k—2""1) — 1, Ho 10 je jennako 2" — 1 — k.

W3zpauyHaBame cTeneHa ABOjJKE HajjeJHOCTABHHMjE CE BPIIM OMTOBCKUM omepanujama (Mpu deMy Tpeda oOpaTtuTi
MaXiby Ha MOTEHLIN]aTHO MIPEKOpayeHbe).

PesynTaT MoxkeMo MpeJCcTaBUTH y OOJIMKY HUCKE KapakTepa. Mako fonucuBame KapakTepa Ha MOYeTaK HUCKE MOXe
ouTtH Hee(prkacHa orepalyja, ¢ 0d31MpoM Ha TO Ja Cy HUCKE ca KOjUMa PaauMo IMPWIMYHO KpaTke (Hajayxa uma 32
KapakTepa), 0 TOM He MOpaMo Jia OpuHeMo.

string grej(unsigned n, unsigned k) {
if (n == 0)
return ”7;
if (k < (1u << (n - 1)))
return 70" + grej(n - 1, k);
else
return ”1” + grej(n - 1, (1ul << n) - 1 - k);

}

DyHKIMjy MOKEMO PEaTU30BaTH U UTEPaTUBHO. TOKOM HTepaluje y IpOMEeHJbUBO] rez Hanasuhe ce npedukc Tpa-
JKEHOT Opoja qyXKuHE ng — N, TIe je ng MOYeTHA, a n TPeHyTHA AyXMHA Koga. Y 3aBHCHOCTH Of] TOra Aa Jii je TeKyha
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3.1. I3BOLEILE HTEPATUBHUX AJITOPUTAMA N3 PERKYP3UBHHUX

To3uITja k MCTOA WM M3HAJ cpenuHe, npeduke hemo mpommpuBati (31ecHa) HYJIOM WIN jeANHUIIOM, U YMECTO
PEKYp3UBHOT MO3MBA BpeAHOCTH k U n hemMo axyprpaT BpeAHOCTAMA KOje O ce HABOIWIIE Y PeKYP3MBHOM ITO3MBY.

string grej(unsigned n, unsigned k) {
string rez = 77;
while (n > 0) {
if (k < 1u << (n-1))

rez = rez + 707;

else {

rez = rez + ’17;

k = (1ul << n) - 1 - k;
}
n--;

}

return rez;

}

Hanomenumo u Jia ce Tpaxenu 0poj y I'pejoBoM Koy MOKe M3pauyyHaTH U JUPEKTHO, aKO Ce MPEJCTABU Y OOJIUKY
Heo3HaueHor Opoja m3pazom k ~ (k >> 1) (3dor Bogehux Hyna gyXuHA N Taga HUje OMTHa). OBUM ce BpILIH
EKCKJTy3MBHA JTUCjYHKIHja TO3uIMje k 1 dpoja modujeHor mudToBambeM OUTOBA Te Mo3uiidje yaecHo. Heo3HaueHu
dpoj MoXkeMo 3aTUM ITPETBOPUTH Y HUCKY KapaKTepa U U3/IBOJUTH HeH Cy(UKC ayKUHE 7.

string grej(unsigned n, unsigned k) {
return bitset<32>(k ~ (k >> 1)).to_string().substr(32 - n, n);

}

3anparak: 3Be3aa

OcoDa je 36e3ga (eHINL. superstar) y HEKOj IPyIH JbyJU aKO By CBM OCTAJIM MO3HAjy, a OHAa HE MO3Haje HUKOra.
Harmicatn mporpam koju oapelhyje ma mu y matoj rpymnd JbyQu MOCTOjU 3Be3la W Koja je To ocoda. Hako je 3a
yUNTaBame MoJaTaka MoTpedHO BpeMe Koje KBaJpaTHO 3aBHCH O Opoja MPUCYTHHUX 0ocoda, ajJropuTaM Tpeda Ja
paay y BpeMeHy Koje JITHeapHO 3aBHCH 0] Opoja ocoda.

Vna3: Ca crangapaHor yiasza ce yurtaBa 0poj ocoda mpucytHux Ha 3adaBu n (1 < n < 100), a 3aTUM MaTpuIia
AUMeEH3Mje 1 X N KOoja Ha MO3UMju (4, j) Tj. y BPCTH ¢ M KOJIOHH j canpxu | ako ocoda i mosHaje ocody j 1j. 0 ako
je He mo3Haje. Ha qujaronanm mMaTpuiie ce Hamase jeAWHMIE (CBaKa 0coda Mo3Haje caMy cede).

WNzaa3: Ha cranpapaHu usna3 ucnucaty peHu Opoj ocode Koja je 3Be3aa, ako 3Be3/a Mmoctoju (ocode ce dOpoje ox
0 go n — 1) wm -1 aKo 3Be37a He MOCTOju.

IIpumep

Vaaz Hznaz
1

o B W

10
10
111
Objawmrberve

Oco0da Ha no3uiwju 1 je 3Be3na, jep oHa He NO3Haje HU 0coly Ha nosuuuju 0, Hu ocody Ha nosunuju 2 (y Bperu 1
Cy CBE HyJIe, OCUM Ha Mo3uuuju 1), a by no3Hajy 1 ocoda Ha no3uuuju 0 1 ocoda Ha no3uuyju 2 (y Koo 1 cy cee
jeAvHHIE).

Pememe
JlMpexTaH Ha4YMH je J1a 3a CBaKy 0co0y IPOBEPHMO Ja JIM 3aJI0BOJbaBa YCJIOB 3BE3[IC.

Anajnnsa cioxenocTH. CJ0KeHOCT Hajroper ciydaja opor airoputma je O(n?), Maja ce Taj HajropH CJlydaj peTko
jaBipa, jep je 3a ouekmBatH Aa he ce 00e mpoBepe y cinyvajy Kaja KaHAWAAT HYje 3Be3/1a MPEKIMHYTH MHOTO TIpe Hero
MITO Ce CTUTHE J0 Kpaja HU3a.

bool poznajeNekog(const vector<vector<bool>>& poznaje, int i) {
for (int j = 0; j < poznaje[i].size(); j++) {
if (1 != j && poznaje[i][j])

161



ITABA 3. KOHCTPYKIINJA AJITOPUTAMA PEKYP31JOM TJ. UHAYKIINJOM

return true;

return false;

}

bool sviJePoznaju(const vector<vector<bool>>& poznaje, int i) {
for (int j = 0; j < poznaje.size(); j++) {
if (1 != j && !poznaje[j][i])
return false;
}

return true;

}

int zvezda(const vector<vector<bool>>& poznaje) {
for (int 1 = 0; 1 < poznaje.size(); i++)
if (!poznajeNekog(poznaje, 1) && svilJePoznaju(poznaje, 1))
return i;
return -1;

}

[MoboJbIarme MoXkeMO MOKYyIIaTH MHIYKTUBHO-PEKYP3UBHIM HpHcTyrioM. [IpBa nzeja je aa mpodiieM rmpoHaiakemha
3Be3]ie Y CKYIy Of] 72 0c0da CBOAMMO Ha ITpodJIeM MpOHAIaKEha 3Be3/ie y CKyIy of . — 1 ocoda.

e baza uHIyKIMje je mpas3aH CKyIl ocoda y KOMe He MOCTOjU 3Be3/a (MPUMETHUMO U Jia jeIHOUIaH CKYH YBEeK
Ca/Ip:Ku 3Be31ly, HO Taj ciiydyaj Hema Motpede 3acedHO pa3Marparu).

¢ JIpernoctaBUMO Kao MHAYKTUBHY XHUIIOTE3y Ja YMEMO Ja M3padyyHaMo 3Be3/y Y CKyIy o n — 1 ocoda. Pa3-
JIBOJMO CKYII Of1 . 0co0a Ha MOJCKYIH OJl MOYeTHUX n — 1 ocoda 1 nociuenmpy 0cody 0, 1. 3Be3/a 1eJIor CKyna
MOXe OMTH WM 3Be3/la TOT MOJCKYIa Wik ocoda o,_1 (jep ako je ocoda 3Be3a HEKOr CKyIa OHJA je OHa
yjeIHO M 3Be3/]a CBAKOT MOACKYIA KOjeM MpUMaja).

1. Ako y noackymy ox n — 1 ocoda rmocToju 3Be3/1a, 1a Ou oHa Ouiia 3Be3/1a LeJIor CKyIa IoTpedHo je jaa je
No3Haje 0coda 0,1 U 1a OHa He Mo3Haje 0codY 0,1, TO C€ MOKe POBEPUTH BeoMa OP30 U jeJHOCTABHO.

2. Y cynpoTHOM (aKo y OJCKYITy He ITOCTO 1 3Be3a WM aKO 3Be3/1a IOCTOjH, aJIF OHA ITO3Haje 0COdY 0y —1
WM 0c00a 0,1 He TI03HAje Bby) MOPaMO jOIII UCTIMTATH [a JIU je 0coda 0,1 3Be31a. TOo MUTamhe HUKAKO
HE 3aBUCH O] TOTa Ja JIM y MOJCKYILy MOCTOjY 3Be3a M Ja O Ce TO MCIUTAJIO MOTPEdHO je MocedHO
MIPOBEPUTH A JI CBUX IMPETXOAHUX 1 — 1 ocoda no3Haje ocody o, _1 U Ja 1 OHa He MO3Haje HUKOTa Off
wHX. Haxanoct, oBaj ycIioB He MOXeMO e(hUKACHO MPOBEPHTH.

AHa/m3a CJI0’KEHOCTH. AKO CKYII Off ITpBUX 1 — 1 ocoda cappxu 3Be3ny, y Bpemeny O(1) MOkeMO [IPOBEPUTH U
JIa JIM CKyI oJ] . 0coda caapxu 3Be3ay. MehyTtum, ako ckym o n — 1 ocoda He cagpku 3Be31y, Taja je moTpedHO
Bpeme O(n) ma du ce ucrmTaso 1a i je ocoda o, 1 3Be3xa. Taj ce ciydaj Mosxke morahaty Beh oj1 TPeHyTKa Kajia
ce nojase e 0code, a je jeqHauMHa Koja onucyje Bpeme usBpiuaBawa 7'(n) = T'(n — 1) + O(n), T(1) = O(1),
na je cnoxkenoct anmropurma O(n?).

int zvezda(const vector<vector<bool>>& poznaje, int n) {

if (n == 0)
return -1;

int z = zvezda(poznaje, n-1);

// nismo imali zvezdu u manjem skupu 1li

// imali smo zvezdu koju poslednja osoba ne poznaje ili ona poznaje poslednju osobu

if (z != -1 && poznaje[n-1][z] && !poznaje[z][n-1])
return z;

// proveravamo da li je poslednja osoba zvezda

if (!poznajeNekog(poznaje, n-1) && svilePoznaju(poznaje, n-1))
return n-1;

return -1;

int zvezda(const vector<vector<bool>>& poznaje) {
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return zvezda(poznaje, poznaje.size());

}

W3 nperxosiHe peKyp3rBHE KOHCTPYKIIMje JIAKO je eJTMMHUHICATH PEKYP3Hjy, ajli ITOPUTaM OcTaje Hee(puKacaH.

int zvezda(const vector<vector<bool>>& poznaje) {
int z = -1;
for (int 1 = 0; 1 < poznaje.size(); i++) {
// nismo imali zvezdu medju do sada obradjenim osobama 1li
// imali smo zvezdu koju tekuca osoba ne poznaje ili ona poznaje tekucu osobu
if (z == -1 || !poznaje[i][z] || poznaje[z][i]) {
// proveravamo da li je tekuca osoba zvezda
if (!poznajeNekog(poznaje, i) && svilePoznaju(poznaje, 1))

z = 1;
else

z = -1;
return z;

}

OcHoBHa ujieja eprKacHOT pelliera je Aa ce mpodsieM nocMatpa “yHazan”. Bpoj ocoda koje Hucy 3Be3[ie je CUTYpHO
MHOro Behu o Opoja ocoda koje jecy 3Be3fe, Na je UICHTU(UKOBakhE He-3BE3[je MHOIO jeJHOCTABHUjE O]l UIIEH-
THU(HUKOBarba 3Be3/le. 3anTajMo ce J1a JId ABe ocode Mory OMTH 3Be3fe. [IpeTmocTaBuMo Oa y CKyIy MOCToje JBe
3Be3zie. AKO IIpBa Off BbUX MMO3HAje APYTY, OHJA IPBa HUje 3Be3/1a, a aKO Jpyra Mo3Haje IpBY OHJA Ipyra HHje 3Be3/a.
HakJie, y CKyImy MOe MOCTOjaTy HajBUIIe je[Ha 3Be3/la U KJby4yHa ujeja oBe eprKacHe UHIYKTUBHE KOHCTPYKIIH]je
je 1a BeoMa Op30 U jeJHOCTABHO (CaMO jeIHUM MUTAkEM) U3 CBAKOT CKYTa MOXEMO YKJIOHUTH 0cO0Y 3a KOjy 3HaMO
Jla HUje 3Be3[a U Ha Taj HAUMH CMambUTU IUMeH3Hjy npodieMa. Kaga y ckymy ocraHe camo jeHa 0coda, OHa je
jeAVHY KaHAWAAT da Oyje 3Be3[a MOJIa3HoT CKyTa (jep cy CBe OcTajle 0code eMMMIHICAHE Ha OCHOBY TOTa IITO CMO
YTBPIWIM JIa HE MOTY OUTH 3Be3/€e). 3a Ty jequHy MPeocTary 0co0y OH/Ia MOKEMO TUPEKTHO UCITUTATH [a JIU je 3Be-
31a Wik HYje. EnuMuHanyja He-3Be3/e U3 CKyTa ce MOXe U3BPILINTH Kpajibe jeqHocTaBHO. OqadepeMo Iporn3BoJbHE
JIBe 0code y CKyIly U IMTaMoO ce Ja Jin 0coda A 3Ha ocody B. AKO je oaroBop MOTBpiAaH, OHAa ocoda A He Moxke
outH 3Be3/1a (jep 3Be3a HUKOTa He No3Haje). AKO je OAroBOp OJIpUYaH, OHJa 0coda B Huje 3Be3/a (jep 3Be3y CBU
MO3HAjy).

AHasn3a cJ103KeHOCTH. AJITOpHTaM 3aCHOBaH Ha OBOM IOCTYIIKY 3a[0BojbaBa jeaHaunny 1'(n) = O(1)+T'(n—1),
gmje je pemerbe O(n). Iocne oBora, peocTaje joIi Ja ce MpoBEepH [a JIM je IPEOCTAIH jeIMHN KaHIUIaT CTBAPHO
3Be3na. To je moryhe ypagutu rpyOOM CHIIOM 3a IITa HAM je JIOBOJBHO 21 — 2 mUTama (n — 1 MuTame KOjuM ce
MpoBepaBa Ja Jin ocTajie ocode MO3Hajy TOr KaHAuIaTa ¥ 1 — 1 uTame KOjUM ce MpoBepaBa /a JIM KaHANAAT MO3Ha je
ocraiie 0code), TAKO Ja je clokeHocT U oBe (aze O(n), ma je yKymHa cioxeHocT ode ¢aze O(n). Unak, ako ce y
0031p y3Me U (paza yuuTaBarma MaTpuIle, 3a mra je norpedno O(n?) onepauwja, BUAK ce 1a je yKyIHa CJIOKEHOCT
nporpama O(n?), Tako 1a ce, HAKAIOCT, OB AMBHA ONTUMHU3aIMja Hehe OCETUTH y yKYITHOM BpEMEHY M3BPLIABAIbA.

Ocraje nuTame TEXHIUKE pean3aliije, OHOCHO MUTame KaKo Ja YyBaMO CKYI KaHAWAATa KOjU HUCY jOII eTMMUHU-
CaHM ¥ KaKo J1a U3 mera dupamo jiBe ocode koje hemo nopeautu. Jegna MmoryhHoct Ou duia 1a cy cBe ocode cioxeHe
Ha jenaH crek. [Topemumo J1Be ocode ca Bpxa cTeka M Ha cTek BpahaMo camMo OHY KOja HUje eJIMMUHICaHa BbHXOBUM
nopehemem. [locTynak HacTaB/baMo JIOK CTEK He MOCTaHe jeJHOUIAH.

Wnak, Ouhe npuka3aHo joIl jeHOCTaBHHUjE pellerhe Koje KOPUCTH JBa Moka3uBava. IIpBu mokasuBad, ¢, mokasyje
Ha 0cody KOja je TpeHYTHM KaHAuJaT 3a 3Be3/y, Tj. Ha IMPBY 0co0y y HU3Y 3a KOjy jOII HUje YCTAHOBJBEHO 1A HUje
3Be3a. [Ipyru nokasmsad, j, MOKa3yje Ha 0coOy 3a KOjy ce IpoBepaBa Jia i1 je TeKyhu KaHAuAaT 3a 3Be3/y NO3Haje,
Tj. Ha IPBY 0cOOY HAKOH TO3UIIMje ¢ 32 KOjy jOIl HUje YTBphHeHo na Huje 3Be3aa. Ha moveTky cy mokasmBauu i U j
Ha cyceqauM no3unyjama (¢ = 0, j = 1). Ocode ce odpaljyjy cieBa Ha JECHO CEKBEHIIHjAITHO.

* Vkomko ocoda o; HE Mo3Haje 0cody 0j, Taja je 0; U Jajbe KaHAUJAT, a 0; CUTYDHO HHje 3Be31a (jep CBU
MOpajy Ja IT03Hajy 3Be3/y), lla ce MoKa3nuBad nomepa Ha criefehy ocody.

* Vkosmko ocoda ¢ o3Haje ocoly j, OHAA ¢ HUje 3Be3/a (jep 3Be3/a He MO3Haje HUKOra), ajli j MOXK/a jecte,
a, nomro u3Mely 7 U j HUKO HUje 3Be3/a, pBU cieaehn KaHauaarT 3a 3Be3y je Tekyha ocoda j u nmokasupay
1 ce IoMepa Ha j, a j Ha mpBy cienehy ocody (jep ocode m3a j joIl HUCY aHAMM3MpaHe, A ce 3a BhUX He 3Ha
Jla JIM Cy 3BE3JE).
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int zvezda(const vector<vector<bool>>& poznaje) {
inti=0, j=1;
while (j < poznaje.size()) {
if (poznaje[i][i])
1 =175
I+
}
if (!poznajeNekog(poznaje, i) && sviJePoznaju(poznaje, 1))
return i;
return -1;

}

Joxa3 kopeKTHOCTH. JoKaXnMo (popMaTHO KOPEKTHOCT MPETXOJHOT MOCTYIIKA.

Jlema: VHBapujaHTa NPETXOHE IET/bE Jla HUjelaH eeMeHT y untepBaiy [0,7) ¥ HHUjeiaH eNeMeHT y UHTepBay
(i, 7) He moxe dutH 3Be31a (ipu yemy je 0 < i < j < n).

e Hanouetky je t = O u j = 1, ma cy 0da uHTepBaja Mpas3Ha, a ycJIoB Baxu (MO MPETHOCTaBKOM J1a je n > 0).
e TlpeTnoctaBuMo Ja YCJIOB BaXH NPH YJIACKY Y METIbY.

— Axo ocoda ¢ mo3Haje ocody j Taa OHa He MOXe OMTH 3Be3a. [IomTo Ha OCHOBY IPETIIOCTaBKE 3HAMO
11a 3Be3[e He Mory outH HU ocode [0, 1) Kao Hu ocode (4, j) M Kako je i’ = j, 3HaMO /1a HAKOH TeJIa METIbe
3BE3/le CUT'YpHO HHUCY HHU ocode y unTepBaiy [0,¢’). Tomro je j* = j + 1, y ToM ciy4ajy je nHTEpBa
(¢, 7) npasaH, na TpUBKjaIHO 3a0BOJbABA YCIIOB.

— Axo ocoba 7 He TIO3Ha je 0c00y j TaJia 3HAMO J1a j He Moxe 1a Oye 3Be3za. Tama jed’ = i,aj’ = j+1,ma
Ha OCHOBY IIPETIIOCTABKE 3HAMO J1a 3Be3/ie He Mory durtu ocode u3 untepsaia [0, '), 3HaMo 1 1a He Mory
outu ocode U3 UHTepBasa (i’, Jj), @ TIOLITO HHU j HEe MOXKe OUTH 3Be3[a, 3HAMO Jia 3Be3/¢ He MOry OuTH
ocode u3 urTepBaia (i, j'). OxHOC M3Mehy MPOMEHJBMBHX TPUBHjAIIHO OCTAje OUyBaH y 0da ciydaja.

Teopema: OyHKIMja WM UCTIPABHO MPOHATA3U 3Be3/1y WM Bpaha -1 ako 3Be3/1a He MOCTOju.

Kana ce nempba 3aBpiu Huje 7 < n, 1a HA OCHOBY MHBapUjaHTe Baxu Ja je j = n. Tajla 3HaMO Jia 3Be3Jie He MOTy
durn ocode u3 mHTepBaia [0, ) Kao HU ocode U3 unrtepBana (i,n). akie, jeiMHN KAHOUAAT 3a 3Be31y je 0coda i.
3a By ce eKCIUTMIUTHO MpoBepaBa TpakeHH! YCIIOB, TaKo a (pyHKIHMja Bpaha KOpEeKTHY BpeJHOCT.

3agarak: ANCoOJIyTHH II00eJHHUK Ha IJIacamy

ATICONTYTHH MOOEIHUK M300pa je OHAj KO OCBOjH BUINE Of MOJOBHHE ITIACOBA M3AILIMX OMpava. AKO Cy IMO3HATH
CBU IJIacCayKy JIUCTUNY, OpENIN J1a JIM TIOCTOjU ariCOJyTHH MOOEIHUK M3D0opa U KOjU je TO KaHAWJaT (Harjaacumo
Jla je arncojyTHU MOOeIHUK, aKo MOCTOjU, JeAMHCTBEH Tj. Ja HUje Moryhe ja mocroje ABa pa3iMuyuTa arncojyTHa
MOOEAHUKA).

Vaa3: Ca craHgapoHoOr yia3a ce YHOCH Opoj IJIacaya 7, a 3aTHM M IJIACOBH (CBAaKH IJIac IIPEICTaB/ba IH(pPy HEKOT
KaHMaTa - 1eo 0poj u3 uateppaia [0, 10°]).

N3na3: Ha cranpapaay U3ia3 UCIucaTy dpoj modeJHUKa ako MOCTOjU allCOTyTHU MMOOSJHUK, Tj. NE€MA Y CYIPOTHOM.

IIpumep 1

Vaaz Hznaz

10 nema

342 123 342 756 123 756 123 756 756 756

IIpumep 2

Yaaz Hznaz
13 756
342 123 342 756 123 756 123 756 756 756 342 756 756

Pememe

Ogaj mpoOnem ce y muTepaTypy Ha3uBa U majority voting.

IIpedpojaBame riacoBa 3a CBAaKOT KaH/INaTa

OuuriejaH HauMH Jia ce el 3aJaTakK je Ja ce mpedpoje CBY INIACOBU 3a CBAKOT KaHAMIATA M Ja ce ITpoHale 1a /i je
HEKH KaHIUIAT OCBOjHO BHIIIE O] M0J1a I71acoBa. bpojame MOkeMOo U3BPUINTH IOMOohy acolijaTuBHOT Hu3a. CllmdHa
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TeXHUKa je KopuirheHa y 3agamMa @ peksenimja 3Haka 1 Ppexserimje peun. Y jesuky C++ MOXKEMO yIIOTpedUTH
KoJIeKLMjy unordered_map 3acHOBaHy Ha XeIIMpamy WA Map 3aCHOBaHy Ha DalaHCHMpaHUM OMHApHUM CTadInMa.

Ananm3za cioxxeHocTH. CIIOXEHOCT IPUCTYIa 3aCHOBAHOT Ha OpOjarby I71acCOBA 3aBHICH O CIIOKEHOCTH yMeTamba
y CTPYKTYpY MojaTaka Koja MpeciuKaBa KaHIuJaTe y BUXOBE OCBOjeHe OpojeBe IiacoBa. AKO je Ta CTPYKTypa
MOJaTaKa 3aCHOBaHA Ha XEIIMpPamy, Ta CJI0XEHOCT MOKe OUTH KOHCTaHTHA Y NMPOCEKy (MAKO je Yy HajropeM ciyvajy
JIMHeapHa), a ako je 3aCHOBaHa Ha OaJlaHCHpaHMM cTadinma, oHa je logn. 3aTo yKymHa CIIOXKEHOCT Bapupa Oj
O(n) oo O(nlogn), y3 xopumhewe O(m) MemMopuje MOTpedHe 3a YyBarbe acOLjaTUBHOT HU3a, TOe je m Opoj
Pa3IMUMTHX KaHauaaTa (00paTUMO MKy Ha TO Ja OPUTHHAIHY HU3 IJIACOBA HUjE TIOTPEOHO UyBaTH).

int apsolutniPobednik(const vector<int>& glasovi) {
// brojimo glasove za svakog kandidata
unordered_map<int, int> broj_glasova;
for (int glas : glasovi)
broj_glasova[glas]++;

// proveravao da li neki kandidat ima vise od n/2 glasova
int pobednik = -1;
for (auto it : broj_glasova)
if (it.second > glasovi.size() / 2) {
pobednik = it.first;
break;

}

return pobednik;

CopTupame

Jour jenaH HauMH MOXe OMTH 3aCHOBAH Ha YUUTaBakby CBHX IJIACOBA, FbeTOBOM COPTHPAIbY, M 3aTHM MPOBEpH Opoja
Y3aCTOITHUX jeIHAKHX eJIeMeHaTa (aHAIM3UPAbeM CepHje Y3aCTOIHUX eJleMeHaTa). Pa3sHu HaUMHU COpTUpama OH-
caHu cy y 3agatky CopTupame 0pojea, a ogpehuBame HajayKe cepyje y3aCTOITHHUX eJleMeHaTa OMMCAHO je y 3aJaTKy
Hajnyxa cepuja nodena.

Anamu3a cioxeHoctu. CII0KEHOCT OBOT IPHUCTYIIA 3aBUCH OJ1 CIOKEHOCTH COpTHpama 1 jeaHaka je O(n log(n))
aKo ce KOPHUCTU dudmoTedko coptupame. OppehuBame Hajayxe cepuje jeJHAKUX eleMeHaTa BPIIY Ce Y BpeMEHY

O(n).

int apsolutniPobednik(const vector<int>& glasovi) {
// ukupan broj glasova
int n = glasovi.size();
// pravimo sortiranu kopiju niza glasova
auto glasovi_s = glasovi;
// sortiramo glasove za sve kandidate
sort(begin(glasovi_s), end(glasovi_s));

// duzina tekuce serije jednakih elemenata
// element glasovi[0@] zapocinje prvu seriju
int broj_glasova = 1;
for (int 1 = 1; 1 <= n; 1++)
if (1 == n || glasovi_s[i] != glasovi_s[1-1]) {
// serija jednakih elemenata je upravo zavrsena
if (broj_glasova > n/2) {
// ako u upravo zavrsenoj seriji ima vise od n/2 jednakih,
// onda je u njoj apsolutni pobednik
return glasovi_s[i-1];
}
// element glasovi[i] je zapoceo novu seriju
broj_glasova = 1;
} else
// element glasovi[i] je nastavio tekucu seriju
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broj_glasova++;

// ne postoji pobednik
return -1;

}

Cpenummu eJieMeHT

Hekonuko anroprrtaMa nojpasymeBajy a cauyBamMoO HU3 IJ1aCOBa, /1a Y MPBOM MpoJia3y HA HEKU HaYMH OJIPEAUMO
MOTEHIIMjaJTHOT KaHIUAaTa 3a arncoJyTHOT MOOEAHMKA, a Aa Y IPYroM MpoJiazy MpoBEpUMO Ja JI je Taj KaHIuaaT

3aKCTa OCBOjUO MoTpedaH Opoj M1acoBa, TaKo MITO U30POjUMO HeroB Opoj IacoBa U MPOBEPUMO J1a JiU je Behu of
n

PR

Jeana moryhHocT 1a HaheMo KaHIMIaTa 32 afCOTyTHOT TOOEIHUKA je 1a OPEeINMO CPE/IUIILY eJIEMEHT Y HI3Y (Kajaa

Ce HU3 COPTHUPA, TO j€ OHAj €JIEMEHT KOJU Ce Haja3| Ha MMO3UINAJH | 2 | WIM Ha MO3ULWHT | 2 |.
2 2

Ha npumep, ako uma 7 miacoBa, 3aHMMA HAC €JIEMEHT Ha MO3ULIUjU 3.

0123456
X

Axo uma 8 r1acoBa, 3aHMMAa Hac €1€MEHT Ha MO3ULUjU 4 (a MOIIM OUCMO MOCMATPaTH U eJIEMEHT Ha MO3ULUjH 3).

01234567
CX X .

Haume, ako mocroju arncosiyTHu NodeqHUK HUje Moryhe a OH He 3ay3Me TO Cpeluilbe MecTo (y Cilydyajy mapHe
IVMeH3Mje Hu3a, 3ay3uMahe 0da cpeaummma Mecta). Ha mpumep, ako mMa 7 T71acoBa, arcoXyTHH TMOOEIHUK MOpa
Ia uma dap 4 miacoBa U OHM he y COPTUPAHOM pelociefly OUTH y3acTOHU. AKO O MOYMIbaM HA Mo3unuju 0,
CUTYPHO O 3aXBaTWJIM M TIO3UIH]y 3, aKo OU ce 3aBpIIaBaIM Ha MO3ULMjH 6, onleT OM CUTYPHO 3aXBaTHJIM TIO3UIH]jY
3, a cIMYHO BaXH U 3a OUJIo KOjy MoryhHocT uzmely Te qBe rpaHuyHe cutyanyje. CIMYHO, aKo HA TpUMep nuMa 8
€JieMeHaTa, aricolyTHU MOoOeIHUK UMa Oap 5 m1acoBa, IITO 3HA4M a 0OyXBaTa U No3uLyjy 6 u nosuuujy 7 (duso ga
nountbe Ha no3utyju 0, 1a ce 3aBpIIaBa Ha MO3UIMjU 7 WMy OWIIO KOM Clydajy u3mely Ta JBa TpaHUYHA).

Cpemummy eeMeHT MoxeMo y je3uky C++ MokeMo ojipesuTy OndimoreykoM gyHKuujom nth_element (umja
je cnoxenoct nuHeapHa). OHa BpIIM MapIyjaJIHO COPTHPamke M NMpUMa TpU MTepaTopa: NMpBU U Tpehm ureparop
OrpaHMYaBajy pacioH KOju ce COPTHpA, 10K je APYrH UTepaTop KOjU yKa3yje Ha HeKy rno3uiijy usmehy mux. Hakon
npriMeHe OBe (DYHKITMje TapaHTOBAHO je Jia ce Ha MO3UIIMjU Y HU3Y Ha KOJjy yKa3yje APYru UTepaTop Hajla3u BPeJHOCT
KOja OM ce Ha TOj MO3MLIMjH HalllJIa U HAKOH COPTUparba LeJIOT paclioHa, Kao U ja CBU €JIEMEHTH JIEBO Of] Te MO3ULIHje
HMajy Mamby WIN jeJHaKy BPeIHOCT O Te No3ulije (He 00aBe3HO Y COPTUPAHOM PEIOCNIeNy).

Pyuny ummuiemeHTanujy je Hajoosse peanusonatu anroputMoM QuickSelect.
Taj anropuram je onucal y 3agatky 30up k HajOOBUX.

int apsolutniPobednik(const vector<int>& glasovi) {
// posto se redosled elemenata niza menja, moramo da napravimo kopiju
auto Glasovi = glasovi;
int n = Glasovi.size();
// odredjujemo sredisnji element u sortiranom nizu - ako postoji
// apsolutni pobednik on sigurno zauzima 1 sredisnju poziciju
nth_element(begin(Glasovi), begin(Glasovi) + n / 2, end(Glasovi));
int kandidat = Glasovi[n / 2];

// proveravamo da li je kandidat ostvari vise od pola glasova
if (count(begin(Glasovi), end(Glasovi), kandidat) > n / 2)
return kandidat;
else
return -1;
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Bojep-MypoB ajgropuram

V HacraBKy hemo npKa3aTy CaCBUM eJIEeMEHTapaH M M3Pa3UTO eJIeraHTaH AJITOPUTaM 32 Pelliekhe OBOT IpodieMa KOju
cy yBen Bojep u Myp y pany “A fast majority vote algorithm” (MHTEpECaHTHO, Y OPUTUHATIHOM pajy ajJropuTaM je
yBelleH y Wby NIprKa3a MoryhHoCTH ayToMaTcke (popmaiHe BepuduKaimje copTBepa).

TMokymajmMo fa pemuMo npodyieM WHIYKTUBHO-PEKYP3UBHOM KOHCTPYKIMjoM. [IpeTrnocTaBuMo fa KeauMo 1a Uc-
MUTAMO TOCTO jakbe arCOIyTHOT MOOEHUKA Y CKYITy 0j1 1 TiiacoBa. PopMaiHO, HApPAaBHO, Pajiy ce O MYJITHCKYIY (jep
MOXe /1a CaJpXH MOHOBJ/bEHE eJIEMEHTe), ajii heMo jeJHOCTABHOCTU pajy Y HAPEIHOM ONUCY KOPUCTUTH TEPMHUH
ckyn. [utame je kako mpodsieM cBeCcTH Ha MpodJieM Mambe JuMeH3uje. KiiacuuHo cBoheme nmpodiiema ca quMeH3uje
n Ha AUMeH3Ujy n — 1 He JOBOAM JI0 pelllera, jep n3dalMBame OWIO KOT MOjeIMHAYHOr IJlaca MOXe Ja MPOMEHH!
peliierse (jep ako arcoyTHY MODeJHUK MMa 33 jefIaH IJIac BUIIE O] CBUX OCTAJIMX, HAKOH U3DAIMBamba TOT IJIaca OH
Buiie Hehe duth arconyTHu modeaHuk). CaMuM TUM, aKO Kao Pe3y/ITaT peKyp3UBHOI MO3UBA 100MjeMO UH(pOpMa-
1LIMjy []a MakbU CKYIl HEMa arcoJIyTHOT MOOEIHUKA, TO HAM HUKAaKO He [OMake JIa CAa3HAMO 1A JI M0JIa3HHU, IIIUPH CKYTT
MMa arcoJIyTHOT MOOEIHMKA.

Bojep-Mypos ajropurtam ce 3acHHBa Ha cieeho] uaeju. 3aMucIuMo MOCTYyNaK y KOjeM OU ce IJIaCOBH 3a pa3InIuTe
KaHauaTe MehycodHO MOTHpanu M HeCTaIM. YKOJIMKO MOCTOjH amlCOTyTHU MOOEIHUK Taja he HaKOH MoTHpama
ocraTtH dap jemaH (a MOKJIa M BHIIE) IIacoBa 3a Tor Bofeher kanauaata. [TokakiuMo OBO Majio MpeLu3Huje.

Jlema: Ako M3 HEKOT CKyIa KOjU UMa arlcoyTHOT NMOoDEeJHMKA N30alMo OMJIO KOja J1Ba pa3jM4MTa riaca, oHaa he
W MambU CKYI UMaTH MCTOT arCoJIyTHOT TIOOEeJHHUKA.

HJoka3 kopeKTHOCTH. J[OKa)XMMO HaBefieHY JieMy. AKO TMOCTOjU arCONyTHU MOOEAHUK p Yy IUPEeM CKYITy Of 7
[JIACOBA U OH MM 1M [JIACOBa, OHAA je m > n/2.

* AKko cy u3 cKyna u3daueHa [Ba Ilaca Koja HUCY 3a alCOJIyTHOI NOOEJHUKA OHJA 7 UMa U [ajbe M I[J1acoBa,
a PeoyKOBAaHM CKyIl MMa n — 2 eleMeHTa, [1a Baku m > n/2 > (n — 2)/2 ma ancoiayTHH HOOSIHNK HUje
MPOMEHEH.

* AKo je u3dadeH jeqaH riac 3a 0cody p M jelaH KOju HHje 3a iy, Taja p uMa m — 1 11ac, a y CKyIy uma n — 2
eleMeHTa, i3 m > n/2 cieaum — 1 > n/2 — 1 = (n — 2)/2, ma ancosyTHH MOOEIHNK HHjE IPOMEHCH.

O0patuMo naxmy Ha TO Ja MOCTOjame allCoyTHOT MODEeJHUKA Y MarkheM CKyITy He UMIUTMLIMpA TO Aa y BeheM ckymy
HOCTO U arcoiyTHH nodexHuk. Ha mpumep, ako cy macosu [1, 1, 1,2, 2, 3, 3] anconyraor nodeqHuka Hema, Mely-
THM, U30aIMBabEM IJIACOBa 2, 3 JOOMjaMO CKYTI [1, 1,1,2, 3}, y KOMe je KaHauaaT 1 aricoMyTHU MOOCTHYK.

HakJie, u3danuBameM JBa pa3jInuuTa raca, peayKyjeMo TUMeH3H]jy npodieMa. AKO y Tako I0OMjeHOM MarbeM CKYITy
HeMa arcoTyTHOT MOOeHUKA, HEMa ra HU y BeheM, a ako MarbU CKYIl MMa arcoJIyTHOT MOOEIHUKA, OH je jeJIMHU
KaH/IMJIAT 32 allCOJYTHOT ModeIHMKA Y BehieM cKyiy, MeljyTum, MOTpedHO je HAKHAIHO eKCIUTUIIMTHO MPOBEPUTH J1a
JIM je Taj KaHAWAAT 3aucTa ariCOJMyTHH MOOEHUK y BeheM ckytty.

M3na3 u3 oBOT CYIITUHCKU PEKYP3UBHOT MOCTYIIKA HACTAaje KaJja He MOXEMO BUIlle U30alMBATU IAPOBE Pa3IMUUTUX
enemeHaTta. [Ipa3aH ckym HeMa aricoyTHOT TOOeIHHKA, a Hellpas3aH CKYIT y KOMe He TIOCTO je JIBa pa3IMInTa eJIeMeHTa
caJIpXH1 TJIACOBE CaMoO 3a jeJHOT KaHUIaTa KOj! je OUYHITIEAHO ariCOTYTHH MOOEIHUK.

Ormmcany cMo, JakJjie, MHIYKTUBHO-PEKYP3UBHY KOHCTPYKIIMjY KOja HaM Moxe oMoryhutu na nodujemMo kanaunara
3a arcoJIyTHOT ModeJHMKa (1ITo hie ce IecTH ako CKyII I71acoBa N30alMBabeM IapoBa Pa3IMiUTHX [JIacoBa CBEAEMO
Ha HelpasaH CKyIl y KOM Cy CBH IJIACOBH 32 MCTOT KaHAW/AATA) WM A2 YTBPAMUMO /1a aliCOIyTHU MOOEJHUK He TTOCTOj!
(o he ce gecuTH ako CKyN IIacoBa M3dAIMBaKkEM MAapoBa Pa3IMUYATHX IJ1acOBa CBEIEMO Ha IpasaH ckym). OBa
PEeKyp3vBHAa KOHCTPYKIFja HaM Jlaje MOryhHOCT MMIUIEMEHTalje peliermha, MehyTum, MUTame MpoHAIaKeha JBe
pas3nuuuTe 0c0de y CKYIy M BbUXOBOT H30alMBamka HUje pauyHCKH TPUBHjaJTHO, Ta heMo NMIIEeMeHTaI1]y HalpaBUTH
Ha IpYrd Ha4MH.

Ha ocHOBY OBe pekyp3uBHE KOHCTpPYKILIHje, cliequ KopeKTHOCT ciesieher TBphema. [IpeTmoctaBuMo /1a je HeKH CKYII
IJIacoBa IMOZieJbeH Ha JIBa JUCjyHKTHA MOACKYIIA, TaKBa [a Ce y je[IHOM O] HBHX HaJsla3e IapoBH I71acCOBa TAKBUX Aa
ce y CBAKOM Iapy HaJla3e INIACOBU 3a pa3/IM4UTe 0code U [a Cy CBU IVIACOBH y JPYIOM CKYILy 3a je[lHy UCTy 0cody.
HM3banuBareM jeJHOT MO jeAHOT Hapa IIAcoBa U3 MPBOT CKYIIA, MPOOJIEM Ce PEKYP3UBHO CBOIM Ha CBE Makby U Mamy
IVMMEH3H]jY, CBe JIOK He OCTaHy CaMo eJIEeMEHTH Jpyror ckyna. Ha ocHOBY omicaHe peKyp3uBHE KOHCTPYKLHjE ClIeAn
Ja aKo je ApYyrH CKYII Ipa3aH, OHAA He MOCTOjH allCOyTHH IOOEIHMK Y MIOYETHOM CKYITy CBHX IJIACOBA, a aKO HHje,
OHJIa je 0coda 3a KOjy Cy CBH IJIACOBH y APYTOM CKYITy jeOVMHH KaHIUIAT 32 allCOJYTHOT MOOETHUKA.

Asroprtam hemo JoOMTH MHAYKTMBHOM KOHCTPYKIIMjOM, TaKO IITO heMo KpeHyTH oJ IIpa3Hor CKyIla ocoda nojesbe-
HOT Ha J]Ba Tpa3Ha MOACKYyIa U y CKyIl 0c0da KOjH TpeHyTHO oOpaljyjemMo lofaBaTH jeHy 1o jeAHy 0cody Mosa3HOT
CKyIa, JJOK MX CBE HE 00paguMo. Y CBaKOM KOpaky hemo mpeTnocTaBuTH Aa 3HaMO Mojelly TeKyher cKyna Ha cKyn
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MapoBa pa3/IMUMTHX [IACOBA U CKYII [JIACOBA 32 HEeKy (IIPOU3BOJbHY) 0coDy (Taj yciioB he durtH HeHTpaiHa UHBApU-
janTa newbe). KibyuHu 3ajaTak caja je 1a Ha OCHOBY TaKBe Iojiesie TeKyher cKyria HalpaBUMO TaKBY IMOJIENY CKyIa
KOju ce 100Mja Kaja ce TeKyheM CKyIy goja HeKa ocoda.

* AKO je Apyru CKyI IIpa3aH WM ako je HOoBa 0coda jelHaKa HeroBUM eJIEMEHTUMA, IPYru cKyl heMo mporm-
PHUTH HOBOM 0codoM (y ApyroM ckymy he ce U JlaJbe Hala3uTH MapOBU Pa3IMUMTHUX IJIACOBA, 4 CBU TNIACOBU Y
MpBOM CKyNy he u 1ajbe OUTH 3a UCTY OCODY).

* AKO je Apyru CKyH HellpasaH U aKo je HOBa 0C0da pa3IninTa O ’heroBrX ejeMeHaTa (KOjU Cy CBU UCTH), Taga
je/aH eNeMeHT TOT JPYyror CKyIa 3ajeJHO ca HOBOM OCODOM MOKEMO MPedaIlTH y IIPBH CKYI (Y IPBOM CKYILY
he 1 Jasse cBU MIacOBU OUTH 3a UCTY 0co0y, a y ApyroM he dUTH CBU paHMjU NApOBU PA3IMUYUTHX IJIaCOBA U
0Baj HOBOJO/ATH Map 3a KOjU CMO Takole CUTYPHH JIa je map I71acoBa 3a pa3inyuTe 0code).

IMpumerrMo J1a je yMecTo JBa CKyIa JOBOJBHO CaMo Jia MAMTUMO 0cody 0 3a KOjy CY CBH IJIACOBH U3 IPBOT CKYIIa,
Kao 1 Opoj THX racosa b.

¢ Axo je b = 0 unu axo je miac 3a HOBY 0cody jeaHak o, yBehahemo b3a 1. Ako je b = 0, axxypupamo BpeaHOCT
0.

* ¥V cynporHoM cMamyjemo b 3a 1.

Axo je b = 0 HakoH 00pajie CBHX INIacOBa aTICOJYTHHU MOOEIHNK He MOCTOjU. Y CYIPOTHOM je O jeANHH KaHAWUAAT
3a arncoJIyTHOT nodeHuKa. [lomro HemaMo rapaniyje aa he mocieamy KaHIUIAT 32 arlCOMYTHOT NMOOSJHUKA OUTH
CTBApHO ariCOIYTHU MOOEIHUK, Ta Ce MpoBepa MOpa eKCIUTUIIMTHO U3BPIIMTH HA Kpajy mporpama.

IIpumep. Pazmorpumo racose 1,2, 1,3, 2,2, 3,2, 2 1 NpUKaXKKUMO KaKo ce 1Ba CKymna (Tj. lUXOBa perpe3eHTaruja
roMohy MpPOMEHJBUBUX 0 ¥ b) Meajy N0AaBamkheM jeJHOT IO jeTHOT eJIeMEHTA.

glas prvi skup drugil skup o b

[] [] - 0
1 [1 [1] 1 1
2 [(1, 2)] [] 1 0
1 [(1, 2)] [1] 1 1
3 [(1, 2), (1, 3)] [] 1 0
2 [(1, 2), (1, 3)] [2] 2 1
2 [(1, 2), (1, 3)] [2, 2] 2 2
3 [(1, 2), (1, 3), (2, 3)] [2] 2 1
2 [(1, 2), (1, 3), (2, 3)] [2, 2] 2 2
2 [(1, 2), (1, 3), (2, 3)] [2, 2, 2] 2 3

Kanmunar je, nakiie, 2, a HAKHaIHa TIPOBEpa MPedpo jaBarmbeM HeroBrX IJ1acoBa MOKa3yje [1a je OH arlCOJyTHHU Mode -
HUK (jep uMa 5 171acoBa, Of] yKyIHUX 9).

Anamm3a cjoxkenoctu. O0e dasze (1 onpehuBame KaHIUAATA 32 allCOTYTHOT MOOEIHUKA U MPOBepa Ja Ji je OH
arcoJTyTHH H0deHUK) cy ciokeHocTd O(n), HOK cy MeMOpHjcku 3axTeBH Takohe O(n) (jep MOpamo 3ariaMTUTH CBe
I71acoBe, Ia OMCMO Ha Kpajy MPOBEPWIIN [a I je KaHAUIAT 3ahCTa aTllCOYTHU MTOOEJHUK).

int apsolutniPobednik(const vector<int>& glasovi) {
// odredjujemo kandidata za pobednika glasove delimo u dve grupe: u
// prvoj grupi se svi glasovi mogu ponistiti tako sto se spajaju dva
// po dva razlicita glasa, a u drugoj grupi su svi glasovi za
// kandidata za pobednika

// broj glasova u drugoj grupi
int broj = 0;
// kandidat za pobednika
int kandidat;
for (int glas : glasovi) {
// druga grupa je prazna
if (broj == 0) {
// trenutni glas je kandidat za pobednika i ubacujemo ga u drugu
// grupu
kandidat = glas;
broj = 1;
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} else if (glas == kandidat)
// trenutni glas je za kandidata 1 ubacujemo ga u drugu grupu
broj++;
else
// trenutni glas moze da se ponisti sa jednim glasom za
// kandidata 1 oba i1h prebacujemo u prvu grupu
broj--;

// proveravamo da li postoji kandidat za pobednika i da li je
// ostvario vise od n/2 glasova
if (broj > 0 &&
count(begin(glasovi), end(glasovi), kandidat) > glasovi.size() / 2)
return kandidat;
else
return -1; // nema pobednika

}
3aparak: [Hukanuko nomepame 3a k Mecra yJjieBo

JlaTi HU3 o1 M LIeNMX OpojeBa MUKIMYKYA IOMEPUTH (POTUPATH) 3a k MecTa YJIeBO.

Vaa3: V 1pBoj IMHKj| CTaHAPHOT yjla3a Halasu ce mpuposaan 6poj k (1 < k < 10°) koju npejcrasba 6poj MecTa
3a K0ja ce HU3 TIoMepa yJIeBo, y Ipyroj npuposan dpoj n (1 < n < 10°), koju npecTasba 6poj eeMeHara HU3a, a
3aTuM ce y cieaehux n iMHuja Hanase 1eau OpojeBu y rpanunamMa oa — 1000 go 1000 koju mpeAcTaB/bajy eleMeHTe
HM3aA.

N3aa3: Y n 1mHMja cTaHAAPAHOT U3JIa3a UCIIMCATH eleMEeHTe HI3a KOjU ce 1001ja HMKIMYKUM [IOMepabeM YIHUTa-
HOT HH3a 3a k MecTa yJIeBo.

IIpumep

Yaaz Hznaz

3 45678910123
10

12345678910

Pememe

IMowiTo ce HMKJIMYHUM MTOMEpambeM 3a 12 MecTa HU3 Bpalia y CBOjy OpUTMHAJIHY MO3ULIK]Y, HUje TEIIKO YOUHTH 12 je
LMKJIMYKO TIOMepame 3a k MecTa yJIeBO UCTO IITO M LUKJIMYKO MoMepambe 3a k mod n Mecta yneBo. 3aro hemo y
CBUM HapeJHUM pellehbuMa IPETIIOCTABUTH Ja e HAKOH yuuTaBama Opoja k oH Mema BpenHomhy k % n u ga Baxu
majel < k<n.

3ajiatak ce MOXe PellMTH Ha 3aUCTa MHOTO Pa3JIMYATUX HAUMHA, KOjH Ce PA3JIMKYjy IO KOJMYHMHHU A0IaTHE MeEMOpHje
KO]y KOpHCTe U 1o Opojy oreparyja Koje je morpedHo npumeHuTH. C 003upoM Ha IOTEHIIMjaTHO BEJIMKE JUMEH3H]e
yJIa3HOT HU3a, MOKEJBPHO je KOPUCTHTH OHa pellerha Koja HU3 TPaHC(OPMUIY Y MECTY Tj. He KopucTte rmomohHe
HU30BE, U KOJI KOjU je dpoj omepaiiyja ivHeapaH (Tj. MPOMOPIMOHAIaH dpojy n).

HauBna pemema
k MUKJIHYKHX IOMePama 3a jeJHO MeCTO YJIeBO

Pemerse je 3acHOBaHO Ha k IMKJIMYKKX ITOMepama 3a jeHO MecTo yiieBo. IToTpedHo je caMo UKIIMUYKO IoMepame
3a jeZIHO MECTO YJIEBO TIOHOBUTH k MyTa.

Anamm3a ciaoxeHoctu. OBo pelierhe He KOPUCTH JIOJATHU HU3 (KOPUCTU CaMo jeHy MOMONHY IeJ0OpOjHY Mpo-
MEHJbMBY), aJI1 MaHa My je BEeJIMKU Opoj omepalyja Koje ce u3BpliaBajy. bpoj nromena koje ce U3BpliaBajy oTHpH-
JIMKE je jeHaK nk, MTO MOXe OUTH MPEBUIIE 32 BEJIWKE BPEJHOCTH N U k (TomTo dpoj k MOXe MMaTH UCTH pej
BEJIMUHMHE Kao M 711, OBaj aJITOPUTAM y HajrOpeM Ciydajy MMa KBaJpaTHY CJIOXKEHOCT).

vold rotirajUlevoZaJednoMesto(vector<int>& a, int n) {
// rotiranje za niza za jedno mesto ulevo
int pom = a[0];
for (int j = 0; j < n - 1; j++)
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a[jl] = alj + 11;

a[n - 1] = pom;

}

void rotirajUlevoZaKMesta(vector<int>& a, int n, int k) {
// k puta ponavljamo rotiranje za jedno mesto
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)

rotirajuUlevozaJednoMesto(a, n);

OnTumanaHa peaiemba

Kopumheme 6udanoreuxknx pyHknuja

Jesuk C++ Hymu pyHKIMjy rotate koja poTrpa eleMeHTe HU3a TaKo Ja AaTH eJIeMEeHT IocTaHe mpBu. PyHKIMjH ce
npociielyjy utepatop Koju ykasyje Ha moveTak Hu3a (WM BEKTOpa), UTepaTop KOju yKasyje Ha eleMeHT Koju Tpeda
Jia IOCTaHe MPBU U UTepaTop KOjU yKa3yje HEeMoCpeJHO U3a Kpaja HU3a.

// rotiramo niz primenom bibliotecke funkcije
rotate(begin(a), next(begin(a), k), end(a));

// da je koriscen niz, a ne vektor, poziv bi bio
// rotate(a, next(a, k), next(a, n));

Pazmena dsi0xoBa 6e3 kopumema nomohHe memopuje

Ako o1 HM3 uMao 2k eneMeHaTa, poTtaiuja 3a k Mecta OU ce BpIIMJIa TaKo IITO OU ce pa3MEeHMIU OJIOKOBU eJieMeHaTa
KOjU YMHE MPBY ¥ JPYTy MOJIOBUHY HU3a. Y OMINTEM CIydYajy CUTyalldja je MaJlo KOMIUIMKOBAaHH]a, aJli Ce TIOHOBO
MOXe CBECTH Ha pa3MeHy OJIOKOBa eleMeHata. Heka HU3 uMa n ejleMeHara U HeKa ra poTUpamo 3a k MecTa yJeBo.
Heka npBux k enemeHara uune 0J0K Koju hemo o3HaumTi ca L, a mpeoctanux n — k eleMeHaTa YuHe OJIOK KOju
hemo osHauutu ca D. Pasmotpumo crenehe cydajeBe, y 3aBUCHOCTH OJ] OTHOCA Ay’KHMHA Ta ABa OJIOKa.

e Axo cy onokoBu L u D jeaHake ay:KuHe, BbUXOBOM Pa3MEHOM Ce I00Mja TPaKEHO pelliehe.

¢ Ako je dnok L kpahu, o3Haunmo ca Dy nodeTHu Jieo Oioka D myxuHe k, a ca Do, ipeoctanu ieo dmoka D.

Enemenru 61oka D1 Tpeda 1a OyLy OYETHH eJIEMEHTH Y TPAKEHOM Pelierby 1 1a OMCMO TO TIOCTHUIIIN, MOXEMO
MX pa3MEeHHTH ca erxeMeHTrMa Ooka L. Tume u3 curyarmje LD Dy nonasumo y cutyaunjy Dy L Do, oK je
TpaxeHo peuiewe odnmka DL, 1j. D1 Dy L. [1a ducmo To mocTturiu, notpedHo je aa uu3 L Do 3apoTupamo 3a
ayxuHy dnoka L yieso (a To je oner k), Tj. Aa pasMeHuMo OsokoBe L v Do, MTO je mpodiieM ucTor odimka,
M Makbe JUMEH3Hje OJ1 TTOJIA3HOT.

Axo je 0ok L nyxu, o3HauMMo ca L1 movyeTHu feo dnoka L nyxune n — k, a ca Lo, mpeoctanu geo Omoka L.
EnemenTu dsoka D Tpeda 1a Oyy HOYETHHU €IEMEHTH Y TPaKEHOM pelIeY U J1a OUCMO TO MIOCTHUIIIH, MOKEMO
HX pa3MEHUTH ca eJeMeHTuma osoka L. Tume uz curyanuje L1 Lo D nonasumo y cutyauujy D Lo L1, A0K je
TpaxeHo periewe odmka DL, 1j. DLy Lo. Jla 61cMO To MOCTUINIH, TOTPedHO je aa Hu3 Lo L 3apoTupamo 3a
noyxuHy Onoka Lo yneBo (a 1o je 2k —n), Tj. oa pa3MeHUMO OJOKOBe Lo 1 L1, ITO je mpodiieM UCTOT 00IHKa,
aJI Mame JUMEH3H]je Of TIOJIa3HOT.

JlakJe, 3ajaTak ce MoXke pelNTH UHAYKTUBHO-PEKYP3UBHOM KOHCTPYKIMjoM. TIpBH cilyyaj MOXeMO MOJBECTH MO
apyru (uny Tpehu) jep ce KOMIUIETaH JIEBU OJIOK 3aMembyje ca JIECHUM, HAKOH 4era ocTaje Ja ce pa3MeHe Ipa3Hu
OJIOKOBH, ILITO HE MPOU3BOAM HUKaKaB edeKar, na U3jia3 u3 peKyp3uje Moxe OUTU cilydyaj Kajaa je duio Koju of
OJIOKOBA Mpa3aH.

IIpernocraBuhemo aa Ha pacrosaramky UMaMo (PYHKIM]Y razmeni Koja y JaTOM HU3Y WM BEKTOPY pa3Memyje OJo-
KOBE UCTe 1y’KMHE KOjH ce He TIPeKJIanajy v KOju Movriby Ha ABe naTe rnosuije. Ty pyHKIIM]y je BeomMa jeJHOCTaBHO
uMIUieMeHTupaTh. Y je3uky C++ Moxke ce UCKOPUCTUTH OUdIMoTedKa (DyHKIMja SWap_ranges Koja Kao apryMeHTe
IIpUMa JIBa UTepaTtopa Koja orpaHnvaBajy IpBH OJOK U UTEPATOp KOjHU yKasyje Ha MOYeTaK Jpyror dJoka.

Pemieme ce MOke NCIIPOrpaMUpaTH peKyp3uBHO.

// razmenjujemo u vektoru v blok duzine d koji pocinje na

// poziciji pl sa blokom duzine duzina koji pocinje na poziciji p2

vold razmeni(vector<int>& v, int p1, int p2, int d) {
swap_ranges(next(v.begin(), p1), next(v.begin(), pl + d),
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next(v.begin(), p2));

// razmenjujemo u vektoru v blok L koji pocinje na poziciji pl i
// duzine je dl i blok D koji pocinje na poziciji pd 1 duzine je dd
vold razmeniBlokove(vector<int>& v, int pl, int dl, int pd, int dd) {
// ako je neki blok prazan nema potrebe za razmenom
if (dl == 0 || dd == 0)
return;
if (dl <= dd) {
// razmenjujemo kompletan levi blok sa pocetkom desnog
razmeni(v, pl, pd, dl);
// 1z situacije L.D1.D2 dosli smo u situaciju Di1.L.D2 1
// da bismo dosli u zeljenu situaciju D1.D2.L moramo
// da razmenimo L 1 D2
razmeniBlokove(v, pl + dl, dl, pd + dl, dd - dl);
} else {
// razmenjujemo kompletan desni blok sa pocetkom levog
razmeni(v, pl, pd, dd);
// 1z situacije L1.L2.D dosli smo u situaciju D.L2.L1 i
// da bismo dosli u zeljenu situaciju D.L1.L2 moramo
// da razmenimo L1 1 L2
razmeniBlokove(v, pl + dd, dl - dd, pd, dd);
}
}

void rotiraj(vector<int>& v, int k) {
// razmenjujemo pocetni blok duzine k i1 ostatak niza
razmeniBlokove(v, 0, k, k, v.size() - k);

}

Ipumep. Pazmorpumo cienehu npumep. Kenumo ga potupamo cienehu vus [1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10] 3a 4 mecra
yJIeBO.

HakoHn poranuje Tpedaiio du qa godujemo [5,6,7,8,9,10,1,2,3,4].

* Poranuja ce BpIu Tako IITo pasMmerbyjemo jien ook L = [1, 2, 3, 4] ca necanm dmokom D = [5,6, 7, 8,9, 10].
Baxumpmajep, =0,di =k =4,pg =k =4udy; =n—k = 6. [lomro je neBu dyok Kpahu of gecHOr dII0Ka,
MOXEMO 3aMeHHTH 11eo 0ok L ca dnokom Dy = [5, 6, 7, 8]. Tako godujamo [5,6,7,8,1,2,3,4,9,10].

Ha taj Haunau 6pojesu [5, 6, 7, 8] cy mouum Ha CBoje MecTo, a ia Ou ce Off OBOT HU3a A0OHO KpajibH pe3yirar,
HoTpeGHO je y ey HU3a u3a BUX pasMenntn ook L = [1,2, 3, 4] u dnok Dy = [9, 10].

e Camaje L = [1,2,3,4],aD = [9,10]. Baxu ma jep, = 4,d; = 4, ps = 8 u dg = 2. Iomro je
JIeBU OJIOK [Ty’XM Off JIECHOT OJIOKa, pasMerbyjeMo 1ieo ook D ca dnokom Ly = [1,2] u tako modujamo
[5,6,7,8,9,10,3,4,1,2].

Ha taj Hauns cy dpojesu [9, 10] monum Ha cBoje MecTo, a ia Ou ce o1 OBOT HHM3a JAOOMO Kpajibil pe3yirar,
HOTPeGHO je y ey HU3a 132 BUX pasMennTd Omnokose Ly = [3,4]u Ly = [1,2].

e Camaje L =[3,4juD =[1,2]. Baxupajep, = 6,d; = 2, pg = 8udy = 2. Y 0BOM cityuajy je ayxuHa oda
OJI0Ka jeiHaKa, A ce HAKOH BUXO0BE pasMeHe npodujamo [5, 6,7, 8,9, 10, 1, 2, 3, 4] u npoueypa ce 3aycTaBba.

AHanm3a cJa0:keHoCcTH. JIOKaXHMO JIa Ce alfOPUTaM 3ayCTaBjba U MPOIEHUMO My ClIO)eHOCT. lleHTpanHa mepa
mporpeca y aJirOpuTMy je YKyIHa JIyKrHa OJIOKOBa KOjH ce pa3Meryjy. YKyIHa Jy)uHa Kpehe o1 n u cMamyje ce
cBe JIOK He ol 10 Hyse. Y pBOM Clly4ajy ce BpILIK pa3MeHa OI0koBa ayxuHe d; 3a mra je morpedno O(d; ) kopaka
Y HAKOH TOra Ce BPIIM PEKyP3UBHU [TO3MB TaKaB [a je 30Mp dyKMHA OJIOKOBA YIIPABO 3a d; MambH O/ MOJIA3HOT 301Mpa
nyxuHa (HoBu 30up je d; + (dg —d;) = dg, anonasuu d; +dg). ClM4HO, y JPyroM ciiydajy ce BpIi 3aMeHa OJI0KOBa
ayxuHe dg 3a mira je norpedHo O(d,;) Kopaka U HAKOH TOTa e BPIIK PEKYP3MBHU II03UB TAaKaB [a je 30up oyXuHa
di10K0Ba yrpaBo 3a dg Marbu 01 TIoJIa3HOT 30Kpa ayxuHa (HoBu 30up je (d; — dg) + dg = d;, a monazuu d; + dg).
Hakue, pekypeHTHa jeqHauuHa je y 0da ciayvaja jexsaka 1'(n) = T'(n — d) + O(d), rae je d = min(d;, dy) u weno
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pewense je T'(n) = O(n).

Jom jemHOCTaBHHje, y cBakoM (pyHKIMje razmeni ce momohy d pa3meHa TayHO d eJeMeHaTa JOBOIM Ha CBOje (hbu-
HAJIHO MECTO, OfIaKJIe Ce BUIIIe He MPJIa, & Y PeKYP3UBHO]j (DYHKIIMjU C€ OCUM Tora (M peKyp3WBHUX MO3MBA) HE BPIIU
HHMKaKaB Apyru rnocao. [Iomiro ce 1o 3aBpleTky pekyp3uje CBaKH eIeMEHT Hajla31 Ha CBOM MECTY M3BIIECHO je TauHO
n pa3MeHa.

Pekyp3mja je penHa u 1ako je ce MmoxkeMo ocnodoaut. Moryha je u JojaTHa ONTIMU3AI]ja, jep TOYeTHE MO3UIIHje
OJIOKOBA KOjU Ce pa3Merbyjy He MOPaMo MOCeDHO MaMTHUTH, Beh X MOXEMO YBEK M3pauyyHATH ako 3HAMO JyKHHE
OJIOKOBa KOjU ce pa3Memyjy M 3HaAMO Jia ce OHU Hajlase y 3aBpLIHOM ey Huza. Winycrpauuje paau, npukazahemo
MaJio Ipyrauyvje uTepaTuBHO pelliemhe y KoM heMo MpeTnocTaBUTH J1a Y CBaKOM KOpaky OJIok Koju Tpeda aa ce Hahe
HA Kpajy HU3a JIOBOJAMMO HA FberoBO MECTO, a []a HAKOH TOra pa3MeHe MPeoCTaIMX OJIOKOBA BPIIMMO HA MOYETKY
HU3A.

[IpetniocTaBuMO /12 je y CBAaKOM KOpaKy MeT/be MOTpedHo pasMeHuTd diokoBe L u D Koju ce cacToje of MOYeTHHUX
d;, ma 3aTuM dg eneMeHara Hu3a. Bpeanoctu d; u dg ce uHUIIMjanu3yjy Ha k un — k, a 3aTUM ce y NeT/bU TIOHABbA
cnepehe.

e Ako cy d; u dq jenHaku, Tajga ce pa3Merbyjy OJIOKOBH KOjH MouMmby Ha no3uijama 0 u d; ¥ KOju Cy OyKWHE
d; = d4 v meTba ce TpeKuaa.

* Axo je d; < dg, uu3 je odmuka LDq Do, te je |Dy| = |L| = d;. Pasmenuhemo dmokose L u Do. Tlpeu
noumtse Ha nosuuuju 0, a apyru Ha nosuuuju |[LD1| = d; + (dg — d;) = dg. Hakon tora hiemo noduru Hu3
Dy D1 L v npeoctahe HaMm a pazmMeHUMO OJiokoBe Do 1 D1, KOju ¢y Ha roueTky Huza. [dyxuHa Onoka Dy je
d;, a dnoka D1 je dg — d;. 3aro ce BpemHOCT dg yMamyje 3a d;, IOk ce d, He Mema.

* Ako je d; > dg, uu3 je odmuka Ly LoD, tae je |Lo| = |D| = d4. Pasmenuhemo dmokose Lo u D. Ilpeu
Houtbe Ha mosunju |Lq| = d; — dg, a apyru Ha nosunmju | Ly Ly| = d;. HakoH Tora hemo nodutu Hu3
L1 D Ls u npeoctahe Ham f1a pazMeHuMo OjiokoBe L1 u D. JlyxuHa doka Lo jeqHaka je nyxuHu ooka D u
U3HOCH d4, T je nyxuHa Ojoka Ly jemHaka d; — dgy. 3ato ce d; ymamwyje 3a dg JOK ce dg He Merba.

Ipumep. [IpuMeHUMO ONMCAHU ANTOPUTAM Ha joll jeqHoMm mpumepy. Heka je mar vus [1,2,3,4,5) u k = 3.

* Vmouerky jed; = k = 3udy = n—k = 2, ma tpeda pasmenutu dmokose L = [1,2,3] u D = [4, 5]. [Tomrto
je dg < dj, pasmemyje ce ce o0k Lo = [2, 3], koju nountse Ha nozuiwju d; — dg = 1 u dnok D = [4, 5],
KOjH Touribe Ha no3uiwju d; = 3. Oda cy nyxune dg = 2. Tako ce noduja us [1,4, 5, 2, 3]. HakoH tora ce
d; ymamyje 3a dg u ioctaje 1.

e Camajed; = ludy = 2, na tpeda pazmenuru diokose L = [1] u D = [4, 5]. Iowro je d; < dg, pasmemyjy
ce nieBu 0110k L = [1], koju mountbe Ha mosunuju 0 u gecHu 0ok Do = [5], KO ju OUHEbe Ha HO3ULMH dg = 2
(0oba cy myxune d; = 1). Tako ce noduja uus [5,4, 1,2, 3]. Hakon Tora ce d; ymamyje 3a d; v nocraje 1.

* Cana je d; = dg = 1. 3ato ce pa3menyjy dmokoBH [5] u [4], koju mounmy Ha nozuiwju 0 1j. d; = 1, unme ce
HU3 IOBOJH Y KesbeHy KoHwurypaumjy [4, 5,1, 2, 3].

Anasuza cjaoxeHocTH. [IpuMeTMo 12 je CI0XeHOCT OBOT TOCTYIIKA JIMHEAapHa, jep ce y CBAKOM KOpaky rmoMohy
d pa3mena dap d eremMeHaTa I0BOJM Ha CBOje KOHAUYHO MECTO U €JIMMUHHMIIIE U3 laJbe 0dpaje.

// razmenjujemo u vektoru “v” blok duzine “duzina” koji pocinje na
// poziciji ”p1” sa blokom duzine d koji pocinje na poiciji “p2”
void razmeni(vector<int>& v, int p1, int p2, int d) {
for (int 1 = 0; 1 < d; 1++)
swap(v[p1+i], v[p2+i]);

// funkcija rotira elemente niza a, duzine n za k mesta ulevo
vold RotirajuUlevo(vector<int>& a, int k) {

// broj elemenata niza

int n = a.size();

// ciklicko pomeranje za k mesta je isto sto 1 ciklicko pomeranje za

// k % n mesta
k %= n;

172



3.1. I3BOLEILE HTEPATUBHUX AJITOPUTAMA N3 PERKYP3UBHHUX

// vrsimo rotiranje niza
int dl = k;
int dd = n-k;

while (true) {
if (dl < dd) {
// niz je oblika LD1D2, [L[=[D2]| 1 razmenjujemo L i1 D2 tako da
// dobijamo D2D1L
razmeni(a, 0, dd, dl);
dd -= dl;
} else if (dl > dd) {
// niz je oblika L1L2D, [L1]/=[D] 1 razmenjujemo L2 i1 D tako da
// dobijamo L1DL2
razmeni(a, dl-dd, dl, dd);
dl -= dd;
} else {
// niz je oblika LD, [L[=|D] 1 razmenjujemo L 1 D cime
// zavrsavamo postupak
razmeni(a, 0, dl, dl);
break;
}
}
}

bBasupano Ha uneju pasmeHe OJOKOBa, Tj. HA MPETXOAHUM HHIYKTHBHO-PEKYP3MBHMM KOHCTPYKIIMjaMa MOKEMO
(popmysmucary jom jeman anropuram (ca ZOCTa €l1eraHTHOM MMITIeMeHTanujom). [IpernocraBumMo aa umaMo Ha pac-
ToJIaramy IpoMeHbrBe | U d Koje yKa3yjy Ha modeTak djokosa L 1 D v mpoMeHbrBe k 1 1 KOje yKa3yjy Ha lbUXOBe
Kpajese (Mpelu3Huje, Mo3NLHje U3a BhUXOBUX KpajeBa).

Hanouetky je | =0ud = k.

VY nemby pa3MemyjeMo eleMeHTe Ha nosunujama | u d, yBehasajyhu, npu Tom, oda nngekca. Tokom moctymka he
ce IOTOJWUTH WJIM JIa MHAEKC | JOCTUTHE K WM Ja MHAEKC d IOCTUTHE 7.

* AKo ce 00e CTBapu JOrojie UCTOBPEMEHO, OJIOKOBU Cy OWJIM UCTE Ty KUHE U YCHEIIHO CMO UX Pa3MEHUIU, YUME
je 1ocao 3aBpIIeH.

¢ Ako [ mocturHe k mpe Hero mro d JIOCTUTHE 1, TaJia je JIeBK OJIOK Oro Kpahi ¥ y OBOj CUTYaIIUjH je 3arpaBo
pa3MemEH ca MOYETHUM JIEJIOM JECHOT OJIOKA, YuMe ce Jouuio y koudurypauujy D1 L D,. Tlpeoctano je joun
pa3menutu diokoBe L u Dy. Touerak Omoka L je Ha MecTy TpeHYTHOT MHAEKca [, a Kpaj My je THK HCIpeN
Tekyher nHIeKca d 1 3aT0 aXypupaMmo BpeaHOCT k Ha BpeaHocT d. Ilodetak u kpaj nena Do cy Ha cBOjuM
UCIIPaBHUM BpeaHocThMa (d 1 n).

¢ AKo d JOCTUTHE N TIpe Hero ITo | JOCTUTHE k, Tafa je IeCHHU OJIOK dro Kpahul 1y OBOj CHTYaIMjH je 3arpaBo
pa3MerbeH ca MOYETHUM [IeJIOM JIEBOT OJIOKA, YMMe ce JoIuIo y KoHdurypauujy D Lo L. Ilpeocraso je jom
pa3menutu osiokoBe Lo u L. Tlouetak Ojoka Lo je Ha MECTy TPEHYTHOT MHJIEKCa [, a Kpaj My je THUK HCIpe]
tekyher ungekca k. Mehytum, modetak dioka L1 je Ha MecTy TeKyher nHIeKca k 1 3aT0 je IOTPedHO BPeTHOCT
d moctaButy Ha k, 0K je Kpaj Omoka L1 THK WCHpel MHAEKCA 7.

Haxuie, AITOpUTaAM MOKE UMATU HApEJIHY, BEOMa €JICTaHTHY I/IMHIICMCHTEIL[I/ij.

void RotirajUlevo(vector<int>& a, int k) {
// broj clanova niza
int n = a.size();

// ciklicko pomeranje za k mesta je isto sto 1 ciklicko pomeranje za
// k % n mesta
k %= n;

// vrsimo rotiranje niza razmenom blokova

int 1 = 0; // pocetak levog bloka
int d = k; // pocetak desnog bloka
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// razmenjujemo blokove L 1 D tj. blokove [1l, k) u [d, n)
while (true) {

// menjamo tekuce elemente u blokovima

swap(a[l++], a[d++]);

// stigli smo do kraja oba bloka, pa je posao zavrsen
if (1 ==k & d == n)
break;

if (d == n) // stigli smo do kraja desnog bloka
// razmenili smo pocetak levog bloka sa desnim 1 dosli u
// situaciju DL2L1 1 jos treba da razmenimo blokove L2 1 L1, a
// to su blokovi [1, k) u [k, n), tako da d treba postaviti na k
d = k;

if (1 == k) // stigli smo do kraja levog bloka
// razmenili smo levi blok sa pocetkom desnog i dosli u situaciju
// Di1LD2 1 jos treba da razmenimo blokove L 1 D2, a to su blokovi
// [l, d) u [d, n), tako da k treba postaviti na d
k = d;
}
}

Anauu3za cioxkeHocTH. CIIOXKEHOCT je TMHeapHa y OHOCY Ha JAyXXKWHY HU3a M He KOPHCTH Ce JOJJaTHA MEMOPH]CKU
MIPOCTOP OCHM MOMONHE MPOMEHJbHBE Y CKJIOIY pa3MeHe JiBa eJIeMeHTa HU3a.

IIpumep. [IpuMeHMMO OmucaHu anroputam Ha npumepy. Heka je gat vus [1,2,3,4,5]u k = 3.

* Bpojau [ kpehe ox Bpegroctu 0, dpojau d ox BpepHoctu k = 3, Tj. Kpehe ce ca obpagom diokosa [1, 2, 3]
u [4,5]. V tpenyTky kama dpojau d mohe 10 Kpaja (mo BpemHoctn n), dpojau | uma Bpeanoct 2. Tana je
koH(urypanmja vuza [4, 5,3, 1, 2].

* Taga ce BpeaHoct d mocraBiba Ha Tekyhy BpesHocT k a 1o je 3 u mpesasu ce Ha odpaay oiokosa [3] u [1, 2].
Ogaj myt | cTIDKe 0O BpedHOCTH k Kana d uMa BpeaHocT 4 u Tafa je Kondurypauuja [4, 5,1, 3, 2].

* Tama ce k momepa Ha 4 u pasmarpajy ce dnokosu [3] u [2]. HakoH mHXOBe pa3MeHe J0J1a3H ce 10 Kpaja u
TpakeHe KoHpurypanmje [4, 5,1, 2, 3].

HJoka3 kopekTHOCTH. Beoma nHTepecaHTHO Ou OWIIO JOKa3aTh AMPEKTHO JIa je OBaj alropuram KOpeKTaH. Y
HacTaBky heMo jeaMHO OKa3aTH Ja ce MPEeTXOJHU aJlTopuTaM 3aycTaBiba (IITO HUje caMo MO cedu TPUBUjAIHO).
Jenna on nuBapujanTu nperxonHe newsbe je 1a je 0 < [ < k < d < n. [Jokaxkumo To.

e [omro je 0 < n,0 < kuk < n,Hanouetky Baxu 0 = [ < k = d < n, a je NHBapHjaHTa NUCITyhEHA.

e Tlomro je 0 < k, Ha OCHOBY yCJIOBa IIpeKuU/Ia IeT/be, Kaga ce yhe y remo membe 3HAMo Ma je 0 < I < k < d < n.
Hakon Tora ce [ u d yBehaBajy 3a 1, ma HakoH ToraBaxn 0 < [ < k < d < n. Axo jel = kud = n, nempa
ce 3aBpIllaBa, a MHBAPHjaHTa BaXH U HAKOH IpeKua Metbe. Y CYIpOTHOM, ako je | = k, Taga je d < n, AOK
ce k moctaBpa Ha d, ma ogHoc 0 < | < k < d < n Baxu u npe HapeaHe utepanuje. CluyHo, ako je d = n,
tama je I < k, mok ce d mocrtaeiba Ha k, ma ogaoc 0 < | < k < d < m Baxu ¥ npe HapeaHe urepanyje. Ha
OCHOBY OBOT'a 3HAMO JIa OBa MHBAPHjAHTA OCTaje UCIYIheHa U HAKOH M3BPIIIABatha Telia TeT/be.

INoTtpedHo je jomr mokas3aTy Oa ce y HEKOM TPEHYTKY Mopa JOToAuTd 1a je | = k wm ma je d = n. MehyrnMm, y
CBaKOM KOpakKy IeTbe MpoMeH/bHBa [ ce yBehaa 3a 1, oK ce ropma rpanuna n He Mewa. Ctora 3Hamo aa he ce
HAKOH HajBMIIIE 71 KOpaKa JecuTH aa je [ = n. Ha ocHoBYy nHBapujanTe Tafga he Mmopatu jaBaxu ga jel = k = d = n,
na he ce newpa 3aycraBuUTH. YjeIHO BUIMMO 1 J1a CE Yy HAjTOpeM CJlyuajy MeT/ba N3BpIIaBa 1 IMyTa, 1a je aIropuTam
cioxerocty O(n).

3anarak: Adamada

Hus cnosa ABACABADABACABAEABACABADABACABAFABACA... ce moxe (hopMHUpaTH Ha clie-
nehn HaumH:

1. Hus je Ha moueTKy mpa3aH.
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2. Ha Hu3 ce Jjommiie NpBO BEJIMKO CIOBO EHIVIECKOT anadera Koje ce He NojaBibyje y (POpMUPAHOM JIeiTy HU3a,
a |3a TOT CJI0BA ce TIOHOBE CBa CJIOBA KOja Cy Ce MojaBuIa Ipe hera.
3. Kopak 2 ce noHOBH moTpedaH dpoj myta

Taxo nocJie npBe npuMeHe Kopaka 2 nodujamo Hu3 A, nocne apyre Huz ABA, nocne tpehe nuz ABAC AB A wta.

OppenuTH CIIOBO KOje ce MojaBibyje Ha n-TOM MecTy Y Husy, opojehu mecta on 1. Penmocien cioBa y eHIJIECKOM
andadery je ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ.

Vaa3: Jenpan npupoaan 6poj mamu o 67 108 864.

M3aa3: JeqHO BENMUKO CIIOBO eHIiecKor andadera.

IMpumep 1 IIpumep 2 IMpumep 3

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
8 D 65 A 100 C
Pememe

Pemere rpydom cmiiom je na ce y MEMOpHjM Kperpa LIeo HU3 KapakTepa U Ja ce 3aTUM IPOoYrTa KapakTep ca ofi-
roeapajyhe nosunuje. OBO pelerme TPOLIM MpEeBHIIe MEMOPH]je, a 1 BpeMeHa JOK ce Jyradyak HU3 KapakTepa He
W3rpaju.

299,

string s = ;

char slovo = 'A';

while (s.size() <= n - 1) {
s =5s + slovo + s;
slovo++;

}

cout << s[n-1] << endl;

3ajartak ce MOXe PelIuTH Oe3 Kperpama Iyrayke HACKe KapaKkTepa, ako HaXJbUBO MPOYYMMO IPABUITHOCT IO KOjOj
ce cJoBa 1ojassbyjy. IIpBo c10BO A ce Hajla3u Ha MecTy 1, IIPBO ¢JIOBO B Ha MecTy 2, IpBO ¢10BO C Ha MecTy 4, IPBO
cioBo D Ha MecTy 8 UTH., 11a ce MOXKe HACJTyTHTH JIa ce TIpBa I10jaBJbuBalba CJI0Ba Hajla3e Ha MECTHMa KOja Cy CTeTeH!
opoja 2.

3aucTa, ako Iy’KMHY HU3a KapaKTepa Ipe yMeTama HOBOT CJIoBa adeliesie 0denexumo ca dy, Baxu aa je dg = 0 (mpe
yMeTama cJIoBa A He HaJla3u ce HUjeJaH Kapakrep) U ja je di4+1 = 2dj + 1 (pe ymerama HOBOT CJIOBa Hajlasu ce
HHUCKa KOja je 100MjeHa Tako IITO je MPETXOJHO CJIOBO CIIOjEHO ca JIBa 0jaB/bhBaba HUCKE KOja ce I0jaB/buBajia
TIpe TOT IPETXOAHOT CJIOBa). 3aTo je dj, = 2k — 1 (Baxu fa je 20_-1=0wum je ok+tl _1=2. (2k —1)+1), mox
je TIpBa nosumja cnoBa k (ako ce ciosa 6poje ox jenan) jemHaxa 2F.

JlakJie, ako je yHeTH OpOj m HEeKM cTeneH ABojke n = 2F, OHIa je y NMUTamby MecTo Ha KOM ce CJIOBO MPBU MyT
nojapbyje v Baxku ja je k = log, n (log, n 03HauaBa 6poj k Takas aa je 2% = n, nnp. log, 32 = 5, jep je 2° = 32).
3najyhu k cioBo nako Moxemo onpeautn cadupajyhu k ca ASCII/UNICODE komom cioBa A.

V CcynpoTHOM TIPoOJIEM MOKEMO CBECTH Ha MpodieM Mame aumensuje. Heka je 2F < n < 2FF1 1j. meka je k
HajBehu cTeneH JBOjKe Mamy off . KapakTep Koju TpaXuMo Hamasu ce, Iakie, u3a nosunuje 2F y nemy Husa Koju
je 10dujeH KonupareM Jie/la Hu3a uenpes nosuimje 2%, 3ato je n-Th KapakTep y 1IeoM HU3y jeHak (n — 2%)-Tom
KapakTepy y KOMMPAHOM JieTy, a TIOIITO JIe0 KOji ce KOTMpa TIOUMibe Ha MOYeTKy HM3a, jeHak je (n — 2F)-Tom
KapakTepy y I1eJIOM HHU3Y.

OBHM cMO onuMcany peKyp3uBHH TTOCTYIaK KOjuM e(puKacHO MoxkeMo Aohu 1o perema.

log, n,3an = 2F
) ={ o2

f(n—2%),3a2F < n < 2kl

Ha npumep, f(23) = (23 —16) = f(7) = f(7T—4) = f(3) = f(3—2) = f(1) = 0, ma ce Ha mecty 23 Haja3u
cioBo A. CiinuHo, Ha nipumep, Baxu Aa je f(40) = f(40 — 32) = f(8) = 3, na ce Ha mecty 40 Hasa3u coBo D.

Ha ocHoBy npetxoHe aeduHMIIMje OU ce MOIyia UMILVIEMEHTHPATH peKyp3uBHaA (pyHKIIMja (3a To O1 Omiio moTpedHO
WCTMTATU [Ia JI1 je JaTu Opoj creneH dpoja 2, Hahu joraputaM TakBor dopoja, u Hahu HajBehu creneH dpoja 2 ox
KOr je aatu dpoj Behu wim jenHak). Mnak, 3a TuM Hema notpede. AHanmzupajyhu pal TakBe peKyp3uBHE (PyHKIIM]je
MOXEMO yHaITpe/l 3aKJbyInTH 1mTa hie el peyarar Outy, de3 norpede 3a HEHUM U3BpIIaBameM. [IpeTroctaBumMo
Jla 3HAaMO OMHAPHU 3amuc dpoja n Tj. Ja 3HaMO Jia ce Opoj n MpeAcTaBba Kao 30Up HEKUX CTETIEHOBA ABOjKe 2°™ +
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2%m=14_ . .4-2%_ TokoMm pekyp3auje of dpoja hie ce ogy3rMaTH jeqaH 1o jeaH CTeTeH JBOjKe, CBe JOK He OCTaHe CaMO
2% y Taga hemo 3HatH 1a je k = s¢. Jdakiie BaXu Aa je pe3yiraT jeJHaK HajMarmbeM CTEIleHy JABOjKe KOjU yUeCTBYje
pasnarawy Opoja Ha 30WMp CTENeHOBa OBOjKE Tj. Ja je TpakeHW Opoj k jemHaKk TO3WIIMjU HajAelImhe je[UHUIe y
OuHapHOM 3anucy Opoja (IpeTnocTaB/bamo ja ce nosuije opoje oa 0, 3necHa). o TpaxeHor pesyirata je Moryhe
Johu JiebemeM Opoja ca 2§, Tj. y3aCTOIHUM JAebemeM Opoja ca 2 cBe AOK MOCIeAn! cadupak He nocrase 1, Tj. cBe
JIOK je dpoj mapaH (To he ce MOroguTH TavHO S MyTa).

int k = 0;

while (n % 2 == 0) {
n/=2;
k++;

}

cout << (char)('A'" + k) << endl;

CrryaH pe3ynrat MOKeMO I0OOUTH U dapartajyhin AMPEKTHO ca MHTEPHUM 3aIFCOM Opoja y pauyHapy, KopuiihemeM
duToBCcKkuX onepartopa. [lo3uiujy Kpajibe AeCHe jeAUHHLE jeIHOCTABHO MOKEMO U3padyHaTH M(TOBakeM (IIoMe-
pamemM) OMHapHOT 3aruca dpoja yIECHO 3a jeIHO MECTO CBe JIOK Moclie/ilha udpa He nmocTaHe jeqHaka 1 (mocneamwy
uudpy MOKEMO UCIIUTATH OUTOBCKOM KOHjYHKLIMjOM ca 1).

int k = 03

while ((n & 1) == 0) {
n >>= 1;
k++;

}

cout << (char)('A' + k) << endl;

CaBpemeHH XapABep 9eCTo MOcey je U MHCTPYKLU]jY count trailing zeroes KojoM ce onpeljyje Opoj Hyia n3a ocieme
jeavHMLe y OMHAPHOM 3amucy (UITo je Oall MO3WIja MOoCIeIhe jeAnHnIle). lako mporpaMcKel je3uI OOMYHO He
CTaH/apAM3Y ]y MPUCTYII OBOj ONIEPALHjH, HEKM KOMITMJIATOPH HyJie MOAPIIKY 3a TO (Ha mpuMep, ako ce kopuctu GCC,
MOxe ce ynorpedutu pyHkumja __builtin_ctz, a ako ce kopuctu Microsoft Visual C++, Moxe ce ynorpeduTu
¢yHkuyja _BitScanReverse).

cout << (char)('A'" + __builtin_ctz(n)) << endl;

3anarak: Mop3eoB HU3

Hu3 1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,0,0,1, ..., KOju ce cacToju O HyJa U jeOVHUIIA, Tpagy ce Ha ciaegehn HauMH:
HpBH elleMeHT je 1; apyru ce moduja tormukom Herauujom npsor NOT(1) = 0, Tpehin 1 4eTBPTH JIOTUYKOM He-
raipjom mperxoada gsa NOT'(1) = 0, NOT(0) = 1, meru, 1miecT#, Ce[MH U OCMHU JIOTHYKOM HEraljoM npBa
yetupu — noduja ce 0, 1, 1, 0 utn. dakie, KpeHYBUIM O] jeJHOWIAHOT CeTMeHTa 1, CBaKOM MOYETHOM CErMEHTY KOjU
je myxune 2% (k ysuma Bpemnocty 0,1,2,...) onKcyje ce CErMeHT MCTe IyKMHe JOOMjeH JOTMYKOM Herarmjom
CBHIX eJIeMeHaTa TIOYETHOT CerMeHTa. 3a 3aJaTo 1 OApeAnuTH N-TH WiaH Huza (Opojame Kpehe ox 1).

Vaasz: Y npBoj IMHU{U CTAHAAPAHOT yila3a Hamasy ce npupogat opoj n (1 < n < 107).

N3aa3: Ha crangapnom uznazy npukaszaty mugpy (0 umm 1) Ha mo3unuju n

IIpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz Yaaz Hznaz
15 0 1234 0 12345678 1
Pememe

dopmupame neJor Hu3a

dopmynanmja 3agaTKa Cyrepuile pelene y Kome Ou ce MoYeB OJ1 331aTOoT MPBOT eJIeMEeHTa £1 = 1 penoM dhopMupa-
JIM CETMEHTH T10 3a4aTuM npaBwmma (z2), (T3, z4), (T5...x8), (9 ... T16), (17 ... 232),.... dakie, enemeHTn
Tekyher cermeHTa ce hopMHpajy HeranujoM MpeTxoaHo (GOPMHUPAHUX €IeMeHATa X1 . . . Tj, KOjU Cy Ha pacTojamy
k, tne je k creneH dpoja 2 (yBehasa ce Jayruio HAKOH CBAKOT MPENUCAHOT CETMEHTa).

Crnosxenoct oBor npuctyna je O(n).

OBo ynucHBame ce MOXe peaan3oBaTy noMohy yrHexkheHuX NMeTby e yHyTpalllba NeTba AyIUIMpa caapxkaj HU-
3a, a CIoJballliha KOHTPOJIMIIIE KOJIMKO MyTa cajipxkaj Tpeda Ayrumparty (I0AaTHO ocurypasajyhu a ce ynucruBame
MpEeKUHE KajJa ce MOIyHU MOTPEOHMX 7 eleMEHaTa HU3a).
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bool Morzeov(int n) {

}

// Morzeov niz

vector<bool> a(n+1);

a[1] = true;

int upisano = 1; // broj upisanih elemenata

int duzina = 1; // duzina segmenta koji se trenutno negira

while (upisano < n) {
// negiramo segment trenutne duzine

// prekidamo petlju ranije ako tokom toga dostignemo n upisanih elemenata

for (int 1 = 1; 1 <= duzina && upisano < n; i++) {
a[duzina + 1] = !a[i];
upisano++;
}
// naredni segment koji treba negirati je duplo duzi
duzina *= 2;

}

// upisano je n elemenata niza, pa ocitavamo rezultat
return a[n];

Hus ce Mosxe monyHuTH ¥ omMohy camo jeliHe NeT/be Y K0joj ce BPIIHM IPElMCUBaIbe eJleMeHaTa JJOK ce He YITHIIe
X N TAKO IITO Ce Ha MECTO ¢ MPEIICyje eJIeMeHT ca mo3uiiyjje ¢ — k, yBehaBajyhu cremen gBojke k Kamga ce 1eo
MPETXOAHU NMOACEIMEHT NPENUIIE.

bool Morzeov(int n) {

// Morzeov niz
vector<bool> a(n+1);

a[1] = true;
// rastojanje elemenata koji se negiraju
int k = 1;

// popunjavamo niz zakljucno sa pozicijom n
for (int 1 = 2; 1 <= n; i++) {
// negiramo odgovarajuci element
a[i] = 'a[il - k];
// negirali smo ceo segment, pa prelazimo na sledeci
if (1 ==2 * k)
k *= 2;
}
// upisano je n elemenata niza, pa ocitavamo rezultat
return a[n];

Beza uzmel)y oarosapajyhux yianosa

JupeKTHa peliera 3a1aTKa moJpasyMeBajy (popMupame CBUX e1eMeHaTa Hu3a KOju MPeTXoe n-ToM wiaHy. [a du

ce uzpauyHao 2001. unan mopa ce uzpauyHatv ceux 2000 mpeTxoaHuX WiIaHOBA.

Youumo crenehe, kako ducMo mpodiem penmin Oe3 kopumherwa HU3a U 0e3 M3payyHaBama CBUX WIAHOBA HH3A
KOjU IIpeTxofe n-ToM: (POpMHUpame eJeMeHaTa CErMeHTa Ha OCHOBY ITPETXOAHOT MOCTYIIKA, 3HAYM Jid Ce CBaKH ITyT
Iy’)KMHA HU3a y/Baja, Tj. MpelcTaBba CTeleH Opoja 2.

* TIpuamKoM Herupara MOYEeTHOT CerMeHTa podujamo na je xo = NOT(x1). Y oBoM ciyvajy Baxu 1a je

Tp = NOT(zy—1).

* Herupamem HapeaHor cermenTa nodujamo ja je x3 = NOT(x1) u x4 = NOT(x2). Y oBoM citydajy Baxu

na je x, = NOT (zp—2).

* Hakon Tora godujamo na je x5 = NOT(x1), 26 = NOT(x2), x7 = NOT(x3) uxg = NOT(x4). Y oBoM

ciydajy Baxu aa je £, = NOT (zp—4).

Hakue, 3a n > 1 Baxu pekypentsa ¢opmyia <, = NOT(x,,— ), TO€ je m - MAKCUMAJIHK CTeneH Opoja 2, Koju je
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crporo Mamu of 1. OBa pekypeHTHa ¢opMysa omoryhasa BeoMa e(prKacHO N3pavdyHaBambe TPaKEHOT YiaHa HH3A.
Ha npumep,

T15 = NOT($15_8) = NOT($7) = NOT(NOT(Z‘7_4)) = 74 = T3 = NOT(.I?,_Q) = NOT($1) =
NOT(1) = 0.

Tpaxenu dpoj ce modMja y HEKOJIMKO Kopaka 1 3a Behe BpenHocTy Opoja n. Ha mpumep, 3a n = 2001:

z2001 = NOT(x2001—1024) = NOT(x977) = Tor7—512 = Zags = NOT(xaes-256) = NOT(x209) =
Z209—128 = Tg1 = NOT(2g1-¢4) = NOT(217) = T17-16 = 21 = 1.

PexypenTHa hopMyia HaM yKasyje J1a pelermhe MOKEMO BeOMa jeJHOCTABHO PeasTM30BATH Y3 MOMONY peKyp3uBHE
¢yHkIMje. Y UMIUIEMEHTalUju ce KOPUCTU MoMohHa (yHKIMja 3a oApehuBame TpakeHOT cTeleHa ABOjke (OBY
¢yHKLM]jy je Mmoryhe UMILIEMEHTUpATH U epuKacHUje, KopullheweM onepauydja HaJl dOuToBUMa, MehyTUM U OBa
JjeIHOCTaBHA UMILIEMEHTAIIMja je CACBUM JIOBOJbHA).

TMomiTo ce CBaKM eJIeMEHT HU3a U3padyHaBa HAa OCHOBY HEKOT M3 MPETXO/IHE TOJIOBUHE HK3a, Y CBAKOM KOPaKy ce 1
Bap moJoBH, Tako Ja je cioxkeHoct oor npucryma O(logn).

// vraca najveci stepen od 2, koji je manji od n
int MaxStepen2(int n) {
int max = 1;
while (max * 2 < n)
max *= 2;
return max;

}

// vraca n-ti element Morzeovog niza ako se pozicije broje od 1
bool Morzeov(int n) {
if (n == 1)
return true;
return !Morzeov(n - MaxStepen2(n));

}

Pexyp3ujy je Moryhe jeaHOCTaBHO €IMMIHICATH 1 JIO pPelliea MOXKEeMO T0ohH M UTepaTUBHO Tako mro hemo nosnasehn
o x = 1, mpy CBaKOM NpesacKy Ha MHAEKC HACTao yMameeM 3a HajBehu crerneH Opoja HernpaTtu Tekyhy BpegHoCT
x.

// vraca n-ti element Morzeovog niza ako se pozicije broje od 1
bool Morzeov(int n) {
bool x = true; // prvi clan niza
while (n > 1) {
n -= MaxStep2(n);
X = Ix;
}

return x;

}

[IpumeTumoO 1a ce TOKOM NPETXOJHO OMMCAHOT MOCTYIIKA YKJIaha je[aH 1o jeaH Out dpoja, cBe IOK He OCTaHe CaMo
jenaH OuT (Tj. AOK Opoj He mocraHe creneH ABojke). HakoH Tora ce Taj dut nmomepa 3a jelHO MECTO HAJIECHO, CBE
JOK Opoj He mocTaHe 1.

Ha npumep, Hu3

T44 = NOT(.Z’lg) = T4 = NOT(.%‘Q) =T = 1
ce OMHAPHO MOXe MPEACTaBUTH IIOMOhy

z101100 = NOT (2001100) = Zoooi00 = NOT (zoo0010) = Zooooo1 = 1.

Oga npyra ¢a3za du ce Morya n3dehu, a UMIUIEMEHTaIHja 0 jeJHOCTABUTH aKko O Opojame mosunuja oumo ox 0, a
He of | (ITo Jako MOXeMOo TOCTHAM aKko oIMax HAKOH y4MTaBamba YMamHMO BpegHocT n 3a 1). Tama du Baxwmiio
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ma je xr1 = NOT(zg), satum z2 = NOT(xg), 3 = NOT(x1), 3atum x4 = NOT(z9), x5 = NOT(z1),
z¢ = NOT(x2) u x7y = NOT(z3). Pasnuka je, makie, y TOMe IITO Ce Of CBAKOT MHACKCA Oy3uMa Hajsehu
CTeleH /BOjKe Koju je Behu wiM jemHak of gator Opoja (pasiMka je 3HauyajHa Oall Kaja je MHAEKC KOjU TPEHYTHO
pa3MaTpamo CTelleH JBOjKe). Y TOj BapujaHTU OMCMO YMECTO T44 PAUYHAIH T43 U BAKUIO OU

T43 = NOT(LCH) = T3 = NOT(!El) =T = 1

Tj. OUHapHO

z101011 = NOT (z001011) = Zoooo11 = NOT (xo00001) = Zoooooo = 1.

JlakJje, Ha OBaj HAUMH Ce Y CBAKOM KOpaKy yKJama jeJaH OuT Opoja, cBe Jok Opoj He nocraHe 0, Herupajyhu cBaku
myT pe3yaryjyhu Out. VBuA KOju Hac IOBOOM IO JIelllle UMIUIEMEHTarrje je To Aa he ce UCTh pe3ynrar JoOuTH
1 Kajga ce OMTOBHM YKJIamajy je[JaH Mo jeJaH, KpeHyBIIH OJ OMTOBA HajMame, yMEeCTO o1 OMToBa HajBehe TexuHe.
Yknamwame nocieawer outa 1 y SuHapHoM 3amnucy Opoja n ce Moxe ypaJuTi Beoma e(pukacHO KopHUihemheM u3pasza
n&(n - 1).

Mo:xeMo IpUMETHTH [a ce y OBOM pelliery NoTephyje aa je opojame on 0 ymecto o 1 npupoHuje 1 Aa UMa Jemia
MaTeMaTH4Ka CBOjCTBaA.

// vraca n-ti element Morzeovog niza ako se pozicije broje od 1
bool Morzeov(int n) {
// prilagodjavamo brojanje tako da krene od 0 umesto od 1
n--;

int x = 1;

while (n) {
// uklanjamo poslednji bit iz binarnog zapisa broja
n=n&(n-1);
X = Ix;

}

return x;

}

Ha kpajy, MoxeMo yBUIETH /12 je duTaH camo Opoj jenuHuiia y OuHapHoM 3anucy Opoja n — 1. Ako je Taj dpoj na-
paH, pe3yJtar je 1, a ako je Henapad, pe3yirar je 0. [Toctoje eprikacHu aNropuT™Mu Jja ce Taj Opoj u3pauyHa, a HeKU
padyHapH umajy u yrpaheHy XxapaBepcKy MHCTpYyKLH]y 3a To. Mako nporpamcku jesuk C++ He cTaHaapausyje Ipu-
CTYII TOj MHCTPYKIIHUjH, aKo ce kopuctu kommmmiatop GCC, moryhe je ynotpedutu pyakmmjy __builtin_popcount,
a ako ce kopuctu Microsoft Visual C++, moryhe je ynorpedutn (pyHKImjy __popcnt.

// vraca n-ti element Morzeovog niza ako se pozicije broje od 1
bool Morzeov(int n) {
// prilagodjavamo brojanje tako da krene od 0 umesto od 1
n--;
// ispitujemo parnost ukupnog broja bitova jednakih 1 u binarnom
// zapisu broja n
return !(__builtin_popcount(n) & 1);
}

3anarak: N30anuBame nucapa Ha cBe HAaUNHe

Harmmmm porpam koju 3a jatu pupopat dpoj n oapelyje 30up cBuX dpojeBa KOju ce MOTY JOOUTH M3DAIMBAEM
HeKkux nudapa dpoja n.

Vaa3: Ca cranpapHor yiasa ce yuutaBa opoj Koju Moske aa uMa Hajsurre 1000 mudapa.

M3na3: Ha cranpapaHu u3sia3 UCIUCATH TPAXKeHHU 30up.

ITpumep
Vaaz Hznaz
123 177
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Objawroerve
123 +124+134+23+1+2+3+0=177.
Pememe

Jo perema MoxeMo JI0hM WHIYKTUBHO-PEKYP3MBHOM KOHCTPYKIHMjOM. AKO je Opoj jeJHaK HysH, Taja je Tpake-
HU 30Wp jemHaK HylId. Y CYINpPOTHOM ce Taj Opoj MOXe pa3jioKUTH Ha CBOjy Mocienmy udpy u mudpe koje joj
nperxofe (HIp. dpoj 1234 ce mosxe paznoxuTu Ha dpoj 123 u nudpy 4). [IpernoctaBuMO Aa yMEMO [a OAPEIUMO
TpakeHu 30Up 32 OpOj KOMeE je YKIIOWEeHa Mocelba udpa U pa3MOTPUMO KaKO ce KOMOMHAIIMjOM TOT Opoja U Mo-
creqbe 1udpe Moxke T0dUTH TpaxkeHu 3d0up. YV Tekyhem nprumepy, MpeTrocTapbaMo, JAakKJe, Ja yMEMO Jia OipEAUMO
TpaxxeHu 30up 3a Opoj 123. Ha cBaku oz cabupaka KOju y4ecTByje y TOM 30Upy MOKEMO 10JaTy YETBOPKY 3A€CHA.
Caaku of1 TuX cadbupaka ce Joduja TaKo MITO ce OpUTMHATHY Opoj moMHOoXkH ca 10 1 gona ce 4. Hbuxos ce 30mp 3ato
MOJKe JOOUTH Tako LITO ce moJa3Hu 30up (177) momHoxku ca 10 1 3aTuM yBeha 3a OHOJIMKO YETBOPKH KOJIMKO UMa
cabupaka (y tekyhem npumepy ux uma 8). I[omro cy OBUM MOKpHUBEHE cBe MOT'YRHOCTH, YKyMaH 30up ce noduja
cadupameM I0JI1a3HOT ¥ OBaKO TpaHc(OpMHCaHOT 30upa.

177 177*%10 + 8*4 = 1802 177 + 1802 = 1979
123 1234

12 124

13 134

23 234

1 14

2 24

3 34

0 4

VY omnmteM ciydajy, gakiie, 1o0ujeHu 30up npedukca MHOKXUMO ca 10 u yBehaBamo npou3BooM mocieamne nudpe
u Opoja OpojeBa Koju ce nodujajy mpenpraBambeM udapa tor npedukca. Taj dpoj HUje TEMIKO U3padyyHATH jep
je mpUIMYHO ouMIyeHoO ja k-Tormdpen Opoj Moxke ma reepurne 2F Spojesa (cBaka on k mudapa Moke OUTH
WM TIpElpTaHa WM HelpelnpTaHa). 3aTo MOXEMO 0jayaTd MHAYKTHBHY XMIIOTE3y M HallpaBUTH (PyHKLH]y KoOja
y3 TpaxkeHH 30up Bpaha jomr qopaTHo 1 Opoj mwdapa dOpoja (v jomr dosbe, ogroBapajyhu crernex ABojKe).

Jakie, npodieM jeTHOCTAaBHO MOXEMO PELIUTH TAaKO MITO AehMHHIIEMO peKyp3UBHY (DYHKIH]Y Koja npuma Opoj n
a Bpaha TpaxxeHu 30up 3a Taj Opoj n u oxrorapajyhm cremneH aBojke. Bume BpemgHOCTH (pyHKIMja MOXe a BpaTH
noMohy CBOjHX M3JIa3HUX MapaMeTapa.

HonaTau podiiem npecTaB/ba BEIUYMHA OpojeBa KOju Cy JAOMYIITeH! Ha yia3y, Tako J1a je jaCHO 1a UMIUIEMEHTaIH-
ja anropuTMa ca OMOJIMOTEYKMM TUIIOBUMA TOAaTaka Huje ucnpaBHa. CTora MMIUIEMEHTAIMja KOja KOPUCTH caMoO
OCHOBHE OpOjeBHE TUIIOBE MOJAaTAKa HE Pajid KOPEKTHO 3a cBe Moryhe yiase (TO ce MOXe pemmT Kopuiihemem
BEJIMKHX OpojeBa).

vold zbir(int n, int& zbir, int& b) {
if (n == 0) {
zbir = 0;
b=1;
} else {
int zbirR, brojR;
Zbir(n / 10, zbirR, brojR);
zbir = zbirR + zbirR*10 + brojR * (n % 10);
b = brojR * 2;
}
}

int zbir(int n) {
int zbir, b;
Zbir(n, zbir, b);
return zbir;

}

OBakBe peKyp3uje je BeoMa jeTHOCTABHO OCJIOOOANTH Ce M AJITOPUTAM Ce JIAKO MOKe MMIUIEMEHTHPATH U UTEPATUBHO.
PasmoTprMo kako ce U3BpIlaBa peKyp3UBHU MO3MB 33 apryMeHT n = 123.
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Zbir(123) 177, 8

Zbir(12) 15, 4
Zbir(1) 1, 2
Zbir(0) 0, 1

[pumehyjemo, makie, 1a ce M3padyHaBarba BpIIle y MOBPATKY KPO3 PEKyP3Hjy M TO TAKO IITO CE BPETHOCT MPETXOTHOT
30Mpa M MPETXOJHOT CTereHa JBOjKE aXKypHpajy Ha OCHOBY OIMFICAHOT MOCTYNKa. VcTo mM3padyHaBame ce MOXe
OMMCATU ¥ UTEPATUBHUM TMOCTYIIKOM y KOM c€ TIPOMEHJbMBE MHUIMjaIn3yjy Ha O u 1, a 3aTUM TOKOM uTeparyje
axypupajy kopuiithewem jeqHe 1o jegHe mudpe mojasHor Opoja, ¢ JeBa HagecHo. [Iponazak kpo3 nudpe dpoja y
TOM peJociiely jeAHOCTAaBHUjU je aKo ce Opoj MpeacTaBy Kao HUCKA KapaKkTepa.

int Zbir(const string& broj) {
int zbir = 0, b = 1;
for (char c : broj) {
zbir += 10*%zbir + b * (c - '0");
b *= 2;
}

return zbir;

}
3aparak: He cagp:xe undgpy 3

Harmum mporpam Koju oapeljyje KoJmKo OpupoHux dpojesa u3 uHtepBaia [0, n] He cagpxke uudpy 3 y cBoM je-
KaJIHOM 3aITHCy.

Vaa3: Ipsa mHuja cTaHIapaHOT yJjla3a cajipku mpupoan opoj n (n < 2 - 109).
N3na3: YV npBoj IMHUjU CTaHAAPAHOT U3J1a3a PUKA3aTH TPAXKEeH! pe3yJTar.
IIpumep 1

Vaaz Hznaz
15 14

Objaurserve

V unrepsaiy [0, 15] mocroju 16 Spojesa, a dpojesu 3 u 13 jemuuu cagpxe mudpy 3.
IIpumep 2

Yaaz

999

Hznaz

729

IMpumep 3

Yaaz

12345

Hznaz

8262

Pememe

Bpojame GpojeBa ko ju He caap:xe mugpy 3

3ajaTak MOXEMO PELIMTH TaKo IITO 3a cBakK 0poj ox 0 o m mposepuMo Aa U caap:ku Hudpy 3, ¥ ako He caipku
yBehamo Opojad dpojeBa Koju He canpxe udpy 3 (Taj Opojad y MOYeTKY MHUIMjAIM3Y jeMO Ha HyJTy). Y TOM pelewhy
MpUMeYje ce allfopuTaM ofpehuBama Opoja eleMeHaTa ceprje KOjU 3a/0BOJbaBajy JaTH YCJIOB, Tj. aJTOPHTAM
Opojama untpupane cepuje. Ilpoepy aa am dpoj campxku nudpy 3 MOKEMO pearn30BaTH y MocedHO] (hyHKIIU)H.

bool sadrziCifru3(int n) {
do {
if (n % 10 == 3)
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return true;
n /= 10;
} while (n > 0);
return false;

}

int brojeviBezCifre3(int n) {
int br = 03
for (int 1 = 0; 1 <= n; 1++)
if (!sadrziCifru3(i))
br++;
return br;

}
Edukacauje n3pauynaBame dpoja dpojena

3amaTak MOXEMO PelIUTH M Ha MHOTO e(pHUKaCHUjU HAauUH (1M je pelllerhe y TOM Clydyajy JOCTa KOMILUIEKCHU]je).
Heka f(a,b) o3HauaBa Opoj OpojeBa M3 MHTepBaia [a,b] KOju y CBOM [eKajHOM 3anucy He caapxke nudpy 3, a
fo(n) dpoj TakBux Spojesa u3 unrepsana [0, n]. Pa3MoTpuMo mpuMep y KOMe XeJIuMo Jia U3padyHaMo BPeJHOCT
fo(4251). Cge dpojese u3 untepBana [0, 4251] MOkeMO MOAETUTH Y HEKOJIMKO IPyIa Tj. MOANHTepBaia. Baxu ma
je

[0,4251] = [0, 999] U [1000, 1999] U [2000, 2999] U [3000, 3999] U [4000, 4251].

3aro je

£o(4251) = £(0,999) + £(1000,1999) + £(2000,2999) + £(3000,3999) + £(4000, 4251).

Baxu na je £(0,999) = f5(999). Takobe, Baxu u 1a je f(1000, 1999) jennak opojy f(0,999) 1j. fo(999). Baucra,
usmeljy untepsaia [0, 999] u [1000, 1999] Moxke ce yCrocTaBuTH OUjeKirja TaKBa 1 CIIMKA Y CBOM [JEKaIHOM 3aITiCy
caapxu mudpy 3 aKo ¥ camMo aKo HeH OPUTHHAT Y CBOM JIEKaIHOM 3anucy caapxu 1udpy 3. CInyHo, Baku U J1a je
£(2000,2999) = f,(999), nox je £(3000,3999) = 0 jep cBu OpojeBu y untepsany [3000, 3999] camp:xe uudpy 3.
Ha kpajy, Baxu u ga je f(4000,4251) jexnaxo f(0,251) 1j. fo(251). 3aro je

fo(4251) = 3 - £5(999) + fo(251).

Haxure, ako 3Hamo Opojese f(999) n fo(251) Tama Mokemo n3padyHatu u 6poj fo(4251).

Hcra TexHuKa ce MOXKe IIPUMEHWUTH U Ha u3padyHaBambe opojeBa f(999) u fo(251).

Baxu na je
[0,999] = [0,99] U [100,199] U ... U [900, 999],
mna je
f0(999) = £(0,99) + f(100,199) + ...+ £(900,999).
Baxu ma je £(0,99) = f(100,199) = f(200,299) = £(400,499) = ... = f(900,999) = f4(99), a na je

£(300,399) = 0. Crora je

f0(999) =8 f5(99) + f0(99) = 9 fo(99).
CnyHo, BaXu Ja je
f0(99) =9+ fo(9),
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10K je fo(9) = 9 (jep y untepsainy [0, 9] koju uma 10 enemeHata, jequHo eixeMeHT 3 caapxu uudpy 3).

Baxwu u nma je

[0,251] = [0,99] U [100, 199] U [200, 251],

ma je
fo(251) =2 fo(99) + fo(51).
Iomro je
[0,51] = [0,9] U [10,19] U [20,29] U [30, 39] U [40, 49] U [50, 51],
BaXU Ja je

fo(51) =4~ f5(9) + fo(1).
Baxu u na je fo(1) = 2 jep cy oba enementa unrepsana [0, 1] Taksu na He cagpixe nudpy 3.

Haxne, fo(4251) =3 - f0(999) + fo(251) =3 - (9 f0(99)) +2- f0(99) + fo(51) =3-(9-(9- f0(9))) +2- (9~
fo(9) +4-fo(9)+ fo(1)=3-9-9-942-9-94+4-9+2=2387.

®yukuMjy fo je moryhe pexypsuBHo gedunucatd. AKo ce Opoj n pasiake Ha nodetHy 1udpy ¢ u cydukc n’ Taga
ce fo(n) Moke u3pauyHaTH Ha clieiehd HAUKMH, Yy 3aBUCHOCTH off Iupe ¢ (IpernocraBbamo aa opoj 9. ..9 uma
OHOJIMKO JIEBETKH KOJIMKO Iripapa uma dpoj n').

* Axojec < 3Tamaje fo(n) =c- fo(9...9) + fo(n'),
* Axo je c =3 Tana je fo(n) =c- fp(9...9),
* Ako jec > 3Tamaje fo(n) = (c—1)- fo(9...9) + fo(n').

W3na3 u3 pexypsuje Moxe durn u camo ciydaj fo(0) = 1 (0 je jeamnn dpoj y unteppainy [0, 0] u o He campxu
ucpy 3).

[Ipobirem ca MMITIIEMEHTALIjOM OBaKBe peKyp3uBHE (PyHKIIFjE je TO IITO ce I pe 0/iBajajy caeBa HaJIeCHO, IITO je
KOMILUTMKOBaHHj€ Hero 3JIeCHa HaJIeBO, Kaja dpoj n jako pasnaxemo Ha n div 10 u n mod 10. Crora npe yiacka y
PpeKyp3ujy MoxeMo oOpHyTH Ludppe Opoja. Takohe, 3a gatu dpoj n MoTpedHO je ogpeautu oarosapajyhu dpoj koju
ce cacToju caMo 0J1 AeBeTKU. TO jeIHOCTABHO MOXEMO PELIUTH TaKo IITO KOHCTPYHILEMO Opoj Koju ce oJ Opoja n
Joduja 3aMeHoM cBHX IMapa 1mppom 9 u ako Taj dpoj mpocnehyjemo kao gpyru napamerap pekypsuje (1aj dpoj
y CBaKOM IO3UBY CaJp:KH CaMo JIEBETKE 1 TO OHOJIMKO JEBETKH KOJIMKO nudapa uMa opoj n).

IpumeTHMO 1a ce Of1 je[JHOT PpeKyp3UBHOT MO3KBa 3a Opoj ca k mudapa Hajuerthe 100Hujajy 1Ba peKyp3uBHA MO3UBA
3a Opojese ca k — 1 mucpapa, mTo ykasyje Ha TO Ja je CIIOKEHOCT EKCIIOHEHIIMjaTHA (32 OCHOBY 2), IITO je JOMYCTHBO,
jep je opoj uudapa manu. Mnak, c 063upom Ha TO [ja ce UCTU PEKYP3UBHU NIO3MBH ITpeKJianajy (Ipe cBera OoHu 00JIMKa
fo(9...9)), uMrtemMenTanmja ce Moxe yop3aTi AMHAMAYKMM OPOTPAMUPAEM WK TAKO IITO Ce IIPUMETH Ja je 1a
je fo(9...9) = 9%, ma 6u ce oBU peKypP3MBHH MO3UBU MOTJIM CTIENUjA/TA30BATH.

k

int brojeviBezCifre3(int n, int d) {
if (n == 0)
return 1;
int c=n % 10;
if (c < 3)
return c * brojeviBezCifre3(d / 10, d / 10) + brojeviBezCifre3(n / 10, d / 10);
else if (c == 3)
return c * brojeviBezCifre3(d / 10, d / 10);
else
return (c - 1) * brojeviBezCifre3(d / 10, d / 10) + brojeviBezCifre3(n / 10, d / 10);
}

int brojeviBezCifre3(int n) {
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int nObratno = 0;

int devetke = 0;

do {
nObratno = nObratno * 10 + n % 10;
devetke = devetke * 10 + 9;
n /= 10;

} while (n > 0);

return brojeviBezCifre3(nObratno, devetke);

VYMecTo pekyp3uje Koja pay 0403ro HaHWXKe, Pelliehe MOKEMO CHHTETU30BAaTH 003710 HABUIIE.

ObpabuBahemo jemHy mo jemHy nudpy Opoja n, 3IecHa HAJIEBO M Mayio 1o Majio hemo mpormmpuBaT odpahieru
cyuke n’ dpoja n. YBeauMo NPOMEHJBHBY, HIIP. br, KOja TOKOM MTepallije dyBa BpeaHocTd fo(n') 3a cydukce n’
6poja n Koje TokoM uTepaimje odpal)yjeMo, 1 MPOMEHBUBY, HIIp. ¢, K0ja dyBa BpeaHocTH Opojesa fo(9...9) = 9%,
3a OpojeBe 9. . .9 Koju uMajy k uudapa 9, KOJIMKO YKYITHO Hudapa uMa y TpeHyHOM cydukcy n’'.

IIpomenmpuBe ¢ 1 br nHUIMjaMM3yjeMo Ha 1 (TIpeTmocTaBhbaMo Jia je Tpe metbe odpalieH mpaszaH cy(uKe Koju of-
roeapa opojy 0 u ma je 9° = 1). 3artum y newsu obpalyjemo mudpy mo mudpy dpoja n, KpeHyBIIM of, Ludpe
jemuuavna. [TpomensbuBy br axyprpamo Ha cieiehu HauvH, y 3aBUCHOCTH o] Tekyhe nudpe c.

* Akojec < 3Tamajebr =c-t+ br,
e Akojec=3Tamajebr =c-t,
e Akojec>3rtamajebr = (c—1)-t+br.

IIpomensbuBy ¢ axypupaMo Ha BpeaHocT 9 - £.
Pa3sMoTpuMO MOHOBO MpuMep u3padyHaBama fo(4251) 1 pruMEeHNMO IPETXOIHO OMICAHH alNropuTam Ha dpoj 4251.
IpernocraBuMo Aa Ha MOYETKY MPOMeHJbUBE ¢ U br MMajy BpeaHocT 1.

IIpBo odpahyjemo nocaenmy (MpBy ¢ AecHa) g py Opoja n, a To je nudpa 1. INomro je oHa Mama of 3, aXXypUpaMo
br na BpemgHocT ¢ -t + br = 1 -1+ 1 = 2, a BpemHocT ¢ Ha BpenHocT 9 - ¢ = 9. HakoH oBora, mpoMeH/buBa br uMa
BpenHoct fo(1), a npomersbrBa ¢ uma BpeaHocT fo(9).

Hapenna tmdpa je 5 u mowro je ona Beha o 3, axypupamo Bpegsoct br va (¢ — 1) -t +br = 4-9 4+ 2 = 38,
a BpeaHoCT ¢ Ha BpeaHoct 9 - t = 81. Hakol oBora, mpomeHbrBa br uMa BpeaHocT fo(51), a mpomeHbuBa t nMa
BpenHoct fo(99).

Hapenna nudpa je 2 u nomTo je oHa Mara of 3, axypupamo BpegHocT br Hac -t + br = 2 - 81 + 38 = 200, a
BpeAHOCT ¢ Ha BpeaHocT 9-¢ = 9- 81 = 729. HakoH oBora, mpoMeHsbiBa br uMa BpesHocT f(251), a npoMeHbrBa
t uma BpeaHoct fo(999).

Ha kpajy, noverHa rudpa je 4 u nowro je ona seha o 4, axxypupamo BpeaHoct br Ha (c—1)-t+br = 3-729+200 =
2387. BpenHoct t ce axxypupa Ha 9 - 729 = 6561, anu ce Ta BpeAHOCT Jlajbe He KopucTH. HakoH oBora, mpoMeH/brBa
br uma BpeHocT fo(4251), a npomersbuBa t uma BpeaHocT fo(9999).

int brojeviBezCifre3(int n) {
int t =1, br = 1;
while (n > 0) {
int c=n % 10;
if (c < 3)
br = c*t + br;
else if (c == 3)
br = c*t;
else
br = (c-1)*t + br;
t = 9*t;
n /= 10;
}

return br;

}
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3anarak: Makcumajnu 30Up HecyceJHHX eJleMeHaTa Hu3a

Hanummm mporpam koju oapelyje Hajehu 30up noaHM3a AaTOT HU3a LIeluX OpojeBa KOju He CaAp:KH JBa y3acCTOITHA
YIaHa HU3A.

Vaa3: Ca cranmapaHor ynasa ce yHocu Opoj wiaHoBa Hm3a n (1 < n < 105), a 3aTUM M3 HApEJHOT peAa YWIaHOBH
HHU3a pa3/iBOjeHH pa3MalliMa.

WN3aa3: Ha CTaHJapAHU U3J1a3 UCITMCATU TPAKECHU MAKCUMaAJIHUA 361/Ip.

IMpumep 1

Yaas Uznaz
6 16
732415
Objauwroerve

MakcumaiHu 30up je 30up cermenTta 7 + 4 4+ 5 = 16.
IIpumep 2
Yaaz

12
3-245-13-4-5452-1

Hznaz
17
Pememe

3ajaTak MOKEMO jeTHOCTaBHO PEIINTH WHIYKTUBHO-PEKYP3MBHOM KOHCTPYKIMjoM. Hu3 Moxkemo pasioxuTi Ha
NOCJIEbU €J1EMEHT U IpeduKce npe wera. a ducMo ofpennv MakCUMaiHUA 30Mp HECYCEOHUX €JleMEHaTa HU3a,
aHanu3upaheMo ciyuaj Kaja je Mocie/Iiby eeMeHT HU3a 60 TOI MaKCUMAJTHOT 30Mpa U KaJa Huje (To cy je/IHE Be
MOryhHOCTH U jeJIHa O]l BbUX je CUTYPHO TauHa). 3aTo je MaKCUMaJIHU 30Up HECYCEJHUX eleMeHaTa Hu3a MaKCUMyM
cneneha nBa 30upa:

* MIPBOT, KOjH Ce JI0OUja TAKO IITO Ce MOCIIE/IbH ENeMEHT J10/1a Ha MAKCUMAITHU 301 HECYCEIHHX eleMeHaTa rmpe-
(duxca, mpu yemy y TOM 30UpY HE YKJbY4Y j€ MPETIOCAe Y eleMEHT H13a (Tj. TIOCeAbY eJIeMeHT mpeduKca)
"

* Jpyror, Koju ce 1o0Mja Kao MAKCUMAaJHM 30Mp HECYCEAHHX ejieMeHaTa npeduKca KOju MOXe a YKIbYUH U
MPETHOCIEABY eJIEMEHT HU3a (Tj. MOCTEABH eeMEHT MpeduKca).

JlakJie, ocMM IITO MPETNOCTaB/baMo J1a YMEMO Aa PELIMMO MPOOJIEM Mame AUMEH3Hje Tj. Ja 3a IpedHKC yMEMO
72 OJIpelMMO MAaKCHMAaJIHM 30Mp HECycelHHMX eJeMeHara, MoTPedHO je Jla 0jayaMo MHIYKTHBHY XHUIIOTE3y M Jia 3a
npeduKc yMEMO Ja OJpeJuMO M MaKCHMAaJIHU 30Mp HEeCyCceTHUX eJleMeHaTa TOT MpedrKca ako MOCIeIby eIeMEeHT
npedukca HAje YKIbYyUeH y Taj 30up. HapaBHo, Kao M yBek Kaja ce ojauyaBa MHAYKTUBHA XHIIOTE3a, “Iyr” ce Mopa
BPaTUTH T1a 3a NpedUKc MPOIMPEH JOAATHUM €JIEMEHTOM MOpe]l MaKCUMAJIHOT 301pa HECYCeIHUX eleMeHaTa, Mo-
pamo J1a yMeMo Ja OgperMO U MaKCUMaJIHH 30Mp HECYCEHHX eleMeHaTa Kajia MOCIeIbH eleMEHT HUje YKIbyUeH.
MebhyTtum, TO HHje TELKO, jep je TO YIpaBO MAKCUMAJIHU 30Up HECYCeHUX eJieMeHaTa npedukca. MakcumanHu
30mp mpomMpeHor Hu3a (0e3 0d3upa Ha TO [a JIM YKJbydyje WIN He YKIbYdy je MOC/e by elneMeHT) oapelyjemo kao
MaKCHMYM [IBa OIKCcaHa 301pa (Koja Ha OCHOBY MHAYKTHBHE XUIIOTE3E JIAKO N3PATyHABAMO).

W3na3 u3 pekypsuje je ciaydaj mpasHor Hu3a. MakcHMaIHU 30Up HEroBUX HECYCeHUX eJleMEeHaTa y CBAKO]j Bapu-
jaHTH jeHaK je HyJH.

JaxJie, odesekiuMo ca 1M, MaKCHMAJIHHU 30Mp HeCyCeqHUX eJleMeHaTa MpBUX k eneMeHarta jaTtor Hu3a. Llum je na
ofpeMo my,. Heka je m), Makcumaiy 30up HecyceiHIX eleMeHaTa IIPBUX & elleMeHaTa HU3a y KOjU HHje YK/bYUeH
eJleMeHT ay_1. Baxe cienehe pekypentHe penauuje: mog = mg = 0, gok 3a k > 0, Baxu mj = mg_1 4
my, = max(ag—1 +mj_, Mr—1).

Anammsa caoxenocru. Croxeroct ogor aropurma je O(n).

int maks_zbir_bez = 0;
int maks_zbir = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
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int x;

cin >> x;

int maks_zbir_sa = maks_zbir_bez + x;

maks_zbir_bez = maks_zbir;

maks_zbir = max(maks_zbir_bez, maks_zbir_sa);
}

cout << maks_zbir << endl;

Jomn jesHa MHIYKTMBHO-PEKYp3WBHA KOHCTPYKIMja KOjOM ce MpodeM MOXe pelIuTH Mo/ipa3yMeBa Jia ce 3a CBaKu
npedMKC HU3a OApe MAaKCUMAJIHH 301 HECYCeJHUX eleMEHAaTa KaJa je Mocie by eJIeMEeHT npedrKca yKIbyUeH U
MaKCHMaJIHH 301p HECyceTHHX eJleMeHaTa Kajia IoCJebH eeMEeHT NpedrKca HUje YKIbyIeH.

Obdenexumo ca m* MaKCUMaJIHU 30Up HECYCEJHUX eJleMeHaTa NPBUX k eJleMeHaTa HU3a, KOjU CaJpku U €lEMEHT

ap_1¥uca mz“ MaKCHUMAJTHH 30Mp HeCyCe/IHHX eleMeHATA ITPBUX k eJleMeHaTa H13a, KO He CApiKH eeMEHT Q1 .
bBaza unnykimje Moxe OMTH jeqHOWIAH HU3 M Baxu mi® = ao, m’{ez = 0. 3a cBaky BpegHocT k > 1, Baxu

sa _ bez bez _ sa bez 3 H sa bez
mi® = ag_1 + m;e ump®® = max(mi® ;, my°* ). TpaxeHa BpeqHOCT jemHaka je max(ms®, m,%).

Anaimsa caoxenoctu. Cnoxeroct osor asropurma je O(n).

// prvi element se ucitava van petlje zbog inicijalizacije
// to je ujedno 1 baza indukcije, jednoclani prefiks niza
int x;

cin >> x;

int maks_zbir_bez = 0;

int maks_zbir_sa = x;

// u petlji obradjujemo tekuci element
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> x;
int maks_zbir = max(maks_zbir_sa, maks_zbir_bez);
maks_zbir_sa = maks_zbir_bez + x;
maks_zbir_bez = maks_zbir;

cout << max(maks_zbir_bez, maks_zbir_sa) << endl;

MHIyKTHBHO-pEeKyp3UBHA KOHCTPYKLIMja Moxe Tehu 1 Ha cieaehu HauuH. [IpernocraBbaMo fa yMEMO Jia U3pady-
HaMO MAaKCHMAaJIHU 30Up cBakor npedukca Hu3a. Ako je mpedukc mpasaH, MakKCUMaJIHU 30Mp je Hysa, a aKko je
jemHounaH, Tajaa je jenqHak Behem o Opoja Hyma M IpBOr elleMeHTa Hu3a. AKO je mpedukc dap IBOWIAH OHAA je
MaKCHMaJIHH 30Mp HECYCEeHNUX eJleMeHaTa TOT IpeuKca MaKCUMyM MaKCUMAJTHOT 30Mpa npedrkca 0e3 nocieqmer
eJIeMeHTa U 30upa MOCTIeAET eJIeMeHTa 1 MAKCUMAJTHOT 30upa 0e3 Mocieha IBa eJIeMeHTa.

Hakue, nodujamo xga je mo = 0, m; = max(ag,0) um; = max(m;_1,a;,—1 + m;_2).

OBa pexkyp3uBHa KOHCTPYKIIHja c€ MOXE UCIpOrpaMupaTy peKyp3uBHOM (pyHkiMjoM. Haxasoct, To peleme je
MIPWIIMYHO Hee(pUKacHO.

Anamm3a caoxenocrd. CI0XeEHOCT 0BOT pellierba 3a10BojbaBa jenHaunny 17'(n) = T'(n — 1) +T(n — 2) + O(1),
T(1) = T(0) = 1, unje je peluerse ekCcrOHeHIMja HA (DYHKIM]a (MCTa jeJHAYKMHA Ce jaBJba U MPHIMKOM IUPEKTHE
peKyp3uBHE NMIUIEMEHTalLlMje U3padyHaBama eneMeHaTa PrudoHaunjeBor HI3a).

int makszbir(const vector<int>& a, int n) {

if (n == 0)
return 0;
if (n == 1)

return max(a[0], 0);
return max(makszbir(a, n-1), a[n-1] + makszbir(a, n-2));

}

Pekyp3ujy MOXeMO YKJIOHUTH U IOOUTH HApEIHY UTEPATUBHY UMIUIEMEHTAIH]Y.

Anaimsa caoxenoctu. Cnoxeroct osor asropurma je O(n).
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int maks_zbir_p = 0;

int x;

cin >> x;

int maks_zbir = max(0, x);

for (int 1 = 2; 1 <= n; 1++) {
int x;
cin >> Xx;
int tmp = max(maks_zbir, maks_zbir_p + x);
maks_zbir_p = maks_zbir;
maks_zbir = tmp;

}

cout << maks_zbir << endl;

Hanomena. CucremMaTuyaH HauMH ocjiodaharba Hee(pMKaCHOCTH MTPOY3POKOBAHE PEKYP3HMjOM OBOT THIIA JOJIa3H Y
00Ky TeXHHKa JUHAMUYKOT IIPOrpaMUpParka, KOje je OIMICAHO Y 3aceOHOM IOTTIaBby.

3a,uaTaK: MakcumMaJjHu 36Hp CerMecHTa

Osaj 3agailiax je ioHO6bEH Y UUBY YEeAHCOABarba PAUMUTIIUX THeXHUKA peutasarba. Bugu itiexcit 3agarixa.
Toxywaj ga 3agariax ypaguw kopumheroem tiiexHUKA Koje ce U3NaxiCcy Yy 080M UOIAAB/bY.

Pememe

Makcumaianu cypukcu

CBaku cerMenrt je cydukc Hekor npedukca Huza. [lomro ce cyukcr MOry aHAJIM3UpPATH MHKPEMEHTATHO (CBU
cydukcu ¢ + 1-Bor mpedukca HA3A ce 100Mjajy MPOIIUPUBAKBEM CBUX Cy(UKca ¢-TOr MpeduKkca HU3a A0IaTHUM
€JIEMEHTOM), IPOdJIEM aHaJIM3€e CBUX CErMEHaTa je MOke/bHO CBECTU Ha MPOodJIeM aHalu3e cyhuKca.

3ajatak MOXe Jia ce CBeJe Ha TO Jla ce 3a CBaKM NMpedHKC y HU3Yy OJpean MaKcCUMallaH Cy(UKC, a Aa ce oHjga Mehy
MaKCUMaJIHUM Cy(pUKCHMAa 3a CBaKu npedukc npoHahe oHaj cy(HKC KOju je MI0daTHO MaKCHUMaJlaH.

Jeanny cyduKkce MpBUX HyJIa eleMeHaTa HU3a je IpasaH U mberos 30up je no aedunnnmju 0. CBu cyduKcH MpBUX
i + 1 eneMeHaTa HU3a, U3y3€B MMPA3HOT Ccy(uKca Nodujajy ce JoJaBakeM eleMeHTa Ha O3UIM)H ¢ Ha Kpaj HEKOT Cy-
¢pukca mpBuX ¢ enemMeHata Hu3a. Melhy Henpa3sHuM cydrkcuma HajBehn 30up nMa oHaj KOju je JoOHUjeH 10JaBakeM
MoCTIeIiher eeMeHTa YIpaBo Ha Cy(UKC MPBUX ¢ €1eMeHaTa HU3a KOju UMa MakcuMaiHu 30up. Of mwera jeauHo
Moxe dutn Behm 30up mpasHor cydukca (M TO Kajla ce HAaKOH MPOLIMpPUBaba MPETXOJHO MAKCUMAITHOT Cy(UKca
MOCJEeJIbUM €JIEMEHTOM JOOMje HEeraTUBaH 30Up). AKO BPeIHOCTH MAKCUMAJIHOT 30Mpa Cy(UKca NaMTUMO y HU3Y,
Ta/la HU3 JIaKO TIOMMyHaBaMo Ha OCHOBY Be3a Sy = 0 1 S;4+1 = max (S; + a4, 0), re je ca .S; odesnexeHa BpeaHOCT
MaKCHMAJTHOT 30Mpa cy(prKca MPBHUX ¢ eleMeHaTa HU3a a.

Ha kpajy Hama3sumMo MakcuMyM HU3a S;.

IIpumep. [Ipukaxumo paj aIropurma Ha mpumepy Hu3a -2 3 2 -3 -3 -2 4 5 -8 3. V tadiuuu nomymaBaMo
BPEIHOCTH S;.

i a_{i+1} S_1i

0 0

1 -2 0 = max(0+(-2), 0)
2 3 3 = max(0+3, 0)

3 2 5 = max(3+2, 0)

4 -3 2 = max(5+(-3), 0)
5 -3 0 = max(2+(-3), 0)
6 -2 0 = max(0+(-2), 0)
7 4 4 = max(0+4, 0)

8 5 9 = max(4+5, 0)

9 -8 1 = max(9+(-8), 0)
10 3 4 = max(1+3, 0)

MakcumasHa BpeIHOCT Y KOJIOHH S; je 9.

Anamm3a ciaoxkenoctn. [1o1ro KOpUCTIMO HU3 MAKCHMAITHHX 30UpOBa Cy(uKca, MeMOpHjcKa ciioxkeHocT je O(n).
Huz nonymwaBamMo eJIeMeHT 10 eleMeHT, THKPEMEHTATHO, Y jeTHOM IpoJia3y 3a IITa je JIOBOJBHO 7 KOpakKa, a 3aTUM
MAaKCUMyM HAJA3MMO Y HOBOM IIpOJIa3y Tj. Y HOBHX 7. KOpaka. YKyIIHa CIIOKEHOCT je, Jakie, muHeapsa 1j. O(n).
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vector<int> maxSufiks(n+1);

maxSufiks[0] = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> x;
maxSufiks[1+1] = max(maxSufiks[i] + x, 0);

}

cout << *max_element(begin(maxSufiks), end(maxSufiks)) << endl;
Kananos ajaropuram

MakcumaiHe BpeAHOCTH 30MpoBa cy(prKca He MOpaMo Ja MaMTHUMO Y HHU3Y, aKO HBHXOB MakcUMyM opapehyjemo
HCTOBPEMEHO ca ofipehuBameM BpeIHOCTU MaKCUMaJIHUX 30upoBa cydukca. OBaj aaropuram Mo3HAT je o1 UMEHOM
Kaganos aniopuitiam.

Jenan HaumH 5a ce nobe 1o Tor anroputMma je crnenehu. ITokylmaBamo fa airopuTaM 3acHYjeMO Ha WHAYKTHBHO]
KOHCTPYKIIHjH.

* 3a mpa3aH HU3, jeJMHU CETMEHT je Mpa3aH U HeroB je 30up Hyna (To je yjeqHo Hajeehu 30up Koju ce Moxe
JOOUTH).

° CManaMO aa yMEMO aa HPOSHCM PEIIMMO 3a NPOU3BOJ/bAH HU3 AYKHMHE 77 1 HA OCHOBY TOr'a IMOKYIIaBaMoO J1a
pemmmo 3alaTak 3a HU3 JYKHUHE 1 +1 (HOIIaBHI/I HU3 NIPOLIMPEH j€lIHI/IM JOJaTHUM CHGMCHTOM).

CermeHT HajBeher 30upa y NpOIMPEHOM HHU3Y CE WM LIEO CapKH Yy MOJA3HOM HM3Y AYXKHHE 1 WIN YMHA
cy(buKc IpOIIMpPEeHOr HU3a, Tj. 3aBplIaBa ce Ha MOC/IeImh0j No3uuju (YKipydyjyhu u moryhHoct ga je Ty u
IIpa3aH CErMEeHT).

Ha ocHOBY MHIyKTHBHE XMIIOTE3€ 3HAMO JIa I3padyHamMo HajBehu 30up cerMeHTa Hu3a Ay KUHE 1 ¥ IOTPEdHO je
712 jOII OJIpeIMMO MaKCUMaJIHH 30Mp cyKca MpOIMpeHor HI3a. JeaH HauMH Ja ce TO ypaaH je [a MPUINKOM
CBAKOT MPOLIMpPEHha HU3a N3HOBA aHAM3MPAMO CBE CETMEHTE KOjH Ce 3aBpIlaBajy Ha TeKyhoj no3ummju, anm
YaK MaKo TO paJyMO MHKPEMEHTAIHO (KpeHYBIIHM O Mpa3Hor cy(uKca, Ma gojajyhu yHas3aj jeqaH no jeqaH
€JIeMEHT) HajBUIIIe ITO MOXEMO JOOUTH je aJlropuTaM KBaJpaTHE CJIOKEHOCTH (IpodajTe Ja ce yBepuTe aa
je To 3aucra Tako). Kipyunu yBup je To na Hajsehu 30up cyukca Koju ce 3aBpllaBa Ha Tekyhoj nosuuuju
MOXEMO MHKPEMEHTAJIHO U3pauyHaTy 3Hajyhu HajBehu 30up cydukca HU3a npe npouvpewa. Hajsehu 30up
HEKOT Helpa3HOT cy(rKca KOju ce 3aBpiiaBa Ha Tekyho|j mo3uimju je 30up Tekyher enemMeHTa HI3a 1 HajBeher
30Mpa HEeKor Cy(pMKCa KOjH ce 3aBpIiaBa Ha MPeTX0gHo]j no3uimju. Op mera Moxke OUTH IMOBOJGHHjU CaMO
npa3aH cy(puKc (M TO caMo aKo je IPeTXOAHH 30Mp HeraTUBaH).

Hakie, ako ca .S; 00eyexkuMO MakCMMaJIHU 30Mp HEeKor cyduKca NpPBHX ¢ eleMeHaTa Hu3a, a ca M; MakcuMajiHu
30Up HEKOr cerMeHTa IpuX i ejeMeHaTa Hu3a, Baxu ma je My = Sy = 0, ga je S;+1 = max (S; +a;,0) u
Mi+1 — max (M“ SiJrl).

VmrniemMeHTanujy MoXXeMo HallpaBUTH UTEPATUBHUM aITOPUTMOM KOME je MHBApHjaHTa [ja y CBAKOM KOPAaKy I1eT/be
3HaMO OBe JIB€ BPETHOCTH (MaKCHUMYM CETMEeHTa U MaKCUMYyM Cy(UKCa).

IIpumep. IIpukaxumo paj alroputMa Ha mpumepy Hu3a -2 3 2 -3 -3 -2 4 5 -8 3. V Tadiauuu nomymaBaMo
BpenHocTH S; 1 M;.

i a_{i+1} S_1i M_1

0 0 0

1 -2 0 = max(0+(-2), 0) 0 = max(0, 0)
2 3 3 = max(0+3, 0) 3 = max(0, 3)
3 2 5 = max(3+2, 0) 5 = max(3, 5)
4 -3 2 = max(5+(-3), 0) 5 = max(5, 2)
5 -3 0 = max(2+(-3), 0) 5 = max(5, 0)
6 -2 0 = max(0+(-2), 0) 5 = max(5, 0)
7 4 4 = max(0+4, 0) 5 = max(5, 4)
8 5 9 = max(4+5, 0) 9 = max(5, 9)
9 -8 1 = max(9+(-8), 0) 9 = max(9, 1)
10 3 4 = max(1+3, 0) 9 = max(9, 4)
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AHaJsu3za ciokeHocTH. [lomro enemMeHTe yunutaBaMo jeJaH Mo jeJaH ¥ He MaMTHMO UX UCTOBPEMEHO, MEMOPH]CKa
cnoxeHoct je O(1). Makcumaiau 30up cerMeHTa 1 Cy(hMKCa HHKPEMEHTAIHO U3PaYyHABAMO jEJHHM IIPOJACKOM
KpO3 3a/1aTe eleMEHTe U BPEMEHCKa CIIOKEHOCT je uHeapHa Tj. O(n).

Hanomena. [IpuMeTMo 1a MO y IPETXOJHOM pa3MaTpary MPOLUIMPUIN MHAYKTUBHY XUIIOTE3y MPETIoCTaBsbajyhu
Jia Iopeji TpaskeHe BPeAHOCTH Tj. MaKCMMyMa HEKOT CerMeHTa MPBUX 7 eleMEeHaTa HU3a 3HaMo I0JaTHO U BPEAHOCT
MaKCHUMAaJTHOT cy(prKca IpBUX 7 eJIeMeHaTa HU3a.

int maxSufiks = 0, max = maxSufiks;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int Xx;
cin >> x;
maxSufiks += x;
if (maxSufiks < 0)
maxSufiks = 0;
if (maxSufiks > max)
max = maxSufiks;

}

cout << max << endl;

Bugu gpyiauuja pewersa osoi 3agaivixa.

3anarak: bpoj pacryhux cermenara

Osaj 3agaiiiax je HOHOB/bEH Y UUDY YBEHCOABAFA PA3MUMUINUX THEeXHUKA pewiasared. Bugu iiiexciil 3agaitika.
Toxywaj ga 3agaiiax ypaguw kopumheroem liiexHUKA Koje ce U3Naxicy y 080M Uoinasmvy.

Pememe

WHAYKTHBHA KOHCTPYKIMja

Hajnemne pemerse MoxkeMO J0OUTH aKO YHOTPeOMMO MHKPEMEHTAIHO POIIMPHBAE CETMEHaTa jeJHUM I10 jeTHIM
€JIEMEHTOM 3JIecHa. YKynaH Opoj pacTyhmx cerMeHara y HU3y MOXKEMO JOOUTH TaKo IITO 32 CBAKY IMO3UIIN]Y HU3a
n3padyHamo Opoj R pactyhmx cermeHara Koju ce 3aBpliaBajy Ha TOj MO3UIMjH 1 TaKO JoOujeHe dpojeBe cadepeMo.

Ha nosummju O ce He 3aBpiiaBa HU jegaH pacTyhu cerMeHT (jep OHM Mo AepUHUIMU Mopajy Ja Oyay dap ABOWIAHH).
Hakiye, Baxu Ry = 0. Ako 3Hamo Opoj pactyhux cerMeHaTa KOju ce 3aBplliaBajy Ha TMO3WIIMjU j, TaJa BeoMa
jEHOCTAaBHO MOKEeMO M3payyHaTy Opoj pacTyhux cerMeHara Koju ce 3aBplliaBajy Ha Mo3uiuju j + 1.

* AKo je aj41 > a;, OHJA Ce CBaKM pacTyhu CerMeHT KojM ce 3aBpllaBa Ha TMO3ULIMjH j MOXKE MPOMIMPUTH
€JIEMEHTOM @41 ¥ TAKO JIOOUTU HOBU pactyhu cermMeHT. JofaTHO, pacTyhu cerMeHT je U [a;, aj4+1], Tako Ja
je YKymaH Opoj cerMeHaTa KOju ce 3aBpIliaBajy Ha Mo3uuuju j + 1 3a jeman Behu ox yKynHor dpoja pactyhux
CermMeHara Koju ce 3aBpliaBajy Ha MO3ULUMjH j ¥ Baxu R = R; + 1.

* Axko je aj41 < a; OHJIA Ce Ha MIO3ULM]H j HE 3aBplIaBa HU jenaH pactyhu cermenr Tj. Baxu ;1 = 0.

Ananmn3a cioxeHocTu. bpoj pactyhux cermeHnaTa 3a CBakM JECHU Kpaj U BbUXOB YKYIaH Opoj oxpelhyjemMo jeaHrM
HPOJIACKOM KPO3 HH3, y ciioxkeHocTH O (n). TTONITo NaMTHMO CaMo Jja y3aCTOIHA WiaHa HU3a, MEMOPHjCKa CIIOKEHOCT

je O(1).

int n;
cin >> n;
int prethodni;
cin >> prethodni;
// ukupan broj rastucih serija
long long ukupanBrojRastucih = 0;
// broj rastucih koji se zavrsavaju na tekucoj poziciji
long long brojRastucih = 0;
for(int 1 = 1; 1 < n; i1++) {

int tekuci;

cin >> tekuci;

if (tekuci > prethodni) {

// tekuci element produzava sve rastuce segmente koji su se zavrsili na
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// prethodnoj poziciji i1 dodaje jos jedan nov dvoclan rastuci segment
brojRastucih++;
// dodajemo broj rastucih koji se zavrsavaju na poziciji 1 na
// ukupan broj rastucih segmenata
ukupanBrojRastucih += brojRastucih;
} else {
// na tekucoj poziciji se ne zavrsava ni jedna rastuca serija
brojRastucih = 0;
}
prethodni = tekucti;

}

cout << ukupanBrojRastucih << endl;

3anarak: PaKkTOopu HEPABHOTE:Ke OMHAPHOT IPBETa

JedrHuImMMOo BUCHHY ITpa3HoOT ApBeTa Kao 0, a Henpa3Hor ApBeTa Kao Opoj YBOpOBa 0/ KOPEHa TOT APBETA [0 IheMy
HajyzaabeHujer jucTa (padyHajyhu v KopeH 1 Taj Jmct). JedruHummmMo (akTop paBHOTEKE YBOpa OMHAPHOT JIpBeTa
Kao afCoJIyTHY pa3ivKy u3Mel)y BHCHHA EeTOBOT JIEBOT U JIECHOT mojjpeera. Hamummm mporpam koju oapebyje
HajBehu (pakTop paBHOTEXE HEKOT YBOpA YUUTAHOT OMHAPHOT JpBETa.

Vaa3: Ilpasno OuHApHO OPBO Ce 33/1aje KapaKTepoM -, a Hempas3Ho y odnnky [k <levo> <desno>], rae je k meo
Opoj (BpeaHOCT y KOpeHy), a <levo> u <desno> Cy JIEBO U IECHO MOAIPBO 3aMMCAaHU Y UCTOM (popMarty.

M3na3: Ha crangapaam nsias ucnmcaTty BpeqHocT Hajseher paktopa paBHOTEXe.

IIpumep 1

Yaas Hznaz
[(1[6--1[3[2[7-1[8--1]1-11[4-1[5--111] 3
Objawmrberve

VYunraHo IpBO je MpHUKa3aHO Ha CIIULIH.

Cruka 3.1: BunapHo apBo

Hajsehu aktop paBHOTEXKE je y KOPEHY — JIEBO HOZAPBO je BUCHHE 1, a iecHO BucuHe 4, na je (aktop jenHak 3.
IIpumep 2

Yaas

(1[2[3[4[5[6([7[8[9([10--]-]1-1-]-1-1-1-1-1-1]

Hznaz

9

Pememe

JlMpeKTHa MHIYKTUBHO-PEKyP3MBHA KOHCTPYKIMja Y OBOM IIPUMEPY HE Jiaje pe3yirare jep (hakKTop paBHOTEXKE YBOpa
He 3aBHUCH 0J (haKTOpa paBHOTEXE JIEBOT M JECHOI MOAApBeTa (Tj. HWUXOBHX KOPEHHX YBOpOBa), Beh o BUCHHE
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X Apseta. Ca apyre cTpaHe, BUCHHY JIpBeTa BeOMa jeJHOCTAaBHO MOXXEMO M3pauyHaTH Ha OCHOBY MHIYKTHBHO-
PEeKyp3UBHE KOHCTpYLIMje (BUCHHA Tpa3HOT ApBeTa je 0, a BICHHA HeTpa3Hor ApBeTa je 3a jenad Beha oq Makcumyma
BHCHHA JIEBOT U AECHOT TIOJ/IPBETA).

Ca (yHKIMjOM 3a U3pavyHaBarhe BUCHHE HA PACMOJIAramy JIAKO MOXeMO JeUHICATH PEeKyp3UBHY (DYHKIIH]jY KO-
ja u3pauyHaBa HajBehu pakTop paBHOTexke. HajBehu ¢paktop paBHOTE)e mpa3Hor apeeta je 0, a HajBehu akrop
paBHOTEke HEeMpa3HoT JIpBeTa je MakcumMyM HajBeher (akTopa paBHOTEXe JIeBOT MoApBeTa, Hajeher dakTopa pas-
HOTE:Xe JIECHOT MoApBeTa U (paKTopa paBHOTEXE KOpeHa, KOjU M3pauyyHaBaMo Kao ariCoTyTHY pa3jMKy BUCHHA JIEBOT
W JECHOT MOIPBETA.

AHaJu3a CJ0KEeHOCTH. AKO MPETIOCTABMMO Ja j& JPBO OKO CBAKOT CBOT YBOpA YPABHOTEXKEHO Tj. JAa je y CBa-
KOM MOJIPBETY I10JIa YBOPOBA JIEBO, a TI0JIa YBOPOBA JIECHO OJI KOpeHa, (DYHKIMja KOja n3payyHaBa BUCHHY JpBETa
ca n 4BOpOBa 3a/0BoJbaBa jenHaunHy 1'(n) = 2 - T(n/2) + O(1), uhje je peliere HA OCHOBY MacTep Teopeme
O(n). CrnoxeHOCT je TakBa U Oe3 Te MPETIOCTaBKe (aKO je APBO JEreHepHCaHO Y JIUCTY, CJIOKEHOCT 3a0BOJbaBa
jemnaumny T'(n) = T'(n — 1) + O(1) umje je pememse Takohe O(n)). U uHTYHTHBHO je jacHO na ¢dyHKUHMja y
CBaKOM ITO3MBY Mopa Ja odulje ¥ JIeBO U IECHO MOACTAdIIO Ja dU oJpe/iuia BUCHHY, Tako J1a (PYHKIIM]a OOMUJIa3H CBe
YBOpOBE (jeTHOM) U CTOra je JIMHeapHe CJ0XKEHOCTH Y OJIHOCY Ha Opoj yBOpoBa cTadia. Y OMIITEM Cilyyajy BpeMe
u3BpIIaBama 3a10Bosbasa jeqnaunny T'(n) = T(k)+T(n—1—-k)+O(1) 1. T(n) =T(k)+ T(n—1—k) 4+ C,
a ce MHAYKIIjOM MOXe mokasaru aa Baxu T'(n) < Cn. 3auncra, Ha OCHOBY MHIYKTUBHE Xurotese Baxu 1 (n) =
Tk)+Tn—1-k)+C<Ck+C(n—1—-k)+C=Cn.

Ilox mpeTnocTaBKOM Ja je APBO OKO CBAKOT YBOPA yPaBHOTEKEHO, CJIOKEHOCT (pyHKIMje KOja MpoHana3u Hajsehu
(baktop paBHOTE)E 3a70BOJbABA jegHaunHy T'(n) = 2 - T(n/2) + O(n) n BeHa je CIOKEHOCT, 3HAMO Ha OCHOBY
mactep Teopeme, O(nlogn). AKO je OPBO H3AETEHEPHCAHO Y JIMCTY (LITO Ce MOXKE NAECHTH y HajrOpeM ciydajy),
oduja ce 1a BpeMe U3BpIIaBara 3a0B0basa jeaHaundy 17'(n) = T(n—1)+O(n) duje je peteme O(n?). Petumo
J1a KJbYYHH TIpOOJIEM HACTaje ycJie/] Tora IITO Ce BUCHHA [IeJI0Ba PBETa M3pavdyHaBa M3HOBA M H3HOBA.

Harnacumo 1 1 je CI0XKEHOCT yunTaBarma U Kpeuparma OpBeTa, Kao U ocnodaharsa uHeapHa u uznocu O(n), am
BpeMe MOjke OMTH 3Ha4YajHO yclie]] BEIMKUX KOHCTAaHTHHUX (haKTOpa HACTAJIMX yciie/ Kopuilhiema peaTuBHO CKYITUX
orepaiyja ajlokairyje 1 aeajokaiyje MmeMmopuje (oayIe, To je Moryhe onTUMU30BaTH).

int visina(cvor* koren) {

if (koren == nullptr)
return 0;

return max(visina(koren->levo), visina(koren->desno)) + 1;

}

int maxFaktorRavnoteze(cvor* koren) {
if (koren == nullptr)
return 0;

int maxFaktorLevo = maxFaktorRavnoteze(koren->levo);
int maxFaktorDesno = maxFaktorRavnoteze(koren->desno);
int faktorKoren = abs(visina(koren->levo) - visina(koren->desno));

return max({maxFaktorLevo, maxFaktorDesno, faktorKoren});

}

AsropuTam ce Moe MoOOJBIIATH aKO ce BUCHHA M (haKTOp PAaBHOTEXE pavyHajy MCTOBPEMEHO, Tj. aKO I0jayamo
WHIYKTUBHY XUIOTE3Y U MIPETIOCTABUMO JIa PEKYP3UBHUM MO3MBUMA MOKEMO JIa U3pavyHaMo U (pakTope paBHOTERE
¥ BUCHMHY NojapBeTa. bBa3y umHUM ciydaj mpasHor cradia Ydja je BUCHHA HyJIa M KOje He caJpHu YBOPOBE UMjU
(pakTop paBHOTE)E Tpeda M3padyyHaTH. AKO MPETHOCTABUMO JIa YMEMO [ U3padyHaMo (PaKTOpe PaBHOTEXKE CBUX
YBOpPOBA MOAAPBETA, KA0 1 IbUXOBE BUCHHE, Ta/1a (paKTOp paBHOTEXKE KOPEHa MOKEMO jeJHOCTABHO M3padyyHATH Kao
arcoTyTHY BPEAHOCT Pa3jMKe THX BHUCHHA, a BUCHHY LIEJIOT JIpBeTa Kao Opoj 3a jenaH Behu o MakcMMyMma BUCHHE
JIEBOT ¥ JIECHOT TIOJ/IpBETA.

AHajm3a ciiokeHocTH. 10 IPETIIOCTABKOM /ia je APBO DalaHCHPaHO, OPOj KOpaka y M3BpIIABabY OBOT &JITOPUTMA
3afgoBosbaBa jeaHaunHy 1'(n) = 2 - T'(n/2) + O(1), uanje je pemerse O(n). Yak u Kaga ApBO HUje daaHCHpaHO,
CIIOXKEHOCT je uHeapHa (jep je petuerse jeaHauunse 1'(n) = T'(n—1)+O(1) takohe O(n)). 3aucra, kakas rof 1a je
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00NMK JipBeTa, CBakM YBOp ce mocehyje camo jenHoMm. Bpeme msBpruaBatba 3anoBosbasa jemHaundy 1'(n) = T'(k) +
Tn—1-k)+01)1j. T'(n) =T(k)+T(n—1—k)+C, na ce nuaykimjom Moxe nokasaru ja Baxu 1'(n) < Cn.
3awncra, Ha ocHOBY HHAyKTHBHE xumnotese Baxu I'(n) = T'(k)+T(n—1-k)+C < Ck+C(n—1-k)+C =Cn

cvor* ucitaj() {

char c;

cin >> ¢;

if (c == '-")
return nullptr;

else {

// ucitali smo [
int vrednost;
cin >> vrednost >> ws; // ucitavamo vrednost u korenu i preskacemo beline
cvor* levo = ucitaj(); // rekurzivno ucitvamo levo poddrvo
cin >> ws; // preskacemo beline
cvor* desno = ucitaj(); // rekurzivno ucitvamo desno poddrvo
cin >> ws; // preskacemo beline
// ucitavamo ]
cin >> c;
// kreiramo koreni cvor 1 vracamo celo ucitano drvo
return napravi_cvor(vrednost, levo, desno);
}
}

// izracunava faktore ravnoteze svih cvorova
void visinalMaxFaktorRavnoteze(cvor* koren, int& visina, int& maxFaktor) {
if (koren == nullptr) {
visina = 0;
maxFaktor = 0;
return;

}

int visinalLevo, maxFaktorLevo;

visinaIMaxFaktorRavnoteze(koren->levo, visinalevo, maxFaktorLevo);
int visinaDesno, maxFaktorDesno;
visinalMaxFaktorRavnoteze(koren->desno, visinaDesno, maxFaktorDesno);

int faktorKoren = abs(visinalLevo - visinaDesno);

maxFaktor = max({maxFaktorLevo, maxFaktorDesno, faktorKoren});
visina = max(visinalLevo, visinaDesno) + 1;

}

int maxFaktorRavnoteze(cvor* koren) {
int visina, maxFaktor;
visinaIMaxFaktorRavnoteze(koren, visina, maxFaktor);
return maxFaktor;

3anarak: [{ujamerap duHapHor ApBeTa

HedununmmMo avjameTap OMHAPHOT ApPBETa Kao Opoj YBOpOBa Ha MyTamy u3Mehy 1Ba HajynabeHHja yBopa (To he
CUTYPHO OWTH JIICTOBM), pauyHajyhu u Te uBopoBe. Harmuimm nmporpamM koju yuuTaBa OMHApHO JIPBO U M3pavyHaBa
ErOB JMjaMeTap.

Vaaz: Tlpa3no duHapHO APBO ce 3a/aje KapakTepoMm -, a HenpasHo y odiuky [k <levo> <desno>], rae je k ueo
Opoj (BpeaHOCT y KOpeHy), a <levo> u <desno> Cy JIEBO U JIECHO MOJAPBO 3aKMCaHu y UCTOM (popmary.

M3na3: Ha crangapaau n3ias UCIMCATH TPAXEHU AMjaMeTap yUUTaHOT IpBeTa.

IIpumep
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Yaaz Hznaz
[t [6--1[3([2([7-([8--]11-11[4-15--1111 6
Objaurserve

YunTaHo JpBO je MpHKa3aHo Ha CIIILIH.

Cruka 3.2: bunapHo ApBo

Hajgehe pactojame je 6 u oHO ce mocTke n3mel)y YBopoBa 8 u 5.
Pememe

JBa HajynaseHHja yBopa (JiMcta) Mory ga Oyay oda y JieBOM MOAIpPBETY, 00a Y AJECHOM MOJAPBETY WM jelaH MOXKe
na Oyzie y JIeBOM, a jeslaH y A€CHOM IOAApBETy. Y TpBa /iBa ciiydaja myT n3Mely mUX He cagpku KOpeH, a y Tpehem
ciydajy myT u3Mely BHX caipu KopeH. Y MpBa JjBa ciIydaja qujamerap ApBeTa jeJHaK je AUjaMeTpy JIEBOT OJHOCHO
JIeCHOT JIpBEeTa U MOXe OMTH M3padyHaT peKyp3uBHO. Y Tpehem ciydajy 3HaMO Aa HajoyKH IyT CapKu KOpeH
JpBeTa, Kao U IyTeBe Ol KOpeHa JIEBOT JPBETa JJO HEKOT HEroBOT JIUCTA U 0]l KOPEHa AECHOT pBETa O HEKOT BEer0BOT
JIUCTa, TIPU 4eMy TH IyTeBU Tpeda Ja Oymay mro ayxku. MehyTuM, Hajayxku IMyT oJ KOpeHa JI0 JIUCTa Y OpBETy je
yIIPaBo BHCHHA TOT JPBETa, M2 je Hajayu MyT KOjU Tposa3u Kpo3 KOpeH JpBerta 3a jeaaH Behu on 30upa BucHHA
JIEBOT ¥ JIECHOT TIOJI/IpBETA.

Bucuny gpBeTa 1ako MOXEMO M3pavyyHATH MOCEOHOM PeKyp3MBHOM (PYHKIMjOM (BHCHHA Mpas3Hor apeeta je 0, a
BHCHHA HETIpa3HoT JpBeTa je 3a jegaH Beha o MakcMMyMa BUCHHA JIEBOT U JECHOT TO/IPBETA).

Ca ¢yHKIMjOM 3a M3pauyyHAaBaHke BUCHHE HA paclojiaramy, JIAKO je Je(UHHUCATH PeKyp3UBHY (DYHKLUjy KOja U3-
padyHaBa aujamerap. Jlujamerap mpasHor apseta je 0, a y CyNpOTHOM je MAaKCHMyM JIfjaMeTpa JIEBOT MOJpBETa,
JvjaMeTpa IECHOT MoJpBeTa 1 30Mpa BUCHHA THX HojipBeTa ysehaHor 3a 1.

AHanmn3a cJI0KeHOCTH. AKO NPETHOCTABUMO Ja je APBO OKO CBAKOI' CBOT YBOpPAa YPAaBHOTEKEHO Tj. a je Y CBAKOM
TIO/IIPBETY T10J1a YBOPOBA JIEBO, A 110J1a YBOPOBA JIECHO O KOpeHa, (byHKIIMja Koja n3padyHaBa BUCHHY JIpBETa ca 1
YBOpOBA 3a/10BoJbaBa jeaHaunHy 1'(n) = 2 - T(n/2) + O(1), umje je pemrerse Ha ocHOBY Mactep Teopeme O(n).
CJIOXEHOCT je TakBa 1 Oe3 Te MPETIIOCTaBKe (KO je JPBO JAEreHEePUCaHO Y JIUCTY, CIIOKEHOCT 33/10BOJbaBa jeJHAYMHY
T(n) =T(n—1)+ O(1) unje je pereme takohe O(n)). Y MHTYUTUBHO je jacHO aa (pyHKLHja y CBAKOM HO3UBY
Mopa Aa odule 1 IeBo 1 AeCHO MoacTado Aa OM opeansia BUCUHY, Tako aa (PyHKIIMja 00OMIa3u CBe YBOPOBeE (jeTHOM)
U CTOra je JIMHeapHe CI0XEeHOCTH Y OJJHOCY Ha Opoj YBOpoBa cradia.

Iof PETIIOCTABKOM [ je PBO OKO CBAKOT YBOPa YPABHOTEKEHO, CIIOKEHOCT (DYHKIIMje KOja IPOHAA3H AfjamMeTap
3agoBosbaBa jepHaumny T'(n) = 2 - T'(n/2) + O(n) 1 weHa je CIOKEHOCT, 3HAMO Ha OCHOBY MacTep Teopeme,
O(nlogn). AKo je IpBO M3IETEHEPHUCAHO Y JUCTY (IUTO CE MOXE JECUTH Y HajropeM ciydajy), Zoduja ce qa Bpeme
u3BpIIaBaa 3a10B0sbaBa jeaHaundy 7' (n) = T(n — 1) + O(n) unje je pememe O(n?). Peuumo jga KibydHu
npodJieM HacTaje ycie/] Tora IITo ce BUCHHA JIeNIOBa IpBeTa U3padyHaBa H3HOBA M M3HOBA.

int visina(cvor* koren) {
if (koren == nullptr)
return 0;
return 1 + max(visina(koren->levo), visina(koren->desno));

}

int dijametar(cvor* koren) {
if (koren == nullptr)
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ITABA 3. KOHCTPYKIINJA AJITOPUTAMA PEKYP31JOM TJ. UHAYKIINJOM

return 0;
int dijametar_levo = dijametar(koren->levo);
int dijametar_desno = dijametar(koren->desno);
return max({dijametar_levo, dijametar_desno, 1 + visina(koren->levo) + visina(koren->desno)});

}

EdukacHuje pelemne ce 1001ja ako ce ymecTo 3aceOHMX (hyHKLMjA 32 U3payyHaBabe BUCHHE U JHjaMeTpa, UHAYK-
THBHA XHUIIOTe3a 0java U AeuHuIe ce (PyHKIHja KOja NCTOBPEMEHO H3padyyHaBa BUCHHY U AHjaMeTap.

AHasnmn3a caokeHocTH. o mpeTnocTaBKoM jia je ApBO dajlaHCUpaHO, OpOj KOpaka y U3BpIIaBary OBOT AJITOPUTMA
3aoBosbaBa jeqHauny T'(n) = 2 - T(n/2) + O(1), umje je pemerse O(n). Yak u Kaga IpBO HHje dATAHCHPAHO,
CIIOXKEHOCT je tuHeapHa (jep je petuense jeaHaunte T'(n) = T (n—1)+O(1) takohe O(n)). 3aucra, Kakas rof ia je
obnmK ipBeTa, cBakM YBOp ce mocehyje camo jenqHoMm. Bpeme m3BpruaBatba 3anoBosbasa jemHauny 1'(n) = T'(k) +
T(n—1—-k)+0(1)1j. T(n) = T(k)+T(n—1—k)+C, na ce unaykiumjom Moxe nokasaru na saxu T'(n) < Cn.
3aucra, Ha ocHOBY uHayKTHBHE xunorese Baxu T'(n) = T(k)+T(n—1—k)+C < Ck+C(n—1—-k)+C = Cn.

void dijametar_i_visina(cvor* koren, int& dijametar, int& visina) {
if (koren == nullptr) {
dijametar = 0;
visina = 0;
} else {
int dijametar_levo, visina_levo;
dijametar_1i_visina(koren->levo, dijametar_levo, visina_levo);
int dijametar_desno, visina_desno;
dijametar_1i_visina(koren->desno, dijametar_desno, visina_desno);
dijametar = max({dijametar_levo, dijametar_desno, 1 + visina_levo + visina_desno});
visina = 1 + max(visina_levo, visina_desno);
}
}

int dijametar(cvor* koren) {
int d, v;
dijametar_i_visina(koren, d, v);
return d;

}
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I'naBa 4

CTpykType nogaraka

EdukacHa opranusarniyja nojataka y MEMOPH]jH, TaKO Ja Ce MOIally MOTY JIaKO MPETPakMBaTh U MEmhaTH MPEICTaB/ba
BakaH IMPeAyClIoB Mucama epukacHuX nporpaMa. Ilopea mpUMHUTHBHUX THIIOBA MojAaTaka (MOMYT, Ha IPUMep, CTa-
THYKHY aJIOLMPAHUX HU30Ba WINM KOPUCHUYKH Je(PUHUCAHUX CTPYKTYPHHUX TUIIOBA), CABPEMEHU NPOTPAMCKH jE3UIU
HyZIe BEJIUKU Opoj OMOIMOTEeYKHX CTPYKTYpa MOJAaTaKa KOje OJIAKIIAaBajy MPOLEC MporpaMupama. Y HacTaBKYy
hemo npuKa3aT CTPyKType MojaTaka, Koje ce TOJMKO YeCTO yNOoTpedbaBajy Ja Cy JUPEKTHO MoApskaHe y dndimo-
Tekama BehmHe MporpaMcKuX je3uKa.

CTpyKType nojaraka MOKeMO MocMaTpaTH MPEeKO BUXOBUX OIepalidja, Tj. MPeKo (PyHKIIMOHATHOCTH KOje MpyKajy
CBOjUM KOPMCHHUIIMMA. Y TOM CBETJIy 3a KOopHIlhewe HeKe OUOIMOTeuke CTPYKType MojaTaka MoTpedHo je 3HATH
HEH arcTpakTHU uHTepdejc (pyHKIMje Tj. METoJE KOje ce 03MBajy Ja OM ce U3BpILWIIE ONepaluje HaJ Mojanuma
CKJIQJIMIITEHNM Yy CKJIOITY CTPYKTYpE), IOK BeHa MMITIEMEHTal1ja MOKe OCTaT! y MOTITYHOCTH cakpuBeHa. [Ipu Tom,
BEOMa je BaKHO MMaTu ocehaj 1 0 CJI0KEHOCTH CBaKe Omepalyje.

Jesuk C++ mpyska HOAPIIKY 3a BEIUKU OpOj CTPYKTypa MoAaTaka, OMIO MPIMUATHBHUX, OAPKAHUX KPO3 CaM je3HK,
OuIto moapxkaHuX Kpo3 crangapany oudmmoreky (STL).

IMo HaunHy Kako cy MIMIUIEMEHTHpaHe, OUdIMOoTeUKe CTPYKTYpe nojaTaka (Kaxke ce 1 KOHTe jHepH, CHIJI. containers)
ce MOTy rpynucarty Ha ciesiehn HaunH.

* V rpymy cekBeHLIMjaTHUX KOHTejHepa cagajy array, string, vector, list, forward_list u deque.
e V rpymy agantopa KoHTejHepa crajaajy stack, queue u priority_queue.
e V rpyny ypeheHux acolujaTUBHUX KOHTejHepa crnaaajy set, multiset, map u multimap.

* V¥V rpyny HeypeljeHUX acolujaTHBHUX KOHTejHepa criajgajy unordered_set, unordered_multiset, unorde-
red_map, unordered_multimap.

TecHO moBe3aHM ca KOHTEjHEPHMa Cy HTePaTOPH KOjU Cy YOIIITEeHe MOKa3MBavya M MPEACTaBbajy 00jeKTe Koju
mokasyjy Ha oapeheHo mecto (Ha ofgpeljeH esleMeHT) yHyTap KOHTejHepa WM €BEeHTYaJTHO Ha €0 MEMOpHje Hero-
CpeJHO M3a elieMeHaTa KOHTejHepa (TakaB je CIelUjalH| uTepaTtop Koju ce poduja metogom end). Mrepatopu ce
MOTy gepepepenyupaiiiy TIPUMEHOM OIIepaTopa *, ITO 3HAUH Jja Ha OCHOBY UTEpaTopa MOXEMO OYUTATH WA U3Me-
HUTH eJIeMEHT KOHTejHepa Ha KOjH Taj UTepaTop MoKasyje. Y3 To, UTepaTopy ce MOTy IomepatH (Y 3aBUCHOCTH O[]
KOHTEjHEepa, CaMo y jeIHOM WM y 00a cMepa) U MopeanTH (ropehere jeqHaKOCTH 1 pa3IMuMTOCTH UTepaTopa ore-
patopuMa == 1 ! = je yBeK NOApKaHO, a IOHeKa je Moryhe yrnopeauTH Aa JI je HeKU OnepaTop UCTIpe[ WX Jpyror,
omeparopuma <, <=, > U >=) . MHore 0ubdaMoTeuke (pyHKIMje KOje ce MPUMeYjy Haj eleMeHTUMa KOHTejHepa
3axTeBajy Map UTepaTtopa KOju orpaHuyaBa JIeo KOHTejHepa Ha Koju he ce ¢yHKIMja npuMemuBaTh (Hajuyenthe ce
HaBOJY Tap UTepaTopa IodujeHnX Metoaama begin koju end orpaHnyYaBajy IeTOKyIaH KOHTEJHEP Tj. CBE FETOBE
eJIeMeHTe).

CexeenyujanHu KowitiejHepy ce KOPUCTE 3a CKIIAAMINTEE cepyja eleMeHaTa. EneMeHTH ce yBeK CKIIaAMINTe CeKBEH-
LIMjaJHO, jeJaH M3a JPYIor, Ia CBU CEeKBEHLIMjaJIHA KOHTEjHEPH MpeACTaBibajy oApeheHa yormrewa NpUMUTUBHIX,
CTaTUYKU aylolpaHux Hu30Ba. Kapakrtepuiie ux MmoryhHocT oduacka CBUX ejleMeHaTta peioM (IoHeKa[ y o0a npas-
11a), Kao ¥ MOTyhHOCT MH/IEKCHOT ITPUCTYIIA €lIeMEHTY Ha OCHOBY HETOBe MO3UIMje (0AyIIe, Ta onepalyja He Mopa
YBEK J1a Oy/ie KOHCTAHTHE CJIoKeHOCTH). Ca M3y3eTKOM array, KOju MpeIcTaBba CaMo TaHaK OMOTA4 OKO ITPUMUTHB-
HOT' CTAaTMYKOT HU3a U YMja JUMEH3HMja MOpa OUTH TTO3HATa ITPUIIMKOM IpeBojjera mporpamMa, CBM OCTaIN CEKBEHIIU-
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IVIABA 4. CTPYKTYPE IIOJJATAKA

JAJTHM KOHTEjHEpH Cy ANHAMHWYKH aJIONMPaHH U JIOIYIITEHO je ¥ yMEeTambe 1 OpHcarbe eJleMeHara (1 Ha TIoYeTak ¥ Ha
CpeAvHYy U Ha Kpaj), IIPH YeMy CJIOKEHOCT THX Ollepariyja 3aBUCH OJ] 0Jadrpa CEeKBEHIIjaJTHOT KOHTejHepa (cTora
ux Tpeda KOpUCTUTH Beoma 00a3puBo). Mako umMajy gocra cimyad uHTepdejc, CEKBEHIUjaTHN KOHTE JHEPH CY MM-
IUIEMEHTHPaHU Ha Pa3jIMuuTe HauMHe, [la UM ce Pa3JMKyje CJIOKEeHOCT u3Bohema oapeheHux onepamuja. CBaku of
BUX UMa oJpeheHe NpeIHOCTH U MaHe U CLIEHapHje Y KOjuMa je MOXKeJbHO U CLEHapHje Y KOjuMa ra Huje TOKebHO
KOPHCTHUTH.

Aganiitiopu koHitiejiepa camo TIPeJICTaBbajy CJ0j U3HAJ HEKOT Ofl MocTojehnx CeKBEeHIMjaTHUX KOHTEjHepa U Mpy-
’Kajy arncTpakTHU UHTepdejc U3HaA UMIUIEMEHTalje CeKBEeHLIMjaJTHOT KOHTejHepa, UMIUIeMeHTupajyhu hyHKIuje
TOr UHTepdejca KopUlINeheM CEKBEHLIMjATHOT KOHTEJHEPA 32 CKIAAMIITEE MojaTaka. AIanTopy UMajy CBOj MOA-
pasyMeBaHH CEKBEHIIMjaJIHU KOHTEjHEP, KOjU ce MOXKe MIPOMEHHUTH MPWJIMKOM JIeKJIapycara MPOMEHIbUBHX.

* stack ummnementupa dynkiyje creka (LIFO) rae ce eemeHTH MOTY J0/IaBaTH U YKJIaWkaTH ca JeHOT Kpaja.
¢ queue nmmmuiemenTrpa ¢pyaknmje pena (FIFO) raoe ce enemeHTr Honajy Ha jenas, a y3uMajy ca Jpyror Kpaja.

e priority_queue umruieMeHTupa (pyHKIIMjE pefa ca MPUOPUTETOM IJe Ce eJIEMEHTH JI0[a]y Y IPOU3BOJLHOM
pexnocneny, a Bage y Hepactyhem pezociiely BpeAHOCTH (M3 pejja ce YBEK MOXKe ITPOYMTATH U U3BA/IUTH CAMO
HajBehu eneMeHT pena).

Acoyujaimiueru KoHitiejHepu IOAPa3yMeBajy a ce yMeTame, IpeTpara u Opucame ejieMeHaTa BpIlI Ha OCHOBY HHIXOBE
BPEJHOCTH, a HE Ha OCHOBY TO3MIIMje Ha KOjOj ce Hajla3e — IMPUCTYI eJIeMEHTUMa je Ha OCHOBY KJbyYa, a He Ha
OCHOBY WMHJIEKca Tj. mo3unuje. Koja cekBeHIMjaTHUX KOHTEjHepa OHOC eJeMEeHaTa ce MPUPOIHO YCIOCTaB/ba Ha
OCHOBY HHIXOBOT I0JIOKaja YHyTap KOHTejHepa (De3 0d3upa Ha BpenHocTH). Ha mpumep, y Hu3y je moryhe u ga ce
HEKW MamH eJIeMeHT Hajla3u ucrpen Beher U da ce HeKr Behu esleMeHT Hajla3u ucnpen Mamer. Ca apyre cTpaHe
T0JI0KAa] eJieMeHaTa y acollMjaTUBHUM KOHTEjHEpHUMa ce yCIOCTaB/ba UCKJbYYMBO Ha OCHOBY HMIXOBE BPEIHOCTH (Ha
npuMep, y ypeheHOM CKyIy MarbU eJIeMEHTH YBeK MpeTxojie Behum).

OCHOBHH acoOlMjaTUBHU KOHTE JHEPH CY CKYio6u i maiie Tj. peunuiyy. CKyIOBH OAroBapajy CKyloBUMa Yy MaTeMAaTHIIH
U TIpy>kajy eprKacHO J0JaBarbe 1 N3dAIMBambE eJIEMEHATa, Kao U POBEPY Ja HEKM eJIEMEHT IPUIaja cKyiy. Mare 1j.
PEYHMIIM UyBajy KOHauHa MpecMKaBama y KOjuMa ce HeKUM KJbyueBUMa (eJIeMEHTHMa HEKOT JOMEHa) IPUIPYKY ]y
HEKe BPEeJHOCTH (eJIeMEHTU HEKOT KOJIOMEHa).

Ha ocHOBY HauMHa Kako cy UMIUIEMEHTHPaHH, aCOLIMjaTHBHU KOHTEjHEPH ce [iesie Ha ypelere U Heypehere. YpeheHn
acOIMjaTHBHU KOHTE jHEpU KOPUCHHUIIMMA HyZe oapeheHe nogaTHe (pyHKIMOHATHOCTH (Ha IIPUMep, UCITHC CBUX elle-
MeHata y pactyhem peociiely BpeTHOCTH UJIH MPOHAIAXKEHE HajMatber eleMeHaTa Koju je Behu o1 aate BpeAHOCTH),
aJIM TIO LIeHy J1a Cy MOHeKajl MaJio CIIOpHjHU of] HeypeheHux.

Ypeheru acouujaitiueru xonitiejuepu cy cnepehn:
¢ set<T>— ckyn eemenara tuna T
e multiset<T> — mynTHCKyn efeMeHaTa Trma T (ZOIMYIITEHA Cy BUILIECTPYyKa I10jaBbHBarba eJieMeHaTa)
¢ map<K, V>—mpeciaukaBame KibydeBa tuna Ky BpeiHocT# timna V

e multimap<K, V> — mpecimkaBame KbydeBa TUNa K y BpeIHOCTH THMA V IIpY YeMy ce CBaKH OpPUTHHAT MOXeE
CJIMKATU Y BULIC PA3JIMYUTH CJIUKA.

CBM OHM TIPETTIOCTaBJbajy Ja CE IMXOBH €JIeMEHTH (Tj. KJby4UeBH Yy ClIydajy Mara W MyJITHMara) MOTy HOpEeIuTH
(penanujckum omeparopoM <). OdMYHO Cy MMIUIEMEHTHPaHU NoMohy camodanancupajyhux ypeheHnx duHapHHUX
JpBeTa ¥ KapaKTepHIle UX JOrapuTaMcKa CJIOXKEHOCT OCHOBHMX Omepalyja. YKpaTKoO, CKJIAJUIITHE eleMeHaTa y
JpBETy MojJpa3yMeBa Jja Cy eJIeMEHTH CKJIAJUIITEHH y YBOPOBMMa KOjU OCUM PEJIEBAaHTHUX BPEJHOCTH 4YyBajy W
MOKa3MBaye Ha JieBa U JiecHa NoaapeeTa. YpeheHa duHapHa ApBeTa Mojpa3yMeBajy Aa ce je BPeAHOCT y CBaKOM
yBopy Beha WM jeqHaka o BpeJHOCTH Y CBMM UYBOPOBHMA JIEBOT M CTPOTO Mama O] BpEJHOCTH OJ1 CBUX YBOPOBA Y
JECHOM TOAIIPBETY, IITO 3HAUM A CE CE yMeTame U IIpeTpara oCTBapyjy BeoMa CIMYHO IOCTYNKY OMHapHE MpeTpare
(mopehemeMm ca BpeaHoly y KOpeHy M 3aTUM TIPEJTACKOM Ha JIEBO MJIM IeCHO MogpBo). CTora cJI0KeHOCT 3aBUCH
0J1 BUCHHE OMHAPHOT JIpBETa, K0ja y Cciaydajy Aa je ApBO OaJlaHCUPAHO (Ja ce BUCHHA JIEBOT U JIECHOT TIOpBeTa He
pas3yuKyjy MpeBHUIle), JOTapUTAMCKHU 3aBHUCH OJ] YKYITHOT Opoja YBOpOBa Y IPBETY.

Heypehernu acouujaitiueru xouitiejuepu cy crepehn:

e unordered_set<T>

e unordered_multiset<T>

e unordered_map<K, V>

e unordered_multimap<K, V>
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4.1. CKYIIOBU 1 MAIIE (PEYHUIIN)

OOMYHO cy IMIUIEMEHTHPAaHH OMONY Xxeut-itiadena v KapaKTepHIIle IX aMOPTH30BaHa KOHCTAHTHA CIIOKEHOCT OCHOB-
HUX onepanyja. HeypeheHu KoHTe jHepr IPETIIOCTaBIbajy Aa MOCTO ju NedpuHKCcaHa Xeut-byHkuyuja hash xoja enemen-
Te CKyIa Tj. KJbyueBe MaIle CJIMKa Yy 11eJ00pojHe BpeJHOCTH (T3B. Xelll-KOJ0Be) Koje oapelyjy Mo3uInjy yHyTap HU3a
BpEIHOCTH Ha KOjoj eleMeHT Tpeda Jia ce Halje, ako je eJieMeHT CKyma Tj. KJbyd y Manu. Moryhe je u 1a HacTyne Ko-
Ju3uje Tj. Ja BUILIE eJleMeHaTa MMa UCTe Xelll-KOAOBE Tj. Ja ce Xel-(DyHKIMjOM CIMKajy Ha ucTy no3uuyjy. Iloctoju
HEKOJIMKO HaYMHA pa3pellaBarba KoJM31ja (HajjeHOCTaBHIja IOIpa3syMeBa Jia Ce Ha TOj MO3HUILIMjH JyBa JIMCTAa CBUX
eJleMeHaTa KOjH Cy Xem-(pyHKIIH]OM MPUAPYKEHHU TOj TIO3UIIU]H).

4.1 CkynoBu n Marne (pe4HHIIN)

4.1.1 CkynoBu

V mporpamMmmMa 4ecTo MMaMo MoTpede Ja OfpxkaBaMo CKYII eJeMeHaTa (Oe3 JyIuikaTa), y Koju eprkacHO MOXeMO
Ja IoJajeMo eleMeHTe, U3 Kora e(pukacHo MOkeMo J1a u3dailyjeMo eneMeHTe U 3a KOju e(puKacHO MOKEMO Ja Ipo-
BepaBaMo Jia JIM je HeKa 3a/iaTa BPeAHOCT eJleMeHT cKyna. CaBpeMeH! NPOrpaMCcKH je3ULH Y CBOjUM OudIroTekama
MIpy’kajy CTPyKType MoJaTaka Koje Hyje OaIl oBe oleparyje.

V jesuky C++ CKyIl je moAp:kaH Kpo3 IBe Kiace: set<T> u unordered_set<T>, rae je T TUI elxeMeHaTa CKyma (3a
BUXOBO KopuIllhemwe je MoTpedHO yKJbYUUTH 3ariaBbe <set> Tj. <unordered_set>). MMruiemeHTanuja je pasam-
yyTa (MpBa je 3acHOBaHa Ha OajaHCHpaHUM OMHApPHUM JPBETHMA, a Jpyra Ha xell-TadesaMma), na cy UM BpeMeHCKe
1 MTPOCTOPHE KapaKTepHCTUKE JAOHEKJIE Pas3InInTe.

Ckymosu mojip:xaBajy cienehe ocHOBHe oreparyje (3a Imperiie]] CBUX orepaliyja ynyhyjeMo uuraolia Ha JOKyMeHTa-
wjy):

* insert - ymehe HOBU efleMeHT y CKyT (aKo je eeMeHT Beh y ckymy, oneparja Hema epexta). Kaga ce kopuctu
set, cnoxkenoct ymerawa je O(log k), rae je k Opoj enemenara y ckyIy, a Kaja ce kopuctr unordered_set,
cioxkeHocT Hajroper ciydaja je O(k), nok je npoceuna cinoxkenoct O(1), pu yemy je aMOpPTH30BaHa IeHa
CBAaKOr JIOaBama y cKiiomy Beher dpoja y3actronuux jgonaBama takohe O(1). Harmacumo u ia KOHCTaHTe KOJ
cioxeroctd O(1) Mory OUTH pesIaTHBHO BEJIMKE U [ja YMETarbe He MOXKEMO CMATPATH jaKo Op30M Omeparujom.
UYecra onepanja je 1omgaBame n eJeMeHaTta y cKyl. Hajropa cJIoXeHOCT je ako Cy CBH eIeMEHTH Pa3InduTd
uy ciyuajy ypeheHor ckymna usHocu npuoimkHo log 1 + log 2 4. . . + log 1, 3a 1mTa ce MOXe MoKa3aTH Ja je
O(nlogn).

* erase - yKJiama JaTH eJIEMEHT U3 CKyNa (aKo eJIEMEHT He IOCTOjH y CKYITy, CKYII ce He Merba). CII0KEHOCT je
MCTA KA0 y CIIydYajy yMeTamba.

e find - mpoBepaBa Ja Ji CKyN CaiipXku JaTW eleMeHT M Bpaha urepaTop Ha mera wiv end ako je oaroBop
HeraTuBaH. Tako ce MpoBepa MPHIATHOCTH eJleMeHTa € CKyIy s Moxke m3Bpmmta ca if (s.find(e) !=
s.end()) ... CioxeHocr Hajroper ciy4aja oBe onepanuje ako ce kopucrtu set je O(log k), a ako ce kopuctu
unordered_set cioxeHoct Hajroper ciydaja je O(k), amu je mpoceuna cioxenoct O(1).

* size - Bpaha Opoj enemeHara ckyma.

Moryha je u utepanuja Kpo3 ejgeMeHTe ckyna kopuiihemweM nembe odnmumka for (T element : skup), npu yemy
ce eJIeMeHTH KoJieKIje set Hadpajajy y coptupaHoM, a unordered_set y npuiiMyHO HACYMUYHOM penocneny (pe-
nocieq je ogpeheH xem-(pyHKIjoM Koja ce KOPHCTH U Ha Hera ce, Kao IMTo caMo uMme unordered roBopu, He Tpeda
ocCJIamaTH).

AKo ce y CKyH CTaBjbajy eJeMEHTapHU THIIOBH MojaTaka (dpojeBH, HUCKE, ...), Tajla ce KOPUCTH MoJpa3yMeBaHU
nopesiak y ciaydajy ypeheHux Tj. moapasymeBaHa xeil-(byHKIMja y ciydyajy HeypeheHUX cKyrnoBa (Ha mpumep, y
ciydajy dpojeBa mojapaszymMeBaHH nopenak je pactyhu). OBo je Moryhe mpoMEeHUTH, ajli U3J1a3K BaH IOMEHa OBOT
Matepujana. la Ou ce popMuUpao CKyI ejeMeHaTa HEKOI TUIIA HaJl KOjUM HUje 1e(PUHUCAH MOIpa3yMeBaHH NOpelaKk
HUTH Xem-(pyHKIHUja (Hajuyenhe CKym CTPYKTypa WIH odjeKaTra HeKe Kiace), MOTPedHO je TocedHo nedprHuCcaTH
(¢yHKIIM]jy TOpeTKa y ciyyajy Kopuinhemwa ypeheHnx 1j. Xxem-(pyHKIujy y cnydajy kopummhema HeypeheHux cKymnoBa.
MznBojuhemo caMo ciiyyaj Kaja *KeJIuMo J1a HallpaBUMO CKYIT Y KOM Cy elleMeHTH ypeheHu Hepactyhe (mpu yemy
Ha TUIly NojaTaka I0cToju noApa3yMeBaHu Heomnajaajyhu nopenak). TakaB ckyn je HajjeqHOCTaBHUje nepUHUCATU
kopuinheweM set<T, greater<T>>, rie je 3a ynmorpedy greater moTpedHO YKJbyUnTH 3ariaBibe <functionals.

VYpehenu ckynoBu (koJiekyja set) nonp:xanajy U METoOAe:

e lower_bound(x) - mpoHana3u HajMamH €JeMEHT CKyla Koju je Behn wim jemHak on jaTe BPEeAHOCTH X U
Bpaha uTepaTop Koju yKa3yje Ha iera (Wil end, ako TakaB eJIeMeHT He TIOCTOjH),
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e upper_bound(x) - mpoHana3u HajMamkK eJIeMeHT CKyIa KOju je cTporo Behu of 1aTe BpegHOCTH X U Bpaha
UTEepaTop KOjU yKa3yje Ha mera (Win end, ako TakaB eJIeMEHT He TIOCTOjH).

INonpazymeBanu nopeaak ejaemMeHara y ckyiy je pactryhu u merone lower_bound u upper_bound pase y onHocy Ha
Taj mopesiak (Mpy YeMy ce NopeaaK MOe IPOMEHUTH MPUIIMKOM Jie(pHHHCaba CKyIla U IPUMEHE OBUX (PYHKIHja,
HaBohemeM jpyraunje pyaknmje mopehema).

4.1.1.1 MyaruckynoBu

CkynoBy, Kao M y MaTeMaTHIIY, He MOT'y J1a cajpxke ayimkare. Kaga ce enemeHT koju Beh nocroju y ckymy yoaityje
y CKyIl METOZIOM insert, CKyI ce He Mema. JeHO yOIuTemhe CKYNoBa Aajy MYAUUCKY o8y Y KOjUMA je AOIMYyIITEHO
TIOHABJbAME eJleMeHaTa. MyNTHCKYIIOBH Cy MOAPXaHU OMOIMOTEYKOM CTPYKTypoM multiset<T>, koja ce KopucTH
Ha MOTITYHO UCTU HAUWH Kao U set<T> (3a meHo Kopuliheme je Takohe TOBOBHO YKJbYUUTH 3arjaBibe <set>).

4.1.2 Mane (peyHnIm)

IIporpamcku je3uk C++ mpyxa MOAPIIKY 32 Kpeupame Mara (pedHrKa, acOMjaTUBHUX HU30Ba) KOjU MPEICTaBIbajy
KOJIEKIIMje TIo/laTaka Y KOjiMa ce KJbyueBUMa HEKOT THIa MPUIPYXKYjy BPEAHOCTH HEKOT TUIa (He 00aBe3HO UCTOT).
Ha npumep, nmeHnmMa mecenu (nogauuma tuna string) MoxkeMo JoAeauTy 0poj AaHa (nmojatke tuma int). Peu-
HUIIY Ce TIpe/ICTaBbajy odjekTrMa Tuma map<TipKljuca, TipVrednosti>, mecpunmcanom y 3arnmaBby <map>. Ha
puMep,

map<string, int> brojDana =

{
{”januar”, 31},
{”februar”, 28},
{"mart”, 31},

};

[TpumeTrMO 1a CMO MHUIMjAITM3ALIH]Y MaTle U3BPIIMIIM TaKo IITO CMO HaBeJIH JIKCTY rapoBa odimka {kljuc, vred-
nost}. VHuIMjanmM3aiyjy Hrije HeOIXOTHO U3BPIIUTH OIMaX TOKOM Kpeupama, Beh je BpegHoct Moryhe nomaBatu
(a m untaTn) KopuIheweM MHIEKCHOT TpucTyna (momohy 3arpana [ ]).

map<string, int> brojDana;
brojDana[”januar”] = 31;
brojDana[”februar”] = 28;
brojDana[”mart”] = 31;

Many, jakije, MOKEMO CXBATHTH M KaO HU3 Tj. BEKTOP Yy KOME MHIEKCH HHUCY 00aBe3HO M3 HEKOI IeJ00pojHOr
uHTepBaa odiuka [0, ), Beh Mory duty npoM3BOJBHOT THIIA.

Ipetpary kby4ya MmoxeMo octBaputu MetogoM find koja Bpaha uteparop Ha npoHahjeHU eleMEHT Tj. UTepaTop u3a
Kpaja Marie (Koju 10d1jamMo MeToioM Wir (hyHKIMjoM end), ako eleMeHT He roctoju. Ha mpumep,

string mesec;
cin >> mesec;
auto it = brojDana.find(mesec);
if (it !'= end(brojbDana))
cout << ”Broj dana: ”
else
cout << ”Mesec nije korektno unet” << endl;

+ *{t << endl;

Cge eniemenTe peuyHnka moryhe je ncricaty kopuihemweM newse for. Ha npumep,

for (auto& p : brojDana)
cout << p.first <<

2, 0

<< p.second << endl;
AJITEpHATUBHO, MOKEMO EKCIUTMIIUTHO KOPUCTUTU UTEPATOPE

for (auto it = brojDana.begin(); it != brojDana.end(); it++)
cout << it->first << ”: ” << it->second << endl;
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IMpumeTnMo 1a cMO y TIPBOM CJy4dajy KOPUCTHIIM pehepeHIly Aa ce map eJeMeHara He OM KOIMPao Y CBAKOM KOPaKy
newse. Y IpyroM ciiydajy ce KOpUcTe UTepaTopy M OPUTMHAIHOM Iapy eleMeHaTa ce IIPUCTYyIa JiepepepeHIpambeM
uteparopa.

V cnyvajy ypeheHux mamna, uteparyja ce BpIIM y COPTUPAHOM PEAociey KJbydeBa.

Iocroju u 00k Heypeherne mane (unordered_map U3 HCTOMMEHOT 3ariiaBiba), KOja MOke OUTH Y HEKUM CUTYaIlU-
jama maio Opxa Hero ypeheHa (copTupana) Marna, HO TO je 0OOMYHO 3aHeMapuBo. KipydeBu copTHpaHe mare Mory
OWUTH caMO OHH THUIIOBH KOjU C€ MOTY TIOPEAUTH PENIalljCKUM OIlepaToprMa, JOK KJbydeBU HeypeleHe marie Mory
OUTH caMO OHH TUIIOBH KOjU Ce MOTY JIAKO MIPETBOPUTH y Opoj (T3B. Xem-BpeaHocT). Hucke, koje hemo Hajuemrhe
KOPUCTUTH Kao KJbyueBe, 33/10BO/baBajy 0da ycioBa.

3anarak: Jlyniaukaru

Osaj 3agaiiiax je ioHO6/bEH Y UUBY YEEHCOABArbA PANUMUTIUX THeXHUKA peutasarsa. Bugu iliexcit 3agarixa.
Toxywaj ga 3agaiiax ypaguw kopumheroem texHUKA Koje ce U3NAiCY Y 080M HOIAAB/bY.

Pememe

CkynoBu

Budnmoreke caBpeMeHUX MPOrpaMCKUX je3MKa OOMYHO HyJe M KOJIEKIMje MojaTaka 3a Perpe3eHTOBambe CKYIOBa.
Jenna MoryhHoCT je 1a ce KOPUCTH KOJIEKIIM]ja 3aCHOBAaHA Ha DallaHCUPaHOM OMHAapHOM JApBeTy. Y jesuky C++ TakBa
je konekuuja set. JlonaBame eJeMeHTa y CKyIl ce BpIIM MEeToJoM insert (Iipy TOM ce ayTOMaTCKH BOAW padyHa Ja
ce CKyIl He MeHa JI0/IaBambeM eJleMeHTa Koju Beh moctoju), ok ce dpoj enemeHara onpeljyje meromom size().

Ananmza cioxeHocTH. Ca IMIUIEeMEHTAIUjOM CKyIa Oa3upaHOM Ha dalaHCUpaHOM OMHAPHOM JPBETY, yOaliBarbe
y ckym je oduuno cnoxenoctu O(log k), rae je k Opoj eremeHara y cKyIty, a je yKyIHa CJIOKEHOCT OBOT [IPHUCTYIIa
Hajsuie O(nlogn).

// ucitavamo elemente u skup
set<unsigned> a;
int n;
cin >> n;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
unsigned x;
cin >> Xx;
a.insert(x);
}
// ispisujemo broj elemenata skupa
cout << a.size() << endl;

Jenna MoryhHOCT je Ja ce KOPUCTH KOJIEKLMja 3aCHOBaHa Ha xemupamwy. Y jesuky C++ TakBa je KoJeKluyja unor -
dered_set 1 oHa ce KOPUCTH Ha MCTHM HAUMH Kao U set (IIpu YeMy THII eJleMeHaTa Mopa Ja Oy/ie TakaB Jia je 3a bera
pacnonoxuBa xem-(pyHKIja).

Anamu3a ciaoxenoctd. CI0oXeHOCT Hajroper ciiydyaja qoJaBara y CKyI 3acHOBaH Ha xemmpamy je O(k), rme je k
dpoj enemeHarta y CKyIly, alv je aMOPTH30BaHa LIeHa je/IHOT I0aBambka y ckiomy Beher Opoja nonasama jequaka O(1).
3aro je yKymHa ClIoxeHOCT anroput™a jeaHaka O(n) (y3 pelaTUBHO BEJIMKU KOHCTAHTHHU (aKTOp KOjU yMETAme y
OBAaKaB CKYM HOCH).

// ucitavamo elemente u skup
unordered_set<unsigned> a;
int n;
cin >> n;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
unsigned x;
cin >> x;
a.insert(x);
}
// ispisujemo broj elemenata skupa
cout << a.size() << endl;

199



IVIABA 4. CTPYKTYPE IIOJJATAKA

3anarak: CopTupame OpojeBa

Osaj 3agaitiak je OHO8/bEH Y YUY YEeHCOABArA PAZUMUIIIUX HIEXHUKA peulasarba. Bugu itiexciil 3agaiiika.
Toxywaj ga 3agaitiax ypaguuw kopumheroem texHUKA Koje ce U3NAxiCy Y 080M HOIAAB/bY.

Pememe

Coprupame y3 nomoh myarnckyna

CopTtuparme ce MOXe U3BPIIMTH KopHuIIhemeM My aTuckyna. Kopuctu ce anropuram copitiuparba ymeiiarbem (€HI.
insertion sort), jelMHO IITO C€ YMECTO YMeTama eJIeMEeHaTa y HU3 BpILIM yMeTare eleMeHarta y My aTuckyn. Ha kpajy
Ce UCIUIITY CBU eJIEMEHTH MYJITUCKYTIA peJoM (OHU Ce UyBajy y COpTHpaHOM pepocieny). [lomro ce MylITHCKYI UM-
TUIEMEHTHpa KOpUINemheM COPTUPAHOT OMHAPHOT APBETa, OBAj CE aJrOpPUTaM Ha3WUBa M COpIiuparbem Kopuutheroem
gpeeitia (EHI. tree Sort).

V jesuky C++ MOXeMO KOpUCTUTH OMOINOTEUKy KosleKuujy multiset.

Anaimsa cioxkenocrn. Ilomrro ce ymerame y Myaruckyn usspiuasa y cnoxkeHoct O(log k), rae je k dpoj ene-
MeHata y MyJITHCKyIy, a ucric y Bpemeny O(k), coxeHocT 0oBOT mocTynka coprupama je O(nlogn). 3aysehe
memopuje je O(n), y3, nomyiie, Mano Behu KOHCTaHTHU (PAKTOP HEro Kajia ce eJIeMeHTH CMelTajy y Hu3. JJoaTHo,
eJIeMeHTH HHCY nopehaHu jenaH y3 Jpyrd y MEMOPHjH, IITO MaJlo yCIiopaBa MPUCTYIL.

int n;
cin >> n;
multiset<int> a;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> x;
a.insert(x);
}
for (int x : a)
cout << x << endl;

Bugu gpyiauuja pewteroa oeot 3agaiixa.
3aparak: Bpoj pazauunTux ay:kuHa ay:Ku

Hato je N mapoBa Tayaka Koje MpeacTaBbajy KpajeBe Qyxku y mpoctopy. Mcmucaty KOJIMKO pa3ivMuuTHX AyKUHA
JyKHU ce N0jaBJbyje Y 3aJaTOM CKYITy JIyXKH.

Vaa3: V npeom peny ynasa Hataszu ce npupogan opoj N (N < 50000) koju npeactassba dpoj nyxu. Y caegehnx N
penoBa cieny onuc THX N yxu ca 6 nesmx opojesa (—10° < X1,Y1, Z1, Xo, Ys, Zo < 10°) omBojeHux npa3HuM
MeCTHMa, KOjH PEeJIOM Ipe/ICTaBibajy KpajeBe CBaKe MyKH.

N3na3: V jequnn pen mu3iasza moTpedHO je MCHHCATH KOJIHUKO Pa3IMIUTHX TyXKUHA Ce TI0jaBJbyje Y 3a1aTOM CKYITy

LIy KH.

IIpumep 1

Vaaz Hznaz
7 3
000001
000010
000100
000101
000110
000011
000111
Pememe

Ckyn ay:kHHa Ty:KU

3agaTak MOKEMO PEIIUTH U ToMOoNy OUOIMOTEUKHX CTPYKTypa rmojartaka. Y jesuky C++ MOXeMO YHOTPeOUTH jeqHy
Ol IBe MMIUIEMeHTaluje ckymna (set wm unordered_set). Kpagpare myxuHa qyxu ydairyjemMo y CKyII U Ha Kpajy
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OYMTaBaMoO OpOj elleMeHaTa TOT CKyTa. Jako je BaXXHO HArJaCHTH Jja POHAIAKEHEe CAMUX JAyKMHA KOPEHOBAmHEM, ¥
00NMMKy pearHUX OpojeBa, He O Jano 1odpo pememe. Hamme, ycien rpeiiaka y 3amucy Tj. 3a0KpYKHBamy peaj-
HUX OpojeBa, AelaBa ce a ce jeJHaKe BPeIHOCTH MOTY MPOTYMAUYMTH Kao Pa3jIMuuTe, a pa3iniuTe BPEJHOCTH Kao
jennake. Ctora peajnHe OpojeBe HUKaa He OU Tpedasio uyBaTy Kao ejleMeHTe CKyIa HUTH Kao KJbyueBe y Mallu.

AHanm3a cJ0KeHOCTH. AKO MPETIIOCTABUMO Jia je ollepalirja yoaliBarba eJleMeHTa Y CKYII KOjU Calpku k eneme-
Hata cnoxkeHoctr O(k), yKynHa cioxkeHocT oBor anropurma je O(n logn).

// skup svih duzina duzi
unordered_set<long long> duzine;

// ucitavamo koordinate temena duzi i ubacujemo njihove duzine u skup
int n;
cin >> n;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x1, y1, z1, x2, y2, z2;
cin >> x1 >> y1 >> z1 >> x2 >> y2 >> z2;
duzine.insert((x1-x2)*(x1-x2) + (y1l-y2)*(y1-y2) + (z1-z2)*(z1-z2));
}

// ispisujemo broj elemenata skupa
cout << duzine.size() << endl;

3aparak: CojcrBo 132

Hus a nyxune n 3anoBosbaBa 132-cBojcTBO aKko noctoju Tpojka nagekca 0 < ¢ < j < k < m, Tako 1a je a; < ajp <
a;j. Hannimm nporpam koju UCTIUTY je 1a JIM HU3 33/10B0JbaBa 132-CBOjCTBO.

Vaa3: Ca craHjapJHor y/iasa ce yuuTaa opoj efemeHara Huza n (3 < n < 10°), a 3aTuM 1 7 elleMeHaTa HU3a
(pa3oBojeHux pa3MaKkoM).

N3zaa3: Ha cranmapanu nzina3 ucrmcaTy da WM ne y 3aBUCHOCTH O TOTa Ja JIM HU3 3a/10BOJbaBa 132-CBOjCcTBO wiH
HE.

IIpumep 1

Yaaz HUznaz
4 da
3142
Objawroerve

Ha npumep, enement a1 = 1, a2 = 4, a3 = 2 3a10BosbaBajy 132-cBojcTBO.
IIpumep 2
Yaaz

7
911891079

Hznaz

da

Odjawrserve

Ha npuwmep, enementut ap = 9, a1 = 11, a4 = 10 3apoBospaajy 132-cBojcTBoO.
IIpumep 3

Yaas

4
1234

Hznaz

ne
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Pememe

Hajsehn esleMeHT 1eCHO 0J1 a; CTPOrO MamM 0J1 4; — CKYII

3a cBakuU MHTepBal (a;, a;), TAe je a; MUHUMYM npeduKca ay, . . ., a; Tpeda IPOBEPUTH Ja JIU Y IECHOM ey HU3a,
M3a MO3MIKje j, OCTOjU eJIEeMEHT aj KOjU MpHIaja ToM uHTepBaidy. llocToje aBa mpucTyma ja ce To e(pUKaCHO
ypaaumo:

* IlorpedHO 1 IOBOJLHO je Aa IECHO OJ1 ¢ ; MOCTOjU €IEMEHT KOjH j€ CTPOrO Maky OJ a; U Jia 32 HajBehu enemeHt
JECHO OJ Gj KOJU je CTPOTO Mamy Off a,; BaXH Ja je cTporo Behu o a;.

* TloTpedHo je 1 I0BOJBHO J1a IECHO O ¢, TIOCTOjU €JIEMEHT KOjH je CTporo Behiul off a; 1 Ja 32 HajMamH eJTeMEeHT
JECHO OJ @j KOjU je CTporo Behu o a; Baxu Jia je CTPOTO MamH O a;.

Mycrpyjmo pelieme 3aCHOBaHO Ha IpBoM npuctymy. Tepheme Baxu, jep ako je Hajsehu eJleMeHT JECHO Off a;
KOjU je CTPOTO Mary Of a; MakH WU jeHAK Of G;, OHJA CY CBU eJIeMEHTHU JECHO OJl G; CTPOrO MamH OJl G ; MambH
WM jeAHAKU a; ¥ HUjelaH He IpUraja uHTepsany (a;, a;).

JeqHo eukacHO pelierme MOXEMO JOOUTH KopUIIhewmheM CTPYKType MojaTaka y kojoj hemo dyBatu cBe eleMeHTe
JecHO oj TeKyher eflemeHTa a, a Koja Ham omoryhasa Ja mehy muMa eprukacHo npoHahemo HajBehu efeMeHT Koju
j€e CTporo MamH oj JiaTeé BPeJHOCTU a;j. ¥ je3suky C++ MOKEMO KOPUCTMTH OMOIMOTEYKY KOJIEKLM]y CKyl (set)
ypehen omnanajyhu u weHy merony upper_bound (edukacHa mMetoma upper_bound, koja pagy y JIOrapUTaMCKO]
CJIOKEHOCTH, TIOCTOjU KOJl ypeheHux cKyroBa set, anu He u Kol Heypeljenux ckymnosa unordered_set).

Enemenre a; MoxemMo 0OMIIa3UTH 3[IECHA HAJIEBO, 33 CBAKOT IPOBEPABATHU JIa JIU j€ CPEIUIILY EJIEMEHT Heke 132-
TPOjKe 1 aKko HUje, lofaBaTH ra y ckyn (jep he on dnutu recHo oz cBuX esleMeHara Koje hemo y HapeJHUM nTepanyjama
oOpafuBatn). OOMIacKOM clieBa HaJleCHO TpedaJio Ou eJleMeHTe N30alMBaTH U3 CKYIIa, IITO je Majo HeeJleTaHTHHje
(Mazga je BpeMeHCKa CIJI0KEHOCT UCTa).

Odunazak HU3a 3[]eCHa HAJIEBO MaJIO KOMILIMKY je ITPOHaNa)ehe MUHUMYyMa NpedHKca KOju ce U3padyHaBajy UHKpe-
MEHTAJIHO, CJIeBa HaJIeCHO, MehyTHM, BUX MOXKEMO OAPEAUTH Y IOCEDHOM HpoJa3y Ha CaMOM IIOYETKY U CMECTUTU
y IOMONHU HU3.

AHanm3a ciaoxkeHocTH. [loaBarbe efeMeHara y CKyl KOju Cajpiku m eleMeHata, Kao u ojpehuBame HajBeher
enemenTa Beher ox gate BpeaHoctu cy cinoxeroctd O(logm). Tlowro ce n gopaBame W NpeTpara Bpiue n IMyTa,
cioxenoct oor npucryna je O(nlogn) (u3pauyHaBarme MakcuMyMa mperKca Koje ce Bpiiu y (asu mpermpore-
cupama je cioxerocra O(n)).

bool svojstvol32(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
// niz minimuma prefiksa - na poziciji 1 nalazi se minimum prefiksa
// niza na pozicijama [0, 1]
vector<int> minP(n);
minP[0] = a[0];
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++)
minP[1] = min(minP[1-1], a[i]);

// elementil desno od aj
set<int, greater<int>> elementi_desno;
elementi_desno.insert(a[n-1]);

// za svaki element aj proveravamo da li moze biti sredisnji u nekoj
// 132-trojci
for (int j = n-2; j > 0; j--) {
// analiziramo interval (ai, aj) i1 proveravamo da li postoji ak
// desno od j koji mu pripada
int ail = minP[j], aj = a[jl;
// interval je prazan
if (al == aj)
continue;
// trazimo najveci element desno od aj koji je strogo manji od aj
auto najveci_desno_manji_od_aj = elementi_desno.upper_bound(aj);
// ako on postoji i1 strogo je veci od ai, pronadjena je 132-trojka
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if (najveci_desno_manji_od_aj != elementi_desno.end() &&
*najveci_desno_manji_od_aj > ai)
return true;

// najveci element desno od aj koji je manji od aj je manji ili
// jednak ai, pa aj ne moze biti sredisnji element trojke

// aj ce biti desno od elemenata u narednim iteracijama
elementi_desno.insert(aj);

}
// nije pronadjena 132-trojka
return false;

}

3anarak: PpexBeHNNja 3HaKa

Harnucatyt mporpaM Koju uuTta jefiHy ped TeKCTa KOjy YMHE caMo BEJIMKa CJIOBA eHIVIECHe adeliesie ¥ KCIIUCY je CIIOBO
Koju ce Hajuemnrhe T0jaBjbyje U KOJIMKO IyTa ce MojaBibyje. AKO ce BHUIIE CJIOBa Hajuenihe Mojassbyje, UCIUCYje ce
CJIOBO KOj€ ce Mpe M0jaBujIo y peuu.

Vaas: V¥ jenHoj TMHMjU CTaHAAPAHOT yila3a Hajla3y ce jeJHa ped TeKcTa ca He Bumie o 20 cioBa.

M3na3: Y npeoj JMHUM CTaHIApHOT M3J1a3a MPUKa3aTH CJIOBO KOje ce Hajuelhe Mojasibyje, a y OpYyroj JUHUjU
CTaHJapHOT yJIa3a UCIIMCATH U KOJIMKO ITyTa ce MojaBsbyje.

IIpumep 1 IIpumep 2
Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
POPOKATEPETL P BACACB B

3 2
Pememe

Kibyunu nieo 3agataka je ga ce 3a CBakO BEJIMKO CJIOBO eHIIecKor ajihadera m3dpOjU KOJMMKO ce IMyTa MojaBibyje
y patoj peud. [loTpedHo je, nakie, yBectd 26 pa3auuuTUX Opojaya - MO jeJaH 3a CBAKO BEJIUKO CJIOBO EHIJIECKOT
angadera. JacHo je na yBoheme 26 pa3IMuUTUX IPOMEH/bUBUX He fos1a3u y 003up. IloTpedHa je crpykTypa nogaraka
KOja TIpeciiMKaBa JIaTh KapakTep y Opoj HEroBUX I0jaBJbUBambA.

Hajbosba TakBa CTpyKTypa y OBOM 3a/1aTKy je HU3 Opojaya y KOjeM ce Ha MO3UIIMjU Hyja yyBa Opoj TMOjaBbUBAA
cjoBa A, Ha MO3UIMjHU jedaH ciioBa B uTH., cBe 70 mo3uldje 25 Ha K0joj ce Haja3u Opoj MojaBibuBama CJoBa Z.
IeHTpaHO MUTaEke je KaKO Ha OCHOBY KapaKTepa OJIPEAUTH MO3HIIN]Y HBEeroBor Opojada y HU3y. 3a TO ce KOPUCTH
YMECHUIA [1a CYy KapakTepuMa npuapyxkenu Hymepudku kogoBu (ASCII y je3uky C++) U TO Ha OCHOBY pelociena
KapakTtepa y eHreckoMm asgadery. Pexnu Opoj kapaktepa je 3aTo Moryhe oIpeanTr oqy3uMameM Kojla KapakTepa
A on Kozia ToOT KapakTepa (Ha mpuMep, KO kapakrepa D je 68, ok je kox KapakTepa A 65, omy3nMameM ce 1oduja 3,
IITO 3HAauM J1a ce Opojad KapakTepa D Hasa3zu Ha MecTy Opoj 3 y HUBY).

3amaTak MOXEMO pelllaBaTH Tako IuTo hemo aBa ImyTa mpohu Kpo3 HU3 YHETHX CJIOBa Tj. ped. Y NPBOM Iposasy
Opojad MojaB/bHBaba CBAKOT BEJIMKOT CJI0BA Ha Koje Hanhemo yBehaBamo 3a 1. HakoH Tora (WM rapaniesHo ca TUM)
onpelyjemMo 1 MakcuMasaH Opoj MojaB/bUBamka HEKOT CJI0Ba. 3a TO KOPHUCTHMO yoOrJyajeHe HauMHe 3a ofipehuBambe
MaKCHMyMa HH3a.

VY apyrom nposasy Kpo3 HU3 YHETHX CJIOBa Tj. ped TPaxuMO IPBO CIOBO Peuyd Yuju je Opoj mojaBa jeaHak eh
Hahenom HajBehem Opojy mojaBa Hekor cioBa. Kama ra Hahemo ucmicyjemo ra v npekugaMo Hetby (Ha mpumep,
Hapendom break). [IpumeTnmo 1a OBJie 3aIIpaBO BPIIMMO j€HOCTABHY JIMHEAPHY MPETpary.

string rec;

cin >> rec;

int brojPojavljivanja[26] = {0};
for (char c : rec)
brojPojavljivanja[c - 'A']++;

int maxPojavljivanja = 0;
for (int 1 = 0; 1 < 26; i++)
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IVIABA 4. CTPYKTYPE IIOJJATAKA

if (brojPojavljivanja[i] > maxPojavljivanja)
maxPojavljivanja = brojPojavljivanja[i];

for (char c : rec)
if (brojPojavljivanja[c - 'A'] == maxPojavljivanja) {
cout << ¢ << endl
<< maxPojavljivanja << endl;
break;

}

IMpecikaBame KapakTepa y BUXOB Opoj MOjaB/bUuBamba Moryhe je OCTBapuUTH U OMOIMOTEYKUM CTPYKTypaMa noja-
Taka Koje MpelcTaB/bajy T3B. acOIMjaTMBHE HU30BE (MaIre, PeYHHUKE).

V jesuky C++ ducmo morim ynorpeduru map<char, int>wm unordered_map<char, int>.

V manu m U3pazom m[c] ce npuctyna Opojy mojaBbuBama kapakrepa €. Y jesuky C++ ce uzpazom m[c]++ Moxe
yBehatu Opoj nojaBibuBarma OUIO Ja KapaKTep C MOCTOj! Y Maly UK He (aKO He MOCTOj1, OBUM ce OpOj MOjaB/bUBabA
rmocrasjba Ha 1).

Moo ce mpunukoM KopuiiheweM Marna Tj. peyHHKa OpojeBH MOjaB/bUBaka MPUAPYXKYjy CAMO OHUM KapaKTepuma
KOJU Ce 3aKCTa jaB/bajy y peuH (a He yHaIpe] CBUM KapaKTeprMa), MaJlo ce ITeau MeMopuja. Mak, oBe CTpyKType
TrojiaTaka Cy NpUMepeHHje 3a CUTyallje Yy KOjuMa HUje TaKO jeJHOCTaBHO Ha OCHOBY KJby4a JIOOUTH HyMEpPHUKY
BPEAHOCT MO3UIMjE U KaJa je CKYI JOIyCTUBHX KJby4eBa IMIMpH.

// rec koja se analizira
string rec;
cin >> rec;

// broj pojavljivanja svakog slova od A do Z
map<char, int> brojPojavljivanja;
// uvecavamo broj pojavljivanja svakog slova iz reci
for (char c : rec)

brojPojavljivanja[c]++;

// odredjujemo najveci broj pojavljivanja slova
int maxPojavljivanja = 0;
for (const auto& p : brojPojavljivanja)
if (p.second > maxPojavljivanja)
maxPojavljivanja = p.second;

// ispisujemo slovo koje se prvo pojavljuje u reci sa tim brojem
// pojavljivanja
for (char c : rec)
if (brojPojavljivanja[c] == maxPojavljivanja) {
cout << c << endl
<< maxPojavljivanja << endl;
break;

}
3anarak: PpexkBeHNje peun
Osaj 3agaiiiax je iOHOGBEH Y UUBY YBEHCOABArbA PASAUMUTIUX THeXHUKA peutasarea. Bugu tiiexcii 3agarixa.
Toxywaj ga 3agaimiax ypaguw kopuutheroem wexHuKa Koje ce uznaicy y 080Mm ioinasmy.
Pememe
Bpojame peun

LlenTpanHo MecTo y 3aJaTKy je M30pojaTH IOjaB/bUBamba CBAKE PeUd Koja ce jaBwia Ha ynasy. OBaj 3ajartak je
JOHEKJIe CMyaH 3agaTtky PpekBeHnnja 3Haka, jeIMHO IITO Ce YMECTO NMojeJuHavYHuX Kapaktepa Opoje peun. 3a
pas3uKy of cuTyanmje kaga cMo Ha ocHoBy ASCII kofma kapakTepa MOIJIM OAPEIUTH HEroBy MO3UIM]Y U TaKO OpOj
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4.1. CKYIIOBU 1 MAIIE (PEYHUIIN)

TI0jaB/bMBaba CBAKOT KapaKkTepa YyBaTH Y HU3Y Opojada, OBaj IyT TO HUje jeJHOCTABHO M 'y e(pMKACHOM pelIey je
MOTPEOHO KOPUCTHUTH HAIPEHUje CTPYKTYpe MoAaTKa.

V jesuky C++ npecivkaBame peud Y lbeH Opoj 10 jaB/bIBaba MOXKEMO PEIM30BaTH WM TUIIOM map<string, int>
(KOju je 3aCHOBaH Ha MpeTpakMBauKoOM cTadiy) uiau unordered_map<string, int> (koju je 3acHOBaH Ha Xell-
TadmMIm).

VYuuraBamo ped 1o ped 0K He Johemo 10 Kpaja yaa3a. 3a cBaky ped yBehaBaMo HbeH Opoj NOjaB/bABakba Y MaIH Tj.
y PEUHHKY.

N3pazom brojPojavljivanja[rec] ce npucryna dpojy nojaepuBama peur. ¥ jesuky C++ ce uzpazom brojPoja-
vljivanja[rec]++ moxe yBehatu Opoj mojap/brBama OO Ja ped MOCTOjU y Malu WK He (aKO He MOCTOj!, OBUM
ce Opoj nojapbBama NOCTaBba Ha 1).

JenHoM Kkajzia je mo3HaT Opoj M0jaBJbUBamba CBAKE PeUy, Taja je Moryhe ofgpequT TpaxkeHy ped ca HajMambUM OpojemM
nojasspuBama. [lomTo ce y ciydvajy BUIlle pedy ca ICTUM OpOjeM I0jaBJbuBama TPaXu OHA KOja je JTeKCUKOrpadcKu
HajMama, KOPUCTUMO JIeKCHKOrpadcko nopeheme (Xujepapxujcko nopeherme Ha OCHOBY BUILIE KPUTEPUjyMa).

string s;

map<string, int> brojPojavljivanja;

while (cin >> s)
brojPojavljivanja[s]++;

int max = 0; string maxRec;
for (auto it = brojPojavljivanja.begin();
it != brojPojavljivanja.end(); it++)
if (it->second > max ||
(it->second == max && it->first < maxRec)) {
maxRec = it->first;
max = it->second;

EXIET)

cout << maxRec << << max << endl;

3anarak: CerMeHT gaTor 30upa y HH3Y LeJiux Opojea

Osaj 3agaiiiak je HOHO8/bEH Y UUDY YEEHCOABArA PAMUMUIIIUX THEXHUKA peulasarba. Bugu iiexcili 3agaiiika.
THoxywaj ga 3agaiiax ypaguw kopuheroem iHeXHUKA Koje ce U3Naicy y 080M HOIAas/vy.

Pememe

Eduxkacna nperpara 36uposa npeduxca

W3zpaxaBame 301pa cermMeHTa y oOJIMKy pa3ivke 30Mpa ABa mpedukca HaMm jAaje MOoryhHOCT Ja CTUrHeMo /10 eu-
KacHUjer pelewa. Ta TexHUKa je odjalimbeHa, Ha mpuMep, y 3aaaTky Hajsehu 30up npedukca. [Tpodiem Moxemo
copmy.caty 1 oBako. 3a cBaku 30up 7,11 npedukca [0, j + 1) noTpedHo je ma mpoHahemo Aa i MOCTOju 30Up
z; npecduxca [0,7) 3a HEKO ¢ < j TakBa Ja je zj41 — z; = 2, TA€ je z TpaxkeH!U 30Hp, Tj. Ja ce IPOBEPH Ja JU ce
mely 30MpoBiMa MPETXOAHUX NpeUKca HaJla3h BPEJHOCT 2; = Zj11 — Z. AKO ce Ta IpeTpara BpLIX JIMHEAPHO,
J0JIa3UMO JI0 MMIUIEMEHTalMje, KOja UCIIUTYje CBaKu map ejeMenarta ¢ < j. Ilomro mely elleMeHTHIMa HU3a MOXke
OWUTH 1 HETaTHBHUX, 30MPOBU IpeprKca HUCY COPTUPAHU M HE MOXEMO ITPUMEHUTH HU OMHapHY nperpary. Ocrtaje
HaMm, Mel)yTuM, MOryhHOCT J1a y HeKOj CTPYKTypH NojaTtaka Koja omoryhasa e(pMKacHO MpeTpakMBambe YyBaMo CBE
30upoBe npedukca 3a MHAEKCe ¢ < j. AKO aJITOPUTaM OpraHU3yjeMo Tako Aa j yBehasamo ox 0 1o n — 1, Taja ce Ha
Kpajy CBaKor KOpaka y Ty CTPYKTypy MOX€ J0JaTh 1 30Mp Tekyher cermenTa (z;4.1). CTpyKkTypa Tpeda a peanusy je
TIpeTpary 1o KJby4y, TaKO Ja je HajOoJbe yIoTpeOUTH acolMjaTUBHA HU3 (Marly Tj. peyHuK). Y jesuxky C++ To Moxe
outy map wim unordered_map.

[MomTo ce y 3agaTky Tpaxu camo oapehuBame dpoja cerMeHaTa ca JaTUM 30MPOM, KJby4eBH MOTY OUTU 30MpPOBU
npeuKca, a BpeJHOCT NPUAPYKEHa CBAKOM KJbyuy MOxe OUTH 0poj npedukca ca Tum 30upom. [a ce Tpaxuna camo
MpOBepa J1a JIK MOCTOjU CErMEHT €a JATUM 30MPOM, MOTJIM CMO YMECTO aCOIMjaTUBHOT HU3a (Marte, peYHUKa) 4yBaTh
€aMo CKyIl paHuje Bul)eHUX BpeAHOCTH 30MpOBa mpeuKca, a Jia Cy ce eKCIUTUILMTHO TPAKUIN CBU MpeUKCH, OHIA
O1CMO CBaKM KIbyY MPECIMKABAM Y HU3 BPEJHOCTH ¢ TAKBHUX /14 j€ 2; je[IHAKO TOM KJby4y.
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IVIABA 4. CTPYKTYPE IIOJJATAKA

AHaim3a cJI02KeHOCTH. AKO padyHamo 1a hie nperpara dutu peammsosana y O(logn) (o je Hajuenthe ciydvaj
aKo ce KOPHCTe CTPYKTYpe MoflaTaKka 3aCHOBaHe Ha OMHApHUM cTadyiiMa), TaJa hie yKynHa ClIoKeHOCT OBe UMITIEMEeH-
tauuje outu O(n logn). HanoMeHMMO fia cMO JOOUTAK Ha e(PMKACHOCTH TUIATUIIN JOAATHOM MEMOPHjOM KOjy CMO
aHraxoBaJiv, MeyTuM, y OBOM CIIeHapHjy HHje MOoTpeOHO MaMTUTU YYMTaH HU3, TAKO JIa MEMOPHjCKA CJIOKEHOCT
Hehe duty 3HavajHO moBehaHa.

// ucitavamo trazeni zbir
int trazenizbir;
cin >> trazeniZzbir;

// zbir prefiksa
int zbirPrefiksa = 0;

// broj segmenata sa trazenim zbirom
int broj = 0;

// broj pojavljivanja svakog vidjenog zbira prefiksa
map<int, int> zbiroviPrefiksa;
// zbir pocetnog praznog prefiksa je 0 1 on se za sada pojavio

// Jjednom
zbiroviPrefiksa[0] = 1;

// ucitavamo elemente niza niz
int n;
cin >> n;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> x;
// prosirujemo prefiks tekucim elementom
zbirPrefiksa += x;

// trazimo broj pojavljivanja vrednosti zbirPrefiksa - trazeniZbir
// 1 azuriramo broj pronadjenih segmenata
auto it = zbiroviPrefiksa.find(zbirPrefiksa - trazenizbir);
if (it != zbiroviPrefiksa.end())
broj += it->second;
// povecavamo broj pojavljivanja trenutnog zbira

zbiroviPrefiksa[zbirPrefiksa]++;

cout << broj << endl;

3aparak: Bpoj cermenara ca pa3JMYuTHM eJieMeHTHMA

Jat je Hu3 npupoaHKX Opojera ayxuHe n. Hamucat mporpam KojuM ce oapelyje KoJrKo uMa cerMeHaTa y 1aToM
HU3Y YUjH Cy CBU eJIeMeHTH pa3nuyuTi. CerMeHT H13a YMHE y3acTOIHU eJIeMEHTH Hu3a (BuxX Oap 2).

Vaa3: IlpBa nuHUja cTaHgapAHOT yiasza caapxku npupogan opoj n (2 < n < 50000), Opoj enemenarta Huza. Y
CBAKO] O 1 HAPEJHUX JIMHUja CTAaHAAPHOT yJia3a, HAJa3M 10 je/laH WiaH HU3a.

M3na3: Ha crangapnHoM M3nasy MpHUKa3aTH y jefHO] JIMHUjU OpOj cerMeHaTa JaTor HU3a YMjU Cy CBU €JIEMEHTH
PA3IMYNTH.
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4.1. CKYIIOBU 1 MAIIE (PEYHUIIN)

IIpumep

Vaaz Uznasz
5 4

1

2

2

3

6

Pememe

MakcuMaJIHi cerMeHTH 3a (pMKCHPaHH Kpaj

JeaHO NMpUINYHO €JIEraHTHO PellieEe CE 3aCHUBA Ha TOME Jla 3a CBaKy MO3UIINjY aHAIN3UPaMO CBE CErMEHTE KOjuMa
je Kpaj ynpaBo Ha TOj MO3MLMjU, & KOJUMA Cy CBU €JeMEHTH pa3aniuTd. [IpuMeTrMo Ja ako HEKM CEerMEeHT MMa
TO CBOjCTBO, OHJIa ¥ CBU CEIMEHTH M3a Hhera (eroBu Cy(puKCcH) Takohe UMajy TO CBOjCTBO, JOK aKO HEKU CErMEHT
HeMa TO CBOjCTBO, OH/Ia TO CBOjCTBO HEMa HU jeJjaH CETMEHT UcHpe] mera (1heros npedukc). 3aTo je I0BOJBHO ja
npoHaljeMo Hajmyku Moryhn cerMeHT KOju ce 3aBpIiaBa Ha MO3UNUjH kraj M KOjeM Cy CBH €JIEMEHTH Pas3IdinTH.
Ako je To cermeHT [pocetak, kraj] onna he takeu dutu u cerment [pocetak + 1, krajl, ..., [kraj—1, kraj]. Foux
je ykynHo kraj — pocetak.

Ocraje nuTame Kako opeuTH o3uLujy pocetak. IlpernocraBumo aa Beh 3HaMO pererse 3a MPeTXOJHY MO3HLIH]Y
Kpaja, Tj. MpeTIoCTaBUMO Ja 3HAMO Ja je [pocetak, kraj — 1], Hajayxu CErMEHT KOj1 UMa CBE Pa3JIMUUTE eleMeHTe
1 KOjH ce 3aBpIiaBa Ha mosunuju kraj — 1 (y crapTy MoxkeMo M pocetak WHUNWjaIU30BAaTH HA HYIY, a kraj Ha
jenununy, 3uajyhu na [0, 0] He canpsku AyIUIMKATe M HAjIYXKH je TAKAB KOJH Ce 3aBpIlaBa Ha MO3UIKMjH Hyla). AKO
ce eJIeMEHT Ha TO3MIMju kraj He CajipXu y TOM CEerMEHTY, OHJIa je CerMeHT [pocetak, kraj| Hai TpakeHH. AKO
ce caJpKH, OHJIA je OH CUTYPHO je[IMHHU AYIUIMKAT Y CerMeHTy [pocetak, kraj]. AKO MPETIIOCTABEMO Ja Ce eJIeMEeHT
Ha 1o3uiMju kraj y TOM CErMEHTY jaBjba M HA IO3ULIMJHU P, Taja je CErMeHT Koju Tpaxumo [p + 1, kraj], 3ato
IITO CBM CETMEHTH KOjH TIOUMIbY OJ1 TO3ULMje pocetak, a CBe IO MO3UIIMje p cafpke UCTH Taj TyrmkaTr. CermMeHT
[p+1, kraj] He canpsu IyIUIHKATe M HAJIYKH j€ TAKAB CETMEHT, TAKO Jia y TOj CUTyaluju pocetak Tpeda mocTaBuTH
Ha BpeaHocT p + 1.

Ha kpajy, ocTaje nuTame Kako yTBPIMTH Ja JIU CE Gkrq; jaBbA Y CEIMeHTy [pocetak, kraj — 1] n ako ce japiba,
KaKO OfIpeUTH MO3ULIKjy p Ha KOjOj ce jaBmba. JIMPEKTHO pelleme MoApa3yMeBa JIMHEApHY MpeTpary cerMeHTa
TIPWIMKOM CBAaKOT MPOIMPEha HA3a, ITO OM 3HATHO JIETPAUpPalIo CJIOKEHOCT IIeJIoT alropuTMa. bolke perneme je
J1a ce 4yBa acOLMjaTHBHH HU3 (Mara, PeYHKK) y KOjeM Ce eJIeMEHTH HH3a U3 CerMeHTa nosuuwja [pocetak, kraj —
1] mpecnukaBajy y mwuxose nosuimje. Taga ce jeJHOCTABHOM MPETPArOM Marie Tj. PeYHHKa (Umja je CIIOKEHOCT
KOHCTAaHTHA WJIM HajBUILE JIOTApUTAMCKa) YTBphyje Ja 1 ce HOBHU KpajibU eJIEMEHT jaBba y MPETXOAHOM CETMEHTY
Y Ha UCTU HaYMH ce opehyje 1 meropa rnosuimja. Perymo 1 aa ce NpuiIivkoM NoMepama MoyeTka Ha o3uldjy p + 1
cerMeHT ckpahyje, mro Tpeda J1a ce OCJIMKa U 'y MaITH - 3aTO je Taa MOTPEedHO M3 Marle YKJIOHUTH CBE eJIeMEeHTe KO ju
ce jaBibajy y HU3Y, Ha MMO3HIIHjaMa Off pocetak, Ta 3aKJbYIHO Ca P.

IMpumeTnmo opeheHy CAMIHOCT OBOT AJITOPUTMA Ca OHUM MPUKA3aHUM Y 33/1aTKy Hajkpaha nojHucka koja caapxu
CBe JlaTe KapakTepe, Ijie CMO Takolje aHaJIM3Upalli CerMeHTe ca (PUKCUPaHUM KpajeM M OC/Ialbalii ce Ha MO3HATO
pelieme y KojeM je Kpaj oo je[Hy Mo3uiujy npe texyhe.

Ananm3a caoxkeHocTH. U nouerak u kpaj ce camo yBehaBajy (HMKaga ce He yMamyjy), IITO 3Ha4YM Ja Ce YKYITHO
u3BpI Hajuine O(n) Kopaka y KOjiuMa ce BpIIH [IpeTpara Marie, IITo 3Hauu 1a je cnoxenoct Hajsuine O(n logn)
— @Ko Cce KOPKCTH Malla 3aCHOBaHa Ha Xemmparsy, ciokeHoct je O(n), y3 Morylie mano Behe 3ay3ehe memopuije.

// broj nepraznih segmenata niza sa svim razlicitim elementima
int brojSegmenataSaRazlicitimElementima(const vector<int>& a) {
// broj elemenata niza
int n = a.size();

// ukupan broj segmenata niza ciji su svi elementi razliciti
int broj = 0;

// za svaku poziciju kraj zelimo da pronadjemo najduzi segment
// oblika [pocetak, kraj] koji ima sve razlicite elemente

// za svaki element u tekucem segmentu [pocetak, kraj] pamtimo
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IVIABA 4. CTPYKTYPE IIOJJATAKA

// poziciju na kojoj se pojavljuje

uno

int
for

rdered_map<int, int> prethodno_pojavljivanje;

pocetak = 0;
(int kraj = 0; kraj < n; kraj++) {

// karakter a[kraj] se vec javio u segmentu [pocetak, kraj-1]?

i

}

f (prethodno_pojavljivanje.find(a[kraj]) != prethodno_pojavljivanje.end()) {
// nijedan segment koji se zavrsava na poziciji kraj, a pocinje

// pre ranijeg pojavljivanja elementa a[kraj] ne moze da ima sve

// razlicite elemente, pa zato razmatramo samo segmente koji se

// zavrsavaju na poziciji kraj i pocinju iza pozicije tog

// prethodnog pojavljivanja - najduzi takav pocinje na prvoj

// poziciji iza te pozicije

int novi_pocetak = prethodno_pojavljivanje[a[krajl] + 1;

// brisemo iz segmenta sve elemente od starog do ispred novog pocetka
// 1 mapu uskladjujemo sa time

for (int i = pocetak; i1 < novi_pocetak; i++)

prethodno_pojavljivanje.erase(a[i]);
// pomeramo pocetak
pocetak = novi_pocetak;

// prosirujemo segment elementom a[kraj], pa pamtimo poziciju
// njegovog pojavljivanja
prethodno_pojavljivanje[a[kraj]] = kraj;

// [pocetak, kraj] sadrzi sve razlicite elemente 1 on je najduzi
// takav koji se zavrsava na poziciji kraj

// sigurno su takvi i [pocetak+1, kraj], ..., [kraj-1, kraj]

// njih ima (kraj - pocetak) i1 taj broj dodajemo na ukupan broj
// trazenih segmenata

broj += kraj - pocetak;

}
//

vracamo ukupan broj pronadjenih segmenata

return broj;

}

4.2

Crek

Crek mpencTaBba KOJNEKIH]y MojaTaka y Kojy ce nogamm gozajy mo LIFO (enr. last-in-first out) mpuHImmy - esne-
MEHT Cce MOXe JOJAaTH CaMO Ha BPX ¥ CKUHYTH CaMO Ca BpXa CTeKa.

V jesuky C++ cTek ce peanusyje knacom stack<T> rae T npeacTapiba THII eleMeHaTa Ha CTeKy. 3a ’beHO KopHihermne
notpedHO je ykibyunTH 3ariasibe <stack>. IMogpxane cy cirenehe metoze (cBe cnokeHoct O(1)):

push - mocTaB/ba 1aTy €JeMEHT Ha BpPX CTeKa

pop - CKUJa eJIEMEHT ca Bpxa cTeka (1oJ1 PeTIOCTaBKOM Jia CTeK HUje Mpa3aH — ako je CTeK Mpa3aH, MoHallabe
je HeaepuHKMCAHO U MOXe J0hK O HACWIIHOT MpeKkuJa paaa nporpama). Harmacumo ja je oBa Meroja Tura
void u 1a He Bpaha yKJIOmEHH eeMeHT.

top - ounTaBa elleMeHT Ha BpXy CTeKa (TIOJI IIPETIOCTABKOM Ja CTEeK HHje Ipa3aH)

empty - mpoBepaBa Jia JIM je CTeK Mpa3aH

size - Bpaha Opoj enemeHara Ha CTeKy.

AKo ce Ha cTeKy 4yBajy ypehjeHu mapoBu WM n-TOpKe, Taja ce YMECTo MeToje push, Moke KOpUCTHTH MeToja
emplace, K0joj ce caMo peIoM HaBOJIe EIEMEHTH T1apa Tj. n-Topke (HUje MOTpedHO MOCedHO MO3MBATH (PYHKIH]Y 32
Kpeupame 1apa Tj. n-TopKe, IITO je HeOIMXOIHO Kajia ce Kopuctu push).

Crek y je3uky C++ je 3ampaBo caMo ajanrep OKO HeKe KOJIEKIMje nojaTaka (IoJpa3yMeBaHoO BEKTOpa) KOjU KOpH-

CHHKa

Tepa Ja MOIITyje MpaBuila NPHCTYyIa CTEKY U CTIpevaBa Jia HalpaBy OIlepaljy Koja HaJl CTeKOM HHje [OIy-

mrTeHa (IOIYT MPUCTYIIa HEKOM €JIEMEHTY MCIIOJ, BpXa).
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4.2. CTEK

3anarak: JIlunuje y odOpaTHOM peaocieny

Hanmimm nporpam koju UCIUCyje cBe JIMHUjE KOje ce YUMTajy ca CTAaHIApAHOr yja3a y OOpaTHOM pelociefly Of
penocnena yauTaBama.

Vaa3: Ca cranpapIHOr yia3a ce y9uTaBajy JUHHIje TEKCTa, CBE O Kpaja yJasa.

N3aa3: Ha cranmapaHu u3nia3 UCIUCATH YUUTAHE JIMHUjE Y OOpaTHOM peiociey.

ITpumep

Yaaz Hznaz
zdravo dan
svete dobar
dobar svete
dan zdravo
Pemene

JenHo ox Moryhux pemiera je 4a ce cBe yUMTaHe JIMHHje CMeCTe Ha CTeK, a Jia Ce 3aTHUM UCTHUIY y3uMajyhu jemHy
1o jenHy ca creka. IlomTo crek dpynkuuonmie o npuxnuny LIFO (last in first out, Tj. oHaj koju nocnenmu yhe,
MIPBU U3JIa31), peaocien he dutu oOpHYT (HajkacHUje nojara JiHUja Ouhe MpBa CKUHYTA M MCIMCaHa, oK he mpBa
TIOCTaBJbEHA JINHUja OUTH CKUHYTA U MCIHCAHA TTOCTIEIEba).

stack<string> s;

string linija;

while (getline(cin, 1linija))
s.push(linija);

while (!s.empty()) {
cout << s.top() << endl;
s.pop();

}

3aparak: Hcropuja Bed-nperienaya

[Ipernenau Beda namMtu UCTOpHjy noceheHux cajToBa U KOPUCHUK MMa MOTYRHOCT Aa ce Bpaha yHaTpar Ha cajToBe
Koje je paHHje moceTHo. HammcaTy mporpam Koju CMMy/IMpa HCTOPHjy Tperjefada Tako INTO ce YUUTaBajy agpece
nocehennx cajToBa (cBaka y IOCEDHOM pely), a KaJa ce yuuTa ped y Kome muine back mpermemau ce Bpaha Ha
nocneqmy noceheHy crpaHuily. Ako ce HapenOoM back BpaTuMo Ha mouyeTHy cTpaHUIly, UCITUCATH -. AKO ce Ha
MOYETHOj CTPaHULIM U3zla Hapeada back, ocraje ce Ha movetHoj crpanui. IIporpam Tpeda ga ucnumine cBe cajToBe
KOje je KOPUCHHUK MOCETHO.

Vaa3: Ca cranmapHOr yia3a ce y9uTaBajy Bed-ampece, cBaka y mocedHoj IMHUjU, BuxX Hajuire 1000.

N3na3: Ha cranpapaay w3ia3 UCOMCATH peioM cajToBe Koju ce rmocehyjy.

IIpumep

Vaaz Hznaz
http://www.google.com http://www.google.com
http://www.rts.rs http://www.rts.rs
back http://www.google.com
http://www.petlja.org http://www.petlja.org
http://www.matf.bg.ac.rs http://www.matf.bg.ac.rs
back http://www.petlja.org
back http://www.google.com
back -

back -

Pememe

Hcropuja mpernenaya ce moHara Kao CTeK jep ce eIeMEeHTH CaMO MOTY CKHIATH U TIOCTaB/haTH Ha jeaH Kpaj MCTO-
puje (xao mocnese nocehenn) u ca Tor Kpaja ce Mory U CKMIATH.

stack<string> istorija;

string linija;

while (getline(cin, 1linija)) {
if (linija == "back”) {
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if (!istorija.empty())
istorija.pop();
if (!istorija.empty())
cout << istorija.top() << endl;
else
cout <<

EXIEY)

<< endl;
}
else {
cout << linija << endl;
istorija.push(linija);
}
}

Bugu gpyiauuja peweroa 060i 3agaitika.

3aparak: Push-pop pekoHncTpykiuja

TokoM paga ca CTeKOM YKYITHO 1 IyTa je U3BpIIeHa onepalija push Kojom ce Heka BpeAHOCT ITOCTaBJba Ha BPX CTeKa
¥ YKYITHO 7 TyTa je U3BpIIEHA ollepalyja pop KOjoM je elIeMEHT CKUHYT ca BpXa cTeka. AKO je Imo3HaT Hu3 OpojeBa
KOjU Cy peioM OMJIM apryMeHTH orepaitije push U Hu3 dpojeBa Koju cy peioM J00HjaHu Kao pe3yJTaT ornepaiyje
pop, HaNMIIM Iporpam Koju oapelyje penocien onepanuja push u pop.

Vaas: Ca crangapaHor ynasa ce yuurapa 0poj n (1 < n < 105), a 3aTum 1Ba HU3a Of1 TI0 1. HpOjeBa Pas3IBOjeHUX
pasmanuma. [IpernocraBuTy Ja cy My jeAHOM M Y JPYrOM HHU3Y CBH €JIEMEHTH Pa3/IMdUTH.

M3aa3: Ha cranmapoHu uzia3 MCIMCATH pelociie]] oreparyja push 1 pop WK -, ako TakaB pefocie] oreparja
Huje moryhe nmpoHahu 3a 3agaTe HU30BE.

IMpumep 1 IIpumep 2 Ipumep 3
Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
5 push 5 push 5 -
12345 push 12345 push 12345
54321 push 32541 push 54312

push pop

push pop

pop push

pop push

pop pop

pop pop

pop pop
Pememe

3amaTtak hemo pemmTy cuMyJpameM orneparija ca ctekoM. Ilponasumo ca 1Ba mokasuBada Kpo3 Hu30Be push u
pop.

¢ AKo je TeKyhu eleMeHT Ha BpXy CTeKa KO jer oJpXaBaMo jeJJHaK TeKyheM eJleMeHTy y HU3Y pop, TaJia BPIIMMO
ornepaiyjy pop. 3aucra, To je jearHa MOryhHOCT jep ako OMcMO M3BPIIWIIM orepalujy push ymecto pop, Ha
BpXY CTeKa O ce M0jaBUO HEKHU €JIEMEHT pa3jIMuuT OJ] TOI KOjU je TPEHYTHO Ha BPXY U OH OM MOpPAo OUTH
YKJIOFEH ITpe OBOT KOJH je TPEHYTHO Ha BPXY, IITO 3HAYM Jla HApEAHA OTlepalja pop He O BpaTHiia eJIeMEHT
KOJHY je TPEeHyTHO Ha pefy y HA3Y pPop.

* AKko Tekyhu eleMeHT Ha BpXy CTeKa KOjer oAp:KaBaMo HHje jeqHaK TeKyheM eleMeHTy y HU3y pop WM aKo je
CTeK Mpas3aH, TaJia MpoBepaBaMo J1a Jii TIOCTOjH jOIIl eJleMeHaTa y Hu3y push.

— AKO 10oCTOjH joIII eJleMeHaTa, BpIIMMO ofepalyjy push u HapeaHu eleMeHT Hu3a push mocraBbamMo Ha
CTeK. 3aucTa, TO je jeauHa MOTyhHOCT, jep ako ako je CTeK IpasaH, pop HUje Moryh, a ako CTeK Huje
[pa3aH U aKo OMCMO U3BPIIKJIN OTIEPAIijy POp yMecTo push, Tajia Ou pe3ysiTaT IpuMeHe orieparyje pop
OMO pa3IMYKT OJ1 OHOTA HAMETHYTOT YYUTAHUM HHU30M POpP.

— Akxo je Hu3 push mpasaH, Taga pelnrere He MOCTO 1. 3ancTa, Ha OCHOBY IPETXOJHE AUCKYCHje 3HAMO Jia
Huje Moryha HM oniepaniija pop, HUTH je Moryha onepanuja push.
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IIpumep. Ilpukaxumo paj aropuTMa Ha pUMepy y KoM cy orepauuje push dwie y pemocieny 1 2 3 4 5,a
oreparje pop y perocieny 3 2 5 4 1.

* VHnnujaiHo je cTek mpasaH U Kpehiemo of moyetka Huza push.
e Tlomro je cTek mpa3aH Ha Hera MOCTaB/baMo eJleMeHT 1, ricnmcyjeMo push, a crame creka je [1].

e Tlomro je exeMeHT Ha BPXY CTeKa (a To je 1) pa3IuuuT of] TeKyher eleMeHTa y Hu3y pop (a TO je eleMeHT 3),
Ha CTeK MOCTaBbaMO HApeIHH eJIeMeHT Hu3a push (a To je 2), ucrmcyjemo push, a crame creka je [1, 2].

* TomTo je eneMeHT Ha BPXY CTeKa (a TO je 2) pa3jiuuut of TeKyher ejemMeHTa y HU3Y pop (a To je eneMeHT 3),
Ha CTeK I0CTaBbaMO Hape/IHU eleMeHT Hu3a push (a To je 3), ucrniicyjemo push, a crame creka je [1, 2, 3].

* Tlomro je eneMeHT Ha BpXy cTeKa (a To je 3) jemHak TeKyheM ejeMeHTy y HA3y pop, CKHUIAMO Taj eJIeMEHT ca
BpXa CTeKa, NpeJla3iMO Ha Hape[HU elleMeHT Hu3a pop, HCIUCYjeMOo pop, a cTame cTeka je [1, 2].

¢ Tlomro je eeMeHT Ha BpXy CcTeKa (a To je 2) jemHak TeKyheM eJeMeHTy y HU3y pop, CKHUIAMO Taj eJIEMEHT ca
BpXa CTeKa, NpeJia3iMO Ha HapeIHU eJIeMEeHT Hu3a pop, UCIUCYjeMO pop, a CTame cTeka je [1].

* Tlomro je eeMeHT Ha BpXy CTeKa (a To je 1) pa3iuuuT oj TeKyher eleMeHTa y Hu3y pop (a TO je eleMeHT 5),
Ha CTeK MOCTaBbaMO HApeIHH eJIeMeHT Hu3a push (a To je 4), ucriucyjemo push, a ctame creka je [1, 4].

e Tlomro je eneMeHT Ha BpXy CTeKa (a To je 4) pa3IuuuT of TeKyher eleMeHTa y Hu3y pop (a To je eleMeHT 5),
Ha CTeK MMOCTaB/haMO HAPEIHU eleMeHT Hu3a push (a To je 5), ucricyjemo push, a crame creka je [1, 4, 5].

e Tlomro je eeMeHT Ha BpXY cTeKa (a To je 5) jenHak TekyheM eieMeHTy y HU3y pop, CKUJAaMO Taj eJIeMEeHT ca
BpXa CTeKa, MMpejia3uMo Ha HapEeTHH eJIEMEHT HI3a pop, MCIVCYjeMOo pop, a CTame cTeka je [1, 4].

* Tlomro je enemMeHT Ha BpXy cTeka (a To je 4) jeAHak TeKyheM eJleMeHTy y HU3y pop, CKHUJAMO Taj eJIEMEHT ca
BpXa CTeKa, NpeJia3iMO Ha HAPEIHU eJIEMEeHT HU3a pop, HCIHCY jeMO pop, a CTame cTeka je [1].

* Tlomrto je enemeHT Ha BpXy cTeka (a To je 1) jenHak TekyheM eeMeHTy y HU3y pop, CKUJAMO Taj eJIEMEHT ca
BpXa CTeKa, IIpeJia3uMOo Ha HapeIH! eJIEMEHT HH3a pop, UCIIMCYjeMO pop, a CTambe cTeka je [ ].

* Ha kpajy ce cTek u3npa3Huo, 0da Hu3a Cy y MOTIYHOCTH odpaheHa, na je peKOHCTPYKLMja Onila yCTIelIHa.

enum Naredba {PUSH, POP};

bool PushPop(const vector<int>& push, const vector<int>& pop, int n, vector<Naredba>& naredbe) {
// stek ciji rad simuliramo
stack<int> stek;
naredbe.reserve(2*n);
// dok ne obradimo kompletno oba niza
int push_i = 0, pop_i = 0;
while (push_i1 < n || pop_i < n) {
if (!stek.empty() &8& stek.top() == pop[pop_1i]) {
// ako se na vrhu steka nalazi naredni element koga treba
// skinuti, skidamo ga
naredbe.push_back(POP);
stek.pop();
pop_1i++;
} else if (push_i < n) {
// u suprotnom, ako postoji naredni element koji treba
// postaviti na stek, postavljamo ga
naredbe.push_back(PUSH);
stek.push(push[push_1i]);
push_i++;
} else {
// posto ne mozemo ni postaviti ni skinuti element sa steka,
// resenje ne postoji
return false;
}
}

return true;

}
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3aparak: JIunmjcku equrop

Enutop omoryhaBa kyuame jeaHe JIUHHje TeKcTa. Ha MmodeTky je JMHHja mpa3Ha M Kypcop ce Hajla3d Ha TOYeTKy.
KopucHuk Moxe 1a Kylia cJioBa, oMepa Kypcop JIEBO U IECHO U OpHILie CJIOBO (MCIIpe]] Wi u3a Kypcopa). Kypcop
HMKaJa He MOXe []a UCIaJHe BaH IPaHHMIIA TeKcTa (Kaja ce IPUTHUCHE TACTep JIEBO JOK je Kypcop Ha MOYETKY WU
JECHO JIOK je Kypcop Ha Kpajy TeKCTa, OH e He IIoMepa).

Vaa3: Ca cranpapIHOr yia3a ce YHOCH HHCKA KapaKTepa Koja OIICYje aklfje KopucHuKa. Akimje cy cienehe:

* 1X — KOpPUCHHK je OTKyIlao KapakTtep X (insert X)

* < — KOPHCHHK j€ IPUTHCHYO TacTep JIEBO

* > — KOPHCHHK j€ IIPUTHCHYO TacTep JEeCHO

* b — KopucHUK je mpUTHCHYO TacTep backspace 3a dpucame kKapakTepa n3a Kypcopa
* d — KopuCHHK je mpuTHCHYO Tactep delete 3a Opucame KapakTepa UCIpes Kypcopa

M3na3: Ha cranpapiay usna3 UCIMCATH JIMHUjY TeKCTa JOOMjeHy U3BpIIaBalheM CBUX KOMaH/IH.

ITpumep 1

Yaaz Hznaz

iaib<bic>> cb

Objawroerve

TekcT Hapepnba 3Hauenwe

| ia Kyuawe KapakTepa a
al ib Kyuawe KapakTepa b
ab| < TacTep feBo

alb b TacTep 3a b6pucawe KapakTepa M3a Kypcopa
|b ic Kyuawe KapakTepa C
c|b > TacTep [ecHo

cb]| > TacTep AecHo

cb|

IIpumep 2

Vaaz

izidiriaivio<<<<<dbib<<<i!>>>>>1.
Hznaz

'bravo.

Pememe

Pemewe rpyOom cuiioM ofp:kaBa HUCKY KapakTepa y Kojy ymehe u u3 koje dpuiie kapakrepe. Y je3uky C++ mo-
3ULIMJy Kypcopa je HajjeqHOCTaBHHUje OApKaBaTH y BUIY uTeparopa (OH, Ha IpUMEp, MOKE Ja yKa3yje Ha KapakTep
KOJH je HEeIoCpeaHO ECHO Off MO3UIMje Kypcopa, Tj. Ha end Kajga je Kypcop Ha Kpajy HHCKe). YMeTame ce MOXe
BPILIMTH METOAOM insert, a Opucame METOJOM erase.

Ananm3a cjaoxxeHocTu. CIOXEHOCT onepalyja dpucama U yMeTama KapakTepa je JUHeapHa y OJHOCY Ha JTyXKH-
Hy HHCKe, 112 je YKYIHA CJI0XEHOCT OBAKBOI' MPUCTYNA Y HajropeM ciyvajy KBagpaTHa (Hajropu ciydaj je ako ce
yMeTame U OpHcame BpIe Here OM3y MoveTKa Wik Oap CpeJHe HUCKE).

2999,

string str = ;

string naredbe;
cin >> naredbe;
int 1 = 03
auto it = begin(str);
while (i < naredbe.size()) {
char naredba = naredbe[i++];
if (naredba == '<') {
if (it > begin(str))
it--;
} else if (naredba == '>') {
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if (it < end(str))
1t++;
} else if (naredba == 'i') {
char ¢ = naredbe[i++];
it = str.insert(it, c);
1t++;
} else if (naredba == 'b') {
if (it > begin(str)) {
it--;
it = str.erase(it);
}
} else if (naredba == 'd') {
if (it < end(str))
it = str.erase(it);

cout << str << endl;

EduxkacHuje pererwe ce MOxe TOOUTH aKo C€ YMECTO HUCKE UyBa JIUCTa KapakTtepa. Y je3uky C++ Mocrtoje 1Be Ko-
JIEKIIHje pean3oBaHe nomohy nose3anux Jicta. Konekimja forward_1list<T> npencraBiba jeIHOCTPYKO MOBE3aHe
JICTe, IOK KoJiekImja List<T> mpecTaBiba ABOCTPYKO MOBE3aHe JIMCTE. 3a BUXOBO KopHIIheme je MOTPeOHO YKIbY-
uyntH 3araBiba <forward_list> 1j. <list>. OcHOBHe MeToe 3a paj ca ucTtama cy cienehe (CBe Cy CIOKEHOCTH

O(1)):

* begin() - Bpaha urepatop Ha moyerax JucTe

¢ end() - Bpaha uteparop Ha Kpaj Jucte

e insert(it, x) - ymehe eemMeHT Ha MO3MIIMjY KOja je HETTOCPEIHO JIEBO OJ1 IATOT UTepaTopa 1 Bpaha ureparop
HA €JIEMEHT KOJU je YMETHYT

e erase(it) - Opurme eleMeHT Ha KOju yKa3yje AaTu utepatop U Bpaha urepatop Koju yKasyje Ha TO3UIH]jY
HETOCPEHO JeCHO OJ1 OOPHCAHOT eJieMeHTa (IITO Moke OUTH U end, ako je 0OprCaH MOCTIEAH eJIEMEHT).

Ha uteparop kop konekuuje forward_list mMoryhe je mpuMewmuBaTH ONIEPATOP ++, YUME CE€ OH IIOMepa Ha HApPeJHU
eJIEeMEeHT JIUCTe, a KoJ Kosekiyje List u oneparop - -, unme ce OH IoMepa Ha MPeTXOJHHU eyeMeHT ucte. U oBe
oneparwje cy cnoxkenoctu O(1).

IMo3unujy Kypcopa y OBOM 3aJaTKy je HajjeJHOCTaBHHUje OIpKaBaTH y BHAY UTepaTopa (OH, Ha MpUMep, MOXe aa
yKa3yje Ha KapakTep KOjH je HEMOCPEeJHO JIECHO Of MO3MIIMje Kypcopa, Tj. Ha end KaJa je Kypcop Ha Kpajy HUCKE).
Moo ce Kypcop omMepa y 0da cmepa, IoTpedHO je KopucTuTH Kosiekinjy List<char>, ane forward_list<chars.
VMmerame ce oHJla MOXe BPIIMTU MeToJIoM insert, a dpucame MeToioM erase.

AnaJsmza ciaozkeHocTH. [lomro cy Koj ucTe orepaliije yMeTama 1 OpHcama, Kao M oMeparba UTepaTopa 3a jeIHO
MECTO KOHCTaHTHE CJIOXKEHOCTH, OBa]j aJITOPUTAM je JIMHEapHe CJIOKEHOCTH.

string naredbe;
cin >> naredbe;
int 1 = 03
list<char> str;
auto it = begin(str);
while (i < naredbe.size()) {
char naredba = naredbe[i++];
if (naredba == '<') {
if (it != begin(str))
it--;
} else if (naredba == '>') {
if (it != end(str))
it++;
} else if (naredba == 'i') {
char ¢ = naredbe[i++];
it = str.insert(it, c);
1t++;
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} else if (naredba == 'b') {
if (it != begin(str)) {
it--;
it = str.erase(it);
}
} else if (naredba == 'd') {
if (it != end(str))
it = str.erase(it);
}
}

cout << string(begin(str), end(str)) << endl;

Moryhe je 1 BeoMa jeTHOCTAaBHO U €JIETAHTHO pellierkhe KopHIThemneM ABa CTeKa. Y jeIHOM CTeKy ce UyBajy Kapak-
TEpU JIEBO O[] TPEHYTHE MO3MLMje Kypcopa (Tako Ja ce Ha BPXY HaJla3U KapakTep HajOlmku Kypcopy), a y Apyrom
KapaKTepHy JECHO OJ TPeHyTHe MOo3uliuje Kypcopa (Tako Jia ce Ha BPXYy IIOHOBO HaJIa3U KapakTep HajOsku Kypco-
py). Kyuame kapakrepa ce Taga peannsyje yMeTambeM KapakTepa Ha JIeBH CTeK, IIOMepame HaJIEBO ce peatusyje
npedalyBamkeM KapaKkTepa ca Bpxa JIEBOT, Ha BPX AECHOT CTeKa, IOMepame HaJeCHO paii 0OPaTHO, IOK ce dprcarbe
KapakTepa AeCHO Ol Kypcopa CBOZM Ha CKUJIabe eleMeHTa ca BpXa JIEBOT, a JIEBO 0] Kypcopa Ha CKHame eJleMeHaTa
ca BpXa JJeCHOT cTeKa. AKO je HEeKH Ofi CTeKOBa IIpa3aH, ollepalije CKIIamba eIeMEeHTa ca Bbera ce IPOCTOo MpecKayy.

Ananuza ciaoxkenocru. Ilomiro cy onepaulxlje CKHAatha U n0JlaBatba €JIEMEHATA Ha BPX CTEKAa KOHCTAHTHE CJIOKE-
HOCTH, YKYIIHA CJIOKEHOCT OBOI' AJITOPUTMA je JIMHEAPpHaA.

string stekUString(stack<char>& stek) {
string str = 77
while (!stek.empty()) {
str += stek.top();
stek.pop();
}

return str;

}

int main() {
stack<char> levo, desno;
string naredbe;
cin >> naredbe;
int 1 = 0;
while (i < naredbe.size()) {
char naredba = naredbe[i1++];
if (naredba == '<') {
if (!levo.empty()) {
desno.push(levo.top());
levo.pop();
}
} else if (naredba == '>') {
if (!desno.empty()) {
levo.push(desno.top());
desno.pop();
}
} else if (naredba == 'i') {
levo.push(naredbe[i++]);
} else if (naredba == 'b') {
if (!levo.empty())
levo.pop();
} else if (naredba == 'd') {
if (!desno.empty())
desno.pop();
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string str = stekuUString(levo);
reverse(begin(str), end(str));
str += stekUString(desno);
cout << str << endl;

return 0;

}

Bugu gpyiauuja pewerna oeot 3agaiiixa.
3anarak: Coprupame dpojeBa

Osaj 3agaiiiak je HOHO8/bEH Y UUDY YEEHCOABArA PAUMUIIIUX THEXHUKA peulasarba. Bugu iiiexcii 3agaiiika.
Toxywaj ga 3agaimiax ypaguw kopuheroem llexHUKA Koje ce U3Naxicy iy 080M HOIAA8/vY.

Pememe

Hepekyp3uBHo 0p30 copTupame

Jenna Beoma BakHa ymoTpeda cTeka je 3a peaau3alyjy pekyp3uje. TokoM m3BpinaBama peKyp3WBHUX (PYHKIIH]a,
Ha CTEK ce CMeIlTajy BPeJHOCTH JIOKAJHUX MPOMEHJBUBUX U apryMeHaTa CBaKOI' aKTHBHOT Mo3uBa (yHKLHje. Pe-
Kyp3Hjy YBEK MOXEMO YKJIOHUTH M YMECTO CUCTEMCKOI' CTeKa MOKEMO PYy4YHO OZIp’KaBaTH CTEK ca TUM HOoJalvMa.
IMpukaxxuMo OBY TEXHUKY YKJIabaiha PeKyp3uje Ha IpUMepy HepeKyp3UBHE UMILIEMEHTallje anropuTMa op3or cop-
thpawa. Harmacumo na je kox anropurma QuickSort 1yduHa pekyp3uje Majia (OHa JIOTApUTAMCKH 3aBUCH 01 Opoja
eJeMeHaTa H13a), Tla Ce F/eHOM eJIMMUHAIMOM He J0OHja HUIITa 3Ha4a jHO.

Ha creky hemo dyBaTH aprymeHTe peKyp3WBHHX I03WBa (PYHKIHMje copTHpama. Ha modeTky je To map MHAeKca
(0,n — 1). T'maBHa nmewpa ce M3BpIIABA CBE JJOK Ce CTEK He MCIPA3HHU U Y O] ce odpaljyje map MHIeKca KOju ce
CKHJIa ca BpXa CTeKa. YMECTO PeKYKp3MBHUX IO3MBA HHXOBE NeMO apryMeHTe MoCTaB/baTH Ha BPX CTEKa U YeKaTh
Ia oHu Oyny oOpaljeHu y HeKOj Ol HapeJHUX UTepaluja nembe. [IpUMeTHMO 1a ce apryMeHTH APYror peKyp3HBHOT
nosuBa odpaljyjy Tek Kaja ce y MOTIYHOCTH PEellH MOTHpodieM KOji OaroBapa MpBOM PeKyp3MBHOM HO3MBY, LITO
oJIroBapa MoHaIamky (PYHKIFje Kajia je 3aicTa MIMIUIEMEHTHpaHa PEeKYP3UBHO.

Hanomena. Permmo 1 1a je oBa TeXHMKa OMINTA U a Ce PEKYP3Hja YBEeK MOKe eJIMMUHICATH Ha OBaj HAUMH. 3a pa-
3JIMKY OJ] TOra, EJIMMUHNCAE CIEU(DPUIHIX 0DJIMKa PeKyp3uje (TIOMyT, Ha PUMEp, PEIHE) HUje YBEK TPUMEHJbUBO,
aJiM Kaja jecte, TOBOAU 10 00Jbe MeMOopHjcKe (T1a U BpeMeHCKe) e(PUKACHOCTH jep ce He KOPUCTH CTeK.

vold quick_sort(vector<int>& a) {
// duzina niza
int n = a.size();
// stek na kome cuvamo argumente rekurzivnih poziva
stack<pair<int, int>> sortirati;
// sortiranje krece od obrade celog niza tj. pozicija (0, n-1)
sortirati.emplace(0, n - 1);
while (!sortirati.empty()) {
// skidamo par (1, d) sa vrha steka
auto p = sortirati.top();
int 1 = p.first, d = p.second;
sortirati.pop();
// obradujemo par (l, d) na isti nacin kao u rekurzivnoj implementaciji

if (d-1<1)
continue;
int k = 1;

for (int 1 = 1+1; 1 <= d; i++)
if (a[i] < a[l])
swap(a[++k], a[i]);
swap(a[k], a[l]);
// umesto rekurzivnih poziva njihove argumente
// postavljamo na stek
sortirati.emplace(k+1, d);
sortirati.emplace(l, k-1);

215



IVIABA 4. CTPYKTYPE IIOJJATAKA

Bugu gpyiauuja pewersa osoi 3agaitixa.

3anarak: Bpegnocr nocrdgukcHor n3pasa

IMpedukcHa HOTaIM]a ce TIOHEKa | HA3MBA U T0JbCKa HOTAIMja, a MOCT(hUKCHA HOTAIMja Ce MOHeKa | Ha3UBa U 0DpaTHa
MoJbCcKa HoTanyja (eHrI. reverse polish notation, RPN) y wact mossckor nornyapa Jana JlykammjeBuda, KOju jy je
uzymeo. OHa noapasymeBa Aa ce OUHApHU OrepaTopy yMmecTo udmelhy onepaHaja 3anucyjy HakoH mbux. Ha mpumep,
ymecto 3 + 5, mucahemo 3 5 +. Hanuiu nporpam koju oapelhyje BpeIHOCT MOCT(OUKCHO 3aMMCAHOT U3pa3a.

Vaa3: Ca crangapaHor yjasa ce yuuTaBa MocT(hUKCHO 3alMCaH U3pa3 KOju Capku jeaHouudpeHe Opojese u ore-
parope + u * (0e3 pazmaka).

M3na3: Ha crangapaau n3ias MCIMCaTH BPEJHOCT YYUTAHOT U3pasa.
ITpumep 1

Vaaz Hznaz
12+3* 9

Objawmrberve

IoctdukcHo je 3anmcan m3pas (1+2)*3.

Ipumep 2

Yaaz

11+2%345+%+

Hznasz

31

Objawroerve

IoctdukcHo je 3ammcan m3pas (1+1)*2+3*(4+5).
Pememe

Besmka npegHocT MOCT(UKCHO 3alMCaHMX MU3pas3a je TO IITO UM Ce BPEAHOCT BeoMa jeIHOCTABHO M3pavyHaBa y3
nomoh creka. Kazna Hauhemo Ha Opoj mocraBmamo ra Ha BpxX creka. Kazma Hamhemo Ha omepartop, CKHIaMo aBe
BPEJHOCTH Ca BpXa CTeKa, IPUMEHYjeMO Ha BHX oAroBapajyhy omepaiujy U pe3ynaTar MOCTaB/baMO Ha BpX CTeKa.
BpenHoct nesor u3pasa ce Ha Kpajy HaJla3u Ha BpXY CTeKa.

IIpumep. Hmp. 3a u3pa3 34+5* Ha cTek mocraB/bamo 3, 3aTUM 4, HAKOH TOra T€ JBE BPEJHOCTH YKJIAHkaMo U
MOCTaBJbAMO 7, 3aTUM MOCTaB/bAMO 5 1 Ha Kpajy yKJIawamo 7 U 5 1 MewmaMo ux ca 35.

bool jeOperator(char c) {

return c == '+' || c == "*';
}
int primeniOperator(char op, int op1l, int op2) {
int v = 0;
switch(op) {
case '+': v = opl + op2; break;
case '*': v = opl * op2; break;
}
return v;
}

int vrednost(const string& izraz) {
stack<int> st;
for (char c : izraz) {
if (isdigit(c))
st.push(c - '0');
else if (jeOperator(c)) {
int op2 = st.top(); st.pop();
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int opl = st.top(); st.pop();
st.push(primeniOperator(c, opl, op2));

}
return st.top();

3aparak: [Ipesoheme noTmyHo 3arpal)eHor nzpasa y noctgpukcHn 00dJauK

Harnmcatu mporpam Koju uciipaBad HH(PUKCHI apUTMETHYKH U3pa3 KOjU UMa 3arpajie OKO CBake MpUMeHe OMHapHOT
oreparopa IpeBoAr y MOCT(PHUKCHU OOIIMK. JeJHOCTABHOCTH pajy MPETIIOCTABUTH JIa CY CBU ONlepaHy jeaHounudpe-
HU OpOjeBH U J1a ce jaBJbajy camo oliepalldje caduparmba U MHOXEHhaA.

Vaa3: Jenuna JIMHMja cTaHIAPAHOT yJIa3a caJpKU UCTIpaBaH, MOTIYHO 3arpaheH u3pas.
MN3na3: Ha cranpapaHu usna3 UCIMUCATH TPAXKeHU MOCT(UKCHU OOJIUK.

IIpumep

Vaaz Hznaz
(((3*5)+(7+(2*1)))*4) 35*%721*++4*
Pememe

YumeHnIa 1a je u3pas3 MOTIYHO 3arpaljeH oylakilaBa u3payyHaBare, jep Hema rnorpede 1a BOAMMO pauyyHa O MpUo-
PUTETY M acolMjaTMBHOCTH oriepatopa. TakBK U3pa3u ce ONKCYjy HapeaHOM, BEOMa jeIHOCTABHOM I'PAMaTHUKOM.

<izraz> :: <cifra>
<izraz> :: '(' <izraz> '+' <izraz> ')'
<izraz> :: '(' <izraz> '*' <izraz> '")'

JenaH HaUMH @ ce MPUCTYIH pelllaBamby MpodieMa je J1a ce MPUMEeHN UHIYKTHBHO-peKyp3uBHU npuctyn. Odpanga
CTPYKTYpPHPAHOT yJia3a peKyp3UBHUAM (PYHKIMjaMa Ce Ha3UBa PeKyp3usHIL CiiyCili ¥ IETaJbHO Ce U3ydaBa y KypceBuMa
npeBoherba MporpamMcKux jesuka. JledpuHuiemMo pekyp3uBHy (byHKIIM]Y YMjU je 3a1aTak Ja peBee Ie0 HUCKE KOjU
MpeJCcTaB/ba ucnpaBad UHUKCHU u3pa3. OH Moxe OMTU WK Opoj, Kaja je mpeBoherme TPUBUjaTHO jep ce OH caMo
TIpeIvIIe Ha U3J1a3 WIK U3pa3 y 3arpagamMa. Y OBOM JPYroM CIIydajy YATaMO OTBOPEHY 3arpajy, 3aTHM PEKYP3UBHIM
TI03WBOM ITPEBOIUMO IIPBH OTIepaH/I, HAKOH TOTa YUTAMO OIIepaTop, 3aTUM PEeKypP3UBHAM IO3UBOM ITPEBOVIMO JIPYTH
orepaH]l, HAKOH TOTa YATAMO 3aTBOPEHY 3arpajay U UCITHCY jeMO orlepaTop KOjU CMO IMPOYHTAIH (OH OMBa MCIHICaH
HETOCPeJHO HAKOH MPeBOoJIa CBOjUX ONEPaHAa).

[IpomenmuBa 1 Mewa CBOjy BpPeAHOCT Kpo3 peKyp3uBHe mo3uee. Crtora hemo je mpeHoCHTH Mo pedepeHI TaKo
Jla TIpeJIcTaB/ba U YJIa3Hy W U3JIa3Hy BeW4MHY (pyHKIMje. 3amatak (pyHKIMje je Ja MpouuTa U3pa3 KOoju MOUurmbhe
Ha TIO3UIWjH 4, JIa Ta [IpeBeie Y NOCT(UKCHY OOJIMK ¥ J1a IPOMEH/BHBY 1 POMEHHM TAaKO JIa FheHA HOBA BPEIHOCT 4’
yKa3yje Ha MO3UIM]jy HICKEe HEMOCPEeTHO HAKOH M3pa3a KOjH je MpeBe/ieH.

// Prevodi deo izraza od pozicije 1 u postfiksni oblik i rezultat
// nadovezuje na nisku postfiks. Po zavrsetku rada funkcije,
// promenljiva 1 ukazuje na poziciju iza prevedenog izraza.
vold prevedi(const string& izraz, int& i, string& postfiks) {
if (isdigit(izraz[i]))
postfiks += izraz[i++];
else {
// preskacemo otvorenu zagradu
1++;
// prevodimo prvi operand
prevedi(izraz, i, postfiks);
// pamtimo operator
char op = izraz[i++];
// prevodimo drugi operand
prevedi(izraz, i, postfiks);
// preskacemo zatvorenu zagradu
1++;
// ispisujemo upamcéeni operator
postfiks += op;
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}
X

// prevodi potpuno zagradjen izraz u postfiksni oblik
string prevedi(const string& izraz) {

299,

string postfiks = ””;

int 1 = 0;

prevedi(izraz, i, postfiks);
return postfiks;

}

Perieme TeXHUKOM PEKYp3MBHOI CIIyCTa ce MOe MpepajuTu Tako jAa ce J00Mje HepeKyp3MBHA MMILJIEMEHTalluja.
Ha ducmo ce ocnodoauamn pekyp3uje, NoTpedHo je na ynorpedumo crek. KibyuHa omacka je Ja ce y CTeK OKBUPY
(pyHK1IIHje, Tpe peKyp3WBHOT MO3MBa 3a MpeBoheme Apyror onepanaa namrty oneparop. OBo HaM cyrepuile 1a Ham
j€ 3a HepeKyp3MBHY MMIUIEMEHTAIMjy HEOIIXOAHO Ja OJpXkaBaMo CTeK Ha Koju hemo cmemTaTu oneparope. Kaga
HanfieMo Ha Opoj mpenucyjeMo ra Ha U3ja3, Kaja HauhemMo Ha orepaTop CTaBbaMo T'a Ha CTeK, a Kaja Hauhemo Ha
3aTBOPEHyY 3arpajy CKUaMo U UCITHCY jeMO OIepaTop ca BpXa CTeKa.

IIpumep. Pazmorpumo, Ha npumep, uspas ((3+4)*(5+2))
* IIpBu KapakTep je OTBOpEHa 3arpajia Kojy MpecKa4eMo.
* Hapennu KapakTep je OTBOpeHa 3arpaja Kojy ImpeckaueMo.
* Hapemnu kapakrep je mdpa, KOjy UCIIUCY jeMO (IO cajia je UCIHCAHO 3).
¢ Hapemnu kapakrep je orepaTop +, KOju IocTaBbamo Ha ctek. CTek je cazia +.
» Hapennu kapakrep je mudpa, Kojy UCIUCYjeMo (JI0 caa je UCIUCAHO 34).

» HapenHu kapakTep je 3aTBOpeHa 3arpaja, la UCIICY jeMO OlepaTop ca BpXa CTeka (I0 caja je UCIHCAHO 34+).
Crek je caga mpasaH.

» HapenHu kapaktep je onepaTop * koju nocraBbamMo Ha crek. Crek je caga *.
* Hapennu kapakTep je oTBOpeHa 3arpaja Kojy rmpeckayeMo.

e Hapennu kapaktep je nudpa, Kojy UCIUCYjeMo (10 caja je UCTIMCaHO 34+5)

» Hapennu Kapaktep je orepaTop + KOju roctaBbaMo Ha ctek. CTek je cafa *+.
* Hapennu kapaktep je mudpa, Kojy UCTIMCY jeMo ([0 cajia je UchucaHo 34+52)

* Hapennu kapaktep je 3aTBOpeHa 3arpaja, Ia KCIIHCYjeMO OIepaTop ca Bpxa cTeka (10 caja je MCIUCAHO
34+52+). Crek je caga *.

* Hapennu kapakrtep je 3aTBOpeHa 3arpaja, Ia KCIIHCYjeMO OIepatop ca Bpxa cTeka (10 caja je MCIUCAHO
34+52+*). Ctex je caja mpaszaH.

bool jeOperator(char c) {
return c == '+' || c == "*';

}

string prevedi(const string& izraz) {
string postfiks;
stack<char> operatori;
for (char c : izraz) {
if (isdigit(c))
postfiks += c;
else if (c == ")") {
postfiks += operatori.top();
operatori.pop();
} else if (jeOperator(c))
operatori.push(c);
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return postfiks;

}
3anarak: Bpegnocr u3paza

Hanucatu mporpam KojuM ce u3payyHaBajy U NpUKa3yjy BPeAHOCTH AaTUX apUTMETHUKUX u3pa3a. CBaku u3pas je
HCIIPAaBHO 33J1aT, CACTOjU Ce Off MPUPOTHUX OpojeBa U orepanmja +, -, * u / (11e7100pojHo nebere). Kopumhemem
npoimpene bekycose Hotanuje (EBNF), cuntakcy n3pasa MoxeMo OlUcaTy Ha ciieiehr HauuH:

<izraz> ::= <term> {<operacijal> <term>}
<term> ::= <faktor> {<operacija2> <faktor>}
<faktor> ::= <broj> | '(' <izraz> ')'

<broj> ::= <cifra> {<cifra>}

<cifra> ::= '0" | '"1'" | ... | '9'
<operacijal> ::= '+' | '-'

<operacija2> ::= '*' | '/'

Vaa3z: Y cBakoj IMHUjM CTAHIAPHOT yJIa3a HAJNA3M Ce UCIIPaBaH U3pa3 (M3pa3 He CaapKU pa3Make).

M3na3: Cpaka JIMHUja CTaHAAPAHOT M3J1a3a CaipAKU PEIOM BPEIHOCTH U3pa3a JaTHX Ha CTaHAApIHOM YyJla3y, CBakKa
BPEAHOCT y nocedHoj mMHuju. AKO u3pas Huje aeduHucat, 300r aemema 0, npukasaru nopyky deljenje nulom.

IIpumep

Vaaz Hznas

142%3-4 3
2%3-5%(100-8*%12) -14
123-43*(12-3*5)/(17-35/2) deljenje nulom
12/5+2 4

Pememe

W3pauyHaBare BpeJHOCTH M3pa3a je oleT KOMOMHAIMja IpeBoljera Y MOCT(UKCHU OOJIMK M U3pavyyHaBama Bpe/-
HOCTHY TIOCT(PUKCHOT HU3pa3a.

ITpobem ce pemaBa CIMYHO Kao KOJ MOTIYHO 3arpalieHrx u3pasa, ajii oBaj MyT ce Mopa odpahaTu maxma Ha IpH-
OpHTET U acOLMJaTUBHOCT omepaTopa. Peliewme ce Moxke HalpaBUTU PEKYP3UBHUM CITyCTOM, ajii ce TUMe Hehemo
0aBuTH y 0BOM Kypcy. KibyuHa quieMa je Imta paguTHl y CUTYalldju Kaja ce IpoduTa op2 y u3pasy oosmka i1 opl
12 op2 i3 rmecy i1, 12 u 13 Tpu u3pasa (dwiio dpoja Omio U3pasa y 3arpagama), a opl u op2 aBa omneparopa. ¥
TOM TPEHYTKY Ha u3na3y he ce HajasuTi u3pa3 11 nmpesedeH y NocT(UKCHI OOJIMK M M3a Hhera u3pa3 i2 mpeseneH
y nocT(uKcHE 00MMK, 0K he ce omepaTop opl HaJA3UTH HA BPXY CTeKa orepaTopa. YKoJIMKo opl nma Behu mpro-
PUTET Off oTlepaTopa Op2 WM YKOJIMKO UM je IPUOPUTET UCTH, AJIU je aCOLIMjaTUBHOCT JIEBa, TaJa je MOTpedHO MPBO
u3padyHaBaTy u3pa3 i1 opl 12 TmMe mrTo ce oneparop opl ca Bpxa cTeka Ipedaly Ha u3jia3. Y CylpoTHOM (aKko
op2 uMa Behu npropuTeT WM aKo je MPUOPUTET UCTH, A aCOLMjaTUBHOCT JIECHa) orepaTop opl ocTaje Ha CTeKy U
W3HAJ Hhera ce MoCTaBjba orepaTrop op2.

OBRo je jeman o1 MHOTHX ajlroputama Koje je n3eo Excrep [lejkcTpa v Ha3uBa ce Ha €HITIECKOM je3uKy Shunting yard
algortihm, 1TO dU C& MOTJIO CIIOOOHO MPEBECTH KA0 AIrOPUTAM COPTUPaba KENE3HNIKUX BaroHa. 3aMUCIUMO Aa
u3pas Tpeda J1a npehe ca jeqHor Ha Apyru Kpaj npyre. Ha npysu ce Hanaszu ciopeqHu Kosocek (Tpyra je y odyuky
cnosa T ¥ criopeiHM KOJIOCEK je ycripaBHa 1pTa). JleJoBu u3pasa rnpejase ca JeCHOT Ha JIEBU Kpaj (3aMUCITUMO J1a ULy
1o ropm0j uBuiM ciosa T). BpojeBu yBek npenase aupektHo. Oniepatopu ce YBeK 3a/ipikaBajy Ha CIIOPeJHOM KOJIO-
CeKy, aJIi TAKO JIa Ce Ipe Hero IITO onepaTop yhe Ha crope/iHu KOJIOCEK ca era Ha 13Jia3 npedallyjy CBY orepaTtopu
KOjH Cy BHIIET IPHOPUTETA Y OHOCY Ha TeKyhH Win nMajy UCTH IPHOPUTET Kao TeKyhu a j1eBo cy aconyjaTuBHU. U
OTBOpEHE 3arpajie ce NocTaB/bajy Ha CIIOpe/IHHA KOJIOCeK, a KaJa Haule 3aTBOpeHa 3arpajia ca CriopeHoOr KoJIoceKa
ce YKJIamajy CBH OIepaTopH JI0 OTBOpeHe 3arpaje. Kana ce ncipnu neo n3pas Ha JIeCHOj CTpaHH, CBU OIIEPaTOpH ca
CMOpeJIHOT KoJIoceKa ce rpedailyjy Ha JieBy CTpaHy. JacHO je 1a CopeHH KOJIOCEK MMa MOHAIAbe CTeKa, TaKo J1a
MMIUIEMEHTAIIN]Y MOXKEeMO HAIpaBUTH KopulllhemheM cTeKa Ha Koju heMo cTaBbaTu ornepaTope.

IIpumep. NnyctpyjMo OBy KeJe3HUIKY aHAJIOTH]Y jeHUM IIPUMEPOM.

----- (243)*5+2*5 o-o- 243)F542%5 2 ----- 43)%542%5
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2 ----- 3)*5+2*%5 23 ----- )*5+2*%5 23+ ----- *54+2%5

+ I

( ( I
23+ ----- 5+2*5 2345 ----- +2*5 2345% ----- 2*5
| I I
* * +
2345%2 ----- *5 2345%2 ----- 5 2345%25 -----
| * *
+ + +
23+5%25%4 -----

// provera da li je karakter aritmeticki operator
bool jeOperator(char c) {
return c == '+

[l c=="-"[] c="*" || c=="/";

}

// prioritet datog operatora
int prioritet(char c) {
if (c == "+'" || c=="-")
return 1;
else if (c == '"*' || c=="/")
return 2;
// greska
return 0;

}

// primenjuje datu operaciju na dve vrednosti na vrhu steka,
// zamenjujuéi ih sa rezultatom primene te operacije
// vracamo informaciju o tome da li operator uspesno primenjen ili je
// doslo do deljenja nulom
bool primeni(stack<char>& operatori, stack<int>& vrednosti) {
// operator se nalazi na vrhu steka operatora
char op = operatori.top(); operatori.pop();
// operandi se nalaze na vrhu steka operatora
int op2 = vrednosti.top(); vrednosti.pop();
int opl = vrednosti.top(); vrednosti.pop();

// izracunavamo vrednost izraza

int v = 03
if (op == '+') v = opl + op2;
else if (op == '-') v = opl - op2;

else if (op == '*') v = opl * op2;
else if (op == '/") {

// deljenje nulom

if (op2 == 0)

return false;

v = opl / op2;
}
// postavljamo ga na stek operatora
vrednosti.push(v);
// operator je uspesno primenjen
return true;
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// izracunavamo vrednost izraza
// vracamo informaciju o tome da li je vrednost uspesno izracunata ili
// Jje doslo do deljenja nulom
bool vrednost(const string& izraz, int& v) {
stack<int> vrednosti;
stack<char> operatori;

// analiziramo sve karaktere u ulaznom izrazu
int 1 = 0;
while (i < izraz.length()) {
if (isdigit(izraz[i])) {
// brojevne konstante postavljamo na stek

v = izraz[i] - '0"';

1++;

while (i1 < izraz.length() && isdigit(izraz[i]))
v =10 * v + (izraz[i++] - '0');

vrednosti.push(v);
} else if (izraz[i] == '(') {
// otvorene zagrade postavljamo na stek
operatori.push('(');
1++;
} else if (izraz[i] == ")") {
// izracunavamo vrednost izraza u zagradi
while (operatori.top() !'= '(")
if (!primeni(operatori, vrednosti))
return false;
// uklanjamo otvorenu zagradu
operatori.pop();
1++;
} else if (jeOperator(izraz[i])) {
// obradujemo sve prethodne operatore viseg prioriteta
while (!operatori.empty() && jeOperator(operatori.top()) &&
prioritet(operatori.top()) >= prioritet(izraz[i]))
if (!primeni(operatori, vrednosti))
return false;
// stavljamo operator na stek
operatori.push(izraz[i]);
1++;
}
}

// izracunavamo sve preostale operacije
while (!operatori.empty())
if (!primeni(operatori, vrednosti))
return false;

// vrednost izraza se nalazi na vrhu steka

v = vrednosti.top();
return true;

4.3 Pen

Pen npencrariba Konekuyjy nogataka y kojy ce nogauu jpoaajy mo FIFO (enrn. first-in-first-out) npuHmmmy — ese-
MEHT Ce YBEeK y31Ma ca MoYeTKa, a IoJaje Ha Kpaj pena.
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V jesuxy C++ pen ce peanusyje Kjacom queue<T> rae T IpescTaBiba TUII eJleMeHaTa Ha CTeKy. 3a beHo Kopuinhe-
BEM OTPeOHO je yKIbYUHTH 3ariaBibe <queue>. [oapkane cy cienehe metone (cBe cnoxeroct O(1)):

* push - rocrapsba J1aTH eJIeMEHT Ha Kpaj penia

* pOp - CKHJA eJIEeMEeHT ca IoYeTKa pesa (1107 MPeTIOoCcTaBKOM Ja pesl Huje npa3aH). Harmacumo na je oBa Metona
trna void u ga He Bpaha yKJIOCHHU €JIeMEHT.

* front - ounTaBa eleMeHT Ha MOYETKY pena (IOA MPETIIOCTaBKOM Jia pejl HUje Mpa3aH)

* empty - MpoBepasa Ja 1 je peJ npa3aH

* size - Bpaha Opoj enemeHara y peay

Axo ce y peny 4yBajy ypeheHr mapoBu M N-TOPKE, TaJla ce yMECTo MeTojie push, Moxe KOpiCTUTH MeTola emplace,
KO0jOj Ce caMO peJJOM HaBOJIe €JIEMEHTH Napa Tj. N-Topke (HUje NOTPedHO MOCceOHO NO3UBaTH (DYHKLIU]Y 32 KPeUpame
rapa Tj. N-TOpKe, IITO je HEOIXOIHO Kajia ce KOpUcTH push).

Pen y jesuky C++ je 3ampaBo caMo ajanrtep OKO HeKe KoJeKlMje MojaTtaka ([oapa3syMeBaHO peda ca IBa Kpaja)
KOJjY KOPHMCHHUKA Tepa [a TOIITYje MpaBuia IPUCTYIa Pejly U CIIpeyara Jia HallpaBy OMepariyjy Koja HaJl peoM Huje
JoryiiTeHa (MOnyT MPKUCTYIa HEKOM eJIEMEHTY KOjU HUje Ha TIOYETKY).

4.3.1 Pen ca gBa kpaja

Yonuireme npeacrasiba pejl ca ABa Kpaja Koju JOMYIITA Jla Ce eJIEMEHTH U I0Jajy ¥ y3uMajy ca OUJIo KOr Kpaja peja
(Ta CTpyKTypa nojaTaka 3arpaBo KOMOMHYje 1 (DyHKIIMOHATHOCT CTeKa M (DyHKIIMOHAIHOCT pela).

V jesuky C++ moryhe je kopuctuTu cTpykTypy deque<T>. 3a eHO Kopullheme MoTpedHO je yKIbYUUTH 3arvIaBibe
<deque>. Ionpikane cy cnenehe onepanuje (cBe cnoxenoctu O(1)).

e push_front - nonaBame egeMeHTa Ha NOYETaK

¢ push_back - nomaBame enemeHTa Ha Kpaj

e front - unrame enemMeHTa ca oyeTka (I0J] MPETIIOCTAaBKOM J1a peJ] HHje Mpa3aH)

* back - uynrame enemenTa ca Kpaja (II0J IPETIIOCTABKOM JIa pe[l HUje Mpa3aH)

* pop_front - ykiamame eneMeHTa ca IouyeTka (1o MpeTrocTaBKoM Ja pell Huje npasaH). Harnmacumo ga je
oBa MeToja Tuma void u aa He Bpaha yKJIOHBEHU eJeMEHT.

* pop_back - yknamame enemenTa ca Kpaja (Toj IMpeTocTaBKOM a pej Huje npas3aH). Harmmacumo na je oBa
MeToza Tuna void 1 1a He Bpaha yKJIOmEeHH! eJeMEeHT.

* empty - mpoBepa ja 1M je pej MpasaH

* size - dpoj enemeHara y peay

NuTepecanTHO, 3axBaby jyhn criernpnaHOM HaUMHY MMIUIEMEHTAILMje, OBa CTPYKTypa MojaTaka MoAp:kaBa 1 onepa-
TOP MH/EKCHOT TIPUCTYIA KOJUM CE eJIEMEeHT Ha JaTOj MO3HMIMjH MOXe [IPOYMTATH MM U3MeHuTH y Bpemeny O(1).

3anarak: CermeHr ay:xuHe k nHajseher npoceka

Osaj 3agaiiax je ioHOGDEH Y UMDY YEEHCOABALA PAMUMUTIIUX THeXHUKA peutasarba. Bugu itiexcii 3agarixa.
THoxywaj ga 3agaiiax ypaguw kopuwhersem ilexHUKA Koje ce U3Naicy Y 080M Hoinasvy.
Pememe

[Ipumetumo Oa je mpodiem Hajlaxkema CerMeHTa IyxkuHe k 4dju je mpocek HajBehin, eKBUBaJICHTaH MMPoOJIeMy Ha-
naxemwa cermMeHTa nyxune k HajBeher 30upa. Ilpocek cermMeHTa 10OMjaMoO Je/beheM CyMe CerMeHTa ca Ty KUHOM
CEerMeHTa, KOja je Y OBOM 3a/IaTKy KOHCTaHTa M u3HocH k, Tako Jja je mpocek HajBehu kaza je 30up HajBehu.

CmamuBame ynorpedbeHe MeMopuje kopumhemeM peaa

Pemewe y KoM ce CBU eleMEeHTH 4yBajy Y HU3Y, a 3aTUM Ce€ MHKpEeMEHTaJIHO oOpahyje jemaH mo jegaH CerMeHT
IyXVHe k je BpeMeHCKU e(prKacHO, ajii ce KOPUCTH IpeBullle MeMopuje. HarMe, Hilje HEOIIXOAHO Y MEMOPUjH UC-
TOBPEMEHO UyBaTH CBE eJIeMEeHTe HI3a, Behi je MOBOJBHO UyBaTH caMo elleMeHTe TeKyher cerMeHTa (OBO MOXe OUTH
OWTHO y ciTydajeBMMa Kaja je MeMOopHja KPpUTHYaH pecypc M Kafa je k 3HaTHO Mame o1 n). [IprirKoM yuuTaBama
CBaKOT HOBOT' €JIEMEHTa NIOYETHH eJIEMEHT TPEeHYTHOT CErMEeHTa Ce YKJIamha, a TMOCIIeJbH eJIEMEHT ce Aojaje Ha Kpaj
cermenTa. OBO yKa3yje Ha TO Ja je 3a uyBame TeKyher cerMeHTa MorojiHa CTpyKTypa rnojataka pejl, Koja HaMm OMO-
ryhaBa J1a jofajemMo eneMeHTe Ha Kpaj M YKJIabhaMo eJIeMEeHTe ca roveTKa (TMpBHU eJIeMEHT KOjU je 1oJaT IpBU OuBa
U YKJIOWEH U3 pefa). Y jesuky C++ MOXeMOo yHOTpeOUTH KojeKuujy queue. EneMente y pes noaajeMo METOAOM
push, ykiamamo ux MeTogoM pop (oHa He Bpaha BpeqHocT). EneMeHT Ha OYeTKy pena ce MoXke OUUTATH METOJJOM
front.
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AHanu3a cJI0KeHOCTH. Y pelly ce MCTOBPEMEHO 4yBa HajBHIIE k elleMeHara, na je Mmemopujcka cioxenoct O(k),
TO MOXe OuTH gocta Marse Hero O(n). Tlomto ce cBaku eNeMEeHT HajBHILE jeAHOM ydallyje U HajBHILE jeAHOM
n3dallyje U3 pena, a yoarusame 1 U3dalfBambe U3 pejia je oreparyja KOHCTAHTHE CJIOKEHOCTH, YKyITHa BpeMeHCKa
ciioxeHoct anropurma je O(n).

// broj elemenata niza 1 duzina segmenta
int n, k;
cin >> k >> n;

// red u kojem u svakom trenutku cuvamo tekuci segment
queue<double> q;

// ucitavamo prvi segment duzine k, smestamo elemente u red i
// racunamo mu sumu
double suma = 0.0;
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {
double x; cin >> x;
q.push(x);
suma += X;

}

// trenutna maksimalna suma segmenta 1 indeks njenog pocetka
int maxPocetak = 0;
double maxSuma = suma;

for (int 1 = 1; 1 <= n-k; 1++) {
// ucitavamo naredni element
double x; cin >> x;
// azuriramo sumu
suma = suma - q.front() + x;
// menjamo “najstariji” element u redu
a.pop(); g.push(x);
// ako je potrebno, azuriramo maksimum
if (suma >= maxSuma) {
maxSuma = suma;
maxPocetak = 1;
}
}

// ispisujemo pocetak poslednjeg segmenta sa maksimalnom sumom
// (ujedno 1 prosekom)
cout << maxPocetak << endl;

3anarak: Jocudos npodaem

hauu cene y kpyry odesnexenu Opojesuma ox 0 1o n — 1 m urpajy ce pazdpajaimiie Tako jia y CBakoM dpojamy jeqaH
hak mcagne. Bpojame kpehe ox haka O u cBakm m-1u Hak ucnaga. Hammmm nporpam koju oxpelyje koju hak he
ocTaTaTy MOCIE Y.

Vaa3: Y npeoj MMHU{U CTaHAAPAHOT ya3a Hanasu ce nodetHu opoj haka n (1 < n < 10%), a y apyrom Ay:KuHa
opojamuie m (2 < m < n).

N3na3: Ha cranpapaau usias ucnucat dpoj npeocraior haka.

IIpumep

Yaaz Hznaz
8 6

3

Objawmrserve
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IVIABA 4. CTPYKTYPE IIOJJATAKA

Hauy Koju cesie y Kpyry Ha TIOUETKY M HAKOH CBAKOT UCIIAamba Cy:

67
7

AW wWERr,r R, ooo
AW W R R
~No b~ wWwwWwnN

N b~ bW
~No b
~N o

Pememe

CrpykTypa nojaTaka Koja gomyira epukacHo U30aluBame eJeMeHaTa U3 CpeJuHe je JIMCTa (HIp. JBOCTPYKO MOBe-
3aHa). KpyXHO KpeTtame 10 JIMCTH MOXKEMO OCTBAPHTH TaKO IITO HAKOH CBAKOT TIOMEpama UTepaTopa MpoBEpUMO J1a
JIM CMO CTHIJI JIO Kpaja JICTE U aKO jeCMO, UTepPaTop PyYHO IMOHOBO MOCTABUMO Ha MOYETaK JIUCTE.

// efekat postfiksnog uvecavanja iteratora u kruznoj listi tj. efekat it++
// iterator se pomera na sledece mesto, ali se vraca polazna vrednost
list<int>::iterator uvecaj(list<int>& lista, list<int>::iterator& it) {

list<int>::1terator polazni = it;

1t++;

if (it == lista.end())

it = lista.begin();
return polazni;

}

int josif(int n, int m) {
list<int> lista;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
lista.emplace_back(i);

auto it = lista.begin();
while (lista.size() > 1) {
for (int 1 = 0; 1 <m - 1; i++)
uvecaj(lista, it);
lista.erase(uvecaj(lista, it));

}

return *it;

}

KpyxHy 11CTy MOXEMO jeIHOCTABHO pealn30BaTH KopuilheweM pefa. Y cBakoM Kopaky Opojama jenHor haka ca
noueTka peaa hemo npedauutu Ha Kpaj pena. Hakon npedanuBama m — 1 ydeHUKa, OHOT KOjU je Ha MOYETKY peaa
TpajHo u3daIry jemo.

int josif(int n, int m) {
queue<int> red;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
red.push(i);
while (red.size() > 1) {
for (int 1 = 0; 1 <m - 1; 1++) {
red.push(red.front());
red.pop();
}
red.pop();
}

return red.front();

}
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3anarak: MakcumaJjiHa Oujekiuja

duaMcKH MPOAYIIEHT OpraHu3yje Beuepy Ha Kojy Kejiu Jia mo3oBe raymie. [a Ou ce miymim ocehanu npujaTHO
Ha Bevepu, NMPOJYLIEHT KeJu Jia 00e30e/l Ja je CBakH ITyMall IPUCYTaH Ha Be4epr OMIJbEH IIyMal] HEKOT JIpyror
IJTyMIIa IpUCYTHOT Ha Bedepu. CBaku oj1 n IyMana, MOTEHIWjaJlHUX TOCTH]y, 0Jadpao je CBOr OMHJBEHOT TIIyMIa
U3 TOT CKyIa ITyMana (py YeMy HHje UCKJbYYEHO U J1a je HeKH Diiymall ofadpao cam cede). Harmvmm nporpam koju
onpelyje HajBehu MoACKyII TOTr CKyIa TITyMaria KOju CapKu TIIyMIle KOje IMPOAYIEHT MOXe MO3BaTH Ha Bedepy.

Vna3: Ca cranpapaHor ynasa yHocu ce opoj n (1 < n < 50000) koju mpeactaBba Opoj riymaria Koju Cy Iriacai,
a3aTUM U peJIoM peHU OpOojeBU OMUIBEHOT ITyMIla CBAaKOT riymiia (cBu OpojeBu cy uzmehy O u n — 1).

N3na3: Ha cranpapauu usnas ucnuimu Hajsehu Opoj miymarna Koju MOry NpHCyCTBOBATH BEYEPH.

IIpumep
Yaaz Hznaz
7 3
2

0

0

4

4

3

5
Objawmrberve

Ha Beuepy mory dutu noszBanu riymim ca opojesuma 0, 2, 4. I'mymarr 0 je oMuibeHu miymMar rymia 2, roymaif 2 je
OMIJbEHH TiTyMal] riaymia 0, oK je rrymary 4 cam ceOu OMIJBbEH.

Pememe

nacosu rymana oppebyjy dyukumjy f nedpunucany Ha ckymy {0, 1,...,n — 1}. Heka je ckym S ckym riymaria
KOjU Cy II03BaHU Ha Beuepy. [la Ou cBaky miymar 1o OMUIbEH IIIyMall HEKOM APYroM IIIyMLy U3 cKyma .S, moTpedHo
je ma pecrpukimja pyHknmje f Ha ckym S Oyne “Ha” (Tj. [a 3a CBaKy CJIMKY IOCTOjU OPUTHHAT KOjU Ce CIUKA Y Ty
cky). Ilomrro je ckyn S KoHauaH, Ha OCHOBY JupuxieoBor npuHIMma, oHa he yjeaHo duru u “1-1” (3a cBaky ciuky
he mocTojaTé TAYHO jefaH OPUTHHAT KOJU CE Y By CJIMKA). 3aucTa, ako OM HEeKHU NIyMall Ha Be4epHu OUO OMUJbEH 3a
JiBa pa3IM4MTa TIIyMILa, HEKOM ITTyMIly Ha BedepH OM HeZocTajao riayMar kome Ou oH ono oMmwbeH. PyHKHja Koja
je uctoBpemMeHo “Ha” u “1-1” 30Be ce dujekumja.

EaumMuHanuja ejiemeHara

Edukacan anropuram MokeMO HaIIpaBUTH ako IpoHaljeMo noTpedaH yciIoB Ja eneMeHT Oyje aeo ckyma S. Hauwme,
CBaKM eJIEMEHT CKyIia .S Mopa OMTH CJIMKa TaYHO jeHOT eleMeHTa cKyma S. AKO je CBakM eleMeHT ckyna X (JoMeHa
¢yHKIMje f) cnmKa TavyHO jeHOr eleMeHTa ckyma X, Taga je f Oujekmmja Ha ckymy X. VY CympoTHOM Mopa Ja
MIOCTOJH eJIEMEHT KOjU HUje CIIMKA HU jeJHOT eJleMeHTa CKyna X M Taj eJIeMEeHT He Moxke OuTH Jieo ckyma S. Kama
Taj eJeMEeHT YKJIOHMMO (3aje/IHO ca HEroBOM CJMKOM), JOOMjaMO CKYII KOjH je 3a jelaH eJIeMEeHT MamU U Ha KOjH
MOXEMO MPUMEHUTH UCTH MOCTYINAK (CYIITUHCKU, UIMaMO ONMCAH MHAYKTHBHU Tj. PEKYpP3UBHH MOCTYIAK).

OBaj npucTyn ce MoXe jeJlHOCTABHO MMIUIEMEHTHPATH TaKO IITO 32 CBAaKM €JIEMEHT cKymna X W3padyyHamo Opoj
eJleMeHaTa KOjH ce CMKajy y iera. To MoxkeMo ypaanTy KopuihemheM jeJHOCTaBHOT, acolijaTUBHOT Hu3a. CimyHa
TEXHHKA je MOKa3aHa Kao y 3amaTky Ppeksenimje peyn.

Mosxemo ofpxkaBaTd pagHy JHCTY (pel) eleMeHaTa y Koje ce He CJIMKa HU jeJaH eJleMeHT (HAKOH M3pauyHaBamba
Opoja enemMeHaTa KOju ce CJIMKajy y CBaKH OJl eieMeHarta ckymna X, cBe OpojeBe 3a KOje je BpeIHOCT Y aCOIIUjaTUBHOM
HU3Y HyJIa, ydaityjemo y pajaHy jucty). Hakon Tora, cBe JOK ce pajHa JIMcTa He UCTIPa3HU, y3UMaMo je/laH 110 jeJaH
€JIEMEHT U3 paJHe JIMCTe, N3dally jeMo ra u3 ckymna X 1 3aTo cMamyjeMo Opoj ejleMeHaTa KOju Ce CIIMKAjy y CJMKY TOT
n30aveHOr eJleMeHTa (YMamby jeMO BPeIHOCT Y aCOIMjaTHBHOM HH3Y). AKO Ce YCTAaHOBH Ja Ce HAKOH TOTa BPEIHOCT
CIIMKE Y acOIMjaTUBHOM HM3Y CMamWjIa Ha HyJIy, TaJa ce CIMKa ydallyje y pagHy JucTy. Mako pemocies y3uMama
eJleMeHaTa 13 pajiHe JIMCTe MOXe OUTH MOTIYHO TIPOM3BOJbaH, 32 UMILIEMEHTAIN]y ce Hajuelthe KopucTu pea (jep
Jaje HekakaB ocehaj mpaBUYHOCTH). Pererwe y koM du ce ymecTo pefa KOpUCTUO CTek Ouiio Ou Takohe ucnpasHo.

vector<int> ulazniStepen(n, 0);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
ulazniStepen[f[1]]++;
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queue<int> q;
for (int 1 = 0; 1 < n; i++)
if (ulazniStepen[i] == 0)
g.push(i);
int broj_elemenata = n;
while (!q.empty()) {
int 1 = q.front(); q.pop();
broj_elemenata--;
if (--ulazniStepen[f[i]] == 0)
q.push(f[i]);
}

cout << broj_elemenata << endl;

3aparak: CopTupame - CBH HCIIpe/] MambH WK CBH ncnpe/ Behu

BpojeBu y HU3Y Cy TAKBH Jia 32 CBAKM €JIEMEHT BaXKU WK JIa Cy CBU €JIEMEHTH UCIIPE[] hera Marbu Off hera Win J1a
Cy CBH €JIeMEHTH Hcrpe] mera Behn ox mera. Hop. mu3 5,8,12,4,2, 13,19, 1 3amoBosbaBa T0 cBOjcTBO. Hammmm
Iporpam KOju y JITHEaApHO]j CJI0XEHOCTH COpTHpa Taj HU3.

Vaaz: Ca cranjgapaHor ynasa ce yuutapa 0poj n (1 < n < 10°), a 3aTum n eleMeHata Hu3a (€JIEMEHTH Cy JaTH y
jeAHOj TMHU]H, Pa3/IBOjEHH pa3MaIuMa).

W3na3: Ha crangapaam n3ias UCIMCATH COPTHPAHE eleMeHTe Hu3a (pa3BojeHe Pa3MaKkoM).

ITpumep

Yaaz Hznaz

8 1245812 13 19
58124213191

Pememe

AKo ce He y3Me y 003Up cHelu(UUHOCT YJIa3HHUX M0JaTaka, HU3 Ce MOXe COPTHpAaTH OUJIO0 KOJUM aJTOPUTMOM 3a
copTHhpame Hu3a dpojeBa (CaMYHO Kao y 3a1aTky CopTuparse OpojeBa).

AHanm3a cJ0XKeHOCTH. AKO ce KOPUCTU OMOIMoTeuKa (PyHKIIMja COPTHpaha, BpEMEHCKA CJI0XKEHOCT OBOT allro-
purma je O(nlogn), nok je memopwujcka cioxkernoct O(n).

int n;

cin >> n;

vector<int> a(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> a[i];

sort(begin(a), end(a));

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

cout << a[i] << ;
cout << endl;

PenmMo 3aiaTak MHAYKTUBHOM KOHCTpYKIjoM. [IpeTnoctaBumo na oOpahyjemMo jeaaH no jeaaH eJeMeHT U 1a CMO
Beh copTupanu npedukc enemeHata ucnpes rekyher. Ako je oH Behu o1 CBUX ejleMeHaTta UcTipe] cede y MoJIa3HOM
HU3Y, Tajia ra Tpeda J0JaTH Ha Kpaj copTUpaHor npedHKca, a ako je MarbH OJ] CBUX eJleMeHaTa ucrpes cede, Tpeda
ra JO/IaT! Ha MOYeTaK COPTUPAHOT IpedHKca.

IIpumep. IIpukaxumo coptupamwe Huza 5, 8, 12, 4, 2, 13, 19, 1.

* Ha nouetky je pep mpasaH, Ia y mera goaajemo S (pef nocraje 5).

* 8 je Behe of mocneamer eieMeHTa y peay, a ra ojajemMo Ha kpaj (pea nocraje 5, 8).

* 12 je Behe on mocneamwer eaeMeHTa y pely, a ra JogajeMo Ha kpaj (pej nocraje 5, 8, 12).

* 4 je Mame Off IOCIIebET eIeMeHTa Y pelly, I1a ra oajeMo Ha moveTak (pexd nocraje 4, 5, 8, 12).

e 2 je Mame Off IOCJeJIhEr eIeMeHTa Y pelly, I1a ra IoJajeMo Ha oJeTak (pexg nocraje 2, 4, 5, 8, 12).
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44. PEJ] CAITIPUOPUTETOM

* 13 je Behe of mocemer eJeMenTa y pely, Ia Ta JojajeMo Ha Kpaj (pen mocraje 2, 4, 5, 8, 12, 13).

* 19 je Behe on mocnenmser enemMenTa y pely, Ila ra fogajeMo Ha kpaj (pex mocraje 2, 4, 5, 8, 12, 13, 19).

* 1 je Mame 0J IOCTIEAET eJIeMEHTa Y pefly, Ta ra JIoJajemMo Ha moJerak (pej mocraje 1, 2, 4, 5, 8, 12,
13, 19).

3a eduKacCHy MMIUIEMEHTAIN]y MOTPedHO je KOPUCTUTH CTPYKTYpY IMoJaTaka Koja JOMyIITa e(pHKAaCHO OHaBakbe
eJleMeHaTa Ha MoYeTak M Ha Kpaj ¥ TO MOKe OMTH pej] ca iBa Kpaja WM IBOCTPYKO MoBe3aHa jJucta. Y jesuky C++
MoskeMo yrotpedutu deque wim List. la du ce mpoBepwiio 1a jim je ejieMeHT Behiut 0/ CBUX HCIpe]t cede Wi Mambu
0J] CBHX HcHpe] cede, JOBOJBHO je YIOpPEeOUTH Ta ca OWIo KOjuM OJf TMX ejleMeHarta (Ha IpuMep, ca TOCIeIbUM
eneMeHTOM y peny). Kama je pen mpasaH, IpBH eJleMEHT MOXeMO YOaIluTH OWJIO Ha MOoYeTak, OmwiIo Ha Kpaj. [a
drcMo n30eri poBepy Ja JM je pejl Mpa3aH MPIIMKOM 00pajie CBaKOT eIeMEHTa, IIPBH eJIEMEHT MOKEMO YOaIuTH
y TIpa3aH pej pe Hero MITO MOYHEMO ca 00paJioM OCTaIMX eJieMeHaTa.

AHanu3a cJoKeHocTH. Y MeMOopHjcKa U BpeMEHCKa CII0KeHOCT oBor anroputma je O(n).

// red sa dva kraja u koji smestamo sortiran niz
deque<int> a;

// ucitavamo prvi element i ubacujemo ga u red
int x; cin >> x;
a.push_back(x);

// ucitavamo ostale elemente
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
cin >> x;
// element poredimo sa poslednjim u redu i dodajemo ga na pocetak
// 1li na kraj reda
if (a.back() < x)
a.push_back(x);
else
a.push_front(x);

// ispisujemo sve elemente iz reda
for (int x : a)
cout << X <<

cout << endl;

5 0,
s

4.4 Pea ca npuoOpUTETOM

Pen ca nproputeToM je BpcTa pefia y KoMe eJIeMEHTH MMajy Ha HEeKH HauMH NPUAPYKeH NPHOPUTET, I0AAjy ce Y pel
jedaH 1o jenaH, a yBeK ce U3 pefia YKJIama OHAj €JIeMEHT KOju UMa HajBehr MpHOpUTET O/l CBUX eJieMeHaTta y pely.

V jesuky C++ pen ca MpHOPUTETOM Ce peasin3yje KjacoM priority_queue<T>, rze je T Tun enemeHara y peny. Pen
ca IPHOPHUTETOM MozipxkaBa cienehe Meroze:

* push - fonaje naTy eneMeHT y pej

* pop - YKJIamka eJIEMEHT ca HajBehnM MpUOpUTETOM M3 pejia (1o MPEeTHOCTaBKOM Ja pejl Huje npasaH). Harna-
CHMO J1a je oBa MeToa Trma void u ga He Bpaha yKJIOHBEHH eJeMeHT.

* top - ounTaBa eJleMeHT ca HajBehrM MPHOPUTETOM (IIOA IMPETIIOCTAaBKOM Jia pejl HUje Mpa3aH)

* empty - mpoBepasa Ja Jii je peJ Ipa3aH

* size - Bpaha Opoj enemenara y peay

Onepanuje push u pop cy cioxerocru O(log k), re je k dpoj enemeHata y pejy, IOK Cy OCTalle ONepatije CIoxke-
Hoctu O(1).

3aparak: Coptupame OpojeBa
Osaj 3agaiiiak je HOHO8/bEH Y UUDY YEEHCOABArA PAUMUIIIUX THEXHUKA peulasarba. Bugu itiexcil 3agaiiika.

Toxywaj ga 3agaiiax ypaguw kopumheroem liexHUKA Koje ce U3Naxicy Yy 080M UOIAABbY.
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Pememe

Coprupame y3 nomoh pejia ca npuopuTeTOM

Coprupare dpojeBa ce Moke U3BPIIMTH KopulhemeM pejia ca npuopuretoM. Kopuctu ce anropuram copiiuparea
y3 ilomoh xuiia (€HII1. heap sort) KOjU je Bapujaliija aIrOpuTMa COpTUpPama CeJIEeKIMjoM (EHIII. selection sort) y KojeM
ce, MOZICETUMO Ce, y CBAKOM KOpPaKy HajMamH eJIEeMEHT JOBOJIM Ha I0YeTaK HU3a. XHI je CTPYKTypa IojaTaka Koja
ce Hajuemhe KOPUCTH 3a UMIUIEMEHTALIUjY peAa ca MPUOPUTETOM. AJITOPUTAM XHUII COPT KOPHUCTU YHUILEHUITY J1a je
onpehuBame U yKilambame HajMamer eleMeHTa U3 pea ca MPUOPUTETOM MPUIMYHO edukacHa onepanyja. Crtora ce
COPTHpabE MOKE PETM30BATH TaKO IITO CE CBU €IEMEHTH YMETHY y peJl ca IPUOPUTETOM (MMIUIEMEHTHPaH noMohy
CTPYKTYpe XHII), U3 KOra Ce 3aTHUM IPOHAJIA3H M YKJIaka jeaH 10 jelaH HajMambH eJIeMeHT.

AHanmn3a ciaoxkeHocTd. U ydarmBare eeMeHaTa y pefl ca IPHOPUTETOM M M3DaIMBaibe eleMeHaTa U3 pejia ca
npuoputetom oduuHo je coxkeroctr O(log k), rre je k 6poj enemenara y peny ca npuopurerom. Crora je yKyIHa
CIIOKEHOCT OBOr ajropurma coprupata O(nlogn).

// ovo je nacin da se u C++-u definise red sa prioritetom u kome su
// elementi poredani u opadajucem redosledu prioriteta (ovde, vrednosti)
priority_queue<int, vector<int>, greater<int>> Q;
// ucitavamo sve elemente niza 1 ubacujemo ih u red
int n;
cin >> n;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int ai;
cin >> ati;
Q.push(ai);
}
// vadimo jedan po jedan element iz reda 1 ispisujemo ga
while (!Q.empty()) {
cout << Q.top() << endl;
Q.pop();
}

Bugu gpyiauuja pewierba 060t 3agaiika.

3anarak: 306up k Hajoobux

VueHUK je paauo m 3ajaTaka W 3a CBaKU 3ajaTak je Jodouo ompehenu Opoj moena. Oppemutu 30up moeHa Ha k
3a/laTaka Koje je Hajdosbe ypaaumo.

Vaa3: Y npBoj IMHUjK CTaHIapIHOT yas3a yHeTH puposan opoj n (1 < n < 10°) - 6poj 3anaraka Koje je yueHUK
pamvo, y apyroj npuponan opoj k (1 < k < n) - dpoj 3amaTaka Koje je HajOoJbe ypaauo, a 3aTuM y cieaehux n
JIMHUja Opoj MoeHa Koje je J00MOo Ha 3ajalmMa.

M3na3: Ykynan Opoj noeHa Koje je 0cBOjuo Ha k Hajdosbe OLECHEHUX 3a7aTaKa.

IIpumep

Vaaz Hznaz
10 190
3

15

80

25

60

10

20

50

45

40

30

Pememe
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Moan¢pukoBaHu ajJropuTaM COpTHPamba CeJeKINjoM

Jenna moryha neja koja m3deraBa copThpame eleMeHaTa KOju Cy MamH Off IIPBHUX Kk je Jja ce COPTHpame BpIIN
JITOPUTMOM celieKkuuje (Buam 3agatak CopTupare dpojeBa) Koju, HOACETUMO Ce, y CBAKOM KOpakKy Ha TeKyhe Mecto
y HU3Y JIOBOJM HajMamH Ofl IPEOCTAINX eleMeHaTa Hu3a (y MPBOM KOPaKy ce Ha IIPBO MECTO 10BOAM HajBehu (nim
HajMamH) eJeMEHT LIeJIOT HU3a, y JpYroM KOpaKy ce Ha Jpyro MecTo A0BOJY HajBehu of] CBUX eleMeHaTa HU3a OCUM
OHOT' TIOCTaBJbEHOT Ha MpBO MecTo uTa.). [Ipumernmo na he ce HakoH k kopaka Ha MoveTKy Hu3a Hahu Ta4yHo k
HajBehux eremMeHara M Ty ce aJlrOpUTaM MOXE 3ayCTaBUTH.

Anamm3a ciaoxkenocrn. IIomro je 3a Haaxeme HajMamer ejleMenTa y Husy norpeduo O(n) onepaimja, 1 T0 ce
pamu k myTa, BpeMeHCKa ClIoxkeHocT oBor airopurMa je O(n - k), ok je memopujcka cioxkernoct O(n).

// ucitavamo ulazne podatke

int n, k;

cin >> n >> k;

vector<int> a(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> a[i];

// sortiramo niz primenjujuci k rundi algoritam sortiranja
// selekcijom
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {

int minPoz = 1;

for (int j =1 + 1; j < n; j++)

if (a[j] > a[minPoz])
minPoz = j;
swap(a[i], a[minPoz]);

}

v

// izracunavamo 1 ispisujemo zbir elemenata niza
int s = 0;
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)
s += a[i];
cout << s << endl;

YmMmerame

JenHo pememse je na ce k HajBehinx exeMeHaTa HiI3a 4yBajy y HepacTyhe copTipaHOM HU3Y U J1a Ce IPUMERY je TEXHU-
Ka copTupama yMeTameM (Buau 3amatak Coptupame dpojea). Pagu jemHOCTaBHOCTH MMILIEMEHTalLje dyBahiemo
Hu3 o1 k + 1 enemenara. Kaga yunramo caku crnesiehu dpoj moeHa, crapibaheMo ra u3a Mmocjiemher MoCcTaB/beHoT
eJleMeHTa Y TOM HU3Y JOK Ce HU3 He MOIYHH, OJJHOCHO Ha NOCJIE/IbY TIO3UILIH]Y (OHY ca MH/IEKCOM k), M 3aTHM ITpUMe-
HOM aJITOPUTMA YMETama MIOMEPATH eJIEMEHT YJIEBO JIOK He Jolje Ha CBOjy MO3HIIN]Y Y TOM HH3Y (aKO je Taj eIeMEHT
Huje Mehy HajBehux k y mo caja yuntaHuM eneMeHTMa, oH he octatu Ha mo3unuju k + 1 u'y crenehem yunraBamy
OWTH 3aMerbeH). YMeTame MOKEMO peaM30BaTé TakKo INTO Y MPUBPEMEHY MPOMEHIBMBY YUUTAMO Ta]j MOCIIEIBH
€JIEMEHT HU3a, 3aTHM CBE eJIeMEHTE KOjU Cy MarbU O Fhera IOMEPHMO 32 jeJHO MECTO YIECHO M Ha Kpajy Hera yIu-
IIIEMO Ha MECTO eJIeMEHTa KOjU je Mocie/ibi noMepeH. Ha kpajy, cadupamo eneMeHTe Ha MpBUX k MO3UIMja TOT
Huza (k + 1-BU efleMeHT Ha TIO3UIMjU k HUje peieBaHTaH).

Anammsa caoxenoctu. Iomro ce y cBakoM KOpaKy eJIeMEHTH MOTY MoMepaTi k ITyTa, a MMaMo YKYIIHO 7 Kopaka
¥ BPEMEHCKa CJI0KEHOCT OBOT alrOpUTMA je Jiolia U usHocu O(n - k), IpH YeMy je IIPOCTOpHA CJIOKEHOCT 00Jba U
usHocu O (k).

int n, k;
cin >> n >> k;

vector<int> a(k + 1);
cin >> a[0];
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> x;
// umece x na odgovarajuce mesto u prvih min(i, k) nerastuce
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// uredjenih elemenata tako da je niz i1 dalje u nerastucem poretku
int j;
for (j = min(i, k) - 1; j >= 0 && x > a[jl; j--)
al[j + 1] = a[il;
a[j + 1] = x;

// izracunavamo i1 ispisujemo zbir elemenata niza
int s = 03
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)

s += a[i];

cout << s << endl;
Pen ca npuopureTom

Hajsehux k 1o cana BuljeHHX eieMeHaTa HU3a MOXEMO YyBaTH Y CTPYKTYpPH MojaTaka Koja Ham omoryhasa fa mpo-
Hal)leMO HajMamU eJIeMeHT y H0j U a Ta eBeHTYaJTHO 3AMEHMMO OHUM KOjU je TPEHYTHO YYMTaH (aKO je TPEHYTHO
YUUTaHU eJleMeHT Behu o kera). MaeanHa cTpykTypa 3a TO je XUl Tj. pef ca IPUOPUTETOM.

Pen ca nmpuopuretom y jesuky C++ moxeMo nodutu nomohy priority_queue. Enemente y pea MoxeMo yoaluTu
MmetoznoM push. EneMeHT koju je HajMarkbi MOXKEMO OYUTATH METOJOM top ¥ M30alUTH METOJOM POp.

Ha nouetky pes nomnymwaBamo ca k IpBUX yUUTAHHUX eJleMeHaTa, a 3aTHUM CBaKU HApeIHU YUUTAHHU eJIEMEHT IOPEANMO
ca HajMamwKM y pelly U ako je Behu of wera, HajMamy n3dailyjeMo, a yYuTaHu eJleMeHT yoalryjemo.

Anaimsa caoxerHocrn. IOLITO je CIOKEHOCT MeToa 3a yOaluBarbe M M3DALMBAKE U3 PEfia ca NPHOPUTETOM
JIOTApUTAMCKA, & METOJIE 32 OYMTABAE HAjMAbEr eleMeHTa KOHCTAHTHA, BPEMEHCKA CII0KEHOCT OBOT AJITOPUTMA je
O(n - log(k)), mok je mpoctopra cnoxkeHoct O (k).

Hanomena. [Ipumverumo fa je oBaj aaroputaM JOHEKJIE CIMYaH aJrOPUTMY COPTHpama y3 IOMON XuMa Tj. ajro-
putma Xwur-copt (HeapSort).

int n, k;
cin >> n >> k;

// red sa prioritetom koji cuva k najvecih elemenata koristi se
// min-hip, koji omogucava brzo uklanjanje najmanjeg elementa
priority_queue<int, vector<int>, greater<int>> pq;

// ucitavamo prvih k elemenata i ubacujemo ih u red
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {

int x;

cin >> x;

Pq.push(x);
}

// ucitavamo preostale elemente
for (int 1 = k; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> x;
// ako je ucitani element veci od najmanjeg trenutno u redu
// izbacujemo taj najmanji i menjamo ga ucitanim
if (x > pq.top()) {
Pq.pop();
Pq.push(x);
}
}

// 1zbacujemo elemente i1z reda racunajuci njihov zbir i ispisujemo ga
int s = 0;
while (!pg.empty()) {
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s += pq.top();
Pq.pop();
}

cout << s << endl;

Bugu gpyiauuja pewierba 060t 3agaiika.

3anarak: K-tu najsehn 30up napa ejiemeHara jBa Hu3a

Hata cy nBa HU3a Koja cagpxe mpuponHe OpojeBe. Hammmu mporpam koju oppebyje k-ti HajBehn 30up xoju ce
MOXe JOOUTH Kajia ce cadepe je/laH eJIeMEHT IPBOT U je[aH eleMEeHT Jpyror Hu3a.

VYaa3: Ca cranpapasor ynasa ce yuurtasa 0Opoj m (1 < m < 5000), a 3aTuM U3 HapeJHOT pejia m eleMeHaTa IpBor
HU3a pa3[BojeHux pasmakoM. M3 HapenHor pena ce yunrtasa 0poj n (1 < n < 5000), a 3aTuM U3 HapeIHOT peja
n eJleMeHaTa JIpyror HU3a pas/iBojeHux pa3MakoM. EnemenTtn oda Husa cy npupoanu dpojesu usmehy 0 u 106, Ha
Kpajy ce yuntasa 0poj k (0 < k < mn).

M3na3: Ha cranpapany n3na3 MCnucaTy 30up KOju ce Hajla3u Ha MO3MLMjU k y HU3Y Koju Ou ce nodmo kaaa ou ce
HH3 CBHX 30MpOBa MapoBa jeHOT eJIEeMEeHTa MPBOT M jeJHOT eJIeMEeHTa APYror Hu3a CopTHpao Hepactyhe (mo3ummje
ce dpoje ox HyIe).

IIpumep 1

Vaaz Hznaz
3 7
153

3

6 42

4

Objawroerve

30upoBU KOju ce Mory nodutH, nopehanu ox Hajeeher ka HajMawercy 5+6 = 11,54+4=9,346=9,54+2 =7,
3+44=7,146=7,34+2=5,1+4=5,14 2 = 3, na ce Ha no3uLyju 4 HayIa3u 30Up 7.

IIpumep 2
Yaaz

5

53861

6

11097 122
9

Hznaz
15

Pememe

I'pyda cnia

Pemierse rpydom crsiom nojpasymena jia ce hopMupa HU3 CBUX 30MPOBa, Jla ce copTupa HepacTyhe U j1a ce mpovnTa
€JIEMEHT ca no3uuyje k.

Anamm3a ciaoxeHocru. [laposa efeMeHaTa uMa m - 1, TIa je MEMOPHUjCKa CIIOKEHOCT KBajipatHa u usHocu O(mn).
Bpemenckom croxkeHomihy foMuHEpa copTrpame 1 oHa m3Hocu O (mn log (mn)).

YmMecto coptupama, Moryhe je npuMeHuTH U Maio epukacHUju ajroputam QuickSelect, KOju poHaIa3u €J1eMEHT
Ha ro3uniyju k 1 de3 coptupama HH3a, HO TUME pelliekhe He Ou 3HayajHo Omo yHanpeheHo. Onwc Tor anrroputMa
Jat je y 3amatky 30omp k HajoobuX.

// formiramo sve zbirove parova elemenata dva niza
vector<int> zbirovi;

zbirovi.reserve(m*n);

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
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for (int j = 0; j < n; j++)
zbirovi.push_back(a[i] + b[i]);

// sortiramo niz zbirova nerastuce
sort(begin(zbirovi), end(zbirovi), greater<int>());

// ispisujemo k-ti element sortranog niza zbirova
cout << zbirovi[k] << endl;

OdjennmaBame COPTUPAHUX HU30Ba

ITpodiiem ce Moxe cBecTH Ha TIPodJeM 00jeAnbaBaba HEKOJIMKO COPTUPAHUX HU30BA, KOjU Ce HE MOpajy UCTOBpe-
MEeHO 4yBaTH y Memopuju. Hamme, ako coprupamo 0da Huza onajnajyhe, MoxkeMo pa3marpat ciesnehe Hu3oBe:

ag +bo,ap +b1,...,a0 + bp_1,
ay +bo,a1 +by,...,a1 +bp_q,

m—1+bo,@m—1+0b1,...,Qn_1+by_1.

CBu OHHM Cy copTHpaHHU HepacTyhe U MoOry ce 00jeAMHUTH KopullhiemeM pefia ca IPUOPUTETOM. Y MOYETKY Y pel
ydalry jeMo NpBH eJIEMEHT CBaKe JIMCTeE Tj. CBe 30MpoBe 00nMKa a; + bg. Y cBakoM Kopaky usdaityjemo HajBehu 301p
U3 peJja 1 A0AajeMo y pejl Hape[HH eJIEMEHT JINCTe KOjoj oH mpumnaja. [la ducmo HakoH Bahiera ejleMeHTa U3 pena
MOIJIH JOZIAT! HAPEIHH eJIEMEHT JIICTe KOjOj OH IPHUIIazia, IIopel BpeAHOCTH 30Upa a; + a; (Ha OCHOBY KOjHUX je pefl
ypelieH) y pedy Mopamo YyBaTH W MHJIEKCE ¢ ¥ j. 3ampaBo JOBOJBHO je UyBaTW CaMO MHIEKC j, jep ce Ha OCHOBY
30upa z = a; + bj, 30up a; + b;1 Moke JOOMTH Kao z — b; + bji1.

AHanm3a cJI03KeHOCTH. Y pejly ce y CBaKOM TPEHYTKY Halla3u HajBHile m ejemeHara. IlomrTo ce 4yyBajy u opu-
TMHAJHY HU30BH (Oa Ou ce copThpai), MeMopujcka cioxkeHoct je O(m + n). AXypupame pega BpLIM ce k myTa.
TTowmTo je COKEHOCT MHUIMjATHUX copThpara Hu3oBa O (m log m + nlogn), CIOKEHOCT jeJHOT a)XypHUpama pea
je O(logm), a Baxu k < mn, BpeMeHcKa cioxkeHoct je O(mlogm + nlogn + mnlogm). Cioxenomhy jacHo
nomuHUpa (aza 0djeInbaBamba, fa ce BPeMEHCKa CJI0KEHOCT MOozke rporenuTd 1 camo ca O(mn logm).

// sortiramo nizove opadajuce
sort(begin(a), end(a), greater<int>());
sort(begin(b), end(b), greater<int>());

// objedinjavamo sortirane nizove

// a[t] + b[e], ..., a[i] + b[n-1], za svako 1 od O do m-1
// u redu cuvamo zbirove a[i] + b[j] 1 pozicije j
priority_queue<pair<int, int>> pq;

// dodajemo u red prvi element svakog niza
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
pg.emplace(a[i] + b[0], 0);

// k puta azuriramo red
for (int K = 0; K < k; K++) {
// skidamo element sa vrha reda
int j, z;
tie(z, j) = pq.top(); pPq.pop();
// ako lista u kojoj je bio skinuti elemnt nije ispraznjena,
// u red dodajemo njen naredni element
if (j +1 <n)
pg.emplace(z - b[j] + b[j+11, j+1);
}

// element na poziciji k je trenutno na pocetku reda
cout << pqg.top().first << endl;
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3anarak: AsKypupame MeIujaHe

V 3aBofy 3a CTATUCTHKY KeJie Ja IITO HEMPUCTPACHH]E MPOLIEHE KOja je MPOCeYHa riata. 3aKk/byuuiiv Cy Jia u3pady-
HABabE APUTMETUYUKE CPEANHE MOXKE JATH MAJIO UCKPUBJbEHY CIIMKY jep HEKOJIMKO Jby/IM Ca BEOMa BUCOKHMM IUIaTaMa
MOTy 3Ha4ajHO moBehaTu mpocek. 3aTo Cy OJUTyUMIIU J1a YMECTO apUTMETHUKE CpeIMHE U3padyyHajy MeAujaHy, Koja
ce 1oduja Tako TO ce CcBe mate nopehajy y Heonaaajyhu HU3 ¥ OHJIA CE y3ME CPEUIIILY €JIeMEHT TOT Hu3a. AKO 'y
HU3Y UMa TapaH Opoj eleMeHaTa, OHJIa Ce 3a Me/IMjaHy yY3UMa apuTMETUYKA CPe/IMHa JIBa Cpe/iuiiiba enemenTa. Ha
npuMep, MearjaHa Hu3a dpojesa 1, 2, 4, 7, 9 je 4 (jep je oH cpequimsm), a Hu3a dpojesa 1, 2,4, 5,7, 9 je 4.5 (jep
j€ TO apuTMETHYKa CpeinHa OpojeBa 4 U 5 Koju cy cpeauiiibu eemMeHTH). [logany o rulataMa MpUCcTHKY y 3aBOJ, a
cobTBEp Mopa Jia MOXe /12 Y CBAKOM TPEHYTKY Jia MO/IaTaK O MeJIUjaHH JIO TaJla YHETHX IuIaTta.

Vaa3: Ca crangapIHOr yiasa ce yHoce JIMHUje, CBe 10 Kpaja CTaHjapAHor yiasa. JIuHuja uaum cagpxu cioso d u
3aTUM M3HOC ILUIaTe Pa3[BOjeH pa3MakoM (1ieo Opoj), IITO 3HAYHM [a Ce YHOCH IMOJATAK O HOBOj IUIATH WM CAPKU
CJIOBO M INTO 3HAYM Ja je MOTPedHO Ha CTaHIapAHM M3J1a3 UCIMCATH NOJAaTaK O MEIMjaHH [0 Taja YHETHX IUlaTa.
[pBa smHMja curypHO cagpxu d.

Mzaa3: Ha cranpapiHoM u3nasy cy UCIMCaHe TpaxeHe MelujaHe, cBaka y ToceDHOM pejly, 3a0KpYKeHe Ha jeHy
Jelymaiy.

IIpumep

Yaaz Hznaz
5 6.0

7 6.5

6

3 a3 aaaa

Pememe

JBa xuna

Edukacro pereme ce Moke TOOUTH aKO y CBaKOM TPEeHYTKY y jeaHoj (pehin hemo y1eBoj) KoJeKrju 4yBaMo CBe
€JIEMEHTEe KOjU Cy MamH OJf CPeIUIILET, a y Apyroj (pehu hemo necHoj) cBe oHe KOju Cy Behw WM jeJHAKU CpeIu-
IIHeM (aKO TIOCTOjU MapaH Opoj eJeMeHara, Te ABe KoJeKIrje Tpeda a cajip:ke UCTH Opoj eJleMeHaTa, a ako IMoCToju
HenapaH Opoj ejieMeHaTa, IecHa KOJIEKIIMja MOXe J1a CAJipXkKU jelaH eJIeMeHT BUille). AKO uMa HerlapaH Opoj ejieme-
HaTa, TaJa je MeIujaHa jeJHaKa HajMameM €JIEMEHTY JeCHE KOJIEKIMje, a y CYIPOTHOM je jeJHaKa apUTMETHUYKO]
cpenyHy M3Mel)y HajBeher eJleMeHTa JieBe ¥ HajMarber eJIeMeHTa JecHe Koyiekuuje. CBaky HOBH €JIEMEHT ce MOpean
ca HajMamHM eJIEMEHTOM JIECHE KOJIKITHje M aKO je Mamy WM je[JHAK HeMy yoallyje ce y JIeBy KOJIKIH]Y, a ako je
Behu oj1 mera, ydailyje ce y aecHy KoJekiujy. Tama ce mpoBepasa Jia Jiu ce CpeinHa MPOMeHMIa. AKO ce JIECUJIO J1a
JieBa KoJIeKIja MMa BHIIE eJleMeHara of iecHe (IITO He JOMyILITaMo), HajBehr eJleMeHT JieBe KoJleKIvje Tpeda 1a
npedanmmo y JecHy. AKO ce IeCHJIO /1a Y JeCHOj KOJIEKLIMjU MMa [IBa eJleMEHTa BUIILe HETro Y JIEBOj, Ta/la HajMambu
eJIEeMEHT JIecHe KoJieKnuje mpedaityjemo y sieBy. Jlakire, ieBa KoJeKipja Tpeda aa Oy/e TakBa ja JIaKo MOKEMO J1a
npoHalieMo 1 n3darMo mweH HajBehn esieMeHT, a iecHa ia Oy/e TakBa /1a JJako MOKEMO Ja MpoHalemMo 1 n3danumo
ICH HajMamby eJIeMEHT, IIPH YeMy 00e KOJIeKLIFje MOpajy Aa Moapxe e(puKacHo yOaIMBame MPOU3BOJBHUX eIeMe-
HaTa. JacHo je ;ma Te koJsiekuuje Tpeda aa Oyny xumoBH (y je3uky C++ moxeMo ynorpedutu priority_queue) y
KOjUMa ce HajMmama Tj. HajBeha BpeIHOCT MOXE OYMTATH y KOHCTAHTHOM BPEMEHY, YKJIOHUTH Y JIOTApUTaMCKOM,
HCTO KOJIMKO je IOTPEdHO M J1a ce yMETHE HOBH €JIEMEHT.

IIpumep. IIpukaxxuMo paj OBOT AJITOPUTMA HA jE€THOM IIPHMEpY.
* Ha mouetky cy oda xurma npasHa.

* TIpernocraBuMo J1a ce Ha yJa3y nojaBibyje eqeMeHT 5. Hbera yOaityjemMo y IecHU XUl (jep OH MOXe Jja CaApKu
jenan enemeHrt Bulle). Ctame je caga cneaehe:

levi: [] desni : [5]
MenujaHa je eleMeHT Ha BPXY JIECHOT XuMa Tj. 5.

* TIpernocraBuMo ca ce Ha yia3y caja rnojasibyje eaeMeHT 6. IomTo je o Behu o enemeHTa 5 Koju je Ha BpXy
JIECHOT XUIIa, eJIEeMeHT 5 mpedairy jeMo y JIeBH, a eleMeHT 6 ydairyjemo y necHu xutn. Crame je caia cienehe:

levi : [5] desni : [6]
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MenujaHa je rmpocek eneMeHarta Ha BpXy 00a Xuma Tj. 5,5.

IIpernocTaBuMO Ja ce caa Ha yaa3y MojaBibyje eaeMeHT 3. [1omTo je OH MamH 0[] e1eMEeHTa 5 Ha BpXY JICBOT
XWIa eJIEMEeHT S mpedailyjeMo y JeCHU XuIl, a eeMeHT 3 ydairyjemo y jepu. Crame je caaa ciesaehe:

levi : [3] desni : [5, 6]
MenujaHa je exeMeHT Ha BpXy JAECHOT XHIa Tj. 5.

IIpernocTaBuMO J1a ce caja Ha yiasy nojaBbyje eneMeHT 1. [TomTo je oH Mamwy of] efieMeHTa S5 Ha BpXY AeCHOT
XWIIa, T0JIajeMO Ta Y JICBUX XUIL.

Crame je cama cienehe:
levi : [1,3] desni : [5, 6]
MenujaHa je mpocek eleMeHaTa Ha BpXy 0da xuma Tj. 4.

IMpernocraBuMo f1a ce cajga Ha yJ1asy rojasibyje eaemMeHT 8. IlomTo je oH Behu o enemenTa 5 Ha BpXy A€CHOT
XUIa, J0JajeMO Ia y AECHH XHIL.

Crame je caga cnenehe:
levi : [1,3] desni : [5,6,8]

MenujaHa je exeMeHaT Ha BPXY JIECHOT XUIa, Tj. 5.

Hanomena. Vpeja na ce ymecTo y jeqHe nojauy 4yBajy y Be CTPYKTYype MojaTaka yecTo Moxke JIOBEeCTH J0 epuka-
CHOT peniema. Ha rmpumep, ymecTo noBe3aHe JIMCTe Y KOjy ce eleMeHTH ydaryjy Ha TPeHYTHY MO3MIM]jy UTepatopa
KOjH ce TToMepa I10 JIMCTH, MOTY Ce KOPUCTHTH /IBa CTeKa, Kao IITO je MPUKA3aHo y 3a/aTKy JInHujcku exutop.

priority_queue<int, vector<int>, greater<int>> veci_od_sredine;
priority_queue<int, vector<int>, less<int>> manji_od_sredine;

double medijana() {
if (manji_od_sredine.size() == veci_od_sredine.size())

return (manji_od_sredine.top() + veci_od_sredine.top()) / 2.0;

else

}

return veci_od_sredine.top();

vold dodaj(int x) {
if (veci_od_sredine.empty())

veci_od_sredine.push(x);

else {

if (x <= veci_od_sredine.top())

manji_od_sredine.push(x);

else

veci_od_sredine.push(x);

if (manji_od_sredine.size() > veci_od_sredine.size()) {

veci_od_sredine.push(manji_od_sredine.top());
manji_od_sredine.pop();

else if (veci_od_sredine.size() > manji_od_sredine.size() + 1) {
manji_od_sredine.push(veci_od_sredine.top());
veci_od_sredine.pop();

4.5 AmncTrpakTHe CTPYKType nmojaTaka

CrpyKType nojaTaka KapakTepHIlle ’bUXOB allCTpaKTHA HHTepdejC Tj. onepanyje Koje Tpeda aa nojapske (1 AoMmyITe-
Ha CJIOXKEHOCT THX Orepalija). Y HapeIHHX HEKOJIMKO MmpuMmepa duhe nprKa3aHo Kako ce MOTY peajn30BaTH HeKe
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CTPYKTYype Ha OCHOBY 3aJaTor MHTepdejca. Y MHOTHM ClTyvajeBUMa JOBOJBHO je HA MHBEHTHBAH HAYMH YIIOTpeOUTH
HEKy OMOJIMOTEUKY CTPYKTYPY MOJATaKa WM UICKOMOMHOBATH HEKOJIMKO OMOJIMOTEUKMX CTPYKTypa MoJaTaKa.

3anarak: Mana ca ypehamem

Mara Tj. pedHHK je CTpyKTypa MoAaTaka Koja IpecrKaBa 3aJaTe [1eJI00pojHe KibydeBe y 3a1aTe LeJodpojHe Bpe-
HoctH. JlomyinTeHe cy cieaehe oneparyje HaJl MaroMm.

¢ 1 k— read — vicniic BpegHOCTH IpHAPYXKEHE KIbYTy K Ha CTaHAApIHM MU371a3 (aKO TOM KJbyUy HHje IOAe/heHa
BPEIHOCT, MoTpedHo je ucrucatu 0).

* w k X — write — kJbydy k Ipuapyx)yje ce BpeIHOCT X (aKO je paHuje dua mpuapyxeHa HeKa Apyra BpeaHoCT,
OHa ce 3aHeMapyje).

¢ e k — erase — dpwuinie ce BpeqHOCT MpUIpPYXKeHa KIbyuy K.

e 1 k x — increment — BpemHOCT TpUIpYy)eHa Kibydy Kk ce yBehaBa 3a x (ako kipyuy k panmje Huje Omma
MpUAPYKEHA BPETHOCT, eMY Ce JOAEIbY j& BPEOHOCT X).

* 3 X — increment all — cBe BpeTHOCTH KOje Cy pUApYyX)eHe KibyueBrMa ce yBehaajy 3a X.

Hanucaty mporpam Koju 4nta HU3 OBAaKO OMUCAHKX OMEpalyja U CIPOBOU HX.
Vaaz: Ca cTaHaapIHOT y/la3a ce yuuTaBajy omepaluje, cBaka y HOCeOHOM pely, BUX Hajsuute 10°.

N3aa3: Ha cranpapaHy U3ia3 UCIIKCATH Pe3yJITaT U3BpliaBaka yUuTaHUX oreparpja (OHO LITO Ce UCIIHCY je orepa-
njama r k).

IIpumep
Vaaz Hznasz
02
1

1 1N =S W A s =
N R OMNWRREROLR
SO o0 L1 WiN

Pememe

I'pyda cnia

OcHoBy pellema peAcTaBba Kopuiihe OMOJIMOTEUKOr acOLMjaTUBHOT HA3a (Male Tj. peyHHKa). JeauHa onepanuja
KOja HHje AMPEeKTHO MoJpkaHa MaramMa je yBehare CBHX eJleMeHara 3a 1aTy BpeIHOCT. AKO ce OHa UMITJIEMEHTHPA
rpyOoM cuiiom, ToTpedaH je odmiasak CBUX KJbydeBa y Malld, IITO je MPUINYHO Hee(hHKACHO.

Anasmza caoxxenoctu. CroxeHocT ornepanyje yBehama CBUX BPEIHOCTH je JIMHEapHa y OJHOCY Ha Opoj KJby-
YyeBa y Marly, 11a je YKyITHa CJIOXKEeHOCT KBaJpaTHa y OHOCy Ha Opoj orepanuja (Hajropu ciiydaj Moxe OuTH Kajaa
TIpBa TI0JIOBMHA HapeJOH YNUILe CBE Pa3IMuuTe KJbydeBe y MaIly, a Jpyra MojoBrHa Hapenou Oyne ysehare cBUX
BPEIHOCTH).

map<int, int> m;
int vrednost(int k) {

auto it = m.find(k);
return it == m.end() ? 0 : it->second;

voild umetni(int k, int v) {
m[k] = v;

vold obrisi(int k) {
m.erase(k);
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}

void uvecaj(int k, int v) {
m[k] += v;

}

vold uvecajSve(int v) {
for (auto& p : m)
p.second += v;

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(0); cin.tie(0);
char c;
while (cin >> c) {
if (c == 'r'") {
int k;
cin >> k >> ws;
cout << vrednost(k) << '\n';
} else if (c == 'w') {
int k, x;
cin >> k >> x >> ws;
umetni(k, x);
} else if (c == 'e') {
int k;
cin >> k >> ws;
obrisi(k);
} else if (c == '1") {
int k, x;
cin >> k >> x >> ws;
uvecaj(k, x);
} else if (c == 'a") {
int x;
cin >> x >> ws;
uvecajSve(x);
}
}

return 0;

}

Yysame 30upa cBux ypehama

Ha du ce Ta onepaiiyja Moria e(puKacHUje UMIUIEMEHTUPATH Y3 MaIy 4yBaMo U 3acedaH 11e0 Opoj KOju MpelICcTaBba
30mup cBux yBehama. YMecrto Ia moBehaBamo cBe BpeqHocTH y Manw, nosehaBahemo camo Taj opoj. Ilpe wcrmca
BPEAHOCTH MpUIpPYXeHe Kibyuy yBehahemo je 3a Taj Opoj, a Ipy NpHApPYXHBamky BPEAHOCTH KIbydy yMamuhemo je
3a Taj Opoj.

AHanm3a CJ0KeHOCTH. Y 3aBHUCHOCTH OJ] TOra Ja Ji ce KOpUCTH ypeheHu wim HeypelheHM acolvjaTWBHH HU3,
CIIO)eHOCT cBHX onepanuja je wiu O(log n) nim aMopTu30BaHa KOHCTAHTHA. YKYITHA CIIOKEHOCT je 3aTO Y HajropeM
cllyvajy KBa3WJIMHEeapHa y OHOCY Ha Opoj Hapeadu.

map<int, int> m;

int uvecanje = 0;

int vrednost(int k) {
auto it = m.find(k);
return it == m.end() ? 0 : it->second + uvecanje;

}

voild umetni(int k, int v) {
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m[k] = v - uvecanje;

voild obrisi(int k) {
m.erase(k);

void uvecaj(int k, int v) {
auto it = m.find(k);
if (it == m.end())
m[k] = v - uvecanje;
else
it->second += v;

void uvecajSve(int v) {
uvecanje += v;

}

3anarak: Pex 0e3 qymimkara

IIporpam u3Bpmasa cnenehe onepauyje Hax oapefleHoM KOJIEeKIMjoM MoaTaka.

e 1 X — insert — aKko KoJIeKI1ja Beh He cagpKu eJEMEHT X OH ce Y by Iojaje.
* [ — remove — W3 KOJIEKIIMje CE yKJIama ¥ Ha CTAaHJAp[IHM M3J1a3 ce UCIHCYje MPBH €JIEMEHT KOjH je y by
JozaaT (Kao KoJ KJIACHYHOT pefa). AKO je KOJIeKIHja pa3Ha, UCIHCY]e Ce -.

Hanuiu nporpam Koju yduTaBa HU3 HApeA0M U U3BPIIABA UX.
Vna3: Ca crangapJHor yja3a ce yuuTaBa HU3 HapeaOu, CBaka je y MocedHOM pefy.

M3na3: Ha crangapaay n3ias UCIUCaTH pe3yJITaT U3BpIIaBamka IMporpama.

IIpumep
Vaaz Hznaz
i1 1
i2 2
i1 3
i3 4
r -
r

i4

r

r

r

Pememe

I'pyda cuaa - tuHeapHa nmpeTpara

YV UMIUIeMeHTaIj1 MOKEMO YIIOTpedUTH OMOIMOTEUKy MMITIEMEHTALIUjY CTPYKType pea. [Ipe nogaBama enemMeHTa
Ha Kpaj, MOpaMo IIPOBEPUTH Jia Jiu eneMeHT Beh nmoctoju y peay. YV jesuky C++ MOXEMO YyHOTpeOUTH CTPYKTYpY
noaaraka deque u ¢yskimjy find koja nmpuMmemyje JMHeapHy Hperpary (iby Huje Moryhe ynoTpeOuTu Kaga ce
KOPUCTH queue).

AHaJm3a CJ107KeHOCTH. 300T JIMHeapHe MpeTpare pejia Mpe JoJaBamba HOBOT €IEMEHTa, CIOKEHOCT JOJaBamba j&
JIMHeapHa y OJHOCY Ha TPEHYTHH OpOj eJleMeHara y pelly, Ila je YKyIHa CIOKEeHOCT aJITOpUTMa KBaipaTHa (Hajropu
cllydaj MoXe OUTH KaJa ce y CBUM HapedaMa YHOCH HOBH €JIEMEHT Yy pell, Pa3JIMIUT Of CBUX IMPETXOAHHUX).

ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
deque<int> q;

char c;
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while (cin >> c) {
if (c == '"1") {
int x;
cin >> x >> ws;
if (find(q.begin(), g.end(), x) == q.end()) {
q.push_back(x);
}
} else if (c == 'r') {
if (!q.empty()) {
cout << q.front() << "\n';
q.pop_front();
} else {
cout << ”-” << '"\n';
}
}
}

Yypame J0JaTHOT CKyna

EdukacHa nmruieMeHTanmja je Moryha ako ce y3 peji 4yBa JOOATHH CKYII eJleMeHaTa KOjU Cy cajipxanu y peny. Ilpe
JoJaBarba eJIeMeHTa Y pell, TpoBepaBa ce Jia JIU Taj eleMeHT OCTOjH Y CKyIly. AKO He TIOCTOjH, JoJaje ce Uy CKyIl
ny pen. [IpunukoMm m3danmBarka elneMeHaTa, IIpBU eJIeMEHT pefia ce u3dallyje U U3 peda U U3 CKyra.

AHaJm3a cJI0KeHOCTH. Y 3aBUCHOCTY Of1 TOTa Jja JIM ce KOPUCTH ypehieH 1 HeypeljeH CKyIl, CIIOKEHOCT oreparuja
JoJaBama, Opucama U Iperpare eJeMeHara y CKyIy Moke OMTH JIOTApUTAMCKa WM aMOPTH30BaHA KOHCTATHTHA.
JonaBame y pel 1 YhTambe eleMeHarta U3 pefia UIMa KOHCTAaHTHY CJIOKEHOCT. 3aTo je YKYIHa CI0OKEHOCT aJITOpPUTMA
JIMHEeapHa aKko ce KOPHUCTU HeypeheH CKyII Tj. KBa3WJIMHeapHa ako ce KOPUCTH ypeheH CKyIL.

return 0;

}
3anarak: PpeKBeHINjCKU CTEK

ITporpam u3BpiIaBa Be BpCTe ONeparyja ca CTPYKTypoOM MoJaTaka Koja AoHeKJIe nojceha Ha CTek.

e Onepanyja O X IOCTaB/ba €IEMEHT X Ha BPX CTeEKa.

* Ornepanyja 1 ykiama eJeMeHT KOjU ce Hajuelhe rojasibyje 0 CBUX €JleMEeHaTa KOjU Cy TPEHYTHO Ha CTeKy.
AKoO je BHIIIE TAaKBUX €JIEMEHATa, yKJama Ce OHaj KOjU je mocieamwu goaat. Hop. ako cy Ha CTeKy eJleMeHTH
1 2 2 1 3, ykiama ce eJleMeHT 1 i cTek moctaje 1 2 2 3.

Vaa3z: Ca crangapaHor yiasa ce yuurasa dpoj onepammja n (1 < n < 10%), a 3aTum n onepauuja (cBaka y mocedbHoM
pexy).

M3aa3: Onuc u3na3Hux Mnojaraka.

IIpumep
Vaaz Hznaz
12 2
01 1
02 2
02 3
01 2
03 1
02

1

1

1

1

1

1

Pememe
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OcHOBHa ujeja pelema je Ja ce yMECTO jeIHICTBEHOT CTeKa eJIeMEHTH YyBajy Ha BHIIE CTEKOBa OPraHU30BAHMX
o (ppekBeHIjaMa Tj. Opojy MojaBbUBama eneMeHTa. [IpBo MojaBbUBaEbe HEKOT eJlieMeHTa cTaBbahieMo Ha CTek
MIPBUX T10jaBJbUBAHA, APYIO IMOjaB/bHBAE HA CTEK APYIUX MOjaB/bUBamka UTH. [la OMcMO 3HAIM Ha KOjU CTEK Tpe-
0a cTaBUTH HapeIHO MOjaB/bUBakEe HEKOI eJleMeHTa, ToMOoNy acolMjaTUBHOT HU3a (pEeYHMKa, Mare) oapxkaBahemMo
Opoj nojaeipKBama cBakor eaeMenrta. OngpxaBaheMo U MakcUMaiHy (bpeKBEeHLH]y. AKO Ce JOAaBambeM HEKOr elle-
MeHTa noBehaBa MakcumanHa (peKkBeHIH]ja, J0JajeMO HOBU CTeK. [IpHiIMKoM yKiamarma eleMeHTa, ykiamahemo
BPX MOCTIEIbEr CTeKa, Tj. CTeKa KOju ofarorapa 1oj Hajeehoj (ppexBeHIMji. AKO ce HAKOH TOra Taj CTEeK MCIIPa3HH,
CMamyjeMO MaKCHUMalHy (PpEKBEHLIH]Y.

IIpumep. IIpukaxumo paj anropuT™Ma Ha IIpIMeEpY JojaBama Opojeal 2 2 1 3 2.

* TIpBo ce noaaje dpoj 1 Ha cTek ejeMeHaTa KOju ce MojaBibyjy caMo jeqHoM. MakcuMaiHa (ppekBeHIrja
nocraje 1.

1: 1

» HaxoH Tora ce monaje Opoj 2 Ha CTeK eleMeHaTa KOjH Ce MOjaBIbyjy CaMO jeTHOM.

1: 1, 2
» 3arum ce goxaje Opoj 2 Ha CTeK eJleMeHaTa KOjH ce MMojaBbyjy ABa ImyTa. MakcuMainHa (ppeKBeHIHja MocTaje
2.
1: 1, 2
2: 2

» 3arum ce goaaje dpoj 1 Ha CTeK ejleMeHaTa KOjU ce TI0jaBjbyjy /Ba IIyTa.

1: 1, 2
2: 2, 1

* 3arum ce goaaje dpoj 3 Ha CTEK eyleMeHaTa KOjH Ce TI0jaBJbyjy jeJHOM.

1: 1, 2, 3
2: 2,1
e Ha kpajy ce nomaje Opoj 2 Ha cTek ejeMeHara KOju ce MojaBbyjy Tpu myTa. MakcumanHa (ppekBeHirja
nocraje 3.
1: 1, 2, 3
2: 2, 1
3: 2

HpI/IKZiJKI/IMO caja yKJlambamhe €JiIEMEHaTa 10K C€ CTEK HE UCITPAa3HU.

e IMomro je MakcuMaiHa (ppekBeHIMja 3, yKJama ce BpX CTeKa eleMeHaTa ca (ppekBeHIMjoM 3 M HCIUcyje ce
dpoj 2. Tomro ce Taj cTeK UCTIPa3HUO MaKCUMaJIHa (PpeKBEHIIMja Ce CMarbyje Ha 2.

1: 1, 2, 3
2: 2,1
e Tlomro je MakcumanHa (ppekBeHIMja 2, YKJIama ce BpX CTeKa ejieMeHaTa ca (PpeKBEHIIMjoM 2 U UCIIUCY]e ce
opoj 1.
1: 1, 2, 3
2: 2

e Tlomro je MakcumanHa (hpeKBEHIMja 2, YKJIamha ce BpX CTeKa ejieMeHaTa ca (DpeKBEeHIIMjoM 2 U UCIIUCY]e ce
0poj 2. [NomTo ce Taj cTeK UCpa3HUO MakcUMasHa (PpeKBeHIIrja ce cMambyje Ha 1.

1: 1, 2, 3

» HaxoH Tora ce pefoM ckuiajy U UCIUCYyje eaeMeHTH 3, 2 1 Ha Kpajy 1 (Taga ce MakcuMasiHa (ppeKBEeHLUja
CcMamyje Ha HyJy).

ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

// frekvencija tj. broj pojavljivanja svakog elementa

map<int, int> frekv;

// niz stekova - na steku broj i cuvaju se i1-ta pojavljivanja svih
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// elemenata u originalnom steku

map<int, stack<int>> stekovi;

// najveca frekvencija nekog elementa u originalnom steku
int maksFrekv = 0;

// obradjujemo n naredbi
int n;
cin >> n;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int naredba;
cin >> naredba;
if (naredba == 0) {
// ucitavamo element
int x;
cin >> x;
// uvecavamo njegov broj pojavljivanja
frekv[x]++;
// u skladu sa tim ga postavljamo na njemu odgovarajuci stek
stekovi[frekv[x]].push(x);
// azuriramo najvecu frekvenciju nekog elementa
maksFrekv = max(maksFrekv, frekv[x]);
} else if (naredba == 1) {
// uklanjamo element sa vrha steka elemenata koji se pojavljuju
// najcesce
int x = stekovi[maksFrekv].top();
stekovi[maksFrekv].pop();
cout << x << '\n';
// smanjujemo njegov broj pojavljivanja
frekv[x]--;
// azuriramo najvecu frekvenciju nekog elementa
if (stekovi[maksFrekv].empty())
maksFrekv--;

4.6 HNmniaemeHTamuja CTPYKTypa nmojaraka

Kao mro cmo Beh Buneny, jesuk C++ mpyska MOAPIIKY 3a BEIUKU OpOj CTPYKTypa NojaTaka, dOuao NpUMUTHBHUX,
MOAPKAHUX KPO3 caM je3UK (Ha MpuMep, KOPUCHUYKM JepUHHUCAHEe CTPYKTYpe U YHUje U CTaTUYKU ¥ AUHAMUYKU
aJIOLIMPaHU HU30BU), OWJIO MOAIP:KAHUX KPO3 cTaHAapaHy ondnmoteky (STL).

TMoxceTMo ce, MO HAYKMHY KAaKO CYy MMILIEMEHTHUpPAHe, OMOJIMOTEUKe CTPYKTYpe MOJaTaka ce MOTY IpYIHCaTH Ha
cienehy HaumH.

* V¥V rpymy ceKBeHIMjaIHUX CTPYKTypa mHojaraka (KOHTejHepa) crajajy array, vector, string, list, fo-
rward_1list u deque.

e V rpymy agantopa KoHTejHepa criaaajy stack, queue u priority_queue.
¢ V rpyny ypeheHux acolujaTHBHUX KOHTejHepa criaaajy set, multiset, map u multimap.

* V rpyny HeypeheHnx acouujaTUBHUX KOHTejHepa criajiajy unordered_set, unordered_multiset, unorde-
red_map, unordered_multimap.

Cexgenuyujannu Konitiejuepyu ce KOpUCTe 3a CKJIAIUIITERhEe Ceprja eJeMeHara 1 NMpeAcTaBbajy oipeheHa yomnmremwa
KJIACHYHMX HHU30Ba (1oAajyhy MOryiHOCTH TMHaAMIYKOT IIPOIMPUBAba, NOAABAA U YKJIahaba eleMeHaTa 1 CJIM4-
HO). CBaKku CEeKBEHIMjaTHU KOHTEjHEp UMa CBOjy crelu(puIHy UMIUIEMEHTALMjy Koja oapehyje cioxeHocT ornepa-
1IMja ¥ CaMUM THUM aJIeKBaTHe clieHapyje yrnoTpede.

e array<T, size> mpexacraBiba caMoO TaHaK OMOTA4 OKO KJIACHYHOI CTaTHYKOI HHU3A 4Ydja je JUMEeH3Hja
size mo3Hara y TpeHyTKy Aekjapanyje (He MOXe ce YIOTpeOUTH MPOMEH/BUBA) M CIIYKU caMo Aa omoryhu
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Ja ce KJIACHMYHHM CTATHMYKMA HU30BH MOTY KOPHUCTHTH HA MCTH HAYMH Kao W JPYrH KOHTEjHepH (Ha IpuMep,
JONYyIITEeHa je QUpPEeKTHA JOofeNa HU3a HU3Y, opeherbe ABa Hr3a olepaTopoM == U CJIMYHO, IITO HUje Moryhe
AKO C€ KOPUCTE NPUMUTUBHU CTATUYKU HI/I3OBI/I).

* vector<T> je UMIJIEMEHTHPAH MPEeKO JUHAMHYKOT HH3a KOjU ce IO NoTpedu peanorypa. Taksa nmruie-
MeHTanyja oMoryhasa erkacaH WHICKCHH MPUCTYN M UTepanyjy y 0da cMepa, Kao U Jo/IaBame eleMeHaTa
Ha Kpaj (push_back) u ckupame enemenata ca kpaja (pop_back). Ilomro yciaen peanokanyja JUHAMUAYKOT
HU3a J0J1a3U [0 YeCTOr KOMMpama BEJUKOr Opoja eJeMeHaTra, BEKTOpU KOjHU ce TOKOM paja Imporpama Hpo-
HIMpYjy, MOKa3yjy Jolle nepdopMaHce Kaja ce y lbiMa 4yBajy BeJMKU 00jeKTH. string je uMIuieMeHTHpaH
CJIMYHO Kao BEKTOp (y3 Jo/laTHEe ONTUMHU3AIMje U onepalyje crielu(ryHe 3a MoJaTKe TEKCTYaIHOT THIIA).

¢ 1ist<T> je UMIUIEMEHTHpPAH IPEKO TBOCTPYKO MOBe3aHe JHCTe, oK je forward_list<T> umimieMeHTH-
PaH NpeKo jeHOCTPYKO MOBe3aHe JHcTe. 3axBajbyjyhn TaKBOj MMITIEMEHTAINjH, OCHOBHA IIPEJHOCT OBHX
KOHTejHepa y OJJHOCY Ha vector u deque je To IITO OJpXkaBajy yMeTame 1 Oprcame eleMeHaTa ca O1iIo Koje
no3uiyje (He camo Ha NMOYeTaK WM Ha Kpaj) Y KOHCTaHTHO] cioxeHocTd. Ca apyre cTpaHe, ryon ce MmoryhHocT
e(pMKaCHOT MH/IEKCHOT TpHCTyna. [[BOCTpyKO MMILIEMEHTHpaHa jucta oMmoryhasa urepanujy y oda cmepa, a
JjeIHOCTPYKO MOBE3aHa JIKCTa caMo YHanpe[ (HaJ UTepaTopuMa Huje Moryhe nprMemhuBaTy orepaTop - - HUTH
oJy3MMame OpOojeBHHUX BpeTHOCTH off uTepatopa). Ilomro 3a pasivKy ol BeKTopa He J10/1a3H JI0 peajoKallyje,
y JIUcTamMa ce MOTY CKJIQAWIITUTY U BEJIMKU O0jEeKTH.

¢ deque<T> je UMIUIEMEHTHPaH Kao criennuIHa CTPYKTypa MojaTaka Kojy hemMo Ha3uBaTH JIeK U KOja ce Mo-
e 3aMHCIINTH Kao BEKTOP Yy KOME Ce Hasla3e MOKa3MBavu Ha OJIOKOBE (HU30Be) eleMeHaTa (pUKCHE BeJIMUMHE
(memrTo monyT vector<array<T, size>*>). Opakpa cnenugpuyHa IMIUIEMeHTaIja oMmoryhasa erkacHO
JI0/IaBamke U yKJIajbame elleMeHarta ca 0da Kpaja (otryna u Ha3uB deque Tj. double ended queue), anu u edpu-
KacHy uTepalujy Kpo3 CBe eleMeHTe, y 00a cMepa, Kao U edpukacaH MHIEKCHU MPUCTYIL. JeqHa o1 OCHOBHUX
MPEAHOCTH Y OJHOCY Ha vector je To IITO ce 300T uyBama MoKa3uBaya MPUIMKOM pealoKallije He KOMupajy
esleMeHTH Beh caMo IMOKa3uBaud Ha HHX, TAKO Ja Ce Y JIeK KOjU ce TOKOM pajia Iporpama IpoIrpyje Mory
CJIODO/IHO UyBATH U BEJIMKH 00 jeKTH.

Agaititiopu KoHiliejrepa caMo TIpeJCTaBbajy CJI0j U3HAJ HEKOT 0J MOocTojehnX CeKBEeHLUjaTHUX KOHTEjHepa U IMpy-
JKajy ancTpakTHU UHTepde]jc U3HAJ UMILIEMEHTAlMje CEKBEHLIMjaJIHOI KOHTE jJHEpa, UMILIEeMEeHTUpajyhu (yHKIMje
Tor MHTepde]jca KopruhemheM CeKBEHIMjTHOT KOHTEjHEepa 3a CKIaJHIITEhE MoJaTaka. AanTopy UMajy CBOj MOJ-
pa3yMeBaHH CEKBEHIIMjaJTHU KOHTEJHED, KOjU CE MOXKE MIPOMEHUTH MPUIMKOM JIEKJIapHCarba MPOMEHIBUBHX.

 stack ummnemenTupa ¢yHKIHMje cTeka KopuinhiereM BeKTopa 3a CKJIauIlITehe nogartaka. Tun stack<int>
noapa3yMmeBa 3ampaBo stack<int, vector<int>>, a moryhe je kopuctutu u, Ha npumep, stack<int, fo-
rward_list<int>> y KoM ce 3a UMIUIEMEHTAIM]jy CTeKa KOPUCTHU jeAHOCTPYKO MOBE3aHa JIUCTA.

* queue MMIUIEMeHTHpPa (PyHKIMje pesia KopumhemeM Jeka 3a CKIaAuIITehe nojataka. Ha nmpumep, Tum qu-
eue<int> mogpazymena 3ampaBo queue<int, deque<int>>. Vmecro neka moryhe je yrmorpeduTtn u HeKu
JIpyru KoHTejHep (mpe cBera list<int>, nok du vector<int> u forward_list<int> umanu Beoma oy
CJIOKEHOCT, 1a UX HEMA CMHCIIA KOPUCTHUTH).

» priority_queue uMmruieMeHTHpa (byHKIMjE peia ca NMPUOPUTETOM KOpHIINemeM BEKTOpa 3a CKJIaAUIITe-
e nogaraka. Tum priority_queue<int> 3ampaBo npeacraBba priority_queue<int, vector<int>,
less<int>>rme je less<int> (pyHKIMja KOja ce KOPUCTH 3a opeljerbe eleMeHaTa 1 Ipo3poKy je ypeheHocT
no onagajyhem pegociieny npuopurera (Ha BpXy je €J1eMeHT ca HajBehrM MPUOPUTETOM). Y BEKTOPY Cy CMe-
IITEHU eJIEMEHTH CIELNjaTHOT IpBeTa KOjH ce Ha3WBa xuil U Koje he durtn 0djarmmeHo KacHHje.

VYpehenu acouyujamivenu konitiejrepy cy NMILIEMEHTUpaHu ioMohy camodanancupajyhux ypelennx dmnapaux
ApBeTa (00MYHO cy TO pBeHO-upHa apBeTta, RBT - red-black tree).

e set<T> je uMmILieMeHTUpaH MomMohy ypeheHor OMHAapHOT ApBETa y KOMEe Ce y YBOPOBUMMA Hajla3e eJEMEHTU
CKyIia ¥ y KOM CY Y CBIIM YBOPOBHMA Pa3IMINATE BPEIHOCTH.

e multiset<T>moxe OuTH UMILTIEeMEHTHpaH MOMOhy ypeheHor DUHAPHOT ApBETa y KOME ce y YBOPOBUMA HaJlaze
eJIEMEHTH MYJITUCKYIa U y KOM je Moryhe Jja MocToju BUIlle YBOPOBA Y KOME Cy pa3JIuuTe BPEJHOCTH WIIH
noMmohy ypeheHor OMHApHOI JpBeTa y YMjUM Ce YBOPOBUMA Hajla3e eJIEeMEHTH MYJITUCKYIa y3 HBHUXOB Opoj
TI0jaBJbIBakba, O3 MOHABbaa €IeMEHATa CKyIa.

e map<K, V> je ummiemeHTHpaH nomohy ypeheHor OmHapHOr IpBeTa Ha OCHOBY KJby4eBa y KOME Ce Y YBO-
poBHMMa Hajla3e MOJALM O KJbYUeBUMA U HUMa MPUIPYKEHIM BPEJHOCTUMA U Y KOM CY Y CBMM YBOPOBHMA
pasaMIMTe BPEJHOCTU KJbyUeBa.
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e multimap<K, V> Moxe OUTH UMILIEMEeHTHpaH oMoy nmomohy ypeleHor dnHapHOT qpBeTa Ha OCHOBY KJbyUe-
Ba y KOME ce y YBOPOBHMMA HaJla3e MOJALH O K/bydIEeBIMA U BbUMA MPUAPYKEHUM BPEJHOCTUMA M y KOM BHIIIE
YBOPOBA MOKE UMATH MCTY BPEIHOCT KJbyya.

Heypehenu acoyujaitiuenu kouitiejnepu Cy UMILUIEMEHTHpaHU oMohy xem-tadeqaa. To cy

e unordered_set<T>

e unordered_multiset<T>

e unordered_map<K, V>

e unordered_multimap<K, V>

4.6.1 [IuHaMHMYKH HHU3 - MMILJIEMEHTAI[Hja BEKTOpa

Bekropu ce uMIuieMeHTHpajy y OOJIMKY IMHAMUYKOT HU3a, KOjeM ce JUMeH31ja Merba U KOjH Ce peajiolpa Kajl rof
Opoj esleMeHaTa JOCTUTHE BEJIMUMHY aJIONMPAHOT IPOCTOPA.

3aparak: Bekrop
ITporpam u3BpIIaBa TpPU BpCTe HApeAdU HAJ HU30M IIeIUX OpojeBa:

* W p X— Write —y HU3 Cc€ Ha MO3UIIKjy P YINCYje BPEIHOCT X.

* r p - read — Ha CTaHIApJHU U3J1a3 CE UCIKCYje BPEJHOCT IPOYMTaHa ca Mo3uiyje p (cMarpa ce Ja ce Ha
MO3UIMjaMa Ha KOjiMa HYje BpILEeH YINC Hajlase HyJe).

* p X — push—Ha Kpaj HU3a, Ha MO3ULM]y HETIOCPETHO M3a MOCIEAET YIMCAaHOT eJIEMEHTa YITHCY je ce BPEJHOCT
X.

Hamnucatu nporpam koju y4rBaTa oBe Hapeade, U3BpIllaBa UX je[Hy O jelHY M UCIHUCYje pe3yJITaT BbUXOBOI U3Bp-
maBama (Bogehu npu ToM padyHa o TOMe Jia ce Hapeade u3Bplie e(pUKaCcHO).

Vna3: Cpaka nuHUja CTaHIAPIAHOT yjla3a Cap KU jeqHy Hapendy.
N3na3: Ha cranaapiHu n3jia3 UCIUCATH Pe3yJITaT U3BPIlaBatha CBUX YUMTAHUX HAPEAOU.

ITpumep
Yaaz Hznaz
1

N UTON R

b T s B M B B o
P PP OO KR, NON
[0, ]

Pememe
Budanoreuka nMIIieMeHTaIMja
3ajartak ce BeoMa jeJHOCTaBHO pelaBa KopuiihemeM OHOIMOTeUKe KOJIeKIHje vector.

ios_base::sync_with_stdio(false);
cin.tie(0);
vector<int> a;
char c;
while (cin >> ¢) {
if (c == 'w') {
int 1, x;
cin >> 1 >> x >> ws;
if (1 >= a.size())
a.resize(i+1);

a[i] = x;
} else if (c == 'r") {
int 1;
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cin >> 1 >> ws;
cout << (1 < a.size() ? a[i] : 0) << "\n';
} else if (c == 'p') {
int x;
cin >> X >> ws;
a.push_back(x);
}
}

Pyuyna nmniemeHnTanuja
INpukaxUMO KaKo ce TUHAMUYKHA HU3 MOKe NMIUIEMEHTHPATH KaJja ce He KOPUCTH OMOIIMOTEUKAa MOIPIIKA.

OcHoBHa Hjieja TMTHAMAYKOT HU3a je TO /1a Ce y CTapTy aJoLpa HEKH IPETIIOCTAaBbeH! Opoj eleMeHaTa 1 jia ce, Kajaa
ce YCTaHOBHM Ja Taj Opoj eleMeHara Huje BHINE I0BOJbAaH, M3BPIIM peasoKalyja Hu3a, TaKo INTO Ce aJIONHpa HOBH,
BehM HU3, 3aTUM C€ Y Taj HOBM HU3 HCKONMPAjy €JIeMEHTH OPITMHAIHOT HU3a 1 Ha Kpajy ce Taj CTapy HU3 OOpHILe, a
MOKa3MBay MpeycMepu Ka HOBOM HU3Y (y je3uky C++ He MOCToju onepaTop Koju Ou duo ekBuBasieHTaH C (pyHKIHjU
realloc).

NmmnemenTanyja ocHOBHe (DyHKIIMOHAJTHOCTY AMHAMUYKOT HU3a y je3uky C++ Moria 61 Ja u3miesia Kako je IpuKa-
3aHO y KOZly. JeTHOCTaBHOCTH paJyl KOPUCTAMO ITI00aJTHE IIPOMEHJbHBE 1 (DYHKIIMje — OHE Ce jeTHOCTaBHO n3derasa-
jy, Ha IpUMeEP, TaKO LITO MOXKeE J1a C& KOPUCTH 00jeKTHOOPH]EHTHCAHO MIPOrpaMHpame, il TO Hije y (poKycy oBor
Kypca. Ynory nokazuBauya NULL u3 jesuka C uma nmokasuBau nullptr, yiaory ¢pyakiuje malloc uma uspas new, a
ynory ¢yskimje free uma uzpas delete (mocroje 030usbHe pasiuke umelhy oBux C ¢pyHknuja u C++ omepatopa,
aJIM HU TO HaM y OBOM TPEHYTKY HHje Y ¢okycy). M3pa3 new T[n] kopuctimo aa ducMo ajonupaii HU3 of n eJie-
MeHara THurna T, Ipy 4eMy Opoj eJleMeHara TOT THIa HaBOIMMO Yy YIJIACTUM 3arpajama. 3a pasiuky oz malloc koja
Bpaha void*, u3pazom new T[n] modujamo nokasusad Tuna T*. Ocnodahame HU3a eeMeHaTa aTOIMpPaHOr ca New
T[n] Bpmumo onepatopom delete[ ].

AHanm3a cJI0’KeHOCTH. AKO ce JUHAMHMUKa peajloKalija BpIId Ha OCHOBY HEKe TeOMETPHjCKe CTpaTeruje 3a moBe-
hame BemunHe (HOp. cBaku MyT nosehamo Opoj enemMeHara IyIulo), AOoJaBame Ha Kpaj ce BPIIM Y aMOPTU30BAHOM
KOHCTaHTHOM BpeMeHy. VIHIEKCHM NMpHUCTYI eleMeHTy (IIPUCTYI HAa OCHOBY IMO3MIIMje) 3aXTeBa KOHCTAaHTHO BpeMe
(CTO Ka0 KOJ OOMYHOT HM3a).

// adresa pocetka niza

int* a = nullptr;

// broj alociranih 1 broj popunjenih elemenata
int alocirano = 0, n = 0;

// Citanje vrednosti elementa na datoj poziciji
// ne proverava se pripadnost opsegu niza
int procitajElement(int 1) {

return a[i];

}

// upis vrednosti elementa na datu poziciju
// ne proverava se pripadnost opsegu niza
void postaviElement(int 1, int x) {

a[i] = x;

}

// pomoéna funkcija koja vrsi realokaciju niza na dati broj elemenata
void realociraj(int m) {
// alociramo novi niz
int* novo_a = new int[m];
alocirano = m;
// ako postoji stari niz, kopiramo njegove elemente u novi
// 1 brisemo stari niz
if (a != nullptr) {
copy_n(a, min(m, n), novo_a);
delete[] a;
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}

// pokazivac usmeravamo ka novom nizu
a = novo_a;

}

vold postaviVelicinu(int nn) {
if (alocirano <= nn)
realociraj(2 * nn + 1);
n = nn;

// dodavanje datog elementa na kraj dinamickog niza
// niz se automatski realocira ako je potrebno
voild dodajNaKraj(int x) {
if (alocirano <= n)
realociraj(2 * alocirano + 1);
a[n++] = x;

}

// brisanje celog niza

vold obrisi() {
delete[] a;

}

4.6.2 Jlucre

CTpyKType JIucTe Mojipa3yMeBajy Ja ce MoAally 4yBajy y MEMOPHjU y YBOPOBUMA KOjUMa ce MopeJl MojiaTaka uyyBajy
MOKa3uBa4X. Y 3aBUCHOCTH OJ] TOTa J1a JIM Ce 4yBajy camMo IOKa3uBauu Ha cieAehy WK U Ha MPEeTXOIHU eJIEMEeHT
pasiuKyjy ce:

d je).'lHOCprKO ITOBE3aHEC JIUCTC
¢ JBOCTPYKO IIOBE3aHEC JIUCTE

IMox nmpeTnocTaBkoM Ja Cy TMO3HATH MOKA3MBavM HA MOYETAK U HA Kpaj JIKCTE, jeJIHOCTPYKO MOBE3aHe JIUCTE JOMy-
IITajy DOABA-C HA MOYETAK U Ha Kpaj, Kao u Opucambe ca moverka y Bpemeny O(1), mok Opucame enemeHTa ca
Kpaja 3axteBa Bpeme O(n) (jep je MOTpeOHO M3MEHUTH MPETIIOCICABU YBOP, JO KOra ce Moxke Johu caMo IIOHOB-
HUM OOMJIACKOM HHCKE Of1 IOUETKa). YMeTame U Oprcame ciieieher eneMeHTa y OMHOCY Ha eJIeMEHT Ha KOjU YKazyje
MO3HATH MOKa3UBay ce Moske u3BpimTH y Bpemeny O(1). Wnak, npoHaiaketbe Mo3uIMje Ha KOjy Tpeda yMeTHyTH
HEKH eJIEMEHT YeCTO 3aXTeBa poJia3 Kpo3 JUcTy u 3axteBa Bpeme O(n). YMeTame elleMeHTa Tako J1a IIPETXO/IH eJie-
MEHTY Ha KOjH yKa3yje MO3HATU MOKa3MUBay, Kao U OpUcarbe eJleMeHTa Ha KOjH yKa3yje MO3HATH MOKa3MuBay 3aXxTeBa
NPOHAJIA3aK 1 M3MEHY IIPETXOJHOT YBOPA, ILTO 3aXTeBa HOBH MPOJa3ak Kpo3 jucty u Bpeme O(n).

IMpucTyn ejieMeHTy Ha JaT0j MO3WIMju (MHOEKCHU HpUCTyI) 3axTeBa Bpeme O(n).

INox npeTnocTaBkoOM a Cy MO3HATH NOKa3MBavM Ha MOYETaK U Ha Kpaj JICTE, JBOCTPYKO ITOBE3aHe JIUCTE JOMYIITajy
U JI0JlaBakbe U OpHcarbe M ca MoYeTKa U ca Kpaja ymcre y BpemeHy O(1). Ymerame u dpucame duio ucrpen, Ommo
U3a eJIeMEHTa Ha KOJU yKasyje Mo3HaTH MokKasusay Bpum ce y Bpemery O(1). Ocraie orneparuje ce u3BpLiaBajy y
HCTOM BpEMEHY Kao U KOJ jeTHOCTPYKO IOBE3aHMX JIMCTa. MaHe JIBOCTPYKO MOBE3aHUX Y OJHOCY Ha jeHOCTPYKO
MOBEe3aHe JIICTe Cy TO LITO 300T UyBama MOKa3MBaya Ha MPETXOAHE eJIeMEHTe 3aXTeBajy BUIe MEMOpUje U MO jeIu-
HayHe orepalyje Mory OUTH Majo CIIOpHUje jep ce 3aXTeBa aKypupare BHIIe MokasuBaya. [IpesHOCTH ¢y TO MITO
omoryhyjy epukacHHje U3BpIIABamke HEKHX oreparyja (Ipe cBera Oprcama ca Kpaja U uTepalyja yHa3an).

MMniiemeHTaluja ce 4ecTo MOKe YIHHUTH jeAHOCTABHU]OM (112 U JIOHEKJIe e(PUKACHUjOM) aKo ce yBeJe BEIITauKu
yBop (“ceHTHHENA”) KOjuM ce 00e30eljyje a je JmcTa yBeK HempasHa U Jja TIOKa3uBad KO jU Ce Hala3y UCTIpe]] CTBap-
HOT MOYeTKa WM U3a CTBapHOT Kpaja Hema BpeaHocT NULL, Beh yka3yje Ha HeKu 4Bop JicTe (Y OBOM ciydajy, Ha
CEHTHHEJY), TaKO J]a Ce HeroB MPETXOAHU U ciiefiehy eeMeHT MOry JJ0OMTH Ha MCTH HayMH Kao M KaJjia MoKa3nuBay
yKasyje Ha HEeKM peryJiapaH 4YBop JIUCTe.

VYnotpeda nucta je cBe peha u peha Ha caBpeMeHUM crUcTeMUMa. AJIOKalldja U JleasloKaliyja 1o jeJUHaYHUX YBOPOBa
JIUCTE je CKyMa Oorepalyja U y peaJHUM UMIUIEMEHTAMjaMa MMOTPEOHO je KOPUCTUTH HEKU crieluuyaH MexaHu3am
yIpaB/batha MEMOPHUjOM (Ha TipuMep, Behu Opoj JOMyCTUBKUX YBOPOBA ATOLUPATH Of1jeJHOM, a OH/IA Y JIUCTY YJIaHYa-
BaTH jeaH IO jefiaH oJ] THX YBOpOoBa). [logaTHH MpodJeM je TO IITO Cy YBOPOBU YECTO PAIITPKAHH [0 MEMOPH)H, TIa
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Cy IIpOMalllaju Kelll MeMOpHje MHOTo Yelnliv Hero y ciryvajy paja ca CTpyKTypama y KOjuma cy nojaiuy y MEMOpPHjU
CMEIITeH! TTOBe3aHO (HU30BHMA U CTPYKTypaMa y Kojuma ce Koprcte Behin d10koBM noBe3aHux dajtoBa). Takobe,
300T YyBama NMOKAa3MBaya JIMCTE 3aXTEBAjy MHOTO BHUIIIE MEMOPH]j€ HETO HU3OBH.

IMpenHocT JicTa y OIHOCY Ha HU30BE U JIEKOBE HACTYIajy Ipe CBera y cuTyanujama y Kojuma ce y JJucrtama 4yBajy
BeJIMKH nojiaiy. Tajia ce TOKOM peaioKalyje JMHAMUIKUX HU30Ba KOMUPAjy BeJIUKe KOJMUUHE TOJATaKa, IITO MOKE
duTti HeepMKaCHO, Ma je KOPHCHUje YIOTPEeOUTH JICTE KOJ| KOJUX Ce MOJAIM He Peaolupajy.

3anarak: JIuHNjCcKH eUTOP

Osaj 3agaiiax je oHOGHEH Y YUY YEeHCOABAILA PANUMUTIUX THeXHUKA peuiasarsa. Bugu tiiexcii 3agaiKa.
Tokywaj ga 3agaisiax ypaguuw kopuuheroem wexHuKa Koje ce uznadicy y 080Mm ioinasmy.

Pememe

3ajatak ce MOXe PEeIIUTH TaKo IITO Ce PyYHO MMIUIEMEHTHpa ABOCTPYKO IMOBE3aHa JIMCTa (TMOLITO Ce Kypcop MO-
e KpeTaTd y oda cMepa, jacHO je Jia JJMCTa Mopa OUTH ABOCTPYKO MoBe3aHa). CBaku YBOP ABOCTPYKO-NOBE3aHE
JIMCTE YyBa BPEAHOCT (y HAllleM CiIydajy KapakTep), MOKa3MBay Ha IPETXOJHHM M MoKasuBay Ha ciejnehu uyBop. VM-
IUIEMEHTallja TAKBe JIMCTE je jeIHOCTABHM]ja aKO Ce yBeJle CIelMjaHN YBOp (TIOHEeKa]| ce Ha3WBa CeHiliuHend) KOju
HCTOBPEMEHO UyBa IO3UIIM]y MOYETHOT ¥ KPajiher YBOpa JBOCTPYKO TOBE3aHe JICTE (FBhEeroB okasusay Ha cienehn
YBOP yKa3yje Ha CTBapHH MOYETAaK, a MOKa3MBay Ha MPETXOAHHU YBOP yKa3yje Ha CTBApPHH Kpaj JIMCTe, TIPU YeMy 0da
MOKa3yjy Ha CEHTUHENy aKo je JIMCTa Mpa3Ha). BpenHOCT ynucaHa y CeHTHHENy ce HuKajaa He Kopuctd. OBUM ce
3anpaBo OJpXkaBa CBOjEBPCHA KPY)KHA JICTA.

AL TP IHII -

apRiNRE ] H;

‘T ot |

Cnuka 4.1: JIBoctpyko noBe3ana ymcta ca NULL mokasmBaurMa v ca CEeHTHHEIOM

IMocTojame ceHTHHENe 3HaYajHO OJIaKIaBa UMILUIEMEHTALHje IPOLieypa 3a YMeTame U Opucama eleMeHaTa JJucTe
jep Hema moTpede UCITUTUBATH CIIeMjaJIHe cTydajeBe Aa v je Hekr nokasuBad NULL (mTo je HeomxomHo ako ce
KOPUCTH pelpe3eHTalyja y KOMe Cy IPETXOJHUK MPBOT U clieAeOeHNK MoCIeher YBOpa MOCTaB/beH! Ha BPEAHOCT
NULL).

Nako kypcop y equropy yBek ykasyje usMel)y qBa kapaktepa, Kypcop heMo y MMIUIEMEHTAIMjU [TPEJICTABUTH MTOKa-
3MBayYeM Ha eJIeMEHT JiucTe (KapakTep) KOjU ce Hala3u JIeCHO Ofl CTBApHE MO3UIMje Kypcopa (KapakTep JeCHO Of
Kypcopa). AKO Kypcop yKa3syje Ha CeHTHHeNy, cMaTpaheMo Ja je Kypcop Ha Kpajy TeKCTa, a ako IMoKa3yje Ha IMpBH
eJIeMEeHT JIuCTe (eJIeMEHT KOju clielu HAKOH CeHTHHENe), cMaTpaheMo /1a je Kypcop Ha MoveTky Tekcra. Oneparyje
ce Taj1a u3Boje Ha ciesiehu HaumH:

* KprOp MOXKEMO IMIOMEPUTH Ha JIEBO, CAMO dKO MY HE NIPETXOAU CEHTUHECIIA, @ HA JECHO CaMO aKO HE yKa3yje
Ha CEHTUHCITY.

* VMerame KapakTepa ce BPIIM TaKo LITO CE HOBU €JIEMEHT yOaIM Tako Jja MPEeTXOAU TPEHYTHO] MO3ULIUjH Kyp-
copa, a Kypcop ce He roMepa (0BO paJy UCIIPAaBHO U KaJa je JMCTa pa3Ha Tj. Kaja CaJp:K{ CaMO CEHTHHEILY).

* Bpucame kapaktepa j1eBo o Kypcopa je Moryhe Kag roj Kypcop HUje Ha NMOYETKY JIMCTE Tj. Kaja My He
MIPETXOH CEHTHHEIA ¥ BPIIHY Ce TaKO IITO Ce OOPHIIIE MPETXOIHN €JIEMEHT JIUCTE, a Kypcop ce He oMepa.

* Bpucame KapakTepa JIecHO 01 Kypcopa je Moryhe kajia roj Kypcop Huje Ha Kpajy JIUCTe Tj. KaJia He yKasyje Ha
CEHTHHEJTy Y BPILH Ce TaKO IITO Ce OOpHUIIle eJIEMEHT Ha KOjU Kypcop yKa3yje, a Kypcop ce moMepu Ha cienehy
HO3ULY]Y.

AHanm3a cjaokeHocTH. [1omTo cy Kol ABOCTPYKO MOBE3aHe JICTE Olepalyje yMeTama U dprcama, Kao 1 roMepa-
a UTEepaTopa 3a jeJHO MECTO KOHCTAHTHE CJIOKEHOCTH, OBaj aITOPUTaM je JITHEApHE CIIOKEHOCTH.
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struct cvor {
char c;
cvor *prethodni, *sledeci;

}

cvor* napravi_cvor(char c, cvor* p = nullptr, cvor* s = nullptr) {
cvor* novi = new cvor();
// potrebna je provera da li je alokacija uspela
novi->c = c;
novi->prethodni = p;
novi->sledeci = s;
return novi;

// brise cvor na koji ukazuje pokazivac cv (pretpostavljamo da to nije
// sentinela)
vold obrisi(cvor* cv) {

cv->prethodni->sledeci = cv->sledeci;

cv->sledeci->prethodni = cv->prethodni;

delete cv;

}

// ubacuje novi cvor sa karakterom c ispred cvora na koji ukazuje
// pokazivac cv
vold ubaci_ispred(cvor* cv, char c) {
cvor* novi = napravi_cvor(c, cv->prethodni, cv);
novi->prethodni->sledeci = novi;
novi->sledeci->prethodni = novi;

}

// ispisuje celu listu
vold ispisi(cvor* sentinela) {
for (cvor* cv = sentinela->sledeci; cv != sentinela; cv = cv->sledeci)
cout << cv->C;
cout << endl;

}

int main() {
string naredbe;
cin >> naredbe;
int 1 = 03

// vestacki ubacen “prazan” cvor koji oznacava poziciju ispred
// pocetka tj. iza kraja liste

cvor* sentinela = napravi_cvor('_');

sentinela->prethodni = sentinela->sledeci = sentinela;

// tekuca pozicija kursora
cvor* kursor = sentinela;

while (i < naredbe.size()) {
char naredba = naredbe[i1++];
if (naredba == '<") {
if (kursor->prethodni != sentinela)
kursor = kursor->prethodni;
} else if (naredba == '>') {
if (kursor != sentinela)
kursor = kursor->sledecti;
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} else if (naredba == 'i') {
char c = naredbe[i++];
ubaci_1ispred(kursor, c);

} else if (naredba == 'b') {
if (kursor->prethodni != sentinela)

obrisi(kursor->prethodni);

} else if (naredba == 'd') {
if (kursor != sentinela) {

cvor* sl = kursor->sledeci;
obrisi(kursor);
kursor = sl;
}
}
}
ispisi(sentinela);
obrisi(sentinela);

return 0;

}
4.6.3 Crek

Crek mpencTapiba KOJEKIH]y MmojaTaka y Kojy ce nogamm goxajy mo LIFO (enrs. last-in-first out) mpuHImy - ene-
MEHT Ce MOXe JOJaTH CaMO Ha BPX M CKMHYTH CaMO Ca BpXa CTeKa.

V jesuky C++ cTek ce peanmu3yje kinacom stack<T> rae T mpeacTaBiba THII eJleMeHaTa Ha CTeKy. 3a ’beHO Kopriiherme
notpebHO je ykibyunTH 3ariasibe <stack>. Ioppxane cy cienehe meroze (cBe cnoxernocta O(1)):

* push - rocTapsba JJaTH €JIEMEHT Ha BPX CTeKa

* pop - CKMJA €JIEMEHT ca BpXa cTeKa (o PETIOCTaBKOM Ja CTeK HHUje Mpa3aH — aKo je CTeK Mpa3aH, MoHAaIllake
je Helle(bMHUCAHO U MOKe JONM 10 HACWIIHOT MpeKkua paja nporpama). Harmmacumo ga je oBa MeTona Tumna
void u na He Bpaha YKJIOHBCHU €JIEMEHT.

* top - ounTaBa eJ1eMeHT Ha BPXYy cTeKa (TI0[ ITPETIIOCTAaBKOM Jla CTeK HUje Ipa3aH)

* empty - mpoBepasa Jja JIM je CTeK MpasaH

* size - Bpaha Opoj enemeHara Ha CTeKy.

Axo ce Ha cTeKy 4yBajy ypehjeHH mapoBu WM N-TOpPKe, TaJa ce YMECTO MeToje push, Moke KOPUCTHTH METoja
emplace, K0joj ce caMo peJIoM HaBOJIe eJIEMEHTH Mapa Tj. N-TOpKe (HUje MoTpedHO mocedHO Mo3uBaTH (PYHKIIU]Y 32
Kpeupame 1apa Tj. n-TopKe, IIITO je HeOIXOIHO Kajia ce KopucTtH push).

Crek y je3uky C++ je 3ampaBo caMo ajarnTep OKO HeKe KOJIeKIMje nmojaaTaka (MoJpa3yMeBaHO BEKTOpa) KOjU KOpU-
CHHUKA Tepa /1a MOIITYje MpaBuiia MPUCTYIA CTEKY M CIIpeYaBa Ja HAlpaBu OIepalujy Koja HaJ CTEKOM HHje HO0My-
mreHa (MomyT MPKUCTYNa HEKOM eJIEMEHTY KCIIOJ] BPXa).

3anarak: UcTtopuja Bed-nperieaadya

Osaj 3agailiax je ioHO6bEH Y UMDY YEeAHCOABArbA PANUMUTIIUX THeXHUKA peuiasarba. Bugu itiexcii 3agarixa.
Tokywaj ga 3agaisiax ypaguuw kopuuiheroem wexHuKa Koje ce uznadicy y 080Mm ioinasmvy.

Pememe

Moo je dpoj cajToBa OrpaHUYEH TEKCTOM 3a[aTKa, CTEK Ce MOXe UMIUIEMEHTUPATH KOPULTNEHhEM CTATUUKOT HUA3A.

// istorija pregledaca - rucno implementiran stek koji moze da cuva
// najvise 1000 adresa (to je dato u tekstu zadatka)

string istorija[1000];

// pokazivac na naredno slobodno mesto na steku

int sp = 0;

string linija;

while (getline(cin, 1linija)) {
if (linija == "back”) {
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if (sp > 0)

sp--;
if (sp > 0)

cout << istorija[sp-1] << endl;
else

cout <<

EXIEY)

<< endl;
}
else {
cout << linija << endl;
istorija[sp++] = linija;
}
}

Crek MOXe OUTH UMITIEMEHTHPaH KOPUIINEHheM jeTHOCTPYKO ITOBE3aHe JIKCTE.

// cvor jednostruko povezane liste
struct cvor {

string s;

cvor* sledeci;

s

cvor* napravi_cvor(const string& s, cvor* sledeci) {
cvor* novi = new cvor();
// trebalo bi proveriti da li je alokacija uspela
novi->s = s;
novi->sledeci = sledecti;
return novi;

}

// dodavanje elementa na pocetak
cvor* dodaj(cvor* pocetak, const string& s) {
return napravi_cvor(s, pocetak);

}

// brisanje elementa sa pocetka
cvor* obrisi(cvor* pocetak) {
cvor* sledeci = pocetak->sledeci;
delete pocetak;
return sledeci;

}

// brisanje cele liste
void obrisi_listu(cvor* pocetak) {
while (pocetak != nullptr) {
cvor* sledeci = pocetak->sledeci;
delete pocetak;
pocetak = sledeci;
}
}

int main() {

// istorija pregledaca - stek implementiran preko liste

cvor* pocetak = nullptr;

string linija;
while (getline(cin, linija)) {
if (linija == ”back”) {
if (pocetak != nullptr)
pocetak = obrisi(pocetak);
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if (pocetak != nullptr)
cout << pocetak->s << endl;

else
cout << ”-” << endl;
}
else {
cout << linija << endl;
pocetak = dodaj(pocetak, linija);
}
}
obrisi_listu(pocetak);
return 0;
}
4.6.4 Pen

Pen npeacTaBba KoNeKIMjy noaataka y kojy ce nogarm goaajy no FIFO (enrn. first-in-first-out) npuHuumny — ene-
MEHT Ce YBeK y31Ma ca IIoueTKa, a Jjojiaje Ha Kpaj pena.

V jesuky C++ pen ce peanusyje kiacoM queue<T> rae T mpeacTaBsba THII eJleMeHaTa Ha CTeKy. 3a BheHo Kopuiihe-
HeM MOTPEbHO je YKIbYUHTH 3ariaBibe <queue>. [Toapxate cy cienehe meroze (cee cnoxernocta O(1)):

* push - mocraBkba JaTé eJIeMEHT Ha Kpaj pesa

* pop - CKHJa eJIEMEHT ca ToYeTKa pefia (o MPeTIOCTaBKOM Jia pefl Huje npa3aH). Hartacumo na je oBa merona
trna voild u ja He Bpaha yKJIOWEHH eJleMeHT.

e front - ounrtaBa eleMEeHT Ha MOYETKY pesia (IO MPETHOCTABKOM Jia pell HUje pa3aH)

* empty - mpoBepaga [a Jii je pel npa3aH

* size - Bpaha Opoj enemeHara y peny

AKo ce y pelty 4yBajy ypeleH! TapoBH MM N-TOPKe, Tajla ce yMECTO MeToe push, MOxe KOPHCTUTH MeTofa emplace,
KO0jOj Ce caMO peJJOM HaBOJIe eJIEMEHTH Mapa Tj. N-Topke (HHje MoTpedHO MmocedHO Mo3uBaTH (PYHKIIN]Y 32 KPEUparmbe
mapa Tj. N-TOpKe, IITO je HEONMXOJHO KaJa ce KOpUCTH push).

Pen y jesuky C++ je 3ampaBo camMo afanTep OKO HeKe KOJIeKIMje Mojaraka (moJpa3yMeBaHO pesia ca ABa Kpaja)
KOjU KOPHCHHMKA Tepa [a MOIITYje MpaBiia IPUCTYIa peay U CIpedaBa Jja HallpaBH OMepalyjy Koja Haj peoM Huje
JOMyIITeHa (TIOIMyT MPUCTYTIAa HEKOM eJIEMEHTY KOjU HHje Ha ITOYETKY).

4.6.4.1 Pen ca aBakpaja

YormuTeme MpecTaBba pejl ca Ba Kpaja Koju JOIyIITa ja ce eJIEMEHTH U J0Jajy U y3uMajy ca OMJIo KOT Kpaja pesa
(Ta CTpyKTypa Mojaraka 3arpaBo KOMOMHYje U (DYHKIIMOHATHOCT CTeKa U (DYHKIMOHAIHOCT pesia).

V jesuky C++ moryhe je kopuctutu cTpykTypy deque<T>. 3a eHO Kopuillhemhe TOTPEOHO je YKIbYUUTH 3aIIaBibe
<deque>. Ionpikane cy cnenehe onepanuje (cBe cnoxenoctu O(1)).

¢ push_front - nonaBame ejgeMeHTa Ha MoYeTaKk

¢ push_back - nonaBame enemenTa Ha Kpaj

e front - uurame enemMeHTa ca oyeTka (Io/1 MPETIIOCTABKOM JIa peJl HUje Mpa3aH)

* back - unrame eneMenTa ca kpaja (o1 PETIOCTABKOM Jia pejl HUje pa3aH)

* pop_front - ykiamame enemMeHTa ca rodetka (Toj MpeTocTaBKOM Ja pejl Huje rpasaH). Harnacumo ga je
oBa MeToja Tvma void u aa He Bpaha yKJIOHEHH eJeMEeHT.

* pop_back - yknamame enemenTa ca Kpaja (Ioj IpeTrnocTaBKOM J1a pell Huje npasaH). Harnmacumo na je osa
MeTtosia tuna void u f1a He Bpaha YKJIOWEH! eJIEMEHT.

e empty - mpoBepa jia Jiu je pej pasaH

e size - dpoj enemeHara y peay

WuTepecanTHoO, 3axBaby jyh criernpnaHOM HaUMHY MMIUIEMEHTAIMje, OBa CTPYKTypa MojaTaka oApskaBa 1 onepa-
TOP MHIEKCHOT TIPUCTYIA KOJUM CE eJIEMEeHT Ha JATOj MO3HMIMjH MOXE MPOYMTATH MM U3MeHuTH y Bpemeny O(1).

3aparak: [Mocaeamux k qununja

Harmmmm nporpam koju ucrucyje k mocieqmBbux TUHIja YIUTAHUX ca CTAHAAPIHOT yJia3a.
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Vaas: Ca cragapaHor ynasa ce yunrtasa opoj k (1 < k < 100), a 3atiuM jeaHa 1Mo je[Ha JMHMja TeKCTa (BUX
Hajsume 10°).

N3na3: Ha cranmapaHy U3/1a3 UCTIMCATH MTOCNEABIX k TMHA]jA (TIPETIOCTABUTH J1a jé YBeK YIUTaHO dapeM k JIMHUja).

IIpumep

Vaaz Hznaz

2 poslednjih k
ispisati linija
poslednjih k

linija

Pememe

[MomTo 3HaMO MakCMMaJTHU KanaluTeT pea (MaKCMMalHH Opoj efleMeHaTa Koju ce y HEKOM TPEHYTKY Hajlase y pely),
pen je Moryhe UMIUIEMEHTUPATH KOpUITNemheM HI3a Y KOjU Ce eIeMEHTH CMEINTajy KPYKHO (Kaja ce HU3 MOMyHH
JI0 Kpaja, CMeIlITaike eJleMeHaTa ce HacTaB/ba oJl mouetka). OpprkaBahemo /Be mo3wiyje Tj. ABa IMOKa3WBaya: Ha
MIPBU €JIEMEHT Y pe/ly U Ha MpBY CI000HY MO3MLH]Y (M3a MOC/eImher eJeMenTa y peay). Ha mouetky he ode durtn
WHUIIMjanu30BaHe Ha Hy1y. Kaja roj cy Te nBe jeiHake, 3HaMo J1a je pea npasaH. Jla ducMo pa3iuKoBaIv CUTYaIdjy
TIOTITYHO MOIMYH-EHOT pejlia ¥ Mpa3Hor pejia, HU3 hemo ajonmpary Tako Jja MOXe Ja YyBa jedaH eJIeMEeHT BHIIe Off
MaKCHMAJTHOT KamanuTeTa. Tama hemo MOTIyHO MOmymeH pel Mohu aa mpeno3Hamo Tako mro he ce ciodomHa
TIO3HIINja HaJIA3UTH HETIOCPEJHO UCTIPe]] IIPBOT eJieMeHTa Y pely (CrelwjaiHo, Moryhe je a MpBU eJeMeHT Oyae Ha
nosutju 0, a Ja je mociieqha CI000AHA TO3UIIMja TIoCeiha Mo3UIMja y Hu3y). JloJaBame BpIIMMO Ha CJIOO0JHY
no3unjy u nosehaBamo je 3a 1 (HapaBHO, MO MOAYJy AyXuHe Hu3a). CKugame ca MoveTKa BPIIUMO TaKO IITO
TIO3UIIMjY TIPBOT eJieMeHTa y pey yBehamo 3a 1 (IoHOBO, 1o MOAyJTy yKMHe Hu3a). bpoj enemeHara y pey MoOkeMo
M3padyHaTH Kao pa3iuKy u3Mel)y JBa mokasmBaua (OIET pauyHATy IO MOJAYJY JyXKWHE HU3a, KOpUIINCHEM Be3e
(k—p)modn = (k — p+ n) modn, 1a du ce u3dero padyHare OCTATKA [P [€/bEEby HETATUBHUX OpojeBa).

Anamm3a caoxkenocru. CioxeHoct cBux onepanuja je O(1), a memopujcka cinoxenoct je O(k), rae je k makcu-
MaJIHH KallalyTeT.

Hanomena. IlpumeTnmo f1a ce Ha OBaj HAUMH MOe MMIUIEMEHTHAPATH U pel ca Ba Kpaja, ako My je IMO3HAT MaK-
CHMaJIHU KallalluTeT.

vector<string> red;
int poc = 0, kraj = 0;

bool pun() {
return (kraj + 1) % red.size() == poc;

}

bool prazan() {
return kraj == poc;

}

void dodaj(const string& s) {
red[kraj] = s;
kraj = (kraj + 1) % red.size();
}

string& pocetak() {
return red[poc];

}

void skini() {
poc = (poc + 1) % red.size();

}

int velicina() {
return (kraj - poc + red.size()) % red.size();

}
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Pen je moryhe nmriemeHTHpaTH M py4IHO, KOpHIINEeHEM jeTHOCTPYKO roBe3ane mcrte. UyBajy ce Moka3uBad Ha p-
BU U MOCNIe Y efieMeHT (00a mMajy Bpeqaoct NULL kana je pex mpasan). IlomTo ykiiamame OCTeAner eJIeMeHTa
JjEAHOCTPYKO TOBE3aHe JIUCTe HUje Moryhe U3BpIIUTH e(prKacHO, YaK M Ka/ia je TO3HAT IMOKa31Bay Ha MOCTIEAbY elle-
MEHT, JJOlaBamhe ce BPILM Ha Kpaj pefa, a YuTame U CKIJambe eJleMeHaTa ca noyeTtka. bpoj eneMeHarta ofpxaBamo y
oce0HOj MPOMEHJBUBO].

Anamu3za caoxenocrd. Cinoxkerocr cBux onepanuja je $O(1), a memopujcka cinoxenoct je O(k), rae je k makcu-
MaJIHH KarlalyTeT.

Hanomena. MmnnemeHTaiyja pesia ca JBa Kpaja 3axTeBa Kopuilheme IBOCTPYKO MoBe3aHe jucte. Haume, ykia-
Bhatbe TOCIEIHEr eNeMEHTa jeIHOCTPYKO ToBe3aHe Jiucte Huje Moryhe uzspumry y Bpemeny O(1), jep je norpedHa
M3MeHa TPETIIOCTe/IbET eJIEMEHTA.

struct cvor {
string s;
cvor* sledecti;

}

cvor* napravi_cvor(const string& s) {
cvor* novi = new cvor();
// trebalo bi proveriti da li je alokacija uspela
novi->s = s;
novi->sledeci = nullptr;
return novi;

cvor* pocetak = nullptr;
cvor* kraj = nullptr;
int velicina = 0;

void dodaj(const string& s) {

if (kraj == nullptr)
pocetak = kraj = napravi_cvor(s);

else {
kraj->sledeci = napravi_cvor(s);
kraj = kraj->sledeci;

}

velicina++;

}

bool prazan() {
return velicina == 0;

}

const string& pocetni() {
return pocetak->s;

}

void ukloni() {
cvor* sledeci = pocetak->sledeci;
delete pocetak;
pocetak = sledeci;
if (pocetak == nullptr)
kraj = nullptr;
velicina--;
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4.6.5 HmmiemeHTanuja nexka

Kao mto cmo Buzienn y noraeipy O IpUMEHaMa CTPYKTypa II0JaTaka, jeJHa BeoMa KOPHUCHA CTPYKTypa MoJaTaka je
pel ca aBa Kpaja Koja KOMOMHY je (pyHKIIMOHAIHOCT CTeKa U pefia.

AKO ce 3a UMIUIEMEHTAIU]y KOPHUCTE je[IHOCTPYKO [OBe3aHe JincTe, Taja ce y Bpemeny O(1) Moxke BpmmTy ydaru-
Barb€ Ha MOYEeTaK U Opucame ca IoYeTKa, Kao U ydaluBame Ha Kpaj (MO MPETIIOCTaBKOM J1a OJpKaBaMo MOKa3uBay
Ha Kpaj). Bpucame ca kpaja je onepauuja cinoxenoct O(n), 4ak U KaJa ce 4yBa MOKa3MBay Ha HOCIIEIbU SJIEMEHT
(jep He MoxeMo Ja mpoHaheMo MOKa3MBad Ha MPETIIOCIEIbY EJIEMEHT).

AKo ce 3a MMIIIEMEHTaN1jy KOpHUCTe ABOCTPYKO IMOBE3aHe JIUCTE, Taja ce ydalBame U OpHcame U ca MovYeTKa 1
ca kpaja moxe u3Bpumti y Bpemeny O(1). Ucto je u ca ymerameM eleMeHTa y CpeanHy (Kaja ce 3Ha Herosa
nosuipja). MehyTum, MHIEKCHM IPUCTYH (IIPUCTYH WIaHy Ha JaToj MO3MLIKjH ) Y HAjTOPEM ciIydajy 3axTeBa Bpeme
O(n). Jenuau Moryhu HauvH rpeTpare je JIMHeapHa MpeTpara, Yak M Kaja Cy elleMeHTH Y pe/ly COPTHPaHH.

YV HactaBKy hemo mpukazaTu CTPyKTypy Mojaraka jJek (eHr1. deque) Koja ce 4ecTo KOPUCTH 32 UMILIEMEHTAIIN]y
penoBa ca JiBa kpaja. CJIMYHO Kao JBOCTPYKO NOBE3aHe JIMCTe, AeK oMoryhapa oaBame U Ha OYETaK U Ha Kpaj y
Bpemeny O(1) (momyiie aMopTr30BaHOM). BakHa IPEIHOCT Y OJHOCY HA ABOCTPYKO IOBE3aHE JIMCTE je TO IITO je
uHAekcHH npuctyn Moryh y Bpemery O(1). OBum je omoryhena u SuHapHa mpeTtpara, IITo MOXe HeKajia Outi Beoma
BaxkHO. JlogaBame U Opucame eneMeHaTa ca cpeinHe Huje Moryhe n3BpimTy eukacHo (Te onepanuje 3axTeBajy
Bpeme O(n)).

[pukaxumo u jeqHy MOryhy uMIieMeHTanujy JeKa.

3anarak: ek
IIporpam nmogpxasa cienehe Hapende Koje ce U3BpIIaBajy HajJ HU30M LeIuX OpojeBa.

* F X — HonaBame eJeMeHTa X Ha [oYeTaK Hu3a

e f — ykyamare 1 UCIHC eIeMeHTa ca MoYeTKa HU3a Ha CTAHAAPIHU U3/1a3

* B X — JojaBame eJeMeHTa X Ha Kpaj Hu3a

* b — ykamame 1 KCIUC eJIeMeHTa ca Kpaja Hu3a Ha CTaHAapIHU 13/1a3

* I p — WCIKC €JeMEHTa Ha MO3ULMjU P Ha CTaHJapAHU u3Ja3 (mosuuuja je usmelhy O u TpeHyTHOr dpoja
eJleMeHaTa HU3a, YMambeHor 3a 1).

Vaa3: CrangapaHu yia3 capKy HU3 HapeIdU, CBaKky y IOCEOHOM pefdy.

WN3zaa3: Ha cranpapaau uznas ucnucaTyl epekar u3BllaBamba Hapeaou.

IIpumep
Yaaz Hznaz
F1 2
B 3 1
F 2 3
B 4 4
ro 2
ri 1
r?2 4
r3 3
.F

ro

b

ri
Pememe

3ajartak ce jeAHOCTaBHO MOXe permmTH moMohy OMOIMOTeuKe NMIUIEMEHTAIH]e JIeKa.

#include <ilostream>
#include <deque>

using namespace std;

int main() {
deque<int> d;
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char c;
while (cin >> c) {

if (c == 'F') {
int x;
cin >> x >> ws;
d.push_front(x);

} else if (c == 'B') {
int x;
cin >> x >> ws;
d.push_back(x);

} else if (c == 'f') {
cout << d.front() << endl;
d.pop_front();

} else if (c == 'b") {
cout << d.back() << endl;
d.pop_back();

} else if (c == 'r") {
int p;
cin >> p >> ws;
cout << d[p] << endl;

}

}
return 0;

}

Jlexk MOkeMO 3aMHUCIIUTH Kao HU3 cerMeHara ucte, pukcHe BennunHe. CBaku CETMEHT je CTPYKTypa Koja caapiku
HU3 eyieMeHata (OWJI0 CTaTUYKM, OUI0 TMHAMUYKY aJIONUpPaH) KOjUu MpejCTaB/ba HeKU Jieo peaa. Ha npumep, pen
yyuju cy enement 5,7,3,1,2,5,9,7, 1,4, 6, 2, Moxe OUTU OpraHU30BaH y 3 cermeHTa o 1o 4 ejgeMeHTa (y npaxkcu
j€ BeJIIYMHA 110 jeJMHAYHIX CerMeHaTa OOUYHO Beha).

Cnuxka 4.2: TIpumep UMITIEMeHTaLIFje AeKa

Jlex 4yBa HU3 MOKa3MBaya Ha IMOjeJMHAaYHEe cerMeHTe. [IBa cermMeHTa cy KapaKTepHCTHYHA: JIEBH CETMEHT Y KOM ce
HaJla3M TI0YeTaK pefia U JEeCHU CETMEHT Y KOM ce Hayasu Kpaj pena. Oda mory OMTH camo AEIMMUYHO MOIYHEHHU.
VY cBaKOM CerMeHTy ce 4yBa IpBa CcJ00O[HA MO3UIMja Ha KOjy ce Moxe JojaTv HapeaHu enemeHT. IlocebHo ce
oJpkaBajy MO3UIMje Ta JBa CETMEHTa. Y MPa3HOM JEKY JIEBU M IECHH CETMEHT Cy CyCeJHU 1 IIpa3Hu (TeKyhu esleMeHT
JIEBOT CETMEHTA j€ FhEroB JIECHM Kpaj, a AECHOT CErMEHTA j€ HETOB JIEBH Kpaj).

JHonaBame elneMeHTa Ha TIOUYeTaK je BeoMa jeJHOCTABHO aKo JICBU CETMEHT HHje MOIMYHeH 10 Kpaja. EmemeHT ce
camo Jofiaje Ha TpBY CJI0DOAHY MO3UIMjYy M OHA ce momepa HajieBo. Kana je JieBM CerMeHT MOTIYHO MOIyH-EH,
IIpesia3y ce Ha MOIyHhaBamke MPETXOJHOr CErMEHTa, aKo OH MOCTOjU. AKO He IOCTOjU, OHJA Ce BPIIM peaJoKaluja
JieKa U MPOIIUpPYje ce BEeroB Opoj cerMeHaTa (0OOMUHO je HOBU OpOj cerMeHara HeKOJIMKO MyTa Behu Hero rnoJiasHu,
Kako Ou ce HapesiHe peasioKanyje Aemasaie cBe pehe u pehe u kako du ce 0de3deqMI0 aMOPTU30BaHO KOHCTAHTHO
BpeMe J0/laBara). [IprInKoM peasioKaliyje BpIIv ce CaMo MPOIIMPUBAE HI3a TOKA3UBavYa Ha CETMEHTE, a He CAMUX
CerMeHara, IITo je BeoMa 3Ha4ajHo ako ce y AeKy uyBajy Behin 00jekTr (OHH ce MPUIMKOM aJIOKaIyje He KOMupajy, a
He KOMMpajy ce Hu caMu cerMeHTH). [Ipumkom peasiokanyje, moka3suBayl Ha Ioctojehe cerMeHTe ce y MpoIMpeHoM
HU3Y CMElITajy Ha Cpe/liHY, a JIEBO U JIECHO O IbHX Ce CMeIlTajy MOKa3uBaYy Ha HOBO aJIOIMpaHe CerMEeHTe KOju
Cy MHMLMjaIHO npa3Hu. PeasnokanujoM ce godujajy cerMeHTH JIEBO Of TeKyher MOTIyHO MOIYHEHOI CerMEeHTa U
JoJaBame Ha MOYETaK ce BPIIN y mbuX. JlogaBame Ha AECHH Kpaj Tede MOTIIYHO aHaJIOTHO.

Bpucame ca neBor kpaja ce BpIIM CIMYHO, YKJIAABEM €JIEMEHTA U3 JIEBOT CETMEHTa M MPEeJackoM Ha HapeqH!
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CErMEHT aKO Ce HAKOH Opucama JIeBH CerMeHT MOTIYHO HCIipa3sHuo. HapaBHO, €IEeMEHTH CETMEHTA ce He YKJIamajy
¢m3muky, Beh ce camo Memajy WHISKCH KOjU YKa3yjy Ha HapeqHy cI0OOJHY Mo3ulijy. Bpucame ca necHor Kpaja
j€ aHaJIoTHO.

WHnexcHu nprcTyn efieMeHTy je Moryhe usspiuute y Bpemeny O (1), Tako IITO ce MpBO Ope/Iy KOM CErMeHTY MpH-
najia TpaXKEeHH EJIEMEeHT, a OHJIA ce TIPOYMTa OAroBapajyhy eJeMEeHT U3 TOr cerMeHTa. JeJHOCTaBaH TPHK je Ja ce
TpakeH! MHAeKC yBeha 3a Opoj Mpa3HuX eeMeHaTa Ha JIEBOM Kpajy JIeBOT cerMeHTa. Tafa ce MO3UIMja CerMeHTa y
KOM ce eJIeMEeHT HaJla3d MOXe jeIHOCTaBHO M3padyHaTH Kao 30HMp MO3UIIMje JIEBOT CETMEHTa M 1eJI00pOjHOT KOJIHY-
HMKA MHJEKCA ¢ U BeJMYMHE jeJHOT CErMEeHTa, JOK ce MO3MIMja YHyTap TOI CerMeHTa oApehyje Kao ocTaTak y TOM
JeJbeIbY.

NmmnemenTanyja aeka caipku BeJIMKY Opoj TEXHUYKHUX [IeTaba, T je MPUKa3y jeMo caMo HH(OPMATHBHO (YMTAOIA
ymyhyjemo aa nokyima Jja caMOCTaJTHO MIMIUIEMEHTHPA JIEK).

#include <iostream>
using namespace std;

// jedan segment
struct segment {
// niz podataka
int* podaci;
// broj popunjenih elemenata niza
int popunjeno;
// pozicija u nizu na koju se moze ubaciti naredni levi element
int levi;
// pozicija u nizu na koju se moze ubaciti naredni desni element
int desni;

1

// alokacija segmenta

segment* alocirajSegment(int velicina) {
// alociramo novi segment
segment* novi = new segment();
// alociramo njegove podatke
novi->podaci = new int[velicina];
// nijedan podatak jos nije upisan
novi->popunjeno = 0;
// trenutno nepopunjeni deo
novi->levi = velicina - 1;
novi->desni = 0;
return novi;

// brisanje segmenta

vold obrisiSegment(segment* s) {
// brisemo podatke u segmentu
delete[] s->podaci;
// brisemo segment
delete s;

}

struct dek {
// niz pokazivaca na segmente
segment** segmenti;
// broj segmenata u nizu
int brojSegmenata;
// velicina svakog segmenta
int velicinaSegmenata;
// pozicije na kojima se nalaze pokazivaci na krajnji levi
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// 1 krajnji desni segment (oba mogu biti polupopunjena)
int levo, desno;
int brojElemenata;

h

// vrsi se realociranje deka tako da ima dati broj segmenata
void realocirajDek(dek& d, int brojSegmenata) {
// pravimo novi niz pokazivaca na segmente
segment** noviSegmenti = new segment*[brojSegmenata];
// postojece pokazivace na segmente cemo smestiti negde oko
// sredine novog niza
int uvecanje = (brojSegmenata - d.brojSegmenata) / 2;
// ako je postojao stari niz pokazivaca na segmente
if (d.segmenti != nullptr)
// kopiramo te pokazivace u novi niz pokazivaca, krenuvsi od
// pozicije uvecanje
for (int 1 = 0; 1 < d.brojSegmenata; i++)
noviSegmenti[uvecanje + 1] = d.segmenti[i];
// alociramo nove segmente na pocetku i1 na kraju novog niza
for (int 1 = 0; 1 < uvecanje; i++)
noviSegmenti[i] = nullptr;
for (int i1 = uvecanje + d.brojSegmenata; i1 < brojSegmenata; i++)
noviSegmenti[i] = nullptr;

// brisemo stari niz pokazivaca na segmente
delete[] d.segmenti;

// preusmeravamo pokazivac na niz pokazivaca
d.segmenti = noviSegmenti;

// aZuriramo broj segmenata

d.brojSegmenata = brojSegmenata;

// aZuriramo granice popunjenog dela niza
d.levo += uvecanje;

d.desno += uvecanje;

// vraca referencu na i-ti element u deku

int& iti(const dek& d, int 1) {
// trenutni broj elemenata u krajnjem levom segmentu
int uLevom = d.segmenti[d.levo]->popunijeno;
// pomeramo indeks tako da je pozicija @ na pocCetku krajnjeg levog
// segmenta
i += d.velicinaSegmenata - ulevom;
// odredujemo segment u kom se nalazi traZeni element
segment* s = d.segmenti[d.levo + 1 / d.velicinaSegmenata];
// Citamo element iz tog segmenta
return s->podaci[i % d.velicinaSegmenata];

}

// dodajemo element na pocetak deka
vold dodajNaPocetak(dek& d, int x) {
// ako je levi segment jos nealociran, alociramo ga
if (d.segmenti[d.levo] == nullptr)
d.segmenti[d.levo] = alocirajSegment(d.velicinaSegmenata);

// ako je levi segment potpuno popunjen c sese cmpaHe
if (d.segmenti[d.levo]->levi < 0) {
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// ako levo od njega nema vise alociranih segmenata
if (d.levo == 0)
// realociramo dek i1 time alociramo nove segmente
realocirajDek(d, d.brojSegmenata * 2);
// prelazimo u prethodni segment
d.levo--;
}
// segment u koji se moZe upisati element
segment *s = d.segmenti[d.levo];

// upisujemo element na tekucu slobodnu poziciju i pomeramo se
// nalevo

s->podaci[s->levi--] = x;

// uvecavamo broj popunjenih elemenata

S->popunjeno++;

d.brojElemenata++;

}

// dodajemo element na kraj deka
vold dodajNaKraj(dek& d, int x) {
// ako je desni segment jos nealociran, alociramo ga
if (d.segmenti[d.desno] == nullptr)
d.segmenti[d.desno] = alocirajSegment(d.velicinaSegmenata);

// ako je desni segment potpuno popunjen sa desne strane
if (d.segmenti[d.desno]->desno >= d.velicinaSegmenata) {
// ako desno od njega nema vise alociranih segmenata

if (d.desno == d.brojSegmenata - 1)
// realociramo dek i1 time alociramo nove segmente
realocirajbDek(d, d.brojSegmenata * 2);
// prelazimo na naredni segment
d.desno++;
}
// segment u koji se moZe upisati element
segment *s = d.segmenti[d.desno];

// upisujemo element na tekucu slobodnu poziciju i pomeramo se
// nalevo

s->podaci[s->desni++] = x;

// uvecavamo broj popunjenih elemenata

S->popunjeno++;

d.brojElemenata++;

}

// uklanjamo element sa pocetka deka
int ukloniSaPocetka(dek& d) {
if (d.segmenti[d.levo]->levi >= d.velicinaSegmenata) {
d.levo++;
d.segmenti[d.levo]->levi = 0;
}
segment *s = d.segmenti[d.levo];
s->popunjeno--;
d.brojElemenata--;
return s->podaci[++s->levi];

// uklanjamo element sa kraja deka
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int ukloniSaKraja(dek& d) {
if (d.segmenti[d.desno]->desni < 0) {
d.desno--;
d.segmenti[d.desno]->desni = d.velicinaSegmenata;
}
segment *s = d.segmenti[d.desno];
s->popunjeno--;
d.brojElemenata--;
return s->podaci[--s->desni];

}

vold ispisiDek(dek& d) {
for (int 1 = 0; 1 < d.brojElemenata; i++)
cout << iti(d, i) << ” 73
cout << endl;

}

// brisanje deka
voild obrisiDek(dek& d) {
// brisemo sve segmente
for (int 1 = 0; 1 < d.brojSegmenata; i++)
obrisiSegment(d.segmenti[i]);
// brisemo niz pokazivaca na segmente
delete[] d.segmenti;
}

vold inicijalizujDek(dek& d, int brojElemenata, int velicinaSegmenata = 3) {
d.velicinaSegmenata = velicinaSegmenata;
d.segmenti = nullptr;
d.brojElemenata = 0;
d.brojSegmenata = 0;
d.levo = -1;
d.desno = 0;

realocirajDek(d, brojElemenata);

int main() {
// gradimo prazan dek i zatim ga inicijalizujemo tako da inicijalno
// moze da primi 10 elemenata
dek d;
inicijalizujDek(d, 10);

char c;
while (cin >> c) {
if (c == "F') {
int x;
cin >> X >> ws;
dodajNaPocetak(d, x);
} else if (c == 'B') {
int x;
cin >> X >> ws;
dodajNaKraj(d, x);
} else if (c == 'f') {
cout << ukloniSaPocetka(d) << endl;
} else if (c == 'b") {
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cout << ukloniSaKraja(d) << endl;
} else if (c == 'r") {
int p;
cin >> p >> ws;
cout << iti(d, p) << endl;
}
ispisiDek(d);
}

obrisiDek(d);

return 0;

}

4.6.6 buHapHO ApPBO NMpeTpare - UMILIEMEHTAIMja CKYIIOBAa U Mana

JlpBeTa cy cTpyKType IojaTaka Koje ce KOPHCTe 3a IPe/ICTaBIbabe XMjepapXujcKuX ofHoca n3Mel)y aenosa (Ha mpu-
Mep, U3pa3a, cucteMa AMpPEeKTOpHjyMa M JaToTeKka, opranusauuje eaemeHara yHyrap HTML crpanuie, cuHTakce
IporpaMa yHyTap MpeBOAMOLA U CIMYHO). BUHApHO ApBO je peKyp3uBHO AeMHUCAHU TUI MOJATAKa: WM je mpa-
3HO WM CaAp’KU HEKU MOATaK U JIEBO U JIECHO MOAAPBO.

YoduuajeHu HauMH 3a MpeacTaBbambe IpBeTa y je3uky C++ je mpeko YBOpoBa yBe3aHUX MOMONY MOKa3uBayva.

struct cvor {
int x;
cvor *levo, *desno;

}

V ciyuajy Aa ce ApBeTa KOPHCTE 3a MPEACTaB/babe CKYNOBA WM MYJITHCKYIIOBa Y YBOPOBHMA CE UyBa CaMo jeJaH
nojarak (eJeMeHT CKyma). AKO ce KOPUCTE 3a MPEACTaB/baibe Malla WIM MyJTUMaIa, y YBOpOBUMA Ce 4yBajy JBa
MOJATKA: KJbY4Y M BPEJHOCT NPUAPYKEHA KIbyUy.

struct cvor {
int k, v;
cvor *levo, *desno;

}

[NomTo je ApBO peKyp3uBHO-Ae(pHHICAHA CTPYKTypa MOAaTaKa, Hajilakiue je (hbyHKIMje KOje OMepHIIy ca ApBeTUMa
pean30BaTi PeKyp3UBHO. Y HEKHMM CHUTyalldjama je Moryhe pejaTMBHO JIAKO €IMMUHUCATH PEKYp3ujy, JIOK je y
HEKUM JIPyTHM CHTYyalldjaMa UMILIEMEHTHPahe HepeKYP3UBHUX Ollepaliyja KOMIUTMKOBAHO (M 3aXTeBa KopHIhermne
creka). Behuna ¢yHkuuja koje hemo Mu umiuieMeHTUpaTy he OUTH peKyp3vBHa.

V¥ HacraBky hemo ce daBUTH yroTpedOM JpBeTa 3a UMIIEMEHTAIN]y acoLMjaTUBHUX KOHTejHepa (CKyIoBa, MyJITH-
CKYIIOBa, Mara 1 MyJITIMana). 3a TO ce KOPUCTH ToceOHa OpraHu3anyja BpeIHOCTH Y OMHapHOM JPBETY.

HpBo je ypeheno dunapHo apBo (1j. duHApHO APBO npeTpare, engl. binary search tree), ako je Mpa3HO WK
aKo je HEeroBo JIEBO U JIECHO MOAIPBO ypeheHo u ako je UBop y KopeHy Behu ol CBUX YBOPOBA y JIEBOM MOAIPBETY
Y Marb{ O] CBUX YBOPOBA y JiecHOM MopBeTy. OBakBa nehUHUIM]jA MOApa3yMeBa Jla Y APBETy HeMa JIyTUIMKATa,
HITO je CydYaj y OOMYHMM CKYMOBUMA M Marama. Y MYJITHCKYIIOBUMA U MYJITMMAINaMa je J03BOJbEHO MOCTOjare
JyIUIMKATa y ApBETY U Tajia ce nerHUIIIja TPOIIHpY je TAKO LITO ce IOMYIITA Jia je YBOp Y KopeHy Behu witn jeaHak
0J] CBHX YBOPOBA Yy JIECHOM MOJIIPBETY.

Harnacumo fa Huje 10BOJPHO POBEPUTH A j€ BPEJHOCT y CBaKOM 4BOpY Beha o1 BpeJHOCTU Y KOpeHy JIeBOT MOJ-
JpBeTa U BPEJHOCTU y KOpeHy JecHor noaapseta! Ha npumep, To Baxu y HapeJHOM JIpBETY, ajld OHO HUje MpeTpa-
KMBAYKO, jep je eseMeHT 4 Koju je Behu of eneMeHTa 3 3aBpIINO JIEBO OJ Hera.
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4.6.6.1 banancupaHo GMHAPHO JAPBO

Mana kjgacu4yHUX ypeheHux OMHapHMX JpBeTa je TO LITO aKO HUCY OalaHCHpaHa olepallije MpeTpare, yMeTama
U Opucama MOTy 3aXTeBaTH JIMHEapHO BpeMe Y OJIHOCY Ha Opoj YBOpoBa y ApBeTy. banaHcupaHa OMHapHa ApBeTa
rapaHTyjy Ja ce TO He MOXe JOTOJUTH U 1a je BpeMEeHCKa CJIOKEHOCT Hajroper cilyyaja OBUX oIepaliyja JorapuTaMmcka
y OJHOCY Ha Opoj 4BopoBa y IpBeTy. JIBe Hajuemihe kopuirheHe BpcTe DalaHCUPaHUX OMHAPHUX JpBETa.

* AnesmcoH-Besscku Jlangucosa npeeta (eHrn. AVL tree)
* IIpBeno-1ipHa apeeta (enrn. Red-black tree, RBT)

Huxos JAC€TaJbaH ONMC ITPEBA3nIa3nu JOMEH OBOI MaTeijana.

3anarak: Mana

Hapn peunnkoM ko ju ciMKa HUCKe KapakTepa aykuHe Hajuiie 10 kapakTtepa y 1iejie OpojeBe ce Mory BpUIUTH cliefiehe
Hapezoe:

* w k v— write — kpydy k ce mpupyxyje BpeqHocT v (aKko je Kibydy k Beh monesseHa HeKa BpeJHOCT, OHA ce
3aHeMapyje)

e r k— read — Ha cTaHgapHU M3J1a3 Ce UCITHCY je BPEOHOCT MpHIpYXeHa Kibydy K. AKO Kibydy HUje IpHApPY-
JKEeHa BPEJHOCT, HCIUCYje ce -.

Hamnucatu mporpam Koju 4nTa ¥ M3BpIlIaBa HU3 OBAKBUX HapeadU (HapaBHO, BOJUTH padyHa O e(pUKacHOCTH).
Vaa3z: Cpaka JMHMja CTAaHIAPIHOT yjla3a CagpKy jeqHy Hapeady.
M3na3: Ha crangapaHu uaias UCIUCATU PE3YJITAT U3BPIIABAbA CBUX HAPEIOU.

IIpumep

Vaaz Hznaz
pera 5 4

ana 4 -

ana 3
mika 5
mika 3

mika

pera

1 1 1 N1 £ =

Pememe

3ajatak MOXEMO PELIUTH MPEKO PyYHO UMIUIEMEHTUPaHOT ypel)eHor OMHapHOr ApBeTa. JeIHOCTaBHOCTH pajy, He-
hemo koprcTUTH daaHCMpaHO dMHAPHO APBO (Masa ce TUME HapyIllaBa CIOXKEHOCT Hajroper cilyvaja, KaJa KJby4eBr
MIPUCTHKY Y TIPHOJIKHO COPTUPAHOM PEIoCIIeny).

#include <iostream>
using namespace std;

struct cvor {
string kljuc;
int vrednost;
cvor *levo, *desno;

}

cvor* napravi_cvor(const string& kljuc, int vrednost) {
cvor* novi = new cvor();
// potrebno je proveriti da li je alokacija cvora uspela
novi->kljuc = kljuc;
novi->vrednost = vrednost;
novi->levo = novi->desno = nullptr;
return novi;

cvor* ubaci(cvor* koren, const string& kljuc, int vrednost) {

259



IVIABA 4. CTPYKTYPE IIOJJATAKA

if (koren == nullptr)

return napravi_cvor(kljuc, vrednost);
if (kljuc < koren->kljuc)

koren->levo = ubaci(koren->levo, kljuc, vrednost);
else if (kljuc > koren->kljuc)

koren->desno = ubaci(koren->desno, kljuc, vrednost);
else

koren->vrednost = vrednost;
return koren;

}

cvor* pronadji(cvor* koren, const string& kljuc) {
if (koren == nullptr)
return nullptr;
if (kljuc < koren->kljuc)
return pronadji(koren->levo, kljuc);
else if (kljuc > koren->kljuc)
return pronadji(koren->desno, kljuc);
return koren;

}

bool pronadji(cvor* koren, const string& kljuc, int& vrednost) {
cvor* ¢ = pronadji(koren, kljuc);
if (c == nullptr)
return false;
vrednost = c->vrednost;
return true;

}

vold obrisi_drvo(cvor* koren) {
if (koren != nullptr) {
obrisi_drvo(koren->levo);
obrisi_drvo(koren->desno);
delete koren;
}
}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

cvor* koren = nullptr;

char c;
while (cin >> ¢) {
if (c == 'w') {
string k; int v;
cin >> k >> v >> ws;
koren = ubaci(koren, k, v);
} else if (c == 'r") {
string k;
cin >> k >> ws;
int v;
if (pronadji(koren, k, v))
cout << v << '"\n';
else
cout <<

EX 1)

<< endl;
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obrisi_drvo(koren);

return 0;

}

Bugu gpyiauuja pewierba 060t 3agaitika.

3aparak: Ckyn
Hap ckynom enemenara mory ce Bpiuta cieehe Hapende:

e 1 X — insert — yMeTame BPeTHOCTH X Y CKyII (ako ce oHa Beh Hasia3u y CKyIy, CKyIl ce He Metba)

* e X — erase — Opucambe BPeHOCTH X U3 CKYyIIa eleMeHaTa (ako ce OHa He HaJla3| y CKYITy, CKYII Ce He MeHa)

* M — min — Ha CTaHJAPJHU U3JIa3 UCIIUCYje e MIUHUMAHU €JIeMEHT CKyIa WM - aKo je CKyII Ipa3aH

* M — max — Ha CTaHJAAp[IHU U3J1a3 UCIUCYje ce MAKCHMAJIHH €JIeMEHT CKyIla M - aKo je CKyI Ipa3aH

* N X — next — Ha CTaHAAPIHU M3/1a3 UCIIHCYje ce caeJOeHUK eIeMeHTa X Tj. HajMamH Opoj y CKYILy KOju je
cTporo Behu of1 X (aKo TakaB eJIeMEHT He TIOCTOjU, UCITUCYje Cce -)

Harnucaty mporpam Koju 4uTta ¥ U3BpIIIaBa HA3 OBAKBUX Hapeadu (HApaBHO, BOAWTH pavyHa O e(pUKACHOCTH).
Vna3: Caka uHUja CTaHIAPAHOT Yyjla3a CaipKu jeHy Hapendy.
N3na3: Ha crangapaHu u3jas UCIUCATU Pe3yJITAT U3BPIIABAba CBUX HAPEIOU.

IIpumep
Vaaz Hznaz
3
5
4

533D A3 0D =3 A A
w
oA U w

o N B~

Pememe

3ajarak ce Jlako permaBa KopuinhemeM ONOIMoTeuKe NMIUIeMeHTalmje ypehernor ckyma. V jesuky C++ moryhe je
KOpuCTHTH TUI set<int> (amm He 1 unordered_set<int>).

#include <ilostream>
#include <set>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
char c;
set<int> s;
while (cin >> c) {
if (c == "1") {
int x;
cin >> X >> ws;
s.insert(x);
} else if (c == 'e') {
int x;
cin >> X >> ws;
s.erase(x);
} else if (c == 'm") {
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if (!s.empty())
cout << *s.begin() << '\n';
else
cout << ”-” << "\n';
} else if (c == 'M") {
if (!s.empty())
cout << *prev(s.end()) << '\n';

else
Cout << )J_” << l\n|;
} else if (c == 'n") {
int x;

cin >> X >> ws;
auto it = s.upper_bound(x);
if (it != s.end())
cout << *{t << "\n';
else
cout << ”-” << "\n';
}
}

return 0;

}

3ajgaTak MOXEMO PEellIUTU U PyYHOM UMIUIEMEHTAIjOM CKyIa KopuiiheweM NpeTpaxuBadkor (ypehenor) duHapHor
JpBeTa.

VmMmerame y OMHApHO JIpBO IpeTpare ce Ae(UHHUILE BeOMa je/IHOCTABHOM PEKYP3UBHOM KOHCTPYKLIMjOM. YMETame ce
yBeK BPIIIK HA MECTO JIUCTA. BpemHocT Koja ce ymehe ce mopeu ca BpeJHOIINY y KOpeHy, ako je Marba o1 e ymehe
ce JIeBo, a aKo je Beha on we ymehe ce njecHo. AKO je jeHaKa BPEOHOCTH Y KOPEeHY, Pa3jIMKyjy ce Ciydyaj Y KOM
ce DyIUIMKATH JOMyINTajy (Taja IpBO IPeACTaB/ba CKYII) U CIy4aj y KOM ce He JIOMyIuTajy (Taga ApBO NpelcTaBiba
MYJITUCKYTT). AKO ce AyIJIMKaTy He JOMYITajy, Taja ce MPUIMKOM JIETeKIje a ce BPeAHOCT Beh Halazu y KopeHy
JpBETa, YMeTarhe MPOCTo MpeKua (Y CyIpoTHOM OM Ce YMETamhe HaCTaBUIIO Y JIEBOM IOJIPBETY).

Bpucambe je T0HEK e KOMILTUKOBaHUje Pean30BaTH HETO yMeTarbe. MOKeMO ra peali30BaTH HAPEAHUM PEKYP3HB-
HUM aJITOPUTMOM.

* aKO je eJIeMeHT KOju ce OpHille Mawu O] KOpEeHa, OH ce OpHIlle U3 JIEBOT MOJIPBETA
* aKo je eJeMeHT Koju ce dpwmiiie Behn o] KopeHa, OH ce OpHille U3 JIeCHOT MOAApBeTa
* aKo je jeJHaK KOpeHy, OpHIle ce KOpeH

— aKo JIeCHO MOJUIPBO HE MOCTOjU, Pe3YJITaT je JIEBO MOAAPBO

— y CYIpOTHOM ce OpHuiile YBOp KOjHU CaapXKi HajMambH eIeMEHT U3 IeCHOT MOJIPBETa U Ta BPELHOCT Ce
yrucyje y kopeH. OBa omeparuje ce MOXKe jeAHOCTABHO U3BECTH 3aCEOHOM PEKYP3MBHOM KOHCTPYKIIU-
joMm.

[punrkom dpricama KOpeHa, y KOPEeH je Morao OWTH J0BeIeH U HajBehn eJleMeHT JIeBOT MOAgpBeTa.

MuHnMyMm ce onpeljyje BeoMa jeJHOCTABHO, Ko KpajibH JIeBM MOTOMAaK KOpeHa (Y OBOM CIIyYajy HHje MOTpedHO
KOPHUCTHUTH PeKyp3UBHY HMIUIEMEHTAIH]y). MakcumyM ce onpel)yje aHaJIorHO.

Cnendenux mator Opoja ce Jako MOKe OIpeANTH PEKypP3MBHOM KOHCTPYKIIH]OM.
¢ AKo je IpBO MMpa3Ho, clieNOEHNK He MOCTojU (Y UMIUIeMeHTanrju je Moryhe Bpatutu mokasuad NULL).

* AKO je BpeJHOCT Yy KOpPEeHy Marba WM jeHaKa oJ AAaTor Opoja, Taja ce cleJ0EHUK peKyp3uBHO onpelyje y
JECHOM TIo[/IpBeTy (jep OH Mopa Outu crporo Behu ox gaTor Opoja, a BpeIHOCTH JIEBO OJ] KOPEHA U y HheMy
HHUCy TakBe). HapaBHo, ako JiecHO ApBO He nocToju, duhe Bpahen mokasmBay NULL.

* V cynpoTHOM ce cleJOeHHK peKyp3uBHO onpelyje y JieBoM MOAApBeTy. AKO OH IOCTOjU, TO je KOHauyaH
pEe3yJITaT, a ako He MOCTOjH, TaJ1a je CIeAOSHUK KOpPEH.

OBy ¢yHKIH]y je Moryhe UMITIEMEHTHPATH 1 HEPEKYP3UBHO.
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Anamm3a caoxxenoctn. [Ton npernocTaBKoM aa je ApBO OaJaHCHPAHO, CJIOKEHOCT CBUX OIMCAHMX Orepanuja je
O(logn), rae je n dpoj uBopoBa y apBery. Haume, y CBUM CilyuajeBHMa Ce aHATM3UPA WM CAMO JIEBO WIIU CaMO
JIECHO TIOMZIPBO, I1a je jeJHaurHa KOjoM ce omucyje opoj kopaka T'(n) = T'(n/2) + O(1).

#include <iostream>
using namespace std;

struct cvor {
int x;
cvor *levo, *desno;

1

cvor* napraviCvor(int x) {
cvor* novi = new cvor();
// potrebna je provera da li je alokacija uspela
novi->levo = novi->desno = nullptr;
novi->x = X;
return novi;

}

cvor* ubaci(cvor* drvo, int x) {
if (drvo == nullptr)
return napraviCvor(x);
if (x < drvo->x)
drvo->levo = ubaci(drvo->levo, x);
else if (x > drvo->x)
drvo->desno = ubaci(drvo->desno, x);
return drvo;

}

int minimum(cvor* drvo) {
while (drvo->levo != nullptr)
drvo = drvo->levo;
return drvo->x;

}

int maksimum(cvor* drvo) {
while (drvo->desno != nullptr)
drvo = drvo->desno;
return drvo->x;

}

// brisanje date vrednosti
// Iz datog drveta se ukljanja cvor sa najmanjom vrednoscu
cvor* obrisiMin(cvor* drvo, int& x) {
// 1z praznog drveta nema sta da se brise
if (drvo == nullptr) return nullptr;
// ako je levo poddrvo prazno
if (drvo->levo == nullptr) {
// brisemo drvo 1 vracamo desno poddrvo
cvor* desno = drvo->desno;
X = drvo->x;
delete drvo;
return desno;
}
// u suprotnom brisemo najmanji element levog poddrveta
drvo->levo = obrisiMin(drvo->levo, x);
return drvo;
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}

// Iz datog drveta ukljanja dati cvor sa datom vrednoscu
cvor* obrisi(cvor* drvo, int x) {
// 1z praznog drveta nema Sta da se brise
if (drvo == nullptr)
return nullptr;
// cvor se nalazi levo, pa se tamo 1 brise
if (x < drvo->x)
drvo->levo = obrisi(drvo->levo, x);
// Cvor se nalazi desno, pa se tamo i brise
else if (x > drvo->x)
drvo->desno = obrisi(drvo->desno, x);
// cvor se nalazi u korenu
else {
if (drvo->desno == nullptr) {
// ako je desno poddrvo prazno brisemo drvo i1 vracamo levo poddrvo
cvor* levo = drvo->levo;
delete drvo;
return levo;
} else {
// desno poddrvo nije prazno, pa brisemo najmanji cvor iz
// njega 1 vrednost iz tog cvora upisujemo u drvo
int min;
drvo->desno = obrisiMin(drvo->desno, min);
drvo->x = min;
}
}

// fizicki cvor u kome je drvo se nije promenio
return drvo;

}

cvor* sledbenik(cvor* drvo, int x) {
if (drvo == nullptr)
return nullptr;
if (drvo->x <= x)
return sledbenik(drvo->desno, x);
else {
cvor* sl = sledbenik(drvo->levo, x);
if (sl != nullptr)
return sl;
return drvo;
}
}

// brisanje celog drveta
vold obrisi(cvor* drvo) {
if (drvo != nullptr) {
obrisi(drvo->levo);
obrisi(drvo->desno);
delete drvo;

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
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char c;
cvor* drvo = nullptr;

while (cin >> c) {
if (c == '"1") {
int x;
cin >> x >> ws;
drvo = ubaci(drvo, x);
} else if (c == 'e') {
int x;
cin >> X >> ws;
drvo = obrisi(drvo, x);
} else if (c == 'm") {
if (drvo != nullptr)
cout << minimum(drvo) << '\n';
else
cout << ”-” << "\n';
} else if (c == 'M") {
if (drvo != nullptr)
cout << maksimum(drvo) << '\n';

else
cout << -7 << '"\n';
} else if (c == 'n") {
int Xx;

cin >> X >> ws;
cvor* s = sledbenik(drvo, x);
if (s != nullptr)
cout << s->x << '\n';
else
cout <<

EXIEX]

<< '"\n';
}
}

obrisi(drvo);
return 0;

}

4.6.7 Xumn - UMILUIeMEeHTaNNja peJaa ca NPUOPUTETOM

IMperpaxuBayko OMHAPHO OPBO CE MOKE YMOTPEOWTH 3a MMIUIEMEHTAlMjy peJoBa ca MPHOPHTETOM, y3 pejlaTHB-
HO 0dpe mepdopMaHce, Mo MPETIOCTaBKOM Aa je ApBo danancupano (AVL wm RBT). Tloncetnmo ce, ocHOBHE
orepalyje cy yMeTame eJIeMEHTa y pell, YNTambe eJIeMeHTa ca HajBehiM PHOPUTETOM U FeTOBO U30aINBabe. YMe-
Tame MIPOU3BOJPHE BPEJHOCTHU CE€ BPILH Y JIOTAPUTAMCKO] CJIOKEHOCTH, MAKCUMAJIHU BPEHOCT ce MOXe NpoHahu y
JIOTapUTaMCKOj CJIOXKEHOCTH cIlymTajyhu ce HafiecHO JokJie Tof je To Moryhe u Taj uBop (yucT) je moryhe jegHo-
CTaBHO YKJIOHWTH, MTOHOBO Y JIOTAPUTaMCKO] cliokeHocTH. JloaaTHo, Moryhe je mpeTpaxuTH JIpBo, Ma U 00pucaTi
MIPON3BOJbHY BPEIHOCT Y JIOTAPUTAMCKO] CJIOKEHOCTH.

AKO ce 3apKHMO caMO Ha TPU OCHOBHE (DYHKIIMOHAJTHOCTH, MOryha je apyraudja UMIUIEMEHTaluja koja uma Oo-
Jbe TIephopMaHce HEero MpeTpaXMBavko ApBo. [TOHOBO ce KOpHUCTH OMHAPHO APBO, &M OBaj MyT OPraHU30BAHY Y
CTPYKTYpy HOfIaTaKa Koja ce Ha3uBa XuI (eHrI. heap).

Makc-xun (eHri1. max-heap) je dSuHapHO IpBO KOje 3a/I0BOJbaBa YCJIOB Ja jé CBaKM HMBO OCHM €BEHTYaJIHO IIO-
CIIe/IFbET TIOTITYHO TIOMYE-EH, Kao M J]a jeé BPeAHOCT CBaKor YyBopa Beha WiM jerHaka ol BPeAHOCTH y HEroBoj JeIli.
MuH-xu ce AeUHUIIE aHAJIOTHO, jJEIMHO IITO Ce 3aXTeBa [ja je BPeJAHOCT CBAKOT YBOPA Makba WIIH jefIHaKa Ofl Bpe/l-
HOCTH Y BeroBoj gend. Maxkc-xumn omoryhasa BeoMa eukacHo oapehrBame MaKCHMaJHOT eJleMeHTa y cedu (OH
ce yBEeK Hajla3u y KOpeHy), a BuaeheMo u BeoMa e(puKacHO HeroBo yKiamame. [lomro je u onepanuja ymerama
HOBOT €JIEMEHTa y XUl e(pMKacHa, OBa CTPYKTypa MojiaTaka je BeoMa Jodap KaHAWAAT 3a MMIUIEMEHTAlM]jy pesa ca
MIPUOPUTETOM.
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3aparak: Xun

IIporpam npeno3naje cieaehe Hapeade Koje ce M3BpIIABajy Haja KOJEKIMjoM Mojataka (y KOjoj ce MOTY jaBUTH U
JyIUIMKATH):

e 1 x — insert — y KoJjek1ujy dpojeBa ymehe ce BpeJHOCT X
* M — maximum — Ha CTaHJApAHM U371a3 Ce UCIIUCY je HajBehr eJleMEeHT KOjU e TPEHYTHO HaJIa3K Y KOJNCKLjU
* r — remove — U3 KoJIeKIIKje ce n3dailyje Hajeehu exemeHT

Hanuim nporpam Koju uuTta ¥ U3BpLIaBa HA3 OBAaKBUX HapeJOH (HApaBHO, BOAUTHU pavyyHa O e(hUKACHOCTH).
Vaa3: Cpaka JIMHHMja CTaHAAPIHOT yJjia3a caapXku jeqHy Hapendy.
N3na3: Ha crannapanu usnas ce UCTIMCY je pe3ysITaT U3BpIIaBamka CBUX Hapeadu.

IIpumep

Vaaz Hznasz
3 7

7 8

4 4

31713 A3 A
<)

Pememe
Omnmcane Hapende Cy OCHOBHE TpH Hapende peia ca IPHOPUTETOM.
3ajarak ce BeoMa jeTHOCTABHO MOXKE PEIIUTH KopuihemeM ONOIMOTeuKe UMILIEMEHTAIH]je pelia ca IIPHOPUTETOM.

#include <iostream>
#include <queue>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
priority_queue<int> pq;
char c;
while (cin >> ¢) {
if (c == '1") {
int x;
cin >> x >> ws;
Pq.push(x);
} else if (c == 'm") {
cout << pq.top() << '\n';
} else if (c == 'r') {
Pq.pop();
}
}

return 0;

}

3ajarak ce MOXe pelnTy yroTpedom ypeheHor My aTHCKya (KOjH ce MOXe UMILIEMeHTHpaTH KopuihemeM ypehe-
HOT OMHApHOT ApBeTa). Y jesuky C++ HajjeHOCTaBHU]E je yHOTpedUTH OMOIMOTEUKY UMILIeMeHTalrjy multiset.

AHaam3a CI0KeHOCTH. YMeTame, Opucame U MPOHAIAKEHhEe HajMaber eJleMeHTa y MyJITUCKYITy U3BpINABajy ce y
Bpemeny O (log k), rie je k Opoj enemeHara y MyJITHCKYILY, ITa je yKyIHa cioxeHoct anropurma O(nlogn), e je
n Opoj Hapendu Koje ce U3BpLIaBajy.

AHaum3a cJI0KeHOCTH. YMeTame, Oprcare 1 nperpara ypehenor peuruka ce u3Bpiuasa y Bpemeny O (log k), roe
je k dpoj enemenara y myaruckymy. Haxanoct, mpoHanaxeme HajMamer eleMenTa ce u3Bpiasa y spemeny O (k),
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1a je cTora, CIIOKEHOCT Hajroper ciyydaja anropurma O(n?), rie je n 6poj Hapendu Koje ce M3BpIIaBajy.

#include <ilostream>
#include <set>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
multiset<int> pq;
char c;
while (cin >> c) {
if (c == '"1") {
int x;
cin >> X >> ws;
pg.insert(x);
} else if (c == 'm") {
cout << *(prev(pg.end())) << '\n';
} else if (c == 'r") {
pq.erase(prev(pg.end()));
}
}

return 0;

}

PasmotpuMo HapenHy MMITUIEMEeHTaljy Makc-xumna. pBo cmemTtamo y HU3. Kopen Ha mosuimjy 0, HapeqHa oBa
eJleMeHTa Ha nmo3uiyje 1 u 2, 3aTUM HapeqHe ejeMeHTe Ha nosunmje 3, 4, 5 u 6 utn. Ha npumep, xumn

11

NIPeICTaB/baMO HU30M
11974356231

3axTeBaMo Ja ce XUII MOMybhaBa PeJOM U Cy CBU HUBOU OCHM €BEHTYaJIHO NOCJIEJHhel KOMIIETHO MOMYHEHY, a 1a
Cy y HOCJeIleM HUBOY MOMYHEHU CaMO MOYETHU ejleMeHTU. HamuimMo nosuiuje y HU3y M HBUXOB pacropeq y
duHapHOM JIpBeTY.

7 8 9 10 11 12 13 14

Jlako je youuTH a ako ce KOpeH Hajla3u Ha MO3UIIUjU ¢, OHJIA CE HEerOBO JIEBO JIeTe Hala3u Ha Mo3uIuju 2¢ + 1, a
JIECHO ieTe Ha MO3ULMjH 2¢ + 2, TOK My ce pOJIuTesb Hajla3u Ha MO3ULUjU L%J .

Hajeehu enemeHT ce yBek Hajla3u y KOpeHy, Tj. Ha no3unyju 0 (IITo ce J1ako MOKe JOKa3aTH MHAYKIMjOM MMajy-
hu y Bugy Aa je BpeJHOCT y CBaKOM 4BOpY Beha o[l BpeJHOCTH HEroBoj y Aelu). Bpeme moTpedHO 3a Halakeme
MakcumyMma je ounrnento O(1).

PazmoTprumMo kako OUCMO MOTIIM peai30BaTH OIepallyjy yKiamarma Hajeher eneMeHTa u3 Makc-xumna. Ilomiro ce
OH HaJIa3U Y KOpEeHy, a APBO MOpa OUTU MOTIIYHO MOIMYHEHO (OCHM €BEHTYaJHO MOCHEABEer HUBOA) HA MECTO M3-
DaueHor ejleMeHTa je HajjeHOCTaBHUje YIMCATU MOCEeIbU eJIEMEHT U3 XUMa (KpajibH JIECHU €JIEMEHT MOC/IEAber
HIBOa). OBUM je 3a/I0BOJbEH YCJIOB 3a PAcIlOpes eJeMeHarta y JIpBeTy, ajli jeé CBOJCTBO XWIla Moryhe HapyIueHo,
jep Taj eneMeHT He Mopa dutn Behu o cBuX octanux (M odnyHO HUje). Ha cpehy, mompaBky MOXeMO HU3BPIIUTH
penaTuBHO jegHocTaBHO. [ToTpedHo je ma yrmopeaumo BpeAHOCT Yy KOpeHy ca BpeqHolhy mherose jene (ako mocTo-
je). Ako je BpenHOCT y KopeHy Beha MM jefHaka ofi TUX BPEIHOCTH, OHJIa KOPEH 3a0B0JbaBa YCJIOB MaKC-XUIa U
Mpolueaypa MOXe J1a ce 3aBpIIM (jep 3a CBe OCTajle YBOPOBE 3HAMO J1a 33JJ0BOJbABAjY Taj YCJIOB, jep je u3dauuBambe
KPEHYJIO OfI MCIIPaBHOT XHIa). Y CYIMPOTHOM, Pa3MEHHMMO BPETHOCT y KOpeHY ca BehoM oJ1 BpeJHOCTH HEToBe Jiere
(Tj. ca BpegHOLINY HETOBOT JETETa, aKO MMa caMo jeaHo jete). HakoH Tora KOpeH 3a10B0JbaBa YCIOB MAKC-XUIA, U
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TIpeocTaje jeIMHO a MTPOBEPUMO (M €BEHTYAIHO MONPAaBMMO) OHO HO/IPBO y YMjeM je KOpeHy 3aBpIIvia BPeIHOCT
kopeHa Apeeta. OBO je MpodieM MCTOr OOJIMKA, CaMO Mambe JVMEH3Hje y OfHOCY Ha TOJIa3HHU U JIAKO Ce, JaKe,
peliaBa MHAYKTUBHO-PEKYP3UBHOM KOHCTPYKIIMjOM.

[Iprka)xumo paj OBOT aJIrOpUTMa Ha jeJHOM IIpUMepy.

11

2 31

I/I36auyjeM0 €JIEMCHT Ca BpXad U HAa lbEroBO MECTY IMPEMEIITAMO MOCIEAHU €JIEMEHT.

2 3

2 3

HMcrr noctynak nmpuMeyjeMo Ha JIeBO MOAAPBO. Pa3meryjeMo BpeIHOCT y KOpeHy ca BehoM oj1 BpeAHOCTH FheroBa
IBa JIeTeTa.

2 3

2 1
Haxkon oBora, 100MjeHO IpBO MpeAcTaB/ba MaKC-XHII.

Bpoj xopaka nmomepama HaHWXeE y HajrOpeM ciIydajy oAroBapa BUCHHH gpBeTa. [IomTo y MoTIyHOM JpBETY BUCHHE
Moke jia ctane 271 — 1 eneMeHara, BUCHHA JIOTapUTAMCKH 3aBUCH OJ1 Opoja eneMeHata. Jlakiie, Bpeme MoTpedHo 3a
yKJIamarbe HajBeher eemMenTa 13 XuIa y KojeM ce Hajasu n enemenara je O(logn).

YMeTame HOBOT ejleMeHTa (PYHKIMOHUILE IO CIMYHOM, ajld OOpHYTOM IpuHLuMNy. EneMeHT je HajjeqHocTaBHUje
yOanuTy Ha Kpaj Hu3a. Mnak, moryhe je 1a My Ty HUje MecTo, jep je Mokaa Behu o CBOT poauTesba. Y TOM Cirydajy
Moryhe je n3BpIIMTH BUXOBY pa3MeHy. HakoH 3ameHne, noiapso 1’ ca KOPEHOM Y HOBOM YBOPY 3aJ0BOJbaBa YCJIOB
XHITa 1 11eJ10 ApBo Oe3 moapeeTta 1’ Takohe 3amoBosbaBa ycnoB xuma. CBakUM ITOMEpamkeM HOBOT eJIeMeHTa HaBHIIIe,
ocTaTak JpBeTa 0e3 mojjpBeTa 1’ ce cMmamyje U MpodyieM ce CBOAU Ha MpodJieM Mawe IMMEH3Wje U pelllaBa ce
WHIyKTUBHO-PEKYP3UBHOM KOHCTPYKIIH]jOM.

[MomTo je u y ciyuyamy onepanyje noMeparma HaHWKe U Y cilydyajy orepalyje noMeparma HaBullle peKyp3uja perHa,
OHA Ce MOXe PEJIATHBHO jeTHOCTABHO YKJIOHUTH.

Jomn jemaH HaUMH J1a UIMIDIEMEHTHpPAMO TIOMepame HaHMKe je a OIpeArMo Mo3ulijy Beher on aBa nereta u oHOa
TO JIeTe YIIOPEINMO Ca POAUTEIHEM.

#include <ilostream>
#include <vectors>

using namespace std;

int roditelj(int i) {
return (1-1) / 2;
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}

int levoDete(int i) {
return 2*1 + 1;

}

int desnoDete(int 1) {
return 2*1 + 2;

}

int najveci(const vector<int>& hip) {
return hip[0];

}

// element na poziciji k se pomera naniZe, razmenom sa svojom decom
// sve dok se ne zadovolji uslov hipa
vold pomeriNanize(vector<int>& hip, int k) {
// pozicija najveceg cvora (razmatrajuci roditelja i njegovu decu)
int najveci = k;
int levo = levoDete(k), desno = desnoDete(k);
if (levo < hip.size() && hip[levo] > hip[najveci])
najveci = levo;
if (desno < hip.size() && hip[desno] > hip[najveci])
najveci = desno;
// ako roditelj nije najveci
if (najveci != k) {
// menjamo roditelja 1 vece dete
swap(hip[najveci], hip[k]);
// rekurzivno obradujemo vece dete
pomeriNanize(hip, najveci);
}
}

// 1zbacivanje najveceg elementa iz hipa
void izbaciNajveci(vector<int>& hip) {
// poslednji element izbacujemo iz hipa 1
// upisujemo ga na pocetnu poziciju
hip[0] = hip.back();
hip.pop_back();
// pomeramo pocetni element naniZe dok se ne
// zadovolji uslov hipa
pomeriNanize(hip, 0);

}

// element na poziciji k se pomera navise, razmenom sa svojim
// roditeljem, sve dok se ne zadovolji uslov hipa
vold pomeriNavise(vector<int>& hip, int k) {
// pozicija roditelja cvora k
int r = roditelj(k);
// ako cvor k nije koren i1 ako je veci od roditelja
if (k > 0 && hip[k] > hip[r]) {
// razmenjujemo ga sa njegovim roditeljem
swap(hip[k], hip[r]);
// pomeramo roditelja navise
pomeriNavise(hip, r);
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// ubacuje se element x u hip
void ubaci(vector<int>& hip, int x) {
// element dodajemo na kraj
hip.push_back(x);
// pomeramo ga navise dok se ne zadovolji uslov hipa
pomeriNavise(hip, hip.size() - 1);

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
vector<int> hip;
char c;
while (cin >> c) {
if (c == '1") {
int x;
cin >> x >> ws;
ubaci(hip, x);
} else if (c == 'm") {
cout << najveci(hip) << '"\n';
} else if (c == 'r") {
izbaciNajveci(hip);
}
}
return 0;

}

Pekypsuja y pyHKIHjaMa 32 IOMeparbe eJleMeHaTa HaBHILe M HAHWXKE je pertHa, na

C€ JIAKO €JIMMUHUIILIC.

// element na poziciji k se pomera naniZe, razmenom sa svojom decom

// sve dok se ne zadovolji uslov hipa
vold pomeriNanize(vector<int>& hip, int k) {
while (true) {
// pozicija najveceg cvora
// (razmatrajuci roditelja i njegovu decu)
int najveci = k;
int levo = levoDete(k), desno = desnoDete(k);
if (levo < hip.size() && hip[levo] > hip[najveci])
najveci = levo;
if (desno < hip.size() && hip[desno] > hip[najveci])
najveci = desno;
// ako je roditelj najveéi, uslov hipa je zadovoljen
if (najveci == k)
break;
// menjamo roditelja i1 vecle dete
swap(hip[najveci], hip[k]);
// obradujemo vece dete
k = najveci;
}
}

// element na poziciji k se pomera navise, razmenom sa svojim
// roditeljem, sve dok se ne zadovolji uslov hipa
vold pomeriNavise(vector<int>& hip, int k) {
int r = roditelj(k);
while (k > 0 && hip[k] > hip[r]) {
swap(hip[k], hip[r]);
k =r;
r = roditelj(k);
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}

Jomr jemaH HaYMH 2 UMIDIEMEHTHpPAMO TIOMepamhe HaHMKE je Ja OIpearMo TMo3ulijy Beher on aBa nerera u oHOa
TO JIeTe YIIOPEINMO Ca POAUTEIHEM.

// element na poziciji k se pomera naniZe, razmenom sa svojom decom
// sve dok se ne zadovolji uslov hipa
voild pomeriNanize(vector<int>& hip, int k) {
int roditelj = k;
// pretpostavljamo da je levo dete vece
int veceDete = levoDete(k);
// dok god cvor ima dece
while (veceDete < hip.size()) {
// poredimo da li je desno dete vece od levog
int desno = veceDete + 1;
if (desno < hip.size() && hip[desno] > hip[veceDete])
veceDete = desno;
// ako je roditelj veci i1li jednak od oba deteta,
// uslov hipa je zadovoljen
if (hip[roditelj] >= hip[veceDete])
break;
// menjamo roditelja 1 vece dete
swap(hip[veceDete], hip[roditelj]);
// nastavljamo obradu od veceg deteta
roditelj = veceDete;
veceDete = levoDete(roditelj);

3anarak: CopTupame OpojeBa

Osaj 3agaitiax je oHOG/bEH Y YUY YB8eNcOA8ArA PASAUMUINIUX THEeXHUKA pewasarea. Bugu tiexciil 3agaitixa.
THoxywaj ga 3agaiiax ypaguw kopuuthersem llexHUKA Koje ce U3Naicy y 080M HOINae/vy.

Pememe

Coprupare OpojeBa Moxke OUTH pean30BaHO AMPEKTHOM MMIUIEMEHTALIMjOM JITOPUTMA heap sort y K0joj je pen
ca IPHOPHUTETOM PEaI30BaH oMoy pydYHO MMITTIEMEHTHUPAHOT XHUIIa.

WHrepecaHTo, UCTH HU3 (MITU BEKTOP) C& MOXKE KOPUCTHTH U 32 CMEIITAbE MOJTA3HOT HU3a M 32 CMEIITABE XHIA U 32
CMEIITake COPTUPAHOT HU3a (EJIEMEHTH XHIIa Ce MOTY CMECTHTH Y TIOUETHH JIEO HU3a, JIOK Ce COPTUPAHHU JIEO MOKE
CMECTUTH Y KpajibH 1e0 Hu3a). TuMe ce mTeau MEMOPUjCKH MPOCTOp, MehyTHM, MOTpedHO je Masio MpUIaroIuTu
(yskumje 3a pan ca xurnom. Hanme, (pyHKIM]a 32 TOMeparbe HaHWKE TIOpe]] HU3a WM BEKTOpa Y KOME Cy CMEITeH!
eJIeMEHTH, MOpa Kao rnapaMeTap Ja IpUMH U OpOj elleMeHaTa HU3a M BEKTOpa KOjH MpeJICTaBiba Xull (jep cTBapHa
JMMeH3uja Moxe Outi 1 Beha, ako ce IPOCTOp M3a XHIa KOPKCTHU 3a CMEIITale eJleMeHaTa CopTiupaHor Hu3a). Ha
OCHOBY TOT Opoja je JJako YCTAHOBUTH KOjH €JIeMEHTH HM3a MpUIaajy, a Koju He npunaaajy xumy. [lopeheme ca
hip.size() ce Mmopa 3ameHuTn nmopehermem ca TUM dpojem.

Jenan HauuH Ja ce o Hu3a hopMupa XuIl (y UICTOM MEMOPH]CKOM MPOCTOPY) je Aa ce KpeHe OJl MPa3HoT XUMa U 1a
ce jellaH 1o jefiaH eeMeHT yoairyje y xun. OBaj HauMH ce Ha3uBa (popMHpam-€ Xuna HaHmKe wiv Buimjamcos
MeTO/I.

// formira hip od elemenata niza a duZine n
// hip se smesta u istom memorijskom prostoru kao i niz
void formirajHip(int a[], int n) {
// ubacujemo jedan po jedan element u hip i1 pomeramo ga navise
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++)
pomeriNavise(a, 1);

}

WHuBapujanTa criojbHe rembe (Tj. WHAYKTHBHA XHIIOTE3a) je TO Ja eeMEeHTH Ha mosuimjama [0, ) YMHEe MaKC-XHIL.
INomto 3HaMo J1a omnepanyja MoMepamka eJIeMeHTa HaBHIIe UCTIPAaBHO yMehe Nocie by eneMeHT y mocTojehinn Makc-
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XHII, JIAKO je JOKa3aTH Ja MHBapHjaHTa ocTaje oapkaHa. Ha kpajy nmerse je ¢ = n, IITO 3Ha4YM A Cy CBU €JI€MEHTH
Hu3a (eJeMeHTH Ha nouijama [0, n)) CI0KeHH y Makc-Xurl. J{olaTHO, pa3MeHe He Merbajy MYJITUCKYII eleMeHaTa
HU3a, 112 je MYJITUCKYTI eJIEMEHaTa y XUITy jefIHaK MYJITUCKYITy eJIeMeHaTa MOoJIa3HOT HU3a.

CrnoskeHoCT Hajroper ciyvaja (popmuparsa xura jeaHaka je ©(n logn). Hamme, cioxeHocT onepanuje ymeTama Tj.
HoMeparba eJIeMeHTa HaBHIle y XHIly Koju uma k eremenara jeanaka je O(log k), ma je ykymnHa cioxeHocT (popmu-
parba XHIa aCUMIITOTCKH je/JHaKa 30upy CBUX Jioraputama of 1 1o n, ITo je, Kako cMo paHuje eugenu O (n logn).

Hpyru, eprkacHuju HaYMH (hopMHpara XUTIa Ha3uBa ce (popMupame xumna Hapuie i ®Jaojaos meroa. Uneja
je Ja ce eJIEeMEeHTH OPUTMHATHOT HHU3a 00MJIa3e Of MO33AW M Ja CE CBaKM €JIeMEHT yMETHE y XUII UMju KOPEH Mpea-
CTaBJba, TAKO IITO CE CIIyCTH HaHMXKe KPo3 XUIl. VIHIyKTUBHA XUIIOTE3a y OBOM IIPUCTYITY je TO Ja Cy CBU €JE€MEHTH
U3 MHTepBaa (i, n) KOPEeHH UCITPABHUX Makc-xumosa. Ha npumep, ako je nat Hu3

728946513

CBHU €JIEMEHTU OCHM IIpBa /IBa YAHE KOPEHOBE UCIIPABHUX XUIIOBA. 3aI/ICTa, Y HU3Y je CMCHITECHO cne)lehe APBO.

Enementu o 4, 6, 5, 1 u 3 Hemajy HacieTHUKE M TPUBHjaJIHO MpPEICTaBbajy UCIpPaBHE jeqHOWIaHe xurose. U
y OHILTEM Clly4ajy, CBU €JIEMEHTH y APYroj MOJOBUHU HU3a MpeJCTaBbajy JIUCTOBE U 32 BUX j€ OBA MHBapUjaHTa
TPUBHjaJHO HCIybeHa. EnemenT 9 je Behu o1 0da cBoja cHHa, Ta je KOpeH UCIIpaBHOT Makc-xuma. CIIMYHO, e1eMEeHT
8 je Behu oz 0da cBOja cHHa, Ta je ¥ OH KOPEH MCITPAaBHOT MaKC-XHIIA.

IocraBba ce MUTame Kako MPOIIMPUTH MHBapUjaHTy. EnemMeHT Ha no3unuju ¢ He Mopa Ja dyae Behu of cBoje zele,

aJIv 3HaMo J1a Cy 00a Hherosa Jieteta KOpeHH MCrpaBHUX xumoBa. CTora je caMo NOTPedHO CITyCTUTH eJIEMEHT ca BpXa

Ha HEroBO MECTO, LITO je Oreparuja Kojy cMo Beh pasmarpau MPHIMKOM ONepalyje Oprcara eJleMeHTa U3 XHIIa.
n

JlakJjie, CBaKkM eJIeMEHT O]l OHOT Ha MO3ULIUjH Lﬂ , TIa OHa3a]] 10 OHOT Ha mo3uuKju 0 ce CITyITa HaHWKe KOJIUKO je

MOTPeOHO TaKO JIa XUI KOME je KOpeH Ha TOj MO3UIjH Oy/ie UCIIpaBaH.

VY npumepy, ce eeMeHT 2 Meka ca cBOjuUM BehrM cHHOM (TO je eeMeHT 9).

1 3
798246513

HakoH Tora ce Mema ca enemeHToM 3 (OH je caja Behu cuH eneMeHTa 2).q

798346512

Ha xpajy, notpedHo je cmyctut jou enemeHT 7. OH ce Mema ca eJIeMeHTOM 9 U IOIITO je HaKOH Tora Behu of cBoja
00a fieTeTa, MOCTYIAK ce 3aBpIIaBa.

1 2
978346512

// svi elementu u nizu a na pozicijama [0, 1) zadovoljavaju uslov hipa
// pomera se element na poziciji 1 navise tako da nakon toga svi elementi
// na pozicijama [0, 1] zadovoljavaju uslov hipa
vold pomeri_gore(vector<int>& a, int 1) {
while (1 > 0) {
// roditelj cvora na poziciji 1
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int roditelj = (1 - 1) / 2;
// ako element nije veci od svog roditelja, postupak je zavrsen
if (a[i] <= a[roditelj])
break;
// inace razmenjujemo element sa svojim roditeljem
swap(a[i], a[roditelj]);
// 1 postupak nastavljamo od pozicije roditelja
i = roditelj;

// svi elementi u nizu a na pozicijama od @ do n-1 zadovoljavaju uslov
// hipa osim eventualno elementa na poziciji 1 koji moze biti manji od
// svojih potomaka (ali je svakako manji i1li jednak svom roditelju,
// ako roditelj postoji) - element se pomera nanize, tako da se na
// pozicijama 0 do n-1 dobije ispravan hip
void pomeri_dole(vector<int>& a, int i, int n) {
while (true) {
// pozicija sa kojom treba zameniti element na poziciji 1
// vrednost 1 govori da element ne treba menjati
int menjam = ;
// pozicija levog i desnog potomka cvora i
int levi = 2 * 1 + 1;
int desni = 2 * 1 + 2
// ako element na poziciji 1 ima levog potomka 1 ako je manji od njega
// trebalo bi da se zameni sa levim
if (levi < n && a[i] < a[levi])
menjam = levi;
// medjutim, ako postoji 1 desni potomak 1 ako je on jos manji
// trebalo bi da se zameni sa njim
if (desni < n && a[menjam] < a[desni])
menjam = desni;

// ako je menjam ostalo na vrednosti i znaci da nije manje ni od
// Jjednog potomka i1 posao je zavrsen
if (menjam == 1)

break;

// u suprotnom menjamo element sa svojim potomkom
swap(a[i], a[menjam]);
// 1 nastavljamo postupak popravke od tog potomka
i = menjam;
}
}

// od niza pravi hip
vold napravi_hip(vector<int>& a) {
// za sve pozicije od 1 do a.size()-1
for (int 1 = 1; 1 < a.size(); i++)
// na pozicijama [0, 1) je vec napravljen hip
// element na poziciji i jedini ne mora da zadovoljava uslov
// pa ga pomeramo navise tako da dobijemo hip na pozicijama [0, i]
pomeri_gore(a, i);

}

// od niza u kojem se nalazi hip pravi sortirani niz
vold sortiraj_hip(vector<int>& a) {
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// za sve pozicije od a.size()-1 unazad do 1

for (int k = a.size() - 1; k > 0; k--) {
// najveci element u hipu razmenjujemo sa elementom na poziciji n
swap(a[0], a[k]);
// element na vrhu ne mora biti na svom mestu u hipu koji ima k
// elemenata pa ga pomeramo na dole tako da tih prvih k elemenata
// cine ispravan hip
pomeri_dole(a, 0, k);

}

}

void heap_sort(vector<int>& a) {
// 0d niza pravi hip - binarno drvo u cijem se svakom cvoru nalazi
// element koji je veci i1li jednak od svojih potomaka. Drvo je u niz
// smesteno po nivoima. Na primer:
// 13
// 8 10 138104 25
// 4 2 5
napravi_hip(a);
// od niza u kojem se nalazi hip pravi sortirani niz
sortiraj_hip(a);

// moze 1 uz pomoc biblioteckih funkcija
// make_heap(a.begin(), a.end());
// sort_heap(a.begin(), a.end());

}

OLEHNMO CJIOKEHOCT OBOT aroputMa. IIpBo, BeoMa je 3rogHo TO IITO je je[Ha MOJIOBMHA eleMeHaTa Hi3a Beh Ha
ceoMm Mecty. Crymrame enemeHara Hu3 xun uma ciaoxeHoct O(logn), ma je oBae MOHOBO y MUTay HEKH 30Hp
JIOTAPUTAMCKHUX CIOKEHOCTH M Ha MPBH MOIVIE] MOXe ce MOMHCUTH jia he u oBae cnoxeHoct durn O (nlogn) —
oHa he cBakako duru (nlogn), amm hemo nokasaru ga he durn Huka 1j. ©(n). Haume, Huje cBakM HapeaHH
JioraputaM y 30upy 3a jenaH Behu ofi IpeTxoHor, Kako je To 010 cilydaj IPUIMKOM IIOMepama eJleMeHaTa HaBuUlle.
AKO OUCMO pa3MaTpaiv XUIl y KOMe Cy CBU HUBOM HOTITYHO MOIMYHhEHH, TI0CTOjasa OU je[iHa Mo3UIIMja ca Koje Ou ce
€JIEMEHT CIYLITAO LIeJIOM BUCUHOM XUIIa, [IBE ITO3UIIMje ca KOjHUX OH ce eJIEMEHT CITyIITao BUCHHOM KOja je 3a jenaH
Marba, YeTHPH eJIEMEHTa ca KOjUX je BUCHHA 3a 2 Marba U TaKo Jabe. YKyHaH Opoj Kopaka 3a XHII BICHHE ¢ O d1o
i+20—1)+4(G—2)+...27 - 1.

§2k(i—k¢).
k=0

Ilo oBor pe3yJsitata MOkeMo Johu U pa3matpameM cienehe pekypeHTHe jenHaunHe. Bpoj Kopaka moMepama HaHMKe
ojIroBapa 301py BUCHHA CBUX yBOpoBa y ipBety. Heka je H () 301p CBUX BUCHHA OTIYHOT OMHAPHOT JIPBETA BUCHHE
i. Tama je H(i) = 2H (i — 1) + {4, jep ce MOTIIyHO SUHAPHO IPBO CACTOjU O /IBA MOTIyHA OMHAPHA JIPBETA BUCHHE
i — 1 u kopena Bucune i. Baxu u H(0) = 0. Pa3moTajMo OBy peKypeHTHY jeqHAUYMHY.

H(i)=2H(i—1)+i
2H(i—2)+(i—1)+i=4H(G —2)+2(: — 1) +i
2H(i—3)+(i—2))+2(i—1)+i=8H(i —3)+4(i —2)+2(i — 1)+

i—1 i—1
=2'H(0)+ > 2"(i—k) =) 2i—k)
k=0 k=0
i—1 i—1
=iy 2PN k2P =i(2 —1) = ((—1)—1)20" 0 2 =27 —j—2
k=0 k=0
INocnenme Baku jep 3HAMO J1a je
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i 2k _ 27L+1 Z k2k )2n+1 +2.
k=0

TpBo cliew Ha OCHOBY (hopMyJie 3a 30Mp FeOMETPUCKOT pela » ¥, a Apyro WeHUM AudepeHIMpaeM 1 MHO-
KEHEM Ca .

TMocToju ¥ JIaKIIK HauKH jia ce gobje o ucror pesyirara. Hanme, jepnaunny H (i) = 2H (i— 1)+ MoxkeMo 3anmcatu
kao H(i)+i=2(H(i—1)+4 (i — 1)) 4+ 2 u ouna yBectu cmeny G(i) = H (i) 4 i. 3aro je G(i) = 2G(i — 1) + 2
u G(0) = 0. OxpMoTaBameM cafa Jodujamo

G(i) =2G(i—1)+2
=202G(i —2)+2)+2=4G(i —2)+2-2+2
=42G(i—-3)+2)+2-24+2=8G(i—3)+4-2+2-2+2

0)+2) 2F=2"" -2

3aro je H(i) = G(i) —i = 2F1 —i — 2.

Towro je G(i) +2 = 2(G(i— 1)+ 2), cmenom F(i) = G(i) + 2 du ce moduiio a je F(i) = 2F(i— 1) u F(0) = 2,
n1a &1 CKOpo JMPEKTHO cieuo aa je F(i) = 277 u G(i) = F(i) — 2 = 2171 — 2.

Op CBUMX OBMX KOMILIEKCHUX M3BOhemba OUTaH HaM je caMo Kpajiby pesyJITar, a 1o je ma je H (i) = 207t —i — 2.
ToTo je 3a NOTIMyHO ApBO Opoj eemMeHata Huza n = 2° — 1, Baku jga je H (i) = 2(n+1) —i —2 = 2n — i u Baxu
71a je CII0KEHOCT KOHCTpyKIuje Hauie O (n). Jakie, (hopMuparse X1iia HABKILE UMa aCHIITOTCKH OOJBY CJIOKEHOCT
Hero (hopMHpame XUIa HaHWxe !

JeaHO MHTYMTHBHO 0Djalllibehe OBE YMHbEHUIIE JIEKH Y TOME J1a ce KO/l KOHCTPYKILIMje XUIa HaHWKe YaK M0JIOBUHA
esleMeHaTa (CBH JIMCTOBH) MOJKE ITeHhaTH 11eJI0M BUCHHOM JpBeTa, CBe 10 KopeHa. Ca ipyre cTpaHe, KOJl KOHCTPYKIIHje
HaBIKe, KOPEH je jeIMHU YBOP KOjH Ce MOXe CITyCTHTH LIeJIOM BHCHHOM, JIOK ce HajBehu Opoj eneMeHara IpBeTa
jako MaJIo lomepa.

3aBpiiHa aza copTUpama ce CipoBoau BahemeM eeMeHarta Xuma Koja ciieid HakoH hopMupama xumna. VHBapu-
jaHTa oBe (paze duhe ma ce y HU3Yy Ha nosuipjama [0, 4] Haslase eJleMeHTH HCIPaBHO (GOPMUpPAHOr XHIIA, & Ja e y
neny (i,7n) Hamase COPTUPAHU €IEMEHTH KOJU Cy CBU Behu WM jeJHAKM O[] efleMeHaTa KOjH ce TPEHYTHO Halase y
xumy. Ha mouerky je ¢ = n — 1, ma je uHBapujaHTa TPUBHJAIHO 3a10BOJbEHA (eeMeHTH y mHTepBaiy [0,n — 1]
YMHE MCTIPABaH XHII, JOK je uHTepBai (n — 1, n) npasaH). Y cBAKOM KOpaky ce HajBehu eneMeHT xuma (eJeMeHT Ha
no3uniyju 0) u3dailyje U3 Xura u Jojaje Ha MoYeTak COpTUpAHOT Jeia Hu3a (Ha Mo3uIujy ¢). EnemMeHT ca nosuiiyje
i KOjU je OBOM pa3MeHOM 3aBpIIMO Ha BPXY XMIIa Ce TIOMepa HaHWKe, CBE JIOK ce 3aJJ0BOJbH YCJIOB XHIa. BpenHoct
i ce cMambyje 3a 1, uiMMe ce MCIIpaBHO OJp)kaBa I'paHMIia M3Mel)y XWIla ¥ COPTHUPAHOT Jiejla Hu3a (XM je 3a jedaH
esleMeHT Kpahu, a COPTHpaHM Jieo HU3a je 3a jegaH ejeMeHT ayxu). Kaga ce memsa 3aBpmm Tajga je ¢ = 0, ma u3
MHBapHjaHTe CJIEAN A je HU3 UCIPABHO COPTUpaH (CBU eneMeHTH Ha nosuimjama (0, n) cy coprupanu u Behu wim
jenHaku enementy Ha no3uiuju 0). TlomTo ce Bpie caMo pa3MeHe ejieMeHaTa MYJITUCKYIl eJleMeHaTa Hu3a ce He
Mema.

Bugu gpyiauuja pewterna oeot 3agaitixa.
4.6.8 Xemmpame u xem-radee

Xemupame (eHr1. hashing) unm aupekTHa opraHu3anyja NojgaTaka je jeJaH oJ OCHOBHUX HauMHa 33 UMILJIEMEHTa-
1vjy Heypehennx ckynosa 1 Heypehennx mana. Te cTpyKType nmogaTaka noapa3symeBajy dyBame oapeheHrx cioroa
KOJH Cce MOTY MPETPaXMBATH HA OCHOBY HEKOT FbMXOBOT KJbYYHOT aTpHOyTa Tj. KJbyda (KOZ CKyINOBa ce 3aIpaBo dy-
Bajy caMo KJby4eBH, JOK CE KOJ Mala 4dyBajy CJIOTOBH KOjHU MOpe] Kibyda cajpike U BPEJHOCT NPHUIPYXKEHY TOM
Kbyuy). Ha mpumep, y manu 1j. peuHky kJbydeBu mory outu JMBI™ ocoda, a ciorosu y3 JMBIT mory uyBatu u
HMMeHa, Tpe3rMeHa U jolll HeKe AojaTHe nHpopMaligje o ocodama.

Xemmpame omoryhaBa e(rKacHO 0faBare HOBUX CJIOTOBA y CTPYKTYpy Mo/iaTaka (JlofaBame eJIeMeHTa Y CKyI Tj.
MIPUJIPYKUBAbE BPEJHOCTH KJbYUy Y Maru), e(pUKacHy IpeTpara Ha OCHOBY KJby4a (ITpOBEpY [ia JI eJIEMEHT ITOCTOj!
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y CKyITy Tj. TIpOHANaXeHe BPEIHOCTH MPUIPYKEHE KIbYTy Y MaIli), Opricame CIIOrOBa ca IaTUM KJbydeM U U3MEeHY
BPEIHOCTH CJIOTOBA Ha OCHOBY KJby4a (M3MeHY BpeIHOCTH IPHApYKeHe Kibydy y Mann). Ca Ipyre cTpaHe, 3a pa3jifuKy
oJ1, Ha TIpuUMep, ypeheHux ApBeTa, Xelpame He oMoryhasa ucnuc ciioropa y ypeheHoM (COpTUpaHOM) pelocieny,
HUTH MTPOHAIAXKEHE KJby4a HajOMKEr JaTOM.

Xemmpame nojpasymesa Kopuiheme T3B. XelI-(hyHKIHje KOja CBaKH KJbyd IIPECIMKaBa y HEKH LIeo Opoj (KakeMo
Ja je TO XeII-BPeJHOCT WM Xem-KOx kbyda). CBH Hojauy ce 4yBajy y Xem-TadeJsm — HU3Y KOjU Ha CBaKOj
TIO3UIIMjH YyBa jeAaH ciior (a y HeKMM BapHjaHTaMa M BUINE CJIOroBa). Xell-BpeJHOCT Kibyda oapelyje nosummjy y
TadeJi Ha KOjOj CJIoT ca TUM KJbydeM Tpeda na ce Hale. [losummje y Tadenu ce HeKaga Ha3MBajy U caowiosu (€HII.
slots) mu xogbe (eHri. buckets), jep ce HeKaga v BUIIEe CIOTOBA YyBa Ha jeHOj Mo3ulyju. Jlakie, ako je AuMeH3uja
Tadesie n, Xel-(yHIKHja CJIMKa BPEJHOCTH U3 HEKOT ITPOU3BOJBHO BEJIMKOT CKyIa KJbydeBa y PelaTUBHO MaJM CKYII
nozuiwja y tabesu [0, n).

HajjemHocTaBHHjHM ciTydaj XeIMpama je cirydaj Kaja ce MOXKe YCIIOCTaBUTU OMjeKIrja m3Mel)y CKyma KibydeBa U J0-
MyCTUBHX NO3UIIMja y HU3y. Ha nprmep, ako cBakOM MaJIOM CJIOBY €HIIECKe adeLiesie KeJIMMO Jia JOJEIHMMO BPEJHOCT
y HU3Y o1 26 enemeHarta, xenl-gpyHkiuja moxe out h(c) = c-'a', koja enement a cnuka y 0, by 1 utn.

Nnak, MHOTO peanHuja cuTyauyja je ga je Opoj MOTeHLMjaTHUX KibydeBa Jocta Behu of aumeHsuje tadene. Taga
(pyHKIIMja Xemmpara He MOXe BHIlle OUTH MHjEKTHBHA Tj. MOPajy TIOCTOjaTH KOJIH3Hje — CUTyalllje Y KOjuMa BHIIIe
KJby4yeBa UMa UCTY Xell-BpeaHocT. [IpuirkoM xenmparma noTpedHo je Ja ce pele JiBa npodiema:

* onadup xem-QyHKIUje KOjoM ce CMamy je BepoBaTHOha HaCTaHKa KOJIM3Hja

* paspelaBame KOJNM3Mja KaJa OHe HACTaHy

Xelw- Xeww-

Krbyqesm hyHKumja BPEOHOCTM

—

0

1

2

3
ana

4

5

Cruxka 4.3: TIpecnukaBame KbydyeBa y xeul-spegHoct. KipyueBu mika u ana cy y konusujy, jep ce cimkajy y ucty
BpeJHOCT 2

Hapagno, Ha dpoj Konm3uja yTIde U BeJIM4YrHA Xell-Tadelte, 1ma ce Xell-Tadesie Hajuennhe ¢ BpeMeHOM IIupe, Kaaa
ce Tadesa y BEJIMKOj MEpH HAITyHH M Kajia Opoj KOJIM3Hja OCTaHe MTPEBUJIAKH.

4.6.8.1 MN360p xem-cyHKIHjeE
Xemr-(pyHK1mja Tpeda aa:

* ce u3pauyHasa Op3o0,
* MUHMMU3Y]e Opoj Konusuja.

Haume, ounmiieJHO je ia je moxesbHO Jia ce xet-(pyHKIMja n3padyHasa y cioxkeHoctrt O(1), moxesbHO ca MaliM KOH-
CTaHTHUM (DaKTOPOM U Jia je HEJOIyCTUBO KOPUCTHUTH (PyHKIIMje KOje ce CIOpO U3padyHaBajy, jep ce U3pauyHaBarmbe
XEII-BPEeJHOCTHU BPILH IPUJIMKOM CBAKOT yMETama, CBAKOT OpHcarba, CBaKe IIPOMEHE U CBAKe IpeTpare Kiby4a.

Ja du ce cMamno Opoj KOIM3Hja, IOKEJBHO je Aa Xell-(hyHKIMja KJbydeBe CIIMKa PaBHOMEPHO (HE ¥ HACYyMHYHO) Ha
CBe Mo3uIMje y Tademu (Ja du ce cMamniIa MOryhHOCT KOJIM3Hja NPOY3POKOBAaHMX HATOMIJIABakhEM KJbyueBa y HEKUM
obnactuma tadene). MHore jemHOCTaBHE XellI-(PyHKIIMje He 3aJJ0Bajy CBOjCTO paBHOMepHOCTH. Ha mpumep, ako du
ce 3a cmemtarse JMBI koprctno Hus o 1000 enemeHnara u ako 01 ce xemmupame JMBIT Bprmio tako mro du ce xem-
kOx ceaxkor JMBI" ogpehuBao Ha ocHOBY Tpu Ludpe Koje ogpelyjy ronuHy pohema (Ha mpuMep, TakBa Xell-(byHKIHUja
ou npecimkana JMBI' 0305987810013 y nosunmjy 987 y Hu3y), Taga drucMo umanu 3Ha4ajHO HaroMIJIaBambe Ha
TIO3HIIMjaMa KOje TIOYHEbY IEBETKOM Tj. HYJIOM M CKOPO MOTIIYHO HEMCKOPHIITNEH OCTAIA IPOCTOP Y HUY.
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AKoO ce He 3Ha yHarpel] pefiociesi odpaae KibydyeBa, KOMm3mje je mpakTiHuHo Hemoryhe m30ehin. Hamme, mo mpeux
KOJIM3HMja J0j1a3u BeoMa Op30, YaK MaKO Ce Ce Pe3epBHIIE MPYIMYHO BEJIMKH MEMOPHU]CKH MPOCTOP 33 CMEIITame
esniemMeHaTa. Moxe ce IoKa3aTu Ja je, ako Ce eJI€MEHTH I0jaBjbyjy Y HACYMUYIHOM pPeJoCiey, aKO Ce KOPUCTH Xelll-
¢yHKIMja KOja paBHOMEpHO pacniopelyje eeMeHTe Mo Tadeau ¥ ako HU3 MMa 7 eleMeHaTta, Beh HakoH yOaluBama
0Ko 1/21n(2) - /1) 1j. oko 1,18 - \/n enemenara, BepoBaTHONA Jja yOalMBarbe HOBOT eJleMEHTA U3a30BE KOJIM3HU]jy
Beha ox 50%. OBo je y TeCHOj Be3W ca TaKO3BaHMM PONEHIAHCKUM IApaJoKCOM, KOjU HaM Kake /1a je y CKYILy
o camo 23 ocode BepoBaTHONA [1a IBe 0code ciIaBe poljeHJaH UCTor JaHa Beha HEero Ja cBe ocode ciiaBe pohieHaa
pasnuuuTor gaHa (y ckymy ox 70 ocoda, Ta BepoBaTHOha je Beh mpeko 99,9%). Ha mpumep, ako pe3epBHIIEMO
npocTop oA MuimoH (Tj. 10° enemenara), Beh HakoH ydarmBama TeK HEIUTO NMPEKO XUbady M CTO eeMeHata (Tj.
1,18-10% = v/2In2 - 10%), 1j. Beh Kaja je MOMYHEHOCT HU3a TEK HENITO U3HAJL jeIHOT POMMIIA, UIMaMO 3HauajHy
BepoBaTHONY J1a KoJu3uje KpeHy Ja ce jaBmbajy. CiodoaHo MoxeMo pehu aa ce Koau3uje M0jaBibyjy U Kaja je HU3
MPaKTUYHO Mpa3aH.

HakJie, konusuje he ce CUIypHO CTaJTHO jaBibaTu, MehyTUM, ako je dyKWHa HU3a n, a Opoj pa3IUYUTUX KJbydyeBa m,
KOJL 1oOprX xeln-(hyHKIMja BepoBaTHONA /1a ce HAa HEKOM MECTy Y HHU3Y [10jaBU BHIIE OJI /1 BPEIHOCTH Tpeda Ja
Oyne jako mana.

Xelmpame ce YeCTO U3BOAU KPO3 JBa KOpaka — MPBU je Jia ce Xell-(PyHKIMjOM KJbyuy TIpUAPYKU MPOU3BOJLHU
MIPUPOJIHU OpOj, a APYTH KOpakK je Aa ce oHja Taj Opoj MpecarKa y HeKy NO3UIMjy y HU3Y, Hajuenhe oapehuBamem
ocTaTKa IpH Je/beby ca Ay:KMHOM Hu3a n. Kaga je dpoj enemeHnara y HuU3y oapeheHu crerneH Opoja 2 cBoAU Ha
orepanjy m3nBajame ogpehenor dpoja kpajmux OutoBa y OnHapHOM 3ammcy Opoja, mTo je BeoMa edukacHo. Mmnak,
y TOM CIIEHapHjy IMOCTO U HEKOJIMKO IpodjeMa.

Jenan moTteHnMja HU MPOOJIEM y TOM CLEHAPHjy MPEACTaB/ba TO LITO Yy HEKUM CIIydajeBUMa 3aBHCHOCTH M3Mely
BPEAHOCTH KJbyueBa M JyKMHE HH3a 72 MOT'Y CTBOPUTH HepaBHOMEpHY pacriofeny. Ha mpumep, ako je HU3 IyXHHe
1024, n ako cy U3 HEKOr pasJiora CBe BPEAHOCTH KJbydeBa NMapHHU OpOjeBH, MOJIOBMHA Mo3ulMja y HU3Y he dutn
HeuckopuriheHa (jep he ocrarak mapHor Opoja mpu aemewy ca 1024, oapehen ca mocienmwux 10 dutoBa Opoja,
yBek OuTH mapaH Opoj). Taj mpoOnem je 3HATHO MamHU aKko je AyKMHA HU3a MPOCT Opoj, aJld MPEeJHOCT HU30Ba
4yyja je Ay’KMHA CTeleH ABOjKe je Opike u3pauyHaBame Xell-(pyHKIUje (3axBajbyjyhu MPOCTOM U3IBajarby Kpajibux
oOuroBa).

Jpyru npodseM je To IITO BpeJHOCT Xell-(pyHKIIMje 3aBUCH caMO OJf KpajibHX OMTOBa KJbyda, Na ce nH(popMaLuja
KOjy KJbY4 HOCH He KOPUCTH y noTimyHoctu. CTora je y npBoj ¢asu, pe u3Bajarma NOocaeJibUX OUTOBA, NOTPEOHO
MPUMEHUTH HEeKY (pYHKLM]Y uMja he BpeAHOCT 3aBUCUTH OJ] CBUX OMTOBA KJby4a. YecT HauMH je a ce IPUMEHU HeKa
(yurmja odimka h(x) = x mod p, e je p Heku npoct dpoj (Takas ga je n << p << M, rue je n dpoj enemenara
HU3a, a M yKynaH Opoj pa3nmuuuTux Kibydesa). Jomr dosbe mepdopmaHce (aim 1o LeHy CIIOpHjer n3padyHaBama) je
kopumihere GyHkimja (ax + b) mod p — TuMe ce n3beraBa mpodiieM KOju HacTaje y cilydajy Kajaa ce (PyHKIMjoM
h(x) = x mod p, Xelmpa MyHO K/by4eBa KOjU UMajy UCTH OCTATAK IIPU JIE/berbY Ca .

V cnyvajeBuMa Kaja je Kibyd CIOeH (HI3 BPEAHOCTH WIIM HACKA KapakTepa) y IpBoj (a3u ce U3BPIINA HEKH OOJIK
arperaiyje BHIIE BPeAHOCTH Y jeAHY (Ta BpeAHOCT je 0OMYHO HeKu 32-duTHu nim 64-dutHu 1eo d6poj). To ce oduy-
HO BpUIM NPUMEHOM HEKe OIepaliyje MOMyT cadupara WM OMTOBCKE €KCKJIy3MBHE JUCjYHKIMje Ha MOjeArHauHe
eJeMeHTe Hu3a. AJNTepHaTUBHO, MOryhe je BpeIHOCTM HU3a CXBaTUTU Kao KoehUIIMjeHTe MOJMHOMA U 3aTUM U3pa-
YyHaTHU BPeJHOCT MOJMHOMA (Ha MIPUMEP, HUCKY KapaKTepa Cg . . . Cx—1 Y KOjOj YUecTBYje caMo 26 CJIoBa EHIJIECKOT
andabera je Moryhe mpeBecTH y 5poj M3pauyHaBameM BPeaHOCTH co26F ! 4 . .. c; 126", 3anemapy]jyhu npekopa-
qeme).

3a cBaky Xxem-(pyHKIM]y (4ak ¥ OHMX AOOpHUX Tj. OHMX KOj€ KJby4eB€ paBHOMEPHO pacropelyjy mo xem-tadenu)
MOXe JIa Ce IecH Jja TIOCTO U HeKr (haMuiInja KibydeBa Koja hie mpoy3poKoBaTH BEJIMKH Opoj KOJIM3Hja | JIOLIE Tep-
¢opmance. Pememe je moHeka yrusep3aaro xewuparse (€Hria. universal hashing) koje mogpazymesa na ce xemi-
¢yHKIMja KOja he ce KOPUCTUTH drpa HACYMHYHO U3 YHATIpe[ 3aJaTOT CKyIla I00pUX XelI-(pyHKIHja (OBO je CIUYHO
HAaCYMHUYHOM M300py MUBOTA KOJ OP30T copTUpama). Tajaa je MareMaTUyKo OYeKUBamhe Opoja KOJIM3uja Majio, KaKBU
roJ [1a ce KJbYUeBH jaBe Ha yJasy.

Ha kpajy, Harmacumo f1a je TeopHjCKH, ako je CKYI CBHX K/byueBa Koju hie ce y mporpamy jaBuTH, Moryhe onpeanTtu
caspuieny xewl-@ynrxuujy Koja he OUTH MHjeKTUBHA U KOja he cBaku KJbyd MPECIMKATH TAYHO Ha jeTHO MECTY y HU3Y
(umja BeMuMHA oAroBapa Opojy KJbydyeBa KOju ce jaBbajy). Tajga ce Koau3uje He OM jaBibane, MehyTum, mokasyje
ce Jia je caMa KOHCTPYKIIMja TaKBe CaBpllleHe Xell-(hyHKIIMje YeCTO pauyyHACKH JI0CTa 3aXTeBHa, Na ce He MCIUIATH.

4.6.8.2 Pa3pemaname KOJIU3Hja

INocTtoju HeKOIMKO HAUMHA [a ce pa3pelle Koiusyje. JIBa OCHOBHA HAUMHA CY:
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* OJIBOjEHO yJIaHYaBame
* OTBOPEHO aJpecuparme

YaanuaBame

HajjemHocTaBHMjM HaYMH je OJBOjeHO yJaH4YaBam-e (eHIJ. separate chaining), koje ce pehe Ha3uBa 1 3aTBOpPEHO
aZpecuparbe WM OTBOPEeHO Xemupame. OHO Mmoapa3ymeBa [la ce Ha CBaKOj MO3MWIMjU Yy HU3Y (popmupa mocedHa
TMOBe3aHa JIMCTa y Kojy he ce cMelnraTy CBU CJIOTOBH UMjU C€ KJbYY Xelll-(pyHKIIMjOM IPEC/IMKaBa Ha Ty MO3UIIH]Y.
IMpunmkoM mpeTtpare cJiora ca IaTUM KJby4eM BpIIY Ce JIMHeApHA MpeTpara JIMCTe CBUX eJieMeHaTa Ha TO3UIIUjH o1pe-
henoj npuMeHOM xell-(pyHKIMje Ha Taj KJbyd. YMeTarme HOBOT CJIOTa ce BPIIM Ha ITOYETaK Te JIUCTe (aKO MyTUIMKATH
HHCY JIOMYIITEHH, IIPETXOJHO Ce JIMHEapHOM IIPETParoM IpoBepasa Ja Jii eeMeHT Beh noctoju y auctu). Bpucamwe
€JIEMEHTA Ce BPILHM U3 Te JIUCTe (TaKo IUTO ce IIPBO JMHEApPHOM IIpeTparoM npoxale y auctu).

XeLw- Xel-

Krbyuesu byHKUM|a Tabena

0 | ——>nNuLL

[
mika ana
> 2 | 3 > . —> NULL
mika >
» 3 1 pera
| s
4 | T N
-jovana > 5 > jovana
5

6 | —> N

Cnuka 4.4: Xemmparme ca yJlaH4aBalheM

[Nomto ce y BeqMKOM Opojy ciydajeBa Ha HEKOj MO3UIM]H HANA3W CaMO je/laH eJIEMEHT JIMCTe (WM ce He Haja3d
HU jenaH), Ja Ou ce CMawuo jeJJaH HUBO MHIUPEKIIMje MPUIMKOM MPUCTYIA eJIEMEeHTUMA, YeCTO Ce Y HU3Y YMeCTO
MOKa3MBayYa 4yBajy CJIOroBH (y3 MPETIOCTaBKY Jla MOXEMO /1a Pas3JIMKy jeMO MOMYHeH 1 HENOITYH-eH CJIOT).

[lrto nucte noctajy Qyske, TO BHUXOBA JIMHEApHA MpeTpara 3ay3MMa CBe BHUILE U BUIlE BpeMeHa. Y Hajropem ciydva-
jy (mTo yecto moApaszyMeBa U Jia je u3dop xeu-(yHKIMje HApaB/beH jaKo JIOIe) CBU eJIeMEHTH MOTY J1a 3aBpIlie y
JE/THO] JICTH M CJIOKEHOCT CBUX OIepaliyja 3a pajl ca Xxen-tadelioM 1ocraje qnHeapHa. Mnak, y pealHuM UMIUIeMeH-
TallFjama ce ¢ BpeMeHa Ha BpeMe BpIIH noBehare AuMeH3Hje Hu3a (Y3 OHOBHO pacriopehuBarbe CBHX eeMeHara,
IITO TOJpa3yMeBa MOHOBHO M3pavyHaBamke CBUX Xell-BpegHocT). OBa peasokanyja ce BpIIN y CKJIay ca reome-
TPHUjCKOM CTpaTervjoM (Ha mpumep, JTUMeH3Hja ce moBehaBa JyIio IPMIMKOM CBaKe peasoKallje), ITo rapaHTyje
Ja Hehe yThIaTH Ha aMOPTU30BaHy CJIOKEHOCT onepaiyja. Peasokaruje ce 0OM4HO Bpitie kajaa ¢gpaktop ontepeherma
(eHri. load factor) koju ce gepuHuUILE KAao yKynaH Opoj eJleMeHaTa yIUCaHUX y Tadelly Oofie/beH JUMEH3UjoM Tadee
(Opojem cnotoBa T1j. Koda) npehe oarosapajyhy rpanuny (Ha npumep, oko 0,75). Ipyru KpUTepujym Koju MOxe Aa
ce KOPHCTH je IyXHMHa JIMCTa — KaJa TIOYHy Ja Ce jaBibajy Ayradke JimcTe, JoOpo je nosehatu tabemy. HapasHo, y3
yiom o1adup (pyHKILHje Xelmupara mosehame quMeH3Hje Tadese He peliaBa MpodjeM U pacuia ce BeIMKa KOMMINHA
MeMopHje (3aTo je jako BaKHO Ja XelI-(pyHKIIMja paBHOMEPHO pacriopelyje KibyueBe Mo Tadeln).

VYMecTo MOBEe3aHUX JIKCTA, JIAHIM Ce MOTY CMEIITAaTH M y HU30BE KOJU Ce NUHAMHUYKU peasionupajy, na 4ak u y
ypeheHna danancupana duHapHa apBera. Mnak, mokasyje ce ga OBU KOMIUIMKOBAHU]jY MPUCTYIN He 3HAUe 00aBE3HO U
dospe nepdopmance (jep ce KoJ KpaTKUX JiaHalla JoCcTa BpeMeHa Ha OJpKaBarbe IPBeTa — Ipe CBera dalaHCHpame).

OTBOpEHO aapecupame

HIpyun yecto KopUiTheH HAuUMH pa3pelllaBama KoJn3uja je OTBOPEeHOo ajpecupame (eHrnl. open addressing), koje
ce MOHEKa]| HA3WBa U 3aTBOPEHO xenmparbe. Kaja ce KOpUCTH OTBOPEHO aJ[pecUpabe, 3a CMEITarbe MoaTaka ce
KOPHCTH CaMoO Tadesa Tj. CaMO OPUTMHAJIHM HU3 (32 Pa3iMKy OJ] YJIaH4YaBama IJie ce MO/l 1yBajy Y YBOPOBHUMA
JICTe, BAH OPUTMHAJIHOT HKM3a). Y Ciy4ajy yImuca mojaraka, Kajaa ce JIecH KOJM3uja, Mecto Ha Koje TpeDa aa ce
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yIHIIe HOBHU MOZATaK je Beh 3ay3ero  nojaTak he taga OMTH ynucaH Ha HEKO JPYro MecTo y Hu3y. Y 3aBUCHOCTH
o[ Tora Kako ieMo To Ipyro MecTto ogadpaTy pasJmKy jeMo:

* JIMHEapHO MoNywaBame (eHmI. linear probing)
* KBaJpaTHO NonymwaBame (eHr1. quadratic probing)
¢ MBOCTpyKO Xemmpame (eHr1. double hashing)

JluHeapHO Tpodatbe MoapasyMeBa Jia ce y ciiydajy ja je nosunuja h(x) Beh 3ay3era cJor KOju OQroBapa Kibydy &
CMellTa Ha HapeJHy MO3ULMjy Y HU3Y (Kao HapeqHa MO3MLHja MOCAeAn0j pauyHa ce MpBa), aKO je OHa CJIODOAHA.
Axo Hyje, I71e/ia ce 10j HapeaHa MO3MLMja U Tako Jasbe. [lakiie, ako je mosuiyja p 3ayTeTa, IpoBepana ce Mo3nIrja
(p+1) mod n. Ymecro BpeaHOCTH 1, MOKe Ce KOPHCTHTH U HEKa Ipyra BPEAHOCT k (Ma/a ce TUMe He MeHba 3Haua jHO
crnoxeHocr). [laxie, mo3uimja Ha Kojy he ce eeMeHT x ynucarty je mpBa cI000JHa MO3ULMja Y HU3Y KOjH 3aTI0UHbe
Ha no3unju h () ¥ rjie ce CBaKM Hape/iHa MO3HIMja y HU3Y J00Uja 0/ IpeTXoaHe mpumeHoM dyHKIwje (p+k) mod n.
Hu3 nosunyja je, nakie, h(z), (h(x) + k) mod n, (h(x) + 2k) mod n urn. EnemMeHT TOr HU3a KOJH je i-TU HO pejLy
(axo ce 6poju oz Hye) ce Hanasu Ha nosutju (h(z)+ik) mod n. Kapga je Bpenuocr k = 1, Tana ce pesoM ucnuryjy
Y3aCTOIIHU eJIEMEeHTH TadeJie, IITO MMa jako Jodpe rnepdopMaHce y OJHOCY Ha KeIll-MEMOPH]y CaBpEMEHOT XapABepa
(MHOTO OOJBE HETO OMJIO KOja Jpyra TeXHHKA pa3peliaBama KOJIM3Hja) | 3aTO Ce MPUINIHO YeCTO KOPHUCTU. AKO ce
KOPUCTH BPEIHOCT k pa3nuuuTa o1 1, MokespbHO je Ja je OHa y3ajaMHO MPOCTa ca JUMEH3HjoM Tadese n, Aa Ou Hu3
(h(x) + ik) mod n penom mposasno Kpo3 cBe eeMeHTe Tadere.

IMoHoBO ce, nakie, GopMIpajy JaHLM eleMeHaTa ca UCTOM Xell-BpeJHOIINy, ajiu cy OHH OBaj IyT He CMeIlTajy y
OIIBOjeHNM JiucTama, Beh y camoj Tademn. [JomaTHO, OBa cxema y3poKyje U MojaBy CeKyHIapHHUX Konmsuja. Hamme,
eJleMeHT & Koju ce cmectd Ha nosuijy (h(x) + k) mod n Moxe 3ay3eTH MECTO HEKOM €JIEMEHTY KOju UMa dalll Ty
Xell-BPeIHOCT, 14 C€ U OH MOpa CMECTUTU Ha HEKY KAaCHU]Y TIO3ULIU]Yy Y HU3Y (TO 30BEMO CEeKYHGAPHUM KOAUBUJAMA).

OcHOBHa MaHa JIMHEApHOT TONyHaBamba je CTBapame Nyrauykux JIaHala U ipyiucaree Tj. Halomuaasarse (eHr1. clu-
stering) cyioroea y ogpelheHnM genoBuMa Tadesie, ITo MOXe 3HaTHO Aerpagupartu nepgopmance. Haume, kaga mano
Jy>KH JIaHLII KpeHy Aa ce opmupajy, nosehasa ce BepoBaTHOhA HACTaHKA CEKyHAAPHUX KOJIM3Hja Ha MO3UIMjamMa
THX JIaHalla, IITO Jajbe MPOAYXKYje JIaHIle U cTBapa ce 3adapaHu Kpyr. Ha cimmm je npukasas edekar rpynucama.
3a cBakM €JIEMEHT y HU3Yy NPHKa3aHa je Hheroba Xell-BpeJHOCT. Bumy ce mocrojarme HEKONIMKO Ayradykux JiaHana
Y MHOTH €JIEMEHTH Cy NPIJINYHO yIa/beHH OJ] CBOje OpUTMHANIHE Mosunyje. IIperpara 3a HEKMM KJbydeM KOjH UMa
Xenr-BpegHocT 13 3axTeBa oOMIa3ak CBHX eJieMeHara, CBe A0 MpBe Mpa3He nosummje (To je mosunuja 22). [Iperpara
Jpyror YHETOT Kjby4a KOji MMa Xell-BpeJHocT 11 3axTeBa oduia3ak CBUX ejieMeHarta of nosuije 11 mo mosunmje
21.

' s BTN o 10 11 12 kK] 14 EERE 1920212223242527293031
. HW: :5 3 Flo 0 11212 14 B2 e - Il 26 26 28 23 I

Crnuka 4.5: E¢dexar rpynucarma enemMeHara

IMperpara ce BpIM IO MCTOM IPUHLMILY — MIPETpaxKyje ce Taj HU3 MO3MLMja CBe JIOK ce WM He Haulje Ha cJior ca
TpakeHUM KJby4eM WM He Haul)e Ha Ipa3Hy Mo3uLKjy (KaJa 3aKk/bydyjeMo Ja KJbyd He TIOCTOjH y Tadesm).

Bpucamwe je npodieMaTuuHMja onepaiyja, jep ce OpucameM eJeMeHTa MOKe U30pUCaTU HEKU €IEMEHT U3 CpeUHe
JIaHIIa, MITO MOXE Y3POKOBATH Jla HEKM KAaCHHUjH eJIEMEHTH y JIaHIy He Oymy mpoHaljeHu (Ha, mpumep, ako ce Tpu
KJby4a KOja mMmajy xem-BpeaHoct h(z) ymumy penom Ha nosutmje h(x), h(xz) + 1 u h(z) + 2, u ako ce 3aTum
obpiue cror ca nosunmje h(x)+ 1, Kbyd Koju je Ha nosuumju h(x) + 2 Hehe Mohu na ce npoHale y Tadenn). 3arto je
MIPWIMKOM Opucama MOTpedHO MpedaluTi HeKU KaCHU]U eIEMEHT U3 JIaHI[a Ha MO3UIIM]y OOpHCcaHor ciiora (a 3aTUM
Ha MICTU HauuH MOIMYHUTHU U Te MO3UIMje ca KOjUX Cy eJeMEHTH NpedaueHn). JeAHOCTaBHMja alTepHaTHBa je Ja ce
MO3MILIMj€e ca KOJUX je OOPHUCAH CJIOT 03Haye Kao oOpucaHe (a He Kao IIpa3He Tj. CI000JHE) U /1a CE YMETare U [peTpara
MoAN(UKY]y Tako Jia y3My y 0O3Mp M MOCTOjame TakBUX henuja. MaHa OBOr MPUCTYIA je TO MITO MOTY Aa TpOIIe
BEJIMKY KOJMYMHY MEMOpHje, Ka0 M TO IITO JIAHIIM MOTY ITOCTAaTH jaKO JYradykKW yCJe[l BeJMKOT Opoja 0dpHCcaHMX
henuja.

CMarHBarbe HArOMIIABalba eJIeMeHATa MOXKe Ce MOCTUIM aKO Ce yMECTO JIMHEeapHOT nomymbasama (h(x)+ik) mod n
KOPMCTH KBajpaTHO Tipodare (h(x) + iky + i%ko) mod m Wiu ABOCTPYKO XelIMparbe, Kajia ce KOpHUCTe JBe He3a-
BrCHe xell-(pyHKIMje by 1 ho U Kajia ce HapeaHa nosunuja oapehyje npumenom apyre xeru-pynkimje (hy(z) +
iha(z)) mod m. JIBOCTPYKO XelMparbe y HOTIIYHOCTH CIIpeyaBa

Kopn oTBOpeHor afpecuparma je Beoma BaxHO Ja ce aktop ontepehera Tadese (KOMMYHUK Opoja yHETHX CJIOroBa
1 IUMeH3Hje Tadene) cTaiaHo apxu ucnop Bpeaaoctr 1. Kaga gakrop ontepehema HapacTe, BpIIM ce peanoKauja
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TadeJie y3 IOHOBHO XEIIMpPatbe M yMeTarbe CBUX cioroba. [la Ou ce nepdopmance oipxkaie, IoxkesbHO je Ja noehare
JIVIMEH3Mje BPIIH y CKJIaay ca HEKOM TeOMETPHjCKOM CTpaTerujoM (Ha IpuMep, Aa ce CBakM ImyT Tabena moseha nBa
yTa).

3amarak: Mana
Osaj 3agaiiiak je OHO8/bEH Y YUY YBeHCOABArA PAAUMUTIIUX TEXHUKA peulasarba. Bugu iiexcii 3agaiiika.
Toxywaj ga 3agaiiax ypaguw kopumheroem lHexXHUKA Koje ce U3Naxicy iy 080M H0inasvy.

Pememe

3agarak ce JJako MOXe pelIUTH KopullhemeM OudIMoTeuke MMIUIEMEHTALje acoljaTUBHOT Hu3a (Omio ypebhene,
oo Heypehene).

#include <iostream>
#include <unordered_map>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

unordered_map<string, int> map;
char c;
while (cin >> c) {
if (c == 'w') {
string k; int v;
cin >> k >> v >> ws;

map[k] = v;
} else if (c == 'r") {
string k;

cin >> k >> ws;
auto it = map.find(k);
if (it != map.end())
cout << it->second << '\n';
else
cout << ”-” << "\n';
}
}
return 0;

}

3aatak MOKEMO PEIIUTH U PyYHOM MMIUIEMEHTAIMjOM Xelll-Tadere y3 pa3peliaBambe KoIn3Hja KopuuheheM 01Bo-
jeHor yynaH4yaBama. Y je3uky C++ MOKEMO yIoTpeduTn ONOIMOTEUKY MMIUIEMEHTALH]Y (PYHKIM]je Xemuparba (To je
¢yuknyja hash gocrynHa kpo3 3arasbe functional, koja je neduHKcaHa 3a pa3He TUTIOBE KJbyueBa, YKJbydyjyhu
u tin string). JegHocTaBHOCTH pajy, Tadeny MOKEMO UMILIEMEHTHPATH KopHiihemheM KoJIeKLHje TUra vector.

// cvor liste

struct cvor {
string kljuc;
int vrednost;
cvor* sledecti;

h

// kreira se novi cvor sa datim atributima
cvor* napravi_cvor(const string& kljuc, int vrednost, cvor* sledeci) {
cvor* novi = new cvor();
// potrebno je proveriti da li je alokacija uspela
novi->kljuc = kljuc;
novi->vrednost = vrednost;
novi->sledeci = sledecti;
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return novi;

}

// hes-tabela sa odvojenim ulancavanjem
vector<cvor*> tabela(1, nullptr);

// hes-funkcija

hash<string> h;

// broj kljuceva u mapi

int broj_kljuceva;

// inicijalizacija tabele na datu velicinu
vold inicijalizuj_tabelu(int velicina) {
tabela.resize(velicina, nullptr);

}

// uvecavanje tabele, da bi se smanjio broj kolizija 1 skratile liste

vold povecaj_tabelu() {
// nova tabela
vector<cvor*> nova_tabela(2*tabela.size(), nullptr);

// prepisujemo sve kljuceve 1 vrednosti iz originalne tabele, ponovo

// hesirajuci kljuceve
for (cvor* c : tabela) {
for (cvor* cc = c; cc !'= nullptr; cc = cc->sledeci) {
int p = h(cc->kljuc) % nova_tabela.size();

nova_tabela[p] = napravi_cvor(cc->kljuc, cc->vrednost, nova_tabela[p]);

}
}

// razmenjujemo novu 1 staru tabelu (swap radi brze nego dodela)
tabela.swap(nova_tabela);

}

vold upisi(const string& kljuc, int vrednost) {
// pozicija u tabeli na koju treba da bude smesten kljuc
int p = h(kljuc) % tabela.size();

// proveravamo da 11 u listi kljuc vec postoji
for (cvor* c = tabela[p]; c !'= nullptr; c = c->sledeci)
if (kljuc == c->kljuc) {
c->vrednost = vrednost;
return;

}
// dodajemo novi cvor na pocetak liste
tabela[p] = napravi_cvor(kljuc, vrednost, tabela[p]);

broj_kljuceva++;

// faktor opterecenja

double opterecenje = (double)broj_kljuceva / (double)tabela.size();

if (opterecenje >= 0.75)
povecaj_tabelu();
}

// pretraga vrednosti pridruzene datom kljucu
// funkcija vraca informaciju o tome da li1 je vrednost pronadjena,
// a sama vrednost, ako postoji, se vraca preko povratnog parametra
bool procitaj(const string& kljuc, int& vrednost) {

// pozicija u tabeli na kojoj treba da se nalazi kljuc

int p = h(kljuc) % tabela.size();
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// trazimo kljuc u listi
for (cvor* c = tabela[p]; c != nullptr; c = c->sledeci)
if (kljuc == c->kljuc) {
vrednost = c->vrednost;
return true;
}
return false;

}

// brisanje svih cvorova u tabeli
vold obrisi_tabelu() {
for (cvor* c : tabela) {
cvor* cc = c;
while (cc != nullptr) {
cvor* sledeci = cc->sledeci;
delete cc;
cc = sledeci;
}
}
}

3agaTak MOKEMO PEIUTH 1 PyYHOM UMIUIEMEHTALIN]OM XellI-Tadele y3 pa3pellaBambe KoJau31ja KopuihemeM 0TBO-
PEHOT ajpecuparma y3 JUHEApHO MOYHhaBatbe.

// cvor u tabeli

struct cvor {
string kljuc;
int vrednost;
bool pun;

s

// hes-tabela sa otvorenim adresiranjem
vector<cvor> tabela;

// hes-funkcija

hash<string> h;

// broj kljuceva u mapi

int broj_kljuceva;

// inicijalizacija tabele na datu velicinu
vold inicijalizuj(int velicina) {
tabela.resize(velicina);
for (cvor& c : tabela)
c.pun = false;

}

// pronalazi poziciju datog kljuca u datoj tabeli
int pronadji_poziciju(const string& kljuc, const vector<cvor>& tabela) {
int p0 = h(kljuc) % tabela.size();
int p = poO;
int 1 = 03
while (tabela[p].pun && tabela[p].kljuc != kljuc)
p = (p0® + i++) % tabela.size();
return p;

}

// uvecavanje tabele, da bi se smanjio broj kolizija i1 skratile liste
vold povecaj_tabelu() {

// nova tabela

vector<cvor> nova_tabela(2*tabela.size());
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}

// prepisujemo sve kljuceve i1 vrednosti iz originalne tabele, ponovo
// hesirajuci kljuceve
for (cvor& c : tabela) {
if (c.pun) {
int p = pronadji_poziciju(c.kljuc, nova_tabela);
nova_tabela[p] = c;
}
}

// razmenjujemo novu 1 staru tabelu (swap radi brze nego dodela)
tabela.swap(nova_tabela);

void upisi(const string& kljuc, int vrednost) {

}

// pozicija u tabeli na koju treba da bude smesten kljuc
int p = pronadji_poziciju(kljuc, tabela);
if (!tabela[p].pun)
broj_kljuceva++;
tabela[p].kljuc = kljuc;
tabela[p].vrednost = vrednost;
tabela[p].pun = true;

// faktor opterecenja
double opterecenje = (double)broj_kljuceva / (double)tabela.size();
if (opterecenje >= 0.75)

povecaj_tabelu();

// pretraga vrednosti pridruzene datom kljucu

// funkcija vraca informaciju o tome da li je vrednost pronadjena,
// a sama vrednost, ako postoji, se vraca preko povratnog parametra
bool procitaj(const string& kljuc, int& vrednost) {

// pozicija u tabeli na kojoj treba da se nalazi kljuc
int p = pronadji_poziciju(kljuc, tabela);
if (tabela[p].pun) {
vrednost = tabela[p].vrednost;
return true;
} else
return false;
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I'naBa 5

Ilone s na BJaagaj

OCHOBHM MeXaHW3aM KOHCTPYKIMje ajropuTaMa je T3B. HMHAYKTHBHO-PEKyp3WBHA KOHCTPYKIIMja TJe CE Pellee
mpodJieMa CBOIM Ha pellaBame MOTIPoOIeMa UCTOT ODJINKa, aJT Marbe AMMeH3nje. Beoma yecTo je muMeH3Hja MmoT-
mpodJeMa 3a jeJaH Marba o1 JMMEeH3H]je OpUrHHaIHOT mpodaeMa. Ha npumep, HI3 ce pa3nake Ha CBOj IPBU €JIEMEHT
Y HU3 eJleMeHaTa 13a wera (Cy(ukc) Wi ce pasiiaxe Ha eJIeMEeHTe KOjH ITPeTXOo/Ie TIOCIe/IbeM eleMeHTy (IpeduKc)
U Taj nocjedmwu ejneMeHT. Ha npumep, y anroputMy copTupama celleKIMjoM (selection sort) Ha MPBO MECTO ce
TIOCTaBJba HajMamM €JIEMEHT HU3a, a 3aTHM Ce HA UCTH HaulH odpalyjy eleMeHTH u3a mera, JOK ce y ajJrOpUTMYy
copTHpama ymeTameM (insertion sort) coprupa npedurkc HU3a y KOju ce Ha Kpajy ymehe nocnenmu enement. OBu
ITOPUTMHU Cy OIMcaH! y 3aaTKy CopTuparse OpojeBa. OcHM pelaBara HOTIIPOOIeMa, alTOPUTaM OOMYHO CaIPKH
KOpake MoTpedHe J1a ce MoTIpodaeM MPUIPEMHU U KOpake Jia ce oJ] pe3yJraTa MmoTnpodiema A00ujy pe3yaTaTu Mo-
Ja3Hor npodsiema. Ha npumep, y anroputMmy copTupama ceeKlrjoM IPUIPEMHU KOpak je ofpehuBame nosuuuje
MHHHMYMa M HETOBO JJOBOheme Ha TIOUeTaK HU3a, [JOK je y alTOPUTMY COpPTHpama yMeTamheM HaKOH 00pajie MomT-
npodisieMa (copTrpara npegukca) JoJaTHA KOPaK yMeTame MOCHAeber eleMeHTa. AKO ce, Kao IITO je TO cIyvaj y
OBa JIBa IpuMepa, 0dpaa MOTIpodIeMa BPIIX OKJIO Kao IMPBH MITH KA0 MOCIIEARH KOPaK aIrOpUTMa (aKo He TIOCTOjH
daza npunpeme WM odpaje pe3yrara noTnpodsiemMa), Taga UMIUIEMEHTAIja MOXe OUTH 1 UTepaTUBHA.

* AKo ce peliaBa jeJjaH MOTIPOOJIEM U aKO ce MpUIpeMa NoTnpodsieMa 1 0dpajia pe3yaTata noTnpodieMa Bpiie
y Bpemeny O(1), y3 yobuuajeHy IpeTHocTaBKy 1a ce u3Jia3 u3 pekyp3uje takohe Bpim y Bpemery O(1), Bpeme
peluaBama 3a10BobaBa jepHaunny T'(n) = T'(n — 1) + O(1), T(0) = O(1), umje je pewewse T'(n) = O(n).

* AKo ce pelaBa jelaH MoTIpodJIeEM U aKO Ce IPUITPEMA TIOTIPOdIEMa i 00paa pe3yiTara MoTHpodiemMa Bpiie
y Bpemery O(n), y3 yoOndajeHy MpeTIoCTaBKy fia Ce u3J1a3 U3 peKyp3uje Takohe Bpum y Bpemeny O(1), Bpeme
pemaBama 3a10Bosbaba jeanauuny 7'(n) = T'(n— 1) +O(n), T(0) = O(1), unje je pememe T'(n) = O(n?).

Ecdukachyja pelriema ce yecto 1o0ujajy TEXHUKOM KOja ce Ha3MBa TEXHUKA pa3aaiared, TEXHUKA geKoOMIo3uyUje NI
TeXHUKa iogeau-iia-enagaj (enrn. divide-and-conquer). HbeHa ocHOBHa ujeja je To 1a je yecto epuKacHUje pela-
BaTU HEKOJIMKO MOTHpodJieMa urja je AMMEH3Uja 1Ba (UM BUIle) IyTa Mama Off AUMEH3HUje MOJIA3HOT MOTIIPodJieMa.
TakBux mpodema Moxe OUTH qBa Wiy Brille. Kon n3pasuto jeqHOCTABHUX MpodiieMa peliewne je Moryhe 1odutu u
pelaBamkeM CaMo jeIHOT TaKBOT MOTIIPoOIeMa, YMe ce Jodujajy n3pa3uTo e(puKacHa pelieha.

OCHOBHH IIpUMepe TEXHUKE pa3yiarama Cy COpTUpame 00jequbaBambeM (€HIVI. merge sort) 1 Op30 copTupame (SHII.
quick sort). W oBu cy anroputmu onucanu y 3amaTky Coprupame Opojera. Takohe, anroputmu odpaae OMHapHOT
JpBeTa crajajy y oBy rpymy (jep cy noaapseTa NoTopoOsieMu KOju Cy y ciaydajy OanaHCHpaHMX JpBeTa ABa MyTa
MamwM Ol JUMEH3H]je MOoJa3Hor npodsiema). buHapHa nperpara ce Takohe Moxke yOpojaTH y aaropuram OBOI THIIA,
aJIy, TIOIITO Ce KOJI Bhe je/laH MOTHpodIeM MOTIIYHO 3aHeMapyje (MTpuMembyje ce Ofceliame), Ta TEXHUKA Ce TIOHeKa[
HasuBa cmaru ia enagaj (eHri. decrease and conquer).

AKoO cy TIOTITpoOJIeMH KOjU Ce pelllaBajy jeqHaKe AUMeH3Hje (ABa MyTa Mame oj AUMEH3Hje MOJIa3Hor Mpodiema),
noduja ce Heka of cieaehux jemHaurHa (y 3aBUCHOCTH O] TOTa KOJIMKO BpeMeHa je MoTpedHOo 3a MpunpeMy NOTHpo-
Oyiema u 00jeiumaBame pe3yrara J00MjeHrux noTnpodiemMa). Pelierwa jeiHaurHA OBOT THIIA C€ MOT'Y YeCTO TOOUTH
TIPUMEHOM Mdcitiep iieopeme, a MU ieMO y HACTaBKY pe3UMUpPATH CaMO HEKOJIMKO HajKapaKTepUCTUIHU)HX.

e Jepnaunna T'(n) = 2T (n/2) + O(n), T(0) = O(1) uma pewerse O(nlogn).
e Jepnaunna T'(n) = 2T (n/2) + O(1), T'(0) = O(1) uma petuere O(n).
e Jepnaunna T'(n) = 27 (n/2) + O(logn), T(0) = O(1) uma pewewe O(n).
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* Jennaunna T'(n) = 2T(n/2) + O(nlogn), T(0) = O(1) uma pememe O(n log?(n)).

Tpeda odpatuTi MaxkkHy HA TO JIa aKO Cy MOTIPOOJIEMH CTaTHO HepaBHOMEpHe JUMeH3Hje, Moryhe je ma ce moduje
HpoLec KOju ce JereHepuilie y rpouec koju ce onucyje jeqaaunnom 1'(n) = T'(n — 1) + O(n), T(0) = O(1) n
uuje je pemerse O(n?) (WTO je, Ha TIPUMEP, CIOKEHOCT HAjTOPET Cilydaja y anroputMy quick sort, ako muBoT

V ciydajy anroputama tuna decrease and conguer, peliaBa ce caMo je[aH MOTIpodieM U Jodujajy ce Hajuelrhe
jenHauvHe ciaeneher Tumna.

e Jempnaunna T'(n) = T(n/2) + O(n), T(0) = O(1) uma petuewe O(n).
¢ Jemnaunna T'(n) = T(n/2) + O(1), T(0) = O(1) uma petere O(logn).

3anarak: Coprupame OpojeBa

Osaj 3agaiiiak je HOHO8/bEH Y UUDY YEEHCOABArA PAZUMUIIIUX THEXHUKA peulasarba. Bugu itiexcili 3agaiiika.
Toxywaj ga 3agaiiax ypaguw kopuiheroem llexHUKA Koje ce U3Naxicy y 080M Hoinasmvy.

Pememe

Bp3o coprupame (QuickSort)

Y cBakoOM KOpaky ajropuTMa CopTHpama jeJjaH eJeMeHT (0OMYHO Ha3UBaH HUEOIH) ce JOBOJIU Ha CBOj& MECTO (I10-
KeJbHO Oyn3y cpeauHe Hu3a). [la OM HaKkoH Tora, mpodyieM Morao OUTH CBEIEH Ha COPTUpAIbE Ba Marba MOJAHU3a,
MOTPEOHO je MPUIMKOM JI0BOherba MUBOTA Ha CBOjE MECTO IPYIHMCATH CBE eJIEMEHTE Makhe WM jeIHaKe OJ1 khera Jie-
BO O] Iera, a CBe elieMenTe Behe oJ1 era JeCHO Of1 era (ako ce Hu3 copTupa Heornanajyhe). To nperpynucaBame
elieMeHaTa HU3a, KOPaK HapiiuyUOHUCarbd KJbyIHH je KOpaK aJlrOpUTMa Op30r COTUpama.

Bp30 coprupatse ce MOXe UMIUIEMEHTHpPATH Ha crefiehin HaumH. [Tosus qsort_(a, 1, d) sortira deo niza afl, d].
IMapTunmonucame ce BpIIM TEXHUKOM [Ba MoKa3uBada. CiIMYHA TEXHMKA je MpUKas3aHa y 3ajauuma JIBodojka u
Tpodojka.

HakoH napTuimoHucame pekyp3uBHO ce COPTUpPajy JieBa U JIECHa M0JI0BUHA HU3a. M3na3 u3 pexypsuje npeiacrasba
cilydaj Kaja je Hu3 (1j. BeroB Jeo all, d]) mpasaH Win jefHoWIaH (TakaB HU3 je Beh COpPTHpaH).

Anammza caoxenoctn. CIIOKEHOCT Hajroper cilydyaja oBOI alrOpMTMa Moxe OMTHM KBaipatha Tj. O(n?), ako
ce CTAJHO JielllaBa Ja MMBOT [E/M HU3 Ha JBe HepaBHOMepHe lennHe. Umak, Moxke ce JOKa3aTu Ja je MpoceyHa
cnoxeHoct opor anropurma O(n log n) vy mpakcu OH MoKa3y je Beoma 100pe pe3yiTare (3a pasiuKy o COPTHparba
o0jeqrbBakeM He TPOIIH Ce BpeMe Ha IToMepambe eeMeHara n3Mel)y MoMONHOT ¥ ITIaBHOT HU3A).

// soritra segment pozicija [l, d] u nizu a
voild quick_sort(vector<int>& a, int 1, int d) {
// ako segment [l, d] jedan ili nula elementa on je vec sortiran
if (L <d) {
// za pivot uzimamo proizvoljan element segmenta
swap(a[l], a[l + rand() % (d - 1L + 1)]);
// particionisemo niz tako da se u njemu prvo javljaju elementi
// manji 1li1 jednaki pivotu, a zatim veci od pivota
// tokom rada vazi [l, k] su manji 1li jednaki pivotu
// (k, 1) su veci od pivota, [i, d] su jos neispitani
int k = 1;
for (int 1 = 1+1; 1 <= d; 1++)
if (a[i] <= a[l])
swap(a[i], a[++k]);
// razmenjujemo pivot sa poslednjim manjim ili jednakim elementom
swap(a[l], a[kD);
// rekurzivno sortiramo deo niza levo 1 desno od pivota
quick_sort(a, 1, k - 1);
quick_sort(a, k + 1, d);
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// sortira niz a

void quick_sort(vector<int>& a) {
// poziv pomocne funkcije koja u nizu a sortira segment pozicija [0, n-1]
quick_sort(a, 0, a.size() - 1);

}

Bugu gpyiauuja pewierba oot 3agaitixa.

3anarak: 30up k HajOoobux

Osaj 3agaiiiax je HOHOG/bEH Y UlbY Y8EHCOAB8ARA PA3MUMUINIUX THeXHUKA pewiasared. Bugu itiexciil 3agaitixa.
Ioxkywaj ga 3agaisiax ypagu kopuutheroem MexXHUKA Koje ce U3NANCY Y 080M HOiNaAs/vY.

Pememe

QuickSelect

Aunroputam 6p3e ceaexyuje (QuickSelect) mpeacrasba MoAU(pUKALUjy aIropuT™Ma Op30r COpTHpama. AJITOpUTaM
Op3or copTupama M HberoBa UMIUIEMEHTalMja Cy MpuKa3aHu y 3amatky Coprupame OpojeBa. Bpsa cenekimja ce
KOPHUCTH Ja Ce HU3 MOJIeNM Tako Ja ce Ha mpBux k Mecta Hahe k HajBehmx (MM HajMamMX) eleMeHaTa HU3a, Ja
ce Ha MEeCTHMa M3a BUX Hajla3e eJeMEeHTH MawH (WM Behu) o BbUX, IPU YeMy je pefocie]] eleMeHara y CBakoj
o[l Te JBe Ipyne npousBosbaH. IlomTo je pemocnen eneMeHara y rpynama Ipou3BOJbaH, MOXe ce JOOUTH epuKa-
CHUjM aJIrOpUTaM OJi OHOTa Y KOM OU ce COpTHpao Lieo HU3 (jep pelociesl eleMeHaTa y CBakoj Ipylu Moxe OuTh
[IPOU3BOJbAH).

AsropuTam dp3e ceeKkIpje ce 3aCHUBA Ha KOPaKy MapTUIMOHNCAA, ICHTUIHOM Kao Y JITOPUTMY Op30T COpPTHpa-
1a, KOj! y JIMHEapHO] CIIOKEHOCTH eJleMeHTe Hu3a ypelyje Tako Ja ce pBo y HU3y Hal)y eJIeMEHTH KOjU Cy MabH Off
HEKOT' JIaTOT eJleMeHTa (T3B. IMBOTA), 1a C& HAKOH HUX HAJIa3M Taj eJIEMEHT U Jla HAKOH Tora clie/ie eJIEMEHTH KOju
cy Behu oz nuBoTta. Penocnen enemeHara y cBakoj Ofi OBUX IpyIa je NOTITYHO IPOM3BOJbaH. AKO ce IIMBOT jaBiba
BUIIIE ITyTa, OCTaJja 10jaBJbHBamba MMBOTa MOTY OMTH OMIIO JIeBO, OWIIO JIECHO O] MMBOTA (YECTO Ce y3UMa Jia Ce JIEBO
0J] IMBOTA HaJla3e €J1eMEHTH MambH WM jeJHAKH Off Hera, a IEeCHO elIeMEHTH cTporo Behu of mwera mim odparHo).
Kao kox anropurma dp3or copruparma, 3a MapTULHOHNCAE CE MOTY KOPHCTUTH TOCTYIIM 3aCHOBAaHU Ha TEXHULIU
JIBa MOKa3uBayva. [letasbaH Onuc MocTynaka OBOT TUMA Jat je y 3aaanmuma J[[Bodojka uim Tpodojka.

Ilomro ce Y 3aaTKy Tpaxu 36Hp k HajBehI/IX €JIeMeHara y HU3y, jeHHOCTaBHOCTI/I paau, HpCTHOCTaBI/IheMO Ja eJie-
MEHTE HH3a COPTUPAMO Yy OspaTHOM penociienny — KeJamMo J1a ce k HajBehI/IX €JIEMCHaTa HU3a Halje Ha HBErOBOM
TIOYETKY.

OcCoBHHE aTOPUTaM je peKyp3vBaH U MapaMeTap peKyp3uje cy rpanurie [ u d u Opoj k, 1 3aaTak aJiroputMa je aa
Ileo HU3a Ha nosuimjama (I, d] peopranusyje Tako ja Ha modeTky Oyze k HajBehux efleMeHaTa TOT jiefia HU3a.

W3na3 u3 pekyp3uje Moxe outu Kana je k Behie win jeaHako of ayxuHe cermenta [I,d), 7j. kaga jek > d — 1+ 1
Tajga CBU eJIeMEeHTH Hu3a criafgajy Melhy npeux k. Ako je y crapty k < n, rae je n Opoj eleMeHata HU3a, Taaa k
HuKaja Hehie dutu crporo Behe ox qyxuHe cermenta [l d] (anmu Moxe OUTH jeIHAKO).

HakoH 1300pa NMBOTA ¥ MAPTUIIMOHKCAHA, TO3HATA j€ MO3UIIMja Ha KOjOj ce MUBOT Hasla3u. Heka je To Heka mo3uipja
m (Baxu ga je [ < m < d).

* Ako je Opoj ememeHaTa JIeBO Of NHMBOTa (BpegHocT m — [) Beha wim jemqHaka k oHIa je moBoJbHO Hahu k
HajBehux esemMeHara JeBor Jeja Huza. Haume CBU efleMeHTH y JIeBOM Jiefly Hu3a ¢y Behu win jelaHKu of
[MBOTA M Off eJleMEHaTa y ISCHOM JIeIy, [a ce CBUX k HajBehux ejleMeHaTa Jiejia Hu3a ca nosuuja |1, d] Hanase
y JIEBOM JieJTy HU3a, UCIpe]] MBOTA. [{akiie, HOTpedHO je M3BPIIKUTH PEKYP3UBHU [O3MB 3a uHTEpBa (I, m — 1]
u 6poj k Tj. mponahu k HajBehux enemeHara y meiy Hu3a Ha mosuimjama [, m — 1].

* V cynpoTHOM ce 3aKJby9YHO ca IMBOTOM Hanasu m — [ + 1 o k HajBehux enemeHaTa HU3a U 3aTO j€ IIOTPEOHO
y JIECHOM Jienty oapenut jour k — (m — [+ 1) HajBehux enemMeHara u3 TOT Jiefia, TAKO Jia Ce PEKYP3UBHHU TTO3MB
BpIM 3a uHteppat [m + 1,d] u dpoj k —m +1 — 1.

ITpumeTumo Aa y (hyHKIUjU IOCTOjU CaMO jelaH PEeKYP3UBHU MO3KUB U TO PEIHU, TaKO Ja CE OH MOXKe jeJHOCTABHO
€JIMMUHHCATH.

Mpumep. TlpukaxuMo pajg OBOI aNropuTMa Ha MNpPUMEPY MpOHANakema 5 HajBehux ejemeHarta Hu3a
5,9,6,3,10,13,1,7,8,14,2. Baxugaje k =5un = 11.
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» Hamnouerky je [I, d] = [0,n—1] = [0, 10]. [ocne maprurmonucarma toduja ce a3 9, 6, 10, 13,7,8,14, 5,3, 1, 2,
I7ie je MMBOT 5 3aBpIIKMO Ha mos3umuju m = 7. Ilomro je dpoj enemeHara jeBo ox muBota m — [ = 7
Behu ox k = 5, peKyp3vMBHO IIpoHaNa3uMo 5 HajBehux ejleMeHarta y ey HU3a Ha MO3UIjaMa Y HHTepBaLy
[I,m —1] =0, 6].

e Tapruimonuinemo neo Hm3a oapeben ca [I,d] = [0,6]. Tlocie maprurmMoHucama OOOWja ce HU3
10,13,14,9,6,7,8,5,3,1,2, rae je nmuBoT 9 3aBpmuo Ha nmosunuju m = 3. OBaj myT je dpoj ene-
MeHaTa JIeBO Ol MUBOTa m — [ = 3 cTporo MamM of k = 5. 3aro je moTpedHO peKyp3uBHO MoHahu
k — (m — 1+ 1) = 1 Hajsehu eseMeHT y ety HU3a Ha nosuimjama [m + 1, d] = [4, 6]

e TMaprummonuinemo neo Hm3a oapeben ca [I,d] = [4,6]. Tlocie mapruimoHucama OOOWja ce HU3
10,13,14,9,7,8,6,5,3,1,2, rne je muBoT 6 3aBpmmo Ha nosumuju m = 6. DBpoj eremeHara sneBo
on muBoTa m — | = 2 u oH je Behu of k, ma peKyp3mBHO Tpaxumo k = 1 HajBehu eleMeHT y ey Hu3a Ha
nosunjama [, m — 1] = [4, 5].

e IMapruimonuinemo neo Hm3a oapeben ca [I,d] = [4,5]. Tlocie maprurmoHucama OOOWja ce HU3
10,13,14,9,8,7,6,5,3,1,2, rue je muBOT 7 3aBpIIMO HA MO3UIUjU m = 5. DBpoj ememeHara jieBo
onmmBoTa m — [ = 1 ¥ OH je jemHak k, a peKyp3uWBHO Tpaxumo k = 1 HajBehu efeMeHT y [eny Hi3a Ha
nosunjama [, m — 1] = [4, 4].

* Tlomrro je myxuna d — | + 1 unrepsana [I, d] = [4, 4] jennaka k = 1, mocrymnaxk je 3aBpiieH. KoHauHo crame
Hu3a je 10,13,14,9,8,7,6,5, 3, 1, 2. [IpumeTnMo Ja HA3 HUje COPTHPaH onajajyhe, ajam cMo CUTYpHH Jia ce
5 HajBehux ejleMeHaTa HA3a caJja Haja3y Ha FerOBOM TIOUETKY.

Joxa3 xopekTHOCcTH. [IprMeTnMO U Ja I0Ka3MBame 3ayCTaB/bakba AITOPUTMA HUje CACBUM TPUBUjATHO. AKO je
k y crapty Behe on mykuHe HU3a, aropuTam he ce ogmax 3aycTaBUTH. Y CynpoTHOM he cBe BpeMe M3BpllaBamba
anroput™a BaknTy mHBapyjanTta 1a je 0 < k < d—1[+1 (y TpeHyTKy Kaja ce IOCTUTHE TOpHa jeIHAKOCT, AITOPUTaM
he ce 3aycraButn), 0K he ce BpenHocT d — [ + 1 cMambHBaTH Kpo3 peKyp3UBHE IO3UBE.

* Ako je k < m — [, usBpumhe ce pexkypsupnu nosus 3al’ = I, d' = m — 1 u k' = k. Tlowrro je m < d, Baxu
nmajem<d-+1 3arojed —l'+1=m—-1—-I+1=m-I<d—-1+1.

Baxunpajek' <d —U'+1,jepjek'=k<m-—-Il=d —1'"+1.Baxuupgaje0 < k' =k

* Axo je k > m — [, uspumhe ce pekypsuBan nosuB3al’ = m+1,d =duk’ =k — (m —1+1). Tana je
d—U+1=d—(m+1)+1=d—m.lomro jel < m,Baxumajed —I'+1=d—-m<d—-Il<d—1+1.

Baxu u 12 je k' < d’ — I’ + 1. 3amenom jgodujamo na je Taj ycioB ekBuBaneHTan k — (m — [ + 1) <
d—(m+1)+1,1.k+1—1<d, HoToBaxu, jepjek <d—1+1.

[Mowro je k > m — |, Baxuupgajek >m—1+1l,majek’=k—(m—1+1)>0.

U3 oBe aHanmM3e jacHO je M Ja ako je k < m, TaJa yCJIOB 3ayCTaB/baiba alropuTMa (13J1a3 U3 peKyp3uje) Moxe OUTn
Y KaJia HU3 TOCTaHe MpasaH Tj. Kaga je [ — d + 1 mocrane 0. Takohe, ycioB 3aycraBbamba O MOrao OMTH U TO A2 je
k=0.

Anammsa caoxenocti. [ToJ IpeTocTaBkoM aa he MUBOT JENMTH HU3 Ha JEOBE KOjU CY OTIIPHIIMKE je[HAKe
BEJIMUMHE, CIIOKEHOCT OBOI aroputMa ce onucyje jegHaunHom 1'(n) = T'(n/2) + O(n),T(0) = O(1), unje je
peese T'(n) = O(n). Hdaxie, crnoxeHOCT aropurMa opse cenekiuje je uneapHa O(n). TlomTo ce neo Hu3
y4MTaBa ¥ YyBa Y MEMOPHjH M MPOCTOPHA ciioxkeHocT je O(n).

// QuickSelect - odredjujemo najvecih k elemenata niza a tj. niz permutujemo
// tako da se najvecih k elemenata nadju na prvih k pozicija (u proizvoljnom
// redosledu)
vold gsortK(vector<int>& a, int 1, int d, int k) {
if (k>=d -1+ 1)
return;

// niz particionisemo tako da se pivot (element a[l]) dovede na
// svoje mesto, da ispred njega budu svi elementi koji su veci 1li
// jednaki od njega, a da iza njega budu svi elementi veci od njega
intm=1;
for (int t = 1+1; t <= d; t++)
if (a[t] >= a[l])
swap(a[++m], a[t]);
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swap(a[m], a[l]);

if (k <=m - 1)
// svih k elemenata su levo od pivota - obradjujemo deo ispred pivota
gsortk(a, 1, m - 1, k);
else
// mozda su neki kod k najvecih iza pivota - obradjujemo deo iza pivota
gsortkK(a, m+1, d, k - (m - 1 + 1));
}

// QuickSelect - pomocna funkcija zbog lepseg interfejsa
void gsortK(vector<int>& a, int k) {

gsortK(a, 0, a.size() - 1, k);
}

Pauyname 301pa TOKOM NapTHIHOHHCAKHA

VYMecTo Ja eneMeHTe NPBO paclopeguMo Tako jAa k Hajeehux enemeHara Oyne Ha MOYETKY, Ma TEK 3aTUM Ja UX
cadupamo, (pyHKIMja MOXke OUTH JepMHMCAaHA TaKO Jla ICTOBPEMEHO pacriopelyje eneMeHTe 1 pauyHa HBHIXOB 30up.
YV 0BOM ciyuajy 3rofiHO HaM je Ja 3a u3j1a3 U3 peKyp3uje Mporiacumo yciioB k = 0 WiIv yCJIOB J1a je HU3 Mpa3aH Tj.
najed—I1+1 =0, jepyodacnyuaja ¢pyHkirja Tpeda 1a BpaTH 30Up HyJIa, IITO C€ BEOMa jeIHOCTABHO IIPOrpamMupa
(ako Om m3nMa3 u3 pexyp3uje Ouo 1a k mocTaHe jemqHaKo TyKUHH HU3a, MPWIMKOM U37a3a U3 peKyp3uje, Tpedaro ou
M3pavyHaTH 30Mp CBUX eJleMeHaTa Hi3a, IITO je Malo KOMIUIMKOBaHHje).

INomTo je pexyp3uja penHa, OHa Ce JIAKO eTMMUHHMIIIE.

// QuickSelect - zbir k najvecih elemenata niza
int zbirKNajvecih(vector<int>& a, int k) {
int 1 =0, d = a.size() - 1;
int zbir = 0;
while (k !'= 0) {
// niz particionisemo tako da se pivot (element a[l]) dovede na
// svoje mesto, da ispred njega budu svi elementi koji su veci ili
// Jjednaki od njega, a da iza njega budu svi elementi veci od njega
intm=1;
for (int t = 1+1; t <= d; t++)
if (a[t] >= a[l])
swap(a[++m], a[t]);
swap(a[m], a[l]);

if (k<=m-1)
// svih k elemenata su levo od pivota - obradjujemo deo ispred pivota
d=m- 1;

else {
// sabiramo sve elemente zakljucno sa pivotom
for (int 1 = 1; 1 <= m; i1++)

zbir += a[i];

// mozda su neki kod k najvecih iza pivota - obradjujemo deo iza pivota
k -=m- 1+ 1;
l=m+ 1;

}

}

return zbir;

}

Budanoreuka pynkiuja

V jesuky C++ Oubimmoteuka dpyHkimja nth_element Bpim nopeny HU3a Tako ja ce Ha MO3MLMjK N Hahe eneMeHT
KOJjU Ty W NIpUMNAaJia y COPTUPAHOM peJocieny, Ja ce MCIIpe Te MOo3MLHje Hal)y eleMeHTH KOjU Cy CBU Marbu WIN
jeIHaKH Of Iera, a Aa ce |3a Te Mo3ullyje Hally eJleMeHTH KOju Cy CBY Behm WM jemHaku of mera. DyHKImju ce
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npociely je uTepaTop Ha IMoYeTaK Jiesa Huza (BeKTopa) Koju ce odpalyje (oduano nodujen momohy begin), ureparop
Ha HEeKy MO3UIM]jy Ha CPEIVHU HI3a ¥ UTEPaToOp KOjH YKa3y je HEMOCPEeJHO M3a Kpaja Hu3a (00MYHO JoOujeH moMohy
end). AKO CpeUIIIHY UTepaTop yKasyje Ha n-Ty MO3MLKMjY Y HU3Y HaKOH IpuMeHe (PyHKIIHje Ha Toj Mo3uuuju he ce
Hahu n-TU 1O BEIMYMHHU €JIEMEHT, JIOK he CBU eJIEMEHTH JIEBO O Hera OUTH Mary WM jeIHAKU OJf CBUX eJieMeHaTa
JecHO of wera. Pervo 1 na noctoju dyHkmja partial_sort Koja je cimyHa NpeTxofHO] iy yjetHO eIeMeHTe
ucmpes aare nosuiyje ypehyje (copurpa) no BenmuuHy, MehyTHM, y OBOM Cilydajy TO HaM HHUje MOTpedHO U THMe
01 ce caMo HENOTPEdHO rydusIo BpeMe.

// niz particionisemo tako da je k-ti element na svom mestu i1 da su
// svi elementi ispred njega manji 1li jednaki od svih elemenata iza
nth_element(a.begin(), next(a.begin(), k), a.end(), greater<int>());

// odredjujemo 1 ispisujemo zbir prvih k elemenata transformisanog niza
cout << accumulate(a.begin(), next(a.begin(), k), 0) << endl;

3anarak: CopTupame OpojeBa

Osaj 3agaiiiak je HOHO8/bEH Y UUDY YEEHCOABArA PAUMUIIIUX THEXHUKA peulasarba. Bugu iiexciti 3agaiiika.
Tokywaj ga 3agaitiax ypaguuw kopuutheroem wexHuKa Koje ce uznadicy y 080Mm ioinasmvy.

Pememe

Coprupame 00 jequmaBamem (MergeSort)

AsropuTam copTpama 00jeanbaBambeM eIy HU3 Ha [IBa [e/1a Yrje ce JyKMHE pa3ivKyjy Hajue 3a 1 (YKOJIHKO
je IyXKuHa HA3a IapaH Opoj, OHJIa Cy OBa JBa eja jeJHAKUX TyKMHA), peKyp3UBHO COPTHPA CBAKU O HHX U 3aTUM
00jeumbyje copTUpaHe MoJOBMHE. 3a 00jeIubaBabe je HEOMXOIHO KOPUCTUTH JOAATHHU, TOMONHU HU3, a HA Kpajy
ce 00jeUIbeHN HU3 KOMMpa y MoJla3HU Hu3. M35as u3 pekypsuje je ciydaj jeHOWIaHOT Hu3a (CIydaj Mpa3HoT HU3a
He MOJKE /1a HACTYIT! OCHM aKo je TMOJIa3HM HU3 Tpa3aH).

Kipyuna oneparyja y 0BOM aJITOPUTMY je omepariija 00jelnmbaBamba COPTUPAHIX HA30Ba, TEXHUKOM [Ba MIOKa3MBayva.
Hbena umruiemeHTanuja onucasa je y 3agatky Odjeaumaname. Ha mpumep, 0djeaumaBambaM COPTUPAHUX HU30BA 3
n b noduja ce coprupanu HU3 c. [IBa Beh copTupana HU3a MOTy ce 00jeqUHUTH Y Tpehr COPTHPAaHK HU3 CaMO jeTHIM
MPOJIACKOM Kpo3 Hi30Be (Tj. y uHeapHOM BpeMmery O(m + n) rae cy m U n JUMeH3Hje NOJa3HUX HA30Ba).

a: 1347911 b: 2589 10 12 14
c: 1234578991011 12 14

dyHKIMja cOpTHpaka 00jeanbaBaeM copTupa aeo Hu3a a[l, d], y3 kopumiherse Hu3a tmp kao momohuor. Ilpo-
MEHJbUBA 1. YyBa OpOj elieMeHaTa KOju Ce COPTUPAjy Y OKBUPY OBOT PEKYP3UMBHOT MO3MBA, 4 MPOMEHJbUBA S UyBa
cpeauIIy UHIeKC Y Hu3y u3Mely [ u d. Pekyp3uBHO ce coptupa n; = L%J enemeHaTa m3melhy nosunmja [ u s — 1
Ung =n— [%J enemeHaTa u3Mmel)y nosumja s i d. HakoH Tora, copTupaHy NOAHM30BHU 00jeIiibyjy ce y MoMohHH
Huz. [lomTo ce Buille He 00jeAnIbYjy 1IeJM HU30BH, Beh NIeJIoBU jeTHOT HU3a, (PYHKIM]Y 00jeiubaBamba MOpaMo

MaJIo IPHUIATOJUTH.
ITomohHM HU3 MOXe ce ITpe MOYeTKa COPTUPaha ATOLMPATH U KOPUCTUTH KPO3 peKyp3UBHE MO3MBE.

Anaim3a caoxkeHocTH. JlodujeHa (yHKIMja COpTHpama KMMa TapaHTOBaHY CJIOXEHOCT Hajroper ciyvaja
O(nlogn), mro 3Haum na je MHOro Opxa of (hYHKIMja 3aCHOBAHMX HA COPTHUPAIGY CEJEKIIjOM WM COPTHPAY
yMeTameM umja je cnoxkenoct O(n?).

// ucesljava deo niza a iz intervala pozicija [i, m] 1 deo niza b iz
// intervala pozicija [j, n] koji su vec sortirani tako da se dobije
// sortiran rezultat koji se smesta u niz c, krenuvsi od pozicije k
vold merge(vector<int>& a, int i, int m,
vector<int>& b, int j, int n,
vector<int>& c, int k) {
while (1 <= m && j <= n)

c[k++] = a[i1] <= b[j] ? a[i++] : b[j++];
while (1 <= m)
c[k++] = a[i++];
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while (j <= n)

}

c[k++] = b[j++];

// sortira deo niza a iz intervala pozicija [l, d] koristeci

// niz tmp kao pomocni

void merge_sort(vector<int>& a, int 1, int d, vector<int>& tmp) {
// ako je segment [l, d] jednoclan i1li prazan, niz je vec sortiran
if (1 <d) {

}
}

// sredina segmenta [l, d]
ints=1+(-1)/ 2;

// sortiramo segment [l, s]
merge_sort(a, 1, s, tmp);

// sortiramo segment [s+1, d]
merge_sort(a, s+1, d, tmp);

// ucesljavamo segmente [l, s] i [s+1, d] smestajuci rezultat u

// niz tmp
merge(a, 1, s, a, s+1, d, tmp, 1);
// vracamo rezultat iz niza tmp nazad u niz a
for (int 1 = 1; 1 <= d; i++)
a[i] = tmp[i];

// moze 1 pomocu biblioteckih funkcija

/*

merge(next(a.begin(), 1), next(a.begin(), s+1),
next(a.begin(), s+1), next(a.begin(), d+1),
next(tmp.begin(), 1));

copy(next(tmp.begin(), 1), next(tmp.begin(), d+1),

*/

// sortira niz a

void merge_sort(vector<int>& a) {
// alociramo pomocni niz
vector<int> tmp(a.size());
// pozivamo funkciju sortiranja
merge_sort(a, 0, a.size() - 1, tmp);

}

3anarak: bpoj naBep3uja

next(a.begin(),

1);

Hanwminm nporpam koju oapehyje konuko y Hu3y uma unsepsuja (nosuuuja 0 < ¢ < j < n, TakBUX Ja je a; > a;.

Vaa3z: Ca cranaapaHor ynasa ce ynoct 0poj n (1 < n < 10°) u 3aTuM 1 LeIuX dpojeBa, CBAKH y OCeOHOM peay.

M3zaa3: Ha cranpapaay w3ia3 UCOMCATH caMO TpaXkeHH Opoj WHBep3uja.

IIpumep

Vaaz Hznasz
5 3

3

1

4

2

5

Pememe
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I'pyda cuia

I'pyOoMm cmitom ce 3amaTak peliaBa Tako INTO ce TTOMOhy yrHe:kheHHX MeT/bU UCIUTAjy CBH MapoBH mosuiyja 0 <
¢ < j < n unpedpoje cBU clyyajeBu Kaja je a; > a; (dpojumo enemente (unrpupane cepuje). ClnoxkeHoCT 0BOr
alropuT™Ma oiroapa dpojy naposa, a 1o je O(n?).

long long broj_inverzija(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
long long broj = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 1+1; j < n; j++)
if (a[j] < a[iD)

broj++;

return broj;

}

IMogenn na Baagaj - mogudpukanuja aaropurma MergeSort

Pa3motpumo kako ducmo mpodieM periu gekommnosuuyjoM. Ipaszan v jeqHounaH HU3 HeMajy MHBEp3Huja. AKO
jé HM3 NOfIe/beH Ha [Be IOJIOBHMHE, YKyNaH Opoj MHBep3Mja jeJHak je 30upy Opoja mHBep3uja Mely eneMeHTUMa
IpBe MOJIOBUHE, Opoja nHBep3Hja Melly eeMeHTHMa JIpyre MOoJIOBHHE U Opoja apoBa eJeMeHara Ijie pBH eJIEMEeHT
NIpUMa/ia IpBoj, APYTH eJIeMEHT NpHUIaAa APYroj MOJIOBUHY | NpBHU je Behu o apyror. Ilpa aBa dpoja Moxkemo
OIpEeAWTH PEKyP3UBHO U OCTaje caMo MHTame Kako edukacHo oapenutu Tpehm dpoj. [da ducmo nodwnm ykymHy
cioxernoct O(nlogn) taj npodriem je notpedHo pemmwtu y ciokeroctd O(n) TaKo Ja MCIIMTHBAE CBUX MAPOBA
eJieMeHaTa U3 IIpBe U ipyre MOJIOBUHE HE [0JIa31 y 003up. 3ajaTak OU ce MOTrao JIaKIe PELIUTU aKo OU IpBa 1 Ipyra
10JIOBMHA OWJie copThpaHe (KJbyYHU YBUJ je J1a COPTHUpame eJeMeHaTa TUX MOJOBMHA He Mewa Tpehu Opoj). Taga
MOXEMO NMPUMEHNTH TEXHUKY JIBa MTOKa3MBa4ya M BeoMa CJIMYHO Kao y CIydajy 0djefnmbaBara JBa COpTHpaHa HU3a
oJpeauTH kebeHn Tpehu Opoj. YMecTo 1a copTupaMo MOJOBHHE 3ace0OHO, MOKEMO aJITOPUTAM COPTUPara UHTET PU-
cartu ca dpojameM MHBEp3Uja U MPOIIMPUTH MHBApUjaHTy Hallle (PyHKIHje (0jayaT MHAYKTHBHY XUIIOTE3Y) TaKO Ja
¢ynkmja Bpaha dpoj MHBEp3Uja U yjeaHo U copTupa HU3. Ha ocHOBY MHBapHjaHTe, peKyp3UBHU NO3KMBU he copTH-
patu JIeBy U IECHY MOJIOBUHY, a 1a OUCMO je oJpKajii, TOKOM ofipehuBama Tpeher dpoja BpurheMo odjenumaBamme
COpPTHPaHMX HU30BA (UCTO Kao y airoputMy MergeSort).

IIpumep. [lokaxuMo Ha jeTHOM IMPUMEPY KaKO MOKEMO Jja IPedpojuMo MHBEp3Hje TOKOM 00 jenumaBama. Heka
jemaruuz 1,3,5,4,7,6,2,8. Ce unBep3uje y memy cy (3,2), (5,4), (5,2), (4,2), (7,6), (7,2) u (6,2) u uma ux
7.

Iopenom ce nodujajy nonosune 1,3,5,4 u 6,7,2,8. Pekyp3uBHM NO3UBH COPTUPA]jy MOJOBUHE HU3A U Y IPBO]
HOJIOBMHH TpoHanase uneep3ujy (5,4), a y apyroj nonosunu unsep3uje (7,6), (7,2) u (6,2). Hemocrajy joru
MHBEp3Uje [Ie je NPBH eJIeMeHT U3 TIpBe, & APYrH U3 Apyre MoJoBuHe Hu3a (To ¢y uHBepsuje (3, 2), (4,2) u (5, 2)).
Coprupane nosioBute ¢y 1,3,4,5u 2,6, 7, 8. 3anoyHnMo 00 jenbaBabe OBUX HIU30BA.

* Ha nouetky ce nopezne enementu 1 u 2. IlomTo je eseMeHT U3 JieBe MOJIOBUHE MamU, OH ce mpedaiyje y
pe3yaryjyhu Huz. [lomro je npyra nojaoBHMHA COPTHpPaHa, 3HAMO Ja je eJIeMEeHT 1 MamU Off CBUX eJleMeHaTa
Jpyre MOJIOBHHE, T1a OH y4ecTByje y 0 nHBep3uja.

» HakoH Tora ce nopenie enementy 3 1 2. OBaj MyT je eJeMeHT AeCHe MOJIOBUHE 2 Malby O] eJIeMEeHTa U3 JieBe
TIOJIOBUHE 3, Ta 3aTO Hera IpedailyjemMo y pesyirar. EjeMeHT 2 je Mamu of] eJleMeHTa 3, a MOLITO je JieBa
TMOJIOBMHA COPTUPAHA, MakbH je M OJ] CBUX eJIeMeHaTa U3a ’era. 3aTo 3HaMo Jia OH YYecTByje y 3 MHBep3uje.

* Hakon Tora ce nopene enementr 3 1 6. EnemenT 3 je Mamu o7 enemeHTa 6, Ia ce OH mpedaityje y pe3ynirar.
Iomro ce enemenT 6 Hama3y Ha MO3UIMjX 1 y JAECHO] TIOJOBMHM U TIOMITO j€ JIECHA MOJIOBMHA COPTHPAHA,
MOXEMO 3aK/bYUUTH Ja eJIeMEHT 3 YYeCTBYje y jeJJHO] UHBEP3UjH (TO je OHa ca eJIeMEHTOM 2).

» HakoH Tora ce nopene enementy 4 u 6. Enemenr 4 je Mawu of] ejieMeHTa 6, la ce oH rpedailyje y pe3yJrar.
INomro ce enemeHT 6 Hanasu Ha MO3UIMjU 1 y AECHO] MOJOBHHU U MOIITO j€ JECHA MOJOBUHA COPTHPAHA,
MOKEMO 3aKJBYUYHTH Ja eIeMeHT 4 yJecTByje y jeqHOj MHBep3Uju (TO je OHa ca eIeMEHTOM 2).

» HaxoH Tora ce nopese enemeHT! 5 1 6. EnemeHT 5 je Mamu of ejeMeHTa 6, 1a ce oH mpedailyje y pe3ynarar.
IMomro ce enemeHT 6 Hajla3u Ha MO3ULMjU 1 y JECHO] TMOJOBUHM U IOIITO j€ JECHA MOJOBUHA COPTUPaHa,
MOKEMO 3aKJbYyUUTH Ja €IEMEHT D yUecTByje y jeqHOj MHBEP3UjU (TO je OHa ca eJIEMEHTOM 2).

* [lomTo cy cBM eleMeHTH U3 MpBe MOJIOBUHE NPENUCaHn y pe3yiaTyjyhn HU3, TIPeTcyjy ce eleMeHTH U3 ApY-
re nosioBuHe. [lpemnucyje ce enemenT 6 u momTo je oH Behu o CBUX esleMeHaTa U3 NpBe MOJIOBUHE, OH HE
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y4YecTBYyje HM Yy jelHOj MHBep3uju. VIcTo Baxu 1 3a eneMeHTe 7 1 8.

JlakJie, IpHIIMKOM 00 jeArbaBaka 3a CBaKM eIEMEHT MOXEeMO Opoj MHBep3uja y KOjuMa ydecTByje (HapaBHO, TOBO-
pUMO caMO O MHBep3ujaMa u3mely /iBe MOJIOBUHE HU3a).

» Kapna ce y pesynryjyhn HU3 ipenucy je eleMeHT U3 JIeBe MOJIOBUHE HU3a OH je cTporo Behu of1 cBUX efemeHara
JIeCHE TI0JIOBMHE KOju Cy Beh mpenucanu (lbUXoB Opoj ce JTaKko Ogpeay Ha OCHOBY BPEIHOCTH JECHOT MTOKa3HBa-
4a), a Markby WM jeTHAK OJ] OCTAIMX eJleMeHaTa JecHe MMOJIOBIHE, 1a je Opoj MHBep3rja y KOjuMa OH y4eCTBYje
jeIHaK BpeJHOCTH JIECHOT MOKa3uBaya (o[ Koje Tpeda 0 y3eTH MO3UIIM]jy MoYeTKa JeCHe MOJIOBUHE HU3a, aKO
HECHHU eJIEMEHTH HUCY cMellTeHu oA nosuiuje (). Ako AecHa MOJIOBUHA MOYMIbe Ha TO3UIMju s + 1, Taja ce
Opoj UHBEp3HUja MOXe OIPEIUTH Kao pg — s — 1.

» Kapa ce y pesyntyjyhn HM3 mpenmcyje e1eMeHT U3 AeCHE MOJIOBHHE HU3a, OH je CTPOro Mamu of Tekyher
€JIeMEHTa y JIeBOj MOJIOBUHH U CBHX €JleMeHaTa u3a mera. [lakie, dpoj MHBEep3Hja y KojuMa y4ecTBYje MOKe
ce U3pavyHaT! TaKo LITO Ce Ofl YKYIHOT Opoja eleMeHaTa JieBe I0J0BUHE Oly3Me ITO3ULM]ja JIEeBOT IOKa3uBaya
(HapaBHO, OIET je MOTPEedHO y 0O3UP Y3€TH U MO3ULH]Y Ha KOjOj MOUMb-e JIeBa IIOJIOBUHA HU3a). AKO ce JieBa
0JIOBMHA 3aBpLIaBa Ha MO3ULMjU S OHJA ce OpOj MHBEP3Uja MOXeE U3pauyHaTy Kao s + 1 — p;.

VkynaH dpoj nHBEep3Wja ce MOXe U3padyHATH OWJIO TaKo INTO ce cadepe Opoj MojeIMHaYHNX MHBEP3Uja 32 CBAKH
eJIeMEeHT U3 JieBe MoJioBuHe (Taja Opojau yBehaBamo y TpeHYTKy Kajia ce rpedaily je eJIeMEeHT U3 JIeBe MOJIOBUHE) WU
TaKo MTO ce cadepe Opoj MojeIMHAUYHMX MHBEP3Uja 32 CBAKM €JIEMEHT U3 IeCHe MoJjioBuHe (Tajga Opojau yBehaBamo
y TPEHYTKY Kaja ce rnpedailyje eJeMeHT U3 JeCHe NOoJoBUHe). Moxkaa je Majio jeAHOCTaBHUje cadpaTy MHBEp3Uje
CBHX eJIeMeHara y IECHOj TIOJIOBHHH, jep Taja y (pa3u mpenucuBarma ejeMeHara peocTaie MoJoBhHe (Kaja ce jeqHa
TIOJIOBMHA MICIIPITN) HEMa MOTpede 3a aKyprpareM Opoja MHBep3Hja. 3ancTa, ako Cy IPEOCTAIN CaMo eJIEMEHTH JIEBE
TIOJIOBHHE, 32 CBAKU EJIEMEHT JIeCHe MOJIOBUHE je Beh m3padyHaT u cabpaH Opoj MHBEP3Hja, a aKO Cy MPENOCTaIN CaMo
€JIEMEHTH JIECHE TIOJIOBHHE, IMOMITO Cy UCLPIUbEHHU CBU €JIEMEHTH JIeBE MOJIOBHUHE, TH MPEOCTATIM €JIEMEHTU JeCHe
MIOJIOBUHE HE y4YeCTBYjy HU Y jeIHOj UHBep3uju. Mmak, momro pekyp3uBHa (pyHKIMja MOpel U3padyHaBama Opoja
MHBEp3Wja Tpeda Aa copTHpa HU3, NMPEocTalle eJIeMEHTE MOPaMo MPENHCcaT y pe3yaTaT (4ak nako Opoj MHBep3Hja
3HaAMO U paHuje).

long long broj_inverzija(vector<int>& a, int 1, int d, vector<int>& b) {

if (1 >= d)

return 0;
ints=1+(d-1) / 2;
long long broj = 0;
broj += broj_inverzija(a, 1, s, b);
broj += broj_inverzija(a, s+1, d, b);
int pl = 1, pd = s+1, pb = 0;
while (pl <= s && pd <= d) {

if (a[pl] <= a[pd])

b[pb++] = a[pl++];

else {
broj += s - pl + 1;
b[pb++] = a[pd++];
}

}

while (pl <= s)
b[pb++] = a[pl++];

while (pd <= d)
b[pb++] = a[pd++];

copy(begin(b), next(begin(b), d - 1 + 1), next(begin(a), 1));
return broj;
long long broj_inverzija(const vector<int>& a) {
vector<int> tmpi(a.size()), tmp2(a.size());
copy(begin(a), end(a), begin(tmpl));

return broj_inverzija(tmpi, 0, a.size()-1, tmp2);

}
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3anarak: bpoj cermeHara y Hu3y neJux OpojeBa 4uju je 30up HajMame
K

Hamnumm mporpam Koju y Hu3y 1enux OpojeBa (He odaBe3HO MO3UTHBHUX) ofpelyje dpoj cermeHaTa (MOJHU30BA
y3aCTOIHUX eJIeMEeHaTa) YijU je 30Up Mawu WK jeJHaK of aator opoja K.

Vaa3: Ca cranaapIHor ynasa ce yHocH aykuHa Huza n (1 < n < 10°), a 3aTUM y HapeTHOM pe/ly 7 eJleMeHaTa Hu3a
(uemmx dpojesa msmehy -1000 u 1000, pasmBojennx pasmanmma). Hakon Tora ce ynocu opoj K (0 < K < 106).

WN3na3: Ha cranpapaHu usna3 UCOMCATH TPakeH! Opoj cerMeHara.
IIpumep

Yaaz Hznaz
6 8
12 -34-56

3

Objawroerve

CermeHnTH 4nju je 30up enemenara dap 3 cy [1,2], [1,2,—3,4], [1,2,-3,4,-5,6], [2,—3,4], [2,—-3,4, =5, 6], [4],
[4,—5,6] n [6].

Pememe

Ilonean na Baajgaj

IIpBu KOpak y eprkacHOM pellemy je Ja ce MPUMEHH TEXHUKA Mpe(bUKCHUX 30MpOBa U 1a ce 3aaTaK NpehopMyJIHILe
TaKO Jja CE IPOHANIAKEE CETMEHTA Uy, . . . , 4j_1, YAJH j€ 30Mp HajMame K cBelle Ha NPOHANAXKEE 1BA NPe(PUKCHA
30upa z; M z; TakBa Ja je 1 < j ¥ Ja je z; — z; > K (Hanme, aKo je z,, 30Mp NpBUX 1M 4JaHOBA HU3A a, Taja je
30up a; + ...+ a;_1 jeaHak z; — z;). Kopumheme 30uposa npedukca 3a 6p3o u3padyHaparme 30MpoBa CETMEHaTa
HM3a TIPUKA3aHo je y 3a/laTKy 30MpPOBY CcerMeHaTa.

Hanomena. MoryhHoCT 1a HU3 capki U HETaTUBHE eJIeMEeHTe IOBOJM 0 TOra Jia Hu3 npeUKCHUX 30MpoBa HUje
MOHOTOH (T1a ce He MO3Ke MPeTpaKuBaTU OUHAPHOM IIPETparoM, Kao, Ha MpuMep, y 3aaatky CIaTKUIIM 32 CaB HOBAIL).

HakoH npumene TexHuKe MpeuKCHUX 30MpOBa, MOKEMO MPUMETUTH BEJHMKY CIIMYHOCT OBOT 3a/aTKa ca 3aJaTKOM
bpoj uneepsuja. Bpoj mapoBa koju cy y MHBEp3UjU Tj. Opoj mapoBa a; W aj;, TAKBMX Ja je ¢ < j M a; > a;
jeanak je 6pojy maposa TakBux ga je ¢ < ju a; — a; < 071j. a; — a; < —1. Jlakne dpojame HHBEP3Uja OroBapa
MpOHAJTAKEHY Opoja mapoBa KOjuMa je pasirKa HajBuiie — 1 (y HaleM 3a1aTKy TPaKIJIA CMO 1A je pasiifiKa HajMarbe
K, a anroputam ce jako Jlako MOJU(UKY je TaKo Jia IMpOHasIa3u MapoBe KO KOjux je pasnuka HajBuie K). Ctora ce
3a 10o0Mjame e(pUKacHOT pelliemha MOy KOPUCTUTH MCTe TEXHHKE Koje ce yrnoTpedspaBajy y 3agatky bpoj nnsepsuja.

3anaTak je Moryhe peiuTy TEXHUKOM IOJIENH Ta Bajaj.
V cBaKoM peKyp3MBHOM MO3KBY pazMarpaheMo feo Hu3a npeduKcHKX 30upoBa Ha nosuumjama [1, d.

AKo je Taj eo Hu3a [Ipa3aH WK jeIHOWIaH, y lbeMy He [TOCTOjU Map pa3InyuTHX eJleMeHaTa 4ija Ou pa3jrka Moria
Ja dyzne dap K.

V cynporHoM cermeHT [/, d] memmo Ha JIBe IIOJIOBHUHE U PEeKyP3UBHO MPOHATIA3MMO OpOj MapoBa y JIeBOj MOJIOBUHH
Hu3a [l s] Uy mecHoj nonoBuHK HU3a [s+ 1, d]. Ha Te mapoBe, IOTPeOHO je jour IoqaTy “MenoBuTe” apoBe TAKBE [a
Ce z; HaJla3M y JIEBO], 4 z; HaJIa3M y IECHO]j NIOJIOBMHU HU3a U JIa je z; — z; > K. McnuTuBame cBUX NapoBa 30MpoBa
I7ie je MpBU eJIEMEHT U3 JieBe, a APYTH U3 JIeCHe MOJIOBHHE, 10BeJI0 O 10 HeepuKacHor anroput™a. Kibyunu yBun
je Taj aa ce Opoj “MenIoBUTHX” MapoBa HE MEHA aKo ce COPTUPAjy CBU 30MPOBU y MPBOj U CBU 30UPOBU Y APYIo]j
0JIOBUHU HU3a NIpepUKCHUX 30MpOBa, a 1a HaM copThparme oMoryhasa ja Opoj “MeloBUTHX” MapoBa U3pauyHAMO
npwIngHO eprkacHo. CopTHpame MOXKe [a ce Ypaaul y CKJIONy PeKyp3UBHUX MO3KBa (YMME 0jadaBaMoO MHAYKTHBHY
XHIOTE3Y, jep Hama (pyHKIIMja OCHM IITO Tpeda Ja m3pavdyHa dpoj mapoBa cafa Tpeda v Ja copTrpa HU3 MpeUKCHAX
30upoBa). Kana cy monoBuHe copTtupane, Tajga epukacHO MOxeMo ImpoHahu TpaxkeHu Opoj mapoBa (Ha mpumep,
TEXHMKOM /IBa [TOKA3MBayYa).

IMokpehemo anropuram 00 jeaumaBara iBa cCOpTupaHa Hu3a y Tpehu, nomohuu. Taj anropuram je onucaH y 3a1aTKy
Objemumasamse. INpunukom mpedanyBarma CBAKOr 30Mpa z; U3 JECHOT JIe]la HU3a Y TIOMONHYM HU3, n3padyyHahemo
KOJIMKO NOCTOjH 30MpOBa z; U3 JIEBOT JieJla HA3a TAaKBUX Ja je z; — z; > K. IlowmTo je e HU3 COPTHPaH, Ofipka-
BaheMo MokasuBay (MHAEKC) T Takab Ja 3a cBako | < ¢ < r Baku Ja je z; — z; > K,apazaceakor < i < s
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ITABA 5. TIOJAEJIA ITA BJIAZTAJ

BakM Ja je z; — z; < K. TakBy nosuuujy r Moxemo rnponahu KpeHyBiuu o1 [ 1 ysehapajyhu r cee Iok je r < s u
z; — 2z > K. Kapna je r nponaheHo, 3HaMo 1a ce z; MOXKe yIapuTH ca CBUM eJIEMEHTUMA Ha MO3MIIMjaMa [L,r—1] (u
HU Ca jeHUM JPYTUM) Tj. Ja z; ydectByje TauHo y (r — 1) — [ +1 = r — [ nmapoBa TakBuX Ja je z; — z; > K. 3ato
Opojau maposa yeehapamo 3a r — [. IIpurkom npestacka Ha HapeJHH 301p 241, TIOIITO je U JeCHa MOJIOBUHA HI3a
CoOpTHpaHa, No3uLikja  Moke camo Ja ce noseha. Haume, ako je 3a cBako | < ¢ < 7 Baxuio Ja je z; — z; > K,
Tajia he UCTO BaXKWUTU M 33 zj41 — 2; (jep Ce NMPEJaCKOM ca z; Ha Zj11 > Z; Ta Pa3/MKa He MOKE CMamHUTH (OHA
MOXe OcTaTH ucTa wim ce yseharu). 3aTo mokasusau  He Tpeda BpahaTy Ha3aj Ha no3uiyjy | Beh ra camo Tpeda
MIOMEPUTH Ha IECHO J0 KeJbeHe MOo3uIMje (MpBe MO3UIMje Y KOjoj je pa3ivKa ImpeMala).

IIpumep. Ipukaxumo paj oBor aaropuT™a Ha npumep Huza 1,2, —3,4, —5, 6 u Bpeqaocti K = 3. Hus mpeduk-
cHux 30uposa je 0,1,3,0,4, —1,5. Ilpe pekyp3uBHUX MO3MBa AeIMMO HU3 Ha ABe nosoBude 0,1,3,0 u 4, —1,5.
ITpBu pekyp3uBHM NMO3UB M3padyHaBa Aa ce Y MPBOj MOJIOBMHM HAJIa3M CaMo jeJaH rap 30MpoBa KOju UMa pasiuKy
Behy wm jennaky og K = 3 (1o je map (0, 3), koju onrosapa cermenty |1, 2]) u copTtupa Taj ieo HU3a, JJOK APyru
PEeKypP3HMBHH [I03MB U3padyHaBa Jia Ce Y APYroj MOJOBUHK TAKOhe Halla3K caMo jelaH TpaskeHu map (To je map (—1,5),
KOjH O/IroBapa cerMeHTy [6]) 1 copTupa taj neo Hu3a. HakoH Tora, mpenasumo Ha 00 jeIiibaBarbe COPTUPAHKX [EI0Ba
0,0,1,3u—1,4,5.

* Hanouetky jet = Ouj = 4. Ilopeaumo 2y = Ou z4 = —1. oo je enemeHT —1 MamHy, Hera npedarty jeMo
y nomohnu Hu3. lomro je Beh —1 — 0 < 3, BpexHOCT r octaje 0 mITO 3HAUYM Aa HE TOCTOjU HU jeflaH map y
KOMe y4eCTBYyje 30up z4 = —1 (Kao JecHu 30Mp 2;).

e Canaje: = 0uj = 5. [lopenumo enemente 2y = 0 u z5 = 4. [lomrto je enemedTt 0 MambH, Bera npedairy jeMmo
y NoMONhHM HU3.

e Capgaje: = 1uj = 5. Ilopenumo enemenTe z; = 0 u z5 = 4. ITomro je enemeHT 0 MamU, Hbera npedarty jeMo
y moMohHH HU3.

e Camaje: = 2uj = 5. [lopenumo eneMeHTe zo = 1 1 25 = 4. [lomro je enemMeHT 1 MamU, Bera rpedaity jemMo
y NOMONHHU HHU3.

e Camajei = 3uj = 5. [lopenumo enemente z3 = 3 u z5 = 4. [lowTo je eneMeHT 3 MawH, bera npedaiyy jeMo
y IOMONHU HU3.

e Cama jei = 4mj = 5. IIpedamyjemo enemeHT 25 = 4 y nomohnu Hu3. [lomro je4 —0 > 34 -1 >
3, nok je 4 — 3 < 3, r ypehaBamo cBe 10 BpenHocTH 1 = 3 U Opojau yBehaBamo 3a Tpu mapa y Kojuma
ydecTByje BpenHocT z; = 4 (1o cy naposu (0,4), (0,4) u (1,4), xoju oaroapajy cermentuma [1, 2, —3, 4],
[4] u [27 _3a 4])

e Cama jei = 4 u j = 6. [Ipedaryjemo enemeHT zg = 5 y nomohuu Hu3. [omTo je 5 — 2 < 3, BpemHOCT 1 He
nioMepamo 1 dpojad yeehaBamo 3a TpH Iapa y KOjuMa y4ecTByje BpeJHocT z; = 5 (1o ¢y maposu (0, 5), (0, 5)
u (1,5), koju onrosapajy cermentuma [1,2, —3,4, —5, 6], [4, —5, 6] u [2, —3, 4, —5, 6]).

JlakJjie, yKyImmHO CMO Haluii 6 “MelIoBUTHX MapoBa, IITO ca Mo jeAHUM IapoM NMpoHal)eHUM y CBaKOM PeKyp3MBHOM
MO3MBY Jlaje YKyIHO 8 mapoBa.

Anammsa caoxenocrn. V3padyHaBare 30upoBa npedukca ce Bpim y cioxeHocru O(n). Hakor Tora ce nosusa
pexyp3uBHa (yHKLIMja YMje BpeMe M3BpIlaBama 3a10Bosbasa jegHaunny 1'(n) = 27 (n/2) + O(n), T(1) = O(1),
umje je pemetse T'(n) = O(nlogn).

// 1lzracunava broj parova (i, j), takvih da je 1l <= 1 < j <= d 1 da je
// ps[i] - ps[i] <= K, pri tom sortirajuci deo niza ps na pozicijama [l, d]
// koristeci tmp kao pomocni niz
long long broj_segmenata(vector<int>& ps, int 1, int d, vector<int>& tmp, int K) {
// ako je deo niza [l, d] prazan ili jednoclan u njemu nema parova
if (1 >= d)
return 0;
// delimo niz na dve polovine
ints=1+(d-1) / 2;
// odredjujemo broj parova u delu niza [l, s] 1 [s+1, d]
// sortirajuci te delove niza
long long broj_levo = broj_segmenata(ps, 1, s, tmp, K);
long long broj_desno = broj_segmenata(ps, s+1, d, tmp, K);

// odredujemo broj parova takvih da je i1 unutar [l, s] a j unutar [s+1, d]
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long long broj_mesovito = 0;
// modifikujemo algoritam objedinjavanja dva niza
inti=1, j=s+1, k = 0;
// prva pozicija r u delu [l, s] takva da je ps[j] - ps[r] < K
intr=1;
while (1 <= s || j <=d) {
if (3 >d || (1 <= s & ps[i] <= ps[]]))
tmp[k++] = ps[i++];
else {
// pomeramo r tako da je za svaku poziciju p unutar [l, r-1] vazi da
// je ps[i] - ps[p] >= K
while(r <= s && ps[j] - ps[r] >= K)
r++;
// dakle, ps[j] se moze kombinovati sa tacno r-1 elemenata iz dela [l, s]
broj_mesovito += r-1;
tmp[k++] = ps[j++];
}
}

// vracamo vrednosti iz pomocnog niza u polazni niz
copy(begin(tmp), next(begin(tmp), d-1+1), next(begin(ps), 1));

// vracamo ukupan broj parova
return broj_levo + broj_desno + broj_mesovito;

}

// 1zracunava broj segmenata niza a ciji je zbir elemenata >= K
long long broj_segmenata(const vector<int>& a, int K) {

// zbirovi prefiksa niza a

vector<int> ps(a.size() + 1);

ps[0] = 0;

partial_sum(begin(a), end(a), next(begin(ps)));

// pomocni niz

vector<int> tmp(ps.size());

return broj_segmenata(ps, 0, ps.size() - 1, tmp, K);

3anarak: Cuiayera rpaja

Ca dpoga ce Buze 3rpaje Ha odanu Benerpaga. [lyx odaie je mocraB/beHa KOOPAMHATHA OcCa M 3a CBaKy 3rpaiy ce
3Ha MO3UIIMja JIEBOT Kpaja, BUCMHA Y TIO3UIIKja IeCHOT Kpaja. HanucaTu mporpam Koju uspadyHaBa CHIIyeTy rpaja.

Cunyera je meo-mo-ieo KOHCTaHTHa (yHKIMja 1 ofpeheHa je MHTepBaIMMa KOHCTAHTHOCTH (—00,Xo), [Zo,Z1),
[x1,22), ..., [En—1,+00), onpeheHnM Taukama mogene rg < 1 < ... < T,_1 ¥ BpeaHoctuma 0, hg, ..., hp_o 1
h dbyHKIMje Ha CBaKOM Off MHTEpBaJIa.

0 ho h1 J 0
—00 To T To ... Tp_2 Tp—1 +00

TTosipasymMeBaMo Jja Cy Kpajibe Tauke — o0 M -+00 1 Jia Cy BPEJHOCTH Ha THM HHTepBAIMMA je[iHaKe Hyd. lakie, f1eo-
0-/Ie0 KOHCTaHTHA (PYHKIIMja Ce MOXe IPEICTABUTH IOMORyY 7 Tavyaka X, . . . £,—1 U n— 1 BpeoHOCTH hg, . . ., hp_o.
JemnocraBrocTH pagu mu fiemo oBakBe (pyHKIMje mpecTaBbatu omohy n ypehenux naposa (xo, ho), (z1, h1), ...,
(zn—2,hn—2)u (2,1, 0). Jakse, HalI AITOPUTaM IpUMa HU3 ypel)eHUX TpojKu KOju OHUCY je T0jeAMHAYHE 3rpaje,
a Bpaha HU3 ypel)eHux nmapoBa KOju ONKCYje CHIIyeTy.

Vaa3z: Ca cranmapIHOr yiia3a ce yuntaBa Opoj 3rpaja n, a 3aTHM, Y 1 HApeIHUX JIMHMjA [0 TPH Liesia dpoja pa3aBo-
jeHa ca Mo jeJHUM pa3MakoM: JIEBH Kpaj 3rpaje, JeCHHU Kpaj 3rpaje U BUCHHA 3rpaje.

M3na3: Ha crangapaam n3ias UCIUCATH CHITYETY ONMCAHy IPEKO HU3a IIPOMEHa BUCHHA.
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ITABA 5. TIOJAEJIA ITA BJIAZTAJ

IIpumep

Vaaz Hznaz
4 02
1414 14
455 46
476 72
092 90
Objawroerve

Ca sieBe cTpaHe cy IIpHKa3aHe 3rpajie, a ca JecHe CUILyeTa.

Now oo o
N W@ A2 o N

Cnuxka 5.1: 3rpage u cuiyera

Pememe

OcHOBHa MHAYKTHBHA KOHCTPYKIIMja MOApa3yMeBa Ja yMeMo Ja HaljeMo cHiIyeTy cBe OCHM Iocie/ he 3rpaje u 1a
Ha Kpajy yMeMOo Jia Ty 3rpajy yKJIONHMMO y CHIIyeTy OCTaIUX 3rpaja. Jakie, oduiia3uMo 3rpajy 1o 3rpamy U jeaHy
10 jegHy yodarryjemo y Beh onpeljeHy crryeTy MpeTXOJHMX 3rpaja.

Anasm3a cjao:xxeHocTH. Jla ducmo 3rpaay yKJIonuiau y nocrojehy cuiyery notpedHo HaM je nuHeapHo Bpeme. Ha-
MMe, UaKo ce JIe0 CHIyeTe y KOjU ce 3rpajia MHTErpHuIle Moxe rpoHahy OMHapHOM mpeTrparoMm (To je Jieo cuinyere
n3mely JIeBOr 1 IECHOT Kpaja 3rpajie), ako ce eJIEMEHTH 4yBajy y HU3Y, yMETame HOBUX eJleMeHaTa Y HU3 M €BEHTY-
aHO Opucame nocTojehnx egemeHara 3axTeBa JIMHEApHO BpeMe. AKO ITPOMEHE YyBaJIM y TIOBE3aHO] JINCTH YMECTO
y HM3Y, Taja OMCMO yMeTame HOBUX IIPOMEHa U OpHcame MMPOMEHa U3 CHIIyeTe MOIIM BPILIUTH Y KOHCTAHTHOM Bpe-
MeHy, Mef)yTuM, He OMCMO MOIJIM KOPUCTUTU OMHAPHY MpeTpary. Y CBakoM cliy4ajy, MoTpedHoO je na mpoheMo u
MIPOHAIM3MPAMO CBe esieMeHTe noctojehe cuiyere y aeiny rae ce ymehe HoBa 3rpaja (M3Mel)y BeHOT JIEBOT U JIECHOT
Kpaja), a ’bUX MOKe 1a Oy[e IMyHO aKo je 3rpaja MIMpOKa M BbUXoBa odpaja 3axteBa Bpeme O(n), rie je n tekyhu
Opoj enemenara cunyete. To 3Haun ga he petuerse outu cioxeroctn T'(n) = T'(n— 1) +O(n), T'(1) = O(1), urro
naje cnokenoct O(n?), rue je n 6poj 3rpaja.

ITogenn ma Baajgaj

[Ipodem MOxeMO e(pHKACHO PEIIUTH TEXHUKOM IOAENU-TIa-BIaja ], BeOMa CIMIHO aJTOPUTMY COPTHpaa 00jeru-
waBameM (eHrs1. merge sort). KibyuHa omacka je To a IBe cuilyeTe MOXeMO O0jeIMHUTH 3a UCTO BpeMe 3a Koje
MOXEMO 00jeIMHUTH jeHy 3rpady y cuiyery (y3 MpeTnocTaBKy Ja he HOBa cuiyera OUTU CMellTeHa y ToceOHOM
Huzy). Ilomro cy pesyiaryjyhe cuinyere copTupaHe MOKEMO UX 00jeArbaBaTH BEOMa CIMYHO O0jeIubaBamby ABa
coptupaHa HI3a dpojeBa. Taj je anropuram omwicad y 3aaaTKy O0jenumaBare.

TokoMm pama anroputMma oap:xaBahemo [Ba MHIEKca (MOKa3uMBava) Koju oapehyjy Tekyhe enemente y neBoj 1j. y
necHoj cunyetu. OnpxkaahemMo U Be MPOMEHJbHBE U Y KOjUMA Ce YyBa TPEHYTHA BUCHHA JIeBe Tj. JIECHE CUIIyeTe.
AKO je HeKH oJ] IOKa3MBaya CTUrao JI0 Kpaja, camo heMo npenucuBaTy Mpeocrase eJeMeHTe U3 CUIyeTe Koja joIl
HUje TOTHyHO oOpaheHa. Y cynpoTHOM heMo nopeauTy & KoopauHate TeKyhux enemeHaTta ode cuiyere. AKo je x
KOoOpAMHATa TeKyher eleMeHTa y JIeBOj CHIIyeTH Mama, axkyprpahemo Tekyhy BUCHHY JieBe cuityete U yBehaTu JieBu
MOKa3MBaY, ako je x KoopAuHaTta TeKyher eleMeHTa y IECHO| CHIIyeTH Marba, a)XyprpaheMo BUCHHY JIeCHE CHITyeTe 1
yBehaTu JecHH MoKa3uBay, a ako Cy & KOOpJuHaTe TeKyhux eeMeHaTa ode CHilyeTe jeiHake, axypupahemMo BUCHHE
o0e 3rpage u yBehaBahemo o0a moka3uBavya. HakoH Tora hemo y pesynryjyhy cuityery gogaBaTé T KOOpAMHATY
yIpaBo 0adpaHor ejieMeHTa U npuapyxkuhemo joj Behy on Tekyhux BucuHa aBe cuiyere. [Ipu Tom hemo BoauTu
padyHa [ia y pe3yJTaT He J0[ajeMO HOBH €JIEMEHT aKO je FEeroBa BICHHA jefIHAKa BICHHH ITPETXOJHOT eJIeMEHTa Yy
pe3ynryjyhoj cunyertn.
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IIpumep. IIprkaximMo Kako ce BpIIM 00jeubaBarbe JIBe CHIyeTe Ha jeTHOM IpHMepYy.

7
6 @ *

5 ® %

4 % ®—* *

3 * @

2

1 il

0 # +r &

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Cnuka 5.2: Tlpumep ABe cuilyeTe Koje ce 0djequmanajy

Objemumasamo cunyere: L : (0,5),(3,0), (4,1),(5,6),(8,4),(10,0)u D : (0,4), (1, 3), (4,4), (6,0),(7,7),(9,0).

Xx HL Hd H dodaje se silueta
0 0

(0,5), (0,4) © 5 4 5 (0,5) (0,5)
(1,3) 1 5 3 5 (1,5) (0,5)
(3,0) 3 0 3 3 (3,3) (0,5),(3,3)
(4,1), (4,4) 4 1 4 4 (4,4) (0,5),(3,3),(4,4)
(5,6) 5 6 4 6 (5,6) (0,5),(3,3),(4,4),(5,6)
(6,0) 6 6 0 6 (6,6) (0,5),(3,3),(4,4),(5,6)
(7,7) 7 6 7 7 (7,7) (0,5),(3,3),04,4),(5,6),(7,7)
(8,4) 8 4 7 7 (8,7) (0,5),(3,3),(4,4),(5,6),(7,7)
(9,0) 9 4 0 4 (9,4) (0,5),(3,3),(4,4),(5,6),(7,7),(9,4)
(10,0) 0 06 0 0 (10,0) (0,5),(3,3),(4,4),(5,6),(7,7),(9,4),(10,0)

Anamm3a caoskeHoctd. Ilomito ce 0djenumaBambe JBE CUIyeTe MOKE YPAIUTH Y JIMHEAPHOM BPEMEHY Y OfHO-
Cy Ha yKymaH Opoj 3rpaja y ode cuiiyere, yKyIHa CJIOKEHOCT ce u3pavyHaBa u3 jemnaunne T'(n) = 2T (n/2) +
O(n),T(1) = O(1), unje je pewewe O(n logn).

Hanomenumo ja o1 ce MMIUIeMeHTalMja MoIvla yop3aTd ako Ou ce 3a 00jequmaBambe KOPUCTHO jelaH MoMohHU
BEKTOp (y TPEHYTHO] UMIUIEMEHTALIjU ce oApeheHo BpeMe rydu Ha IMHAMHUUKY aJIOKallMjy eJleMeHara pe3yiryjyher
BEKTOpA).

// zgrada je odredjena pocetkom a, krajem b i1 visinom h
struct zgrada {
int a, b, h;
zgrada(int a = 0, int b = 0, int h = 0)
: a(a), b(b), h(h) {
}
I

// silueta je odredjena nizom promena
// svaka promena je odredjena koordinatom x i1 visinom h
struct promena {

int x, h;

promena(int x = 0, int h = 0)

¢ x(x), h(h) {

}

I
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// integrisemo promenu (x, h) u postojecu siluetu
void dodajPromenu(vector<promena>& silueta, int x, int h) {
// ako je siuleta prazna i1li ako je prethodna visina razlicita od
// tekuce, dodajemo novu promenu u niz
if (silueta.empty() || h != silueta.back().h)
// dodajemo novu promenu u niz
silueta.emplace_back(x, h);

}

// odredjuje se silueta zgrada na pozicijama [l, d]
vector<promena> silueta(const vector<zgrada>& zgrade, int 1, int d) {
vector<promena> rezultat;

// silueta koja odgovara jednoj zgradi

if (L ==d) {
rezultat.emplace_back(zgrade[1].a, zgrade[l].h);
rezultat.emplace_back(zgrade[1l].b, 0);
return rezultat;

}

// odredujemo posebno siluete za prvu 1 drugu polovinu zgrada
ints=1+(d-1) / 2;

vector<promena> rezultat_1
vector<promena> rezultat_d

silueta(zgrade, 1, s);
silueta(zgrade, s+1, d);

// objedinjujemo dve siluete

// tekucéi indeksi i visine u levoj 1 desnoj silueti
int 11 = 0, dd = 0;
int HL = 0, Hd = 0;
// dok god postoji neka neobradena promena
while (11 < rezultat_l.size() || dd < rezultat_d.size()) {
// odredujemo novu tacku promene
int x;
// ako smo zavrsili sa levom siluetom samo prebacujemo zgrade iz desne
if (11 == rezultat_l.size()) {
x = rezultat_d[dd].x; Hd = rezultat_d[dd].h;
dd++;
// ako smo zavrsili sa desnom siluetom samo prebacujemo zgrade iz desne
} else if (dd == rezultat_d.size()) {
x = rezultat_1[11].x; HL = rezultat_1[11].h;
1l++;
} else {
// odredujemo raniju od tekucih promena leve 1 desne siluete
int x1 = rezultat_1[11].x;
int xd = rezultat_d[dd].x;
if (x1 < xd) {
x = x1; HL = rezultat_1[11].h;
Tl++;
} else if (x1 > xd) {
X = xd; Hd = rezultat_d[dd].h;
dd++;
} else {
x = Xx1; HU = rezultat_1[11].h; Hd = rezultat_d[dd].h;
1l++; dd++;
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// veca od dve tekuce visine
int h = max(Hl, Hd);

// integrisemo promenu (x, h) u tekucu rezultujucu siluetu
dodajPromenu(rezultat, x, h);

return rezultat;

}

// odredjuje se silueta niza zgrada
vector<promena> silueta(const vector<zgrada>& zgrade) {
return silueta(zgrade, 0, zgrade.size() - 1);

SanaTaK: MakcuMaJHu 351/Ip CerMceHTa

Osaj 3agaiiiax je ioHOGbEH Y YUY YEeHCOABAILA PANUMUTIIUX THeXHUKA peuilaarba. Bugu iliexcii 3agariKa.
Toxywaj ga 3agariax ypaguw kopumheroem tiiexHUKA Koje ce U3Naxicy y 080M UOIAAB/bY.

Pememe

Pazaarame Ha notnpodJieme

JenaH HauMH Ja pemMo OBaj MPOOJIEM je 3aCHOBaH Ha TEXHULIM pa3jiarama. JIeKommosunuja HaMm cyrepuile aa je
TMOXEJBHO J1a HU3 TIOJIeJIMMO Ha /1Ba TIOJHM3A jefHAKe JTyKHHE YHja peliemha MOKEMO Jla KOHCTPYHIIIEMO Ha OCHOBY
WHIYKTHBHE XUINOTe3e (Hajuemnhe peKyp3WBHMM MO3MBHMA). ba3ly W OBaj MyT YMHM CydYaj Mpa3sHOT HU3a, KOju
Ca/IpKU caMoO Tpa3aH CerMeHT 4uju je 30up Hynda. PuxcupajMo cpeauimby eleMeHT Huza. CBe cerMeHTe Hu3a
MO2KEMO JIa IPYIHUIIEMO y TPH IPyIIe: CETMEHTeE KOjH Cy Y IOTIIyHOCTH JIEBO Of] CPEIUIIILET JIEMEHTa, CETMEHTE KOjU
Cy Y TOTITyHOCTH JJECHO OJ] CPEIMIIILET eJIEMEHTa M CerMeHTe KOju cajipike cpeanimy eaeMenT. Hajeehe 30upose
cerMeHaTa y MpBOj M y Jpyroj rpyny 3HaMO Ha OCHOBY MHAYKTHBHe xurotese. Hajsehu 30up cermenra y Tpehoj
TPYNH MOKEMO JIAKO OJIPEINTH aHAJIM30M CBHX CErMeHaTa: KpeheMo of jeJHOWIAHOT CEerMEeHTa KOjH CcaJlpXku caMo
CPEIVIIBY eJIEMEHT M MHKPEMEHTAJIHO ce IMPHUMO HaJleBO Jojajyhu jesaH 1o jefaH eJeMeHT U pauyHajyhu Tekyhu
MAaKCHMyM, a 3aTUM KpeheMo oJ1 MaKCHUMAaJIHOT CerMEHTa IIPOLINPEHOT HAJIEBO M MHKPEMEHTAJIHO I'a IIPOLIUpPYjeMo
JETHMM 10 jeIHMM €JIEMEHTOM HaJIeCHO, Tpakehih HOBU MaKCUMYM.

AHaJu3a cJI03KeHOCTH. AKO ca 1 O3HaYMMO JyXHMHY HU3a d — | + 1 1 ako Bpeme M3BplIaBama 0OEIeKIMO ca
T(n), tana Baxu aa je T(0) = O(1) u ma je T'(n) = 2T(n/2) + O(n). Haume, Bpiie ce ABa PEeKyp3UBHA MMO3UBA
3a JyIUI0 Makbe HU30BE, a HajBehu 30up cerMeHara Koju odyxBaTajy CpeauIby e1eMEHT U3pauyHaBaMo y BpeMeHy
O(n) (IWTO je MPUIMYHO OYMIJIEAHO, jep UMAaMO JBE IET/be KOje ce YKYIHO MU3BpLIABajy n IyTa, a 4dja Cy Teia
KOHCTaHTHe cliojkeHocTr). Ha OCHOBY MacTtep TeopeMe Jiako ce 3akibydyje na je T'(n) = O(nlogn). Hdakie, oBaj
anropuTtam je marbe epukacat of anropurama cioxerocta O(n), ald je U 1ajbe IPUIMYHO YIOTPeObUB (M CUTYPHO
je MHOrO OO0JBH Of aNTOpUTaMa Ipyde CHJIe KOjH Cy KBaJpaTHE WM KyOHE CJIOKEHOCTH).

int makszbirSegmenta(const vector<int>& a, int 1, int d) {
if (1 > d)
return 0;
ints=1+(d -1 / 2;
int maks_zbir_levo = makszZbirSegmenta(a, 1, s-1);
int maks_zbir_desno = maksZbirSegmenta(a, s+1, d);
int zbir_sredina = a[s];
int maks_zbir_sredina = zbir_sredina;
for (int 1 = s-1; 1 >=1; 1--) {
zbir_sredina += a[i];
if (zbir_sredina > maks_zbir_sredina)
maks_zbir_sredina = zbir_sredina;
}
zbir_sredina = maks_zbir_sredina;
for (int 1 = s+1; 1 <= d; 1++) {
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zbir_sredina += a[i];
if (zbir_sredina > maks_zbir_sredina)
maks_zbir_sredina = zbir_sredina;

return max({maks_zbir_levo, maks_zbir_desno, maks_zbir_sredina});

}

int makszZbirSegmenta(const vector<int>& a) {
return makszZbirSegmenta(a, 0, a.size() - 1);

}

Ojauame HHAYKTHBHE XUIIOTE3€

Ha uneju nekommnosuiiyje MoxkeMo U3rpaguty U epukacHuju aaropuram. KibydHu yBuj je aa ce Hajsehu 30up cer-
MEHTa OKO Cpe[liber eJIeMeHTa Moke J0OUTH Kao 30up HajBeher cydukca HU3a JIEBO OJl TOI €J1eMeHTa U HajBeher
npeduKca HU3a JECHO Of Tor esleMeHTa. MoskeMo 0jayaTh MHAYKTUBHY XUIIOTE3y W YMECTO ja npedukc u cygukc
padyHaMo y MeT/bH, Y JMHEAPHOM BPEMEHY, MOKEMO TPETIIOCTABUTH 2 3a 00e MOJIOBUHE HU3a Mpedukc u cydukc
JodujaMo Kao pe3yJTaT peKyp3MBHOT No3uBa. To HaM je JOBOJBHO Aa OJpeIMMO MAKCUMAJIHU 30Up (pyHKIM]je, au
MOpaMmo ,,BpaTUTH Oyr’’ ¥ Hamla (pyHKIHja cafa Mmope] MaKCUMAaJIHOT 301Mpa CerMeHTa Mopa U3payyHaTH U MaKCH-
MaJIHU 30Mp npedrKca 1 MaKCUMAJIHU 30Up cyduKca Leor Hu3a. MakcumaiHu 30up npedukca Lesior Hu3a je sehu
Opoj o1 MakcUMaJTHOT 30upa npedukca JIEBOT Jesia U o1 30Mpa LEeJIor JIEBOT JIesla 1 MAaKCUMAJIHOT 301pa npedukca
JecHor gena. CIMYHO, MaKCUMAaTHH 30Mp cyrKca LieJior Hu3a je Behn 0 MakcuMaJTHOT 30Mpa cyrkca aecHor aena
1 oJ1 30Mpa MaKCUMAaJHOT 30HMpa cypuKca JIEBOT Jefla U LEeJIOT IeCHOT Jefla. 3aTo jeé HEONMXOIHO J0JAaTHO OjavyaTH
WUHIYKTUBHY XUIIOTE3y ¥ TOKOM PeKyp3Hje pauyHaTH U 30U IIeJIor HU3a.

IpernocraBumo fa je P 30up MakcMMasTHOT npedukca HI3a, Aa je S 30up MakcumaiHor cydukca Hu3a, 1a je Z 301p
LIeJIoT Hu3a U J1a je M MakcuMmaiHu 30Mp cerMeHTa Hu3a. O3HaYMMO MHAEKCOM [ Te CTaTHCTHKE Y JIEBO] MOJOBUHU
HU3a ¥ MHAEKCOM d Te CTAaTUCTKE y JIECHO] MOJIOBMHH HU3a. Tama Baxku:

= Z1+ 24

max (P, Z; + Py)

max (S, S; + Zg)

= max(M;, My, S; + Py)

S »m v N
I

AHaim3a cJI0KeHOCTH. JeaHaunHa Koja onucyje oBy pekyp3ujy je T'(n) = 2T(n/2) + O(1), ma je crnoxeHocT
OBOT peluerba tunHeapa 1j. O(n).

void makszbirSegmenta(const vector<int>& a, int 1, int d,
int& zbir, int& maks_zbir,
int& maks_prefiks, int& maks_sufiks) {

if (1 ==d) {
zbir = maks_zbir = maks_prefiks = maks_sufiks = a[l];
return;

}

ints=1+( -1/ 2;
int zbir_levo, maks_zbir_levo, maks_sufiks_levo, maks_prefiks_levo;
makszZbirSegmenta(a, 1, s,

zbir_levo, maks_zbir_levo,

maks_prefiks_levo, maks_sufiks_levo);
int zbir_desno, maks_zbir_desno, maks_sufiks_desno, maks_prefiks_desno;
makszZbirSegmenta(a, s+1, d,

zbir_desno, maks_zbir_desno,

maks_prefiks_desno, maks_sufiks_desno);
zbir = zbir_levo + zbir_desno;
maks_prefiks = max(maks_prefiks_levo, zbir_levo + maks_prefiks_desno);
maks_sufiks = max(maks_sufiks_desno, maks_sufiks_levo + zbir_desno);
maks_zbir = max({maks_zbir_levo, maks_zbir_desno,

maks_sufiks_levo + maks_prefiks_desno});
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}

int maksZbirSegmenta(const vector<int>& a) {
int zbir, maks_zbir, maks_prefiks, maks_sufiks;
makszZbirSegmenta(a, 0, a.size() - 1,
zbir, maks_zbir, maks_prefiks, maks_sufiks);
return maks_zbir;

}

3anarak: Hajoumku nap Tauaka

VY natom ckymy Tayaka y paBHHM OJPEeIUTH KOJIMKO je pacTojame u3Mel)y ABe Tauke Koje cy MehycodHO Hajonmxke.

Vaa3: Ca cranpapaHor yinasa ce yHocH Opoj tadaka n (1 < n < 50000), a 3aTM y HapeIHUX 1 PeoBa KOOPANHATE
Tayaka (aBa nena &poja mamehy —10° i 10°, pasaBojena pasmakom).

WN3aa3: Ha CTaHJapAHU U3J1a3 UCITMCATU TPAKEHO paCToja}be, 3a0KPYKEHO Ha IIET AelMaJia.

IIpumep

Vaaz Uznasz
5 1.41421
00

02

20

22

11

Pememe

I'pyda cuaa

Pelierse rpydoM cuIoM MojipasyMeBa UCTIMTMBAkE CBUX NApOBA Tauaka U cJokeHocT My je O(n?).

struct Tacka {
int x, y;

}

double rastojanje(const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
double dx = t1.x - t2.x;
double dy = t1.y - t2.y;
return sqrt(dx*dx + dy*dy);

}

double najblizeTacke(vector<Tacka>& tacke) {
int n = tacke.size();
double d = numeric_limits<double>::max();
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 1+1; j < n; j++)
d = min(d, rastojanje(tacke[i], tacke[j]));
return d;

}

Hexommo3unmja

Jenan HauMH [1a ce 0 pelea Jofe epuKacHuje je Ja ce MPUMEHH JeKOMITO3HLIHja.

basnu citydaj mpezcraBiba cuTyanyja y Kojoj IMaMo Marbe Ofl YETHPH Tauke, jep BUX He MOXKXEMO HOJEIUTH Yy IBE
[I0JIOBMHE Y KOjUMa IOCTOjU Oap MO jefaH map Tadaka (a ako y CKymy HeMaMo Oap 2 Tauke, HajMame pacTojarbe
HHUje jacHO JedrHNCcaHO). Y TOM Ciydajy pellere Hala3uMo nopehemeM pacTojama CBUX NMapoBa Tavyaka (TOMITo je
Tayaka Majo, oBaj Kopak je cioxeroctu O(1)).
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Ckyn Tayaka MOEMO jeTHOM BEPTHKAIHOM JIMHUjOM TOAEIUTH Ha JBE OTIPWIMKE MCTOOPOjHE MOJIOBUHE. AKO
TayKe COPTHPAMO MO KOOPAWHATH Z, BEPTUKAIHA JIMHUjA MOKE OATOBApaTH KOOPAMHATH CPEAUIIbe Tauke. Pexyp-
3UBHO ofipeljyjeMo HajMame pacTojame Yy MPBOj MOJOBUHM (Te TayKe ce Hajasde JIeBO Off BEPTUKAJIHE JIMHUje UJIH
€BEHTYaJIHO Ha H0j) U y Jpyroj MOJIOBUHHM (Te TayKe ce Hajla3e JAECHO Of BEpTUKAJHE JMHUje WM eBeHTYaJHO Ha
10j). Hajompxu nap je takas ga cy (1) ode Tauke y JIeBOj NONOBUHM, (2) 00e Tauke y AECHO] MOJOBUHU mu (3)
jeHa Tauka je y JIeBOj, a Apyra y IECHOj ITOJIOBUHU. 3a IpBa JiBa cily4aja Beh 3HaMo pelliesma (Ha OCHOBY pe3yJiTaTa
PEKyp3MBHHX T03KBa) M OCTaje Aa ce pa3MOTpH camo Tpehw.

Heka je d; MUHMMAaTHO pacTojame Tadyaka y JIeBOj MOJOBUHH, d,- MUHUMAJIHO PacTojamhe Tauyaka y JeCHO] MOJIOBUHH,
a d Mame OJ1 Ta IBa pacTojama. AKO BepTUKAIHA JIMHHU]a UMa £-KOOPIUHATY T, Taja je Moryhe on0aimTy CBe Tauke
KOje Cy JIeBO oJl * — d M JIECHO of & + d, jep je HbUXOBO pacTojame JI0 Hajoimke Tauke U3 CyNpOTHE MOJIOBUHE
curypHo Behe of d. TToTpeSHO je ucrmTaTH CBe peocTae Tauke, Tj. CBe Tauke u3 nojaca [z — d, « + d|, mpoBeputu
na 1 Mehy \UMa TOCTOjM HEeKM Tap Tadaka 4Hje je pacTojame CTpOro Mame o d M BpemHOCT d aXypupaTH Ha
BPEIHOCT HajMamer pacTojarma TaKBOT Mapa Tayaka. AKO Cy TauKe HACyMHUYHO pacriopeleHe, peajHo je OYeKUBaTH
na he BehrHa Tayaka duTH BaH Tor nojaca. MehyTum, mpodiieM je To IITO y HajropeM cilyyajy y Hojacy MOxe OUTH
MyHO Tayaka (Moryhe je yak M J1a ce CBUX n Tayaka Hahe y TOM mojacy) U ako UCIUTYjeMO CBe MapoBe, J0JIa3UMO
y HajropeM ciydajy 1o oko n?/4 nopehema (ako je mosa Tadaka JeBO, a MOJa JECHO OJ1 JIMHUje Toaese). Unak,
IIpoBepy je Moryhe opraHn3oBaTé Tako Aa ce MPOBEpU camMo Majay Opoj MapoBa Tadyaka.

JeaHocTaBHOCTH pajiy fieMo MPETHOCTABUTH Jia HA KCTH HAYMH Pa3MaTpaMo CBe TauKe yHyTap nojaca [x—d, x+d], 5e3
003mpa ca Koje cTpaHe BepTUKAJIHE JIMHU]je ce Hala3e (YHaIpe/l 3HaMo Ja je [poBepa Tayaka Koje Cy ca UCTe CTpaHe
BEPTHUKAJIHE JIMHUje MofieNle HeroTpedHa, ajii He MOXe HapyIIMTH KOPEKTHOCT, IOK IO/l CMO CUT'YPHH Jia ce Iopejie
Y CBU NOTpeOHM MAPOBH TauaKa ca pa3uuuTe CTpaHe Te JHHje). CBaky Tauky A U3 1nojaca je JOBOJBHO yIOPEeIUTH
€aMo ca OHMM TayKaMma Koje Jiexke yHyTap Kpyra ca HEHTPOM Y Taukd A U MOJIYIPEYHHUKOM d, jep Cy CBe Tauke BaH
TOT Kpyra CUI'ypHO OJf Tauke A ynabeHe BHlle of d, ITo oMoryhaBa 3HauajHa ojcenamwa. Mehytum, npunaaHoct
KPYry HHje jeJHOCTAaBHO NPOBEPHUTH U 3aTO YMECTO Hhera MOKEeMO pa3MaTpaTH KBaJipaT CTpaHMIe AyxXuHe 2d, Yuju
ce IIeHTap Hajla3dl Ha MpaBoj §¥ = &, a Ha YKMjOj CE XOPU3OHTATHO] CPe/itb0j JIMHUjM HaMa3u Tauka A u Tauky A
hemo mopeanTH camo ca TauykaMa yHyTap TOT KBajipaTta (3HaMo Jia Cy Tauke BaH TOT KBajJpaTa CUTYPHO Ha pacTojamy
Behem og d). Tume he oacename duTH 3a HIjaHCY Mamkbe HETo y ciIy4ajy Kpyra (jep Cy HeKe Tauke yHyTap KBaJapaTa
Ha pactojamy BeheMm of d), anu hie IeTeKToBame Tayaka Koje MpUIaaajy ToM KBaapaTy OUTH BeoMa jeAHOCTaBHO —
10 he duTH CBe OHe Tauke U3 nojaca [z — d, x + d], Kojuma je KoopauHaTa y y uHTepBay [ya — d,y4 + dJ.

Cnuka 5.3: Hajonmmxku nap Tavaka y J1eBOM I0jacy, JECHOM Nojacy u u3Melhy nojacesa. Kpyr u kBagpar koju cagpixe
TavyKe Koje ce rmopeje ca TagykoM A.

HonaTtHo cMamere Opoja nopehema MoxkeMo JOOMTH ako MPUMETHMO Aa CBaKM Map odpalyjemo gBa myTa (jeqHoM
JIOK 00pal)yjeMo Tauke y OKOJIMHU TpBe, a jeJHOM JOK 0d0palyjeMo Tauke y OKOJIMHM jpyre Tauke). Moxemo jen-
HOCTABHO 3aKJbYy4YHTH J1a je JOBOJHHO CBaKy TauKy A MOPEAUTH CaMo ca OHUM TayKaMma Koje ce Cy U3HaJ e (MK Cy
€BEHTYaJIHO Ha MCTOj BUCHHH Kao OHA), Tj. HE y LIeJIOM KBaJpary, HEro caMo y HheroBoj ropiwoj mojoBuHU. [lakie,
CBaKy Tauky A je moTpedHO YIopearTH caMo ca TaYKaMa Yuje & KOOpIAMHATE JIeXKe YHyTap uHTepsana [« — d, x + d]
¥ Ydje y KOOpIMHATE JIeKe YHYTap MHTepBala [y4,y4 + d]. TIpBH yCIOB MOKEMO 00e30eMTH TaKo LITO Mpe 110~
pebema cBe Tauke U3 Mojaca MUPHHE d OKO BepTUKATHE JIMHUjE TOJieie U3/IBOjUMO Y MocedaH HU3 (3a TO HaM je
norpedHo O(n) mojatHe MeMopuje u BpeMeHa). [pyru ycioB eprKacHuje MOKEMO 00e30e/IUTH aKO CBE TAYKE TOT
HNOMORHOT HI3a COPTHPAMO [0 KOOpIMHATH Y (3a To HaMm je nmotpeduo Bpeme O(n log n) u 3aTum Tauke odpaljy jemo
y Heonaaajyhem pejociely y KoopauHarta. 3a cBaky Tauky A odOpaljyjemo camo Tauke Koje ce Hajla3e HaKOH e Y
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COPTHPAHOM HU3y U 00palyjemMo jefiHy MO jefHy TauKy CBe JOK He HauheMO Ha TauKy udja je koopAauHara y Beha
WM jeJJHaKa OfI BpeJHOCTHU Y 4 + d (OHa o1 Tauke A He MOxe OMTH Ha MarkbeM PacTojamy oJ d, a KICTO BaXH U 3a CBe
Tauke y HU3Y U3a 1e).

// funkcija pronalazi najblizi par tacaka u delu nizu [1, r]
double najblizeTacke(vector<Tacka>& tacke, int 1, int r, vector<Tacka>& pojas) {
// za manje od 4 tacke, grubom silom odredjujemo najblizi par
if (r-1+1<4)({
double d = numeric_limits<double>::max();
for (int 1 = 1; 1 < r; 1++)
for (int j = 1+1; j <= r; j++)
d = min(d, rastojanje(tacke[i], tacke[j]));
return d;

}

// delimo niz tacaka sa pozicija [l, r] u dve polovine
ints=1+(r -1)/ 2;

// rekurzivno pronalazimo najblizi par u levoj 1 desnoj polovini niza
double d1 = najblizeTacke(tacke, 1, s, pojas);
double d2 = najblizeTacke(tacke, s+1, r, pojas);

// najmanje rastojanje svih parova tacaka
double d = min(d1, d2);

// pronalazimo tacke u pojasu sirine 2d oko sredisnje linije
double dl = tacke[s].x - d, dr = tacke[s].x + d;
int k = 03
for (int 1 = 1; 1 <= r; i++)
if (dl <= tacke[i].x && tacke[i].x <= dr)
pojas[k++] = tacke[1];

// sortiramo tacke u pojasu po y koordinati
sort(begin(pojas), next(begin(pojas), k),
[T(const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
return tl.y < t2.y;
s

// analiziramo sve tacke u pojasu
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)
// svaku tacku poredimo samo sa onim tackama koje su u
// pravougaoniku iznad nje
for (int j = 1+1; j < k && pojas[j].y - pojas[i].y < d; j++)
d = min(d, rastojanje(pojas[i], pojas[jl));

// vracamo najkrace rastojanje
return d;

}

double najblizeTacke(vector<Tacka>& tacke) {

// sortiramo tacke po x koordinati
sort(begin(tacke), end(tacke),

[J(const Tacka& t1, const Tacka& t2) {

return tl.x < t2.x;

s
// pomocni niz (alociramo ga samo jednom, van rekurzije)
vector<Tacka> pojas(tacke.size());
return najblizeTacke(tacke, 0, tacke.size() - 1, pojas);

}
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AnHanm3a caoxkeHocTH. OpeMO CIIOKEHOCT IIPETXOJHOT AITOPUTMa. AJITOPUTAM CE CACTO U Off BA PEKypP3HUBHA
Mo3MBa 32 JABOCTPYKO Mamy AMMEH3Wjy HH3a Tadaka ¥ (a3e qodujarsa Kpajier pe3yiTaTa Ha OCHOBY pe3yJsTara
PEeKypP3MBHHX [03MBa M JIOJATHE aHAIM3e Tauyaka y mojacy [ — d,x + d]. Beh cMO KOHCTATOBaIM /ia U31Bajarbe
Tayaka IIeHTpaIHOr nojaca 3axteBa O(n) MeMopHje M BpeMeHa U [1a COPTHPAEbe THX TaYaKa [0 KOOPIAMHATH Yy 3aXTeBa
noparaux O(n log n) kopaka. Ocraje joIu jia ce IPOIEHH CIOKEHOCT YTHeKJeHHX NET/bU Y KOjUMa Ce TIope/e TauKe
yHyTap nojaca. Mako senyje oa je cJIokeHOCT KBaJpaTHa, eleMEHTAPHIM reOMETPHjCKIM PE30HOBaeM JIoKa3zaheMo
J1a je CIIOKEHOCT TOT Kopaka uHeapHa Tj. O(n) U Ja ce y CBAKOM KOPaKy CIOJBAIIHE MIET/bE YHYTPALIEHA ITET/ha MOXKE
M3BPILIUTH CaMO BeoMa MaJii Opoj myTa (goka3zahemo fa je Taj Opoj M3BpIIaBama OrpaHUYEH OJ03ro ca 7, Maja je
y IIPAaKCH OH YECTO M JOCTa MamH OJ] TOra M 3a HACyMHUYHO TeHepHcaHe Tauke Ta MeT/ba ce Hajuemrhe usspuasa 0, 1
WM €BEHTYAJHO 2 IyTa).

3a cBaky Tauky A MOXeMO KOHCTpyHcaTH 8 KBajpara AuMeH3uje d /2, Kao LITO je IPUKa3aHO Ha CIMIM (KBaApaTH
cy ymucanu y nojac [z — d,x + dJ, y aBa pena off Mo YeTUpU KBAJpaTa U Tauka A JIe)Xd Ha J0HOj UBHIM JOKHX
KBaJpara).

Crnuka 5.4: Hajommku map Tayaka

Hajgehe pacrojame nzmel)y Be Tauke yHyTap HEKOT KBaJpara Ce MOCTUXE KaJa OHU JIEKE Y HeTOBUM HACTIPAMHUM
TEeMEHHMMa, a TOIITO je TyKWHA AWjaroHaje KBagpaTa CTpaHUIe g jenHaka dQ—‘/i ~ 0,70711 - d, pactojame uzmelhy
CBaKe /IB€ TauKe YHyTap MCTOT KBajpara je cTporo Mame of d. [omTo cBu KBaJpatH Jiexe OMJIO MOTIIYHO ca JieBe
CTpaHe BepTHKAJIHE JIMHUje TIojies1e, OWIIO ca IheHe JJeCHe CTpaHe YHYTap CBaKOT Ojl KBajipaTa ce Moxe Hahu HajBulie
jemHa Tayka Hanrer ckyma (y CympoTHOM Ou ce OWIIO ca JieBe, OMJIO ca JIeECHE CTpaHe LEHTpaJIHe JIMHUje Tojese
HAJIA3MO0 Map TAavyaKa ca PacTojareM CTPOro MamKM O[] d, NITO je KOHTPAJUKTOPHO ca JepUHUIjOM BeluduHe d).
To 3HauM a ce U3HA/ Tauke A MOXe HAJIA3UTH HajBUIle 7 TaYaKa Koje MPUIajajy OcTaauM KBaipaTuma (cama Tauka
A Beh npumnana jeqHOM o] KBaJpara) ¥ Jja ce CBe OCTaJle Tauke Koje cy M3Haj A Haja3e M M3HAJ| HAlllMX KBaJpara,
IIITO 3HAYM JIa UM je pacTtojame oa A curypHo Behe of d (jep UM je BepTHKaJIHO pactojame Behe of d) v mux HUje
MOTPEOHO pa3Marpartu.

Tauke Koje Cy ca UCTe CTpaHe JIMHHje TIoee Kao U Tauka A MOKEMO ITPOCTO MPECKOYHNTH Y Tely YHYTpallltbe NeT/be
M TaKO YIITSAUTU Ha pauyHarby HUXOBOI PacTojara Off Tauke A, ajli eKCIIepUMEHTH MOKasyjy Aa Ta yIiTeaa Huje
ocetHa. Jlpyra MoryhHocT 3a MMIUIEMEHTAlMjy je Ja He 4yBaMoO CBe TauKe M3 Iojaca y UCTOM CKyImy, Beh ma ux
TIO/ICJIMIMO y JIBa TI0jaca U Jia 3aTHM Jia 0dparMo IPBO CBE TauKe M3 JIEBOT I0jaca riefajyhu pacrojama y oJHoCY
Ha HapeJHe HajBulle 4 Tauke U3 JIECHOT Iojaca, a 3aTUM Ja 0OpaJuMO CBe TauKe U3 JECHOT Iojaca reaajyhu pa-
CTOjara y OHOCY Ha HajBWIIE 4 Tauyke W3 JIEBOT Mojaca (jep y CYpOTHOM MOjacy mocToju 4 KBajapara AUMeE3Hje
d/2, 32 KOje cMO JJOKA3a/IM 1a He MOTY Jja Ca[piKe JBE TauKe HCTOBpeMeHO). IMILIeMeHTalMja Ha Taj HAYMH je MAJIo
KOMIUTUKOBaHHja, a eKCTIEPUMEHTH He YKa3yjy Ha 3HauyajHe IOOUTKe.

Jlakuie, HAKOH peKyp3UBHIX IT03MBA, 3a JI00Mjatbe KOHAYHOT pe3y rara je morpeduo uspumru gogaraux O(n logn)
KOpaKa 1 ICKOMITO3MIIMja 3a10B0JbaBa peKypeHTHy jenHaunny 1'(n) = 27'(n/2) + O(nlogn). Pemetse oBe jenHa-
4MHe, Ha OCHOBY MacTep TeopeMme, je O(n(logn)?).

CopTupame 00 jequmbaBameM

CI10:X€HOCT ce MO2Ke HOMIPaBUTU aKO CE COPTUPabe 110 KOOPAUHATY Y BPIIU UCTOBPEMEHO ca POHAJIAKEhEM Ha jOIu-
Ker Mapa Tayaka, Tj. aKko ce 0jaya MHAYKTHUBHA XMIIOTE3a U aKO ce MPETIOCTaBu Ja he peKyp3uBHU [TO3UB BPATUTH
pacrojarbe n3Melly HajONrKe IBe TaUKe U YjeJHO COPTUPATH JlaTe TauKe [0 KOOPOMHATU Y. Y KOpaky odjeummaBa-
1a /IBa COPTUpaHa HU3a 00jequmbyjeMo y jesaH. To MOXeMo ypaauTh yoOWdajeHuM aJITOPUTMOM 00 jequibaBama,
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3aCHOBAHOM Ha TEXHHILM JIBa IIOKa3MBava, KOjH 00jeanbaBarbe BPLIN Y JIMHEAPHO] CIOKEHOCTH. Y jesuky C++ Taj
NITOpUTaM je IocTymaH u nmomohy dmdmmoreuke pyHKuuje merge. Ha Taj HaumH 10odMjaMo anroputam KOju 3a10-
BosbaBa jeanaunny 1'(n) = 27 (n/2) + O(n) u cnoxeroctu je O(nlog n). Harmacumo fa oBa ontumu3anmja Huje
PEBOJIYLIMOHAPHA, AT MOXKe Mo 0dO0JbIIATH e(pUKACHOCT.

Ha HuBOy mMIiemMeHTanuje, Majo nodosblliamhe OMCMO MOIVIM JIOOUTH U TaKO IITO OMCMO M30eru ajloKalyje Mo-
MONRHOT BEKTOpa YHyTap PeKyp3UBHHX [TO3MBA U KOJ U3MEHHTH TAKO JIa CE Y CBAKOM PEKYP3MBHOM ITO3UBY KOPUCTH
WCTH, YHATIpe]l aJlolpad nmoMohHu BeKkTop. Jour jemHa Moryha onTuMu3aryja o K0joj O ce MOIJIO Pa3MHUCIUTH je
cMamUBamke Opoja orepanyja KOpeHOBamba.

bool porediX(const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
return tl.x < t2.x;

}

bool porediY(const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
return tl.y < t2.y;

}

// funkcija pronalazi najblizi par tacaka u delu nizu [l, r] 1 dodatno
// sortira tacke unutar tog dela niza po y koordinati
double najblizeTacke(vector<Tacka>& tacke, int 1, int r, vector<Tacka>& pojas) {
// za manje od 4 tacke, grubom silom odredjujemo najblizi par
if (r-1+1<4){
// odredjujemo najblizi par
double d = numeric_limits<double>::max();
for (int 1 = 1; 1 < r; 1++)
for (int j = 1+1; j <= r; j++)
d = min(d, rastojanje(tacke[i], tacke[j]));
// sortiramo tacke
sort(next(begin(tacke), 1), next(begin(tacke), r+1), porediY);
return d;

}

// delimo niz tacaka sa pozicija [l, r] u dve polovine

ints=1+(r -1/ 2;

int x = tacke[s].x;

// rekurzivno pronalazimo najblizi par u levoj i desnoj polovini niza
// sortirajuci te polovine po y koordinati

double d1 = najblizeTacke(tacke, 1, s, pojas);

double d2 = najblizeTacke(tacke, s+1, r, pojas);

// najmanje rastojanje svih parova tacaka
double d = min(d1, d2);

// objedinjavamo dva sortirane polovine (koristimo niz pojas kao pomocni)
merge(next(begin(tacke), 1), next(begin(tacke), s+1),

next(begin(tacke), s+1), next(begin(tacke), r+1),

begin(pojas), porediY);
copy(begin(pojas), next(begin(pojas), r - 1 + 1), next(begin(tacke), 1));

// pronalazimo tacke u pojasu sirine 2d oko sredisnje linije
int k = 0;
double dl = x - d, dr = x + d;
for (int 1 = 1; 1 <= r; 1++)
if (dl <= tacke[1].x && tacke[1].x <= dr)
pojas[k++] = tacke[i];

// analiziramo sve tacke u pojasu
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)
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// svaku tacku poredimo samo sa onim tackama koje su u

// pravougaoniku iznad nje

for (int j = 1+1; j < k && pojas[j].y - pojas[i].y < d; j++)
d = min(d, rastojanje(pojas[i], pojas[jl]));

return d;

}

double najblizeTacke(vector<Tacka>& tacke) {
sort(begin(tacke), end(tacke), porediX);
vector<Tacka> pojas(tacke.size());
return najblizeTacke(tacke, 0, tacke.size() - 1, pojas);

}

3agarak: MHOXKeH-€ TOJMHOMA

Hammvmm nporpam koju edukacHo oapelyyje mponsBos qBa MOJMHOMA.

Vaa3: Ca cranjap/iHOT yja3a ce Hoce /iBa MOJIMHOMA. 3a CBAKH [OJIMHOM je Y jeIHO]j JIMHUjU JaT cTerieH 1 (11e0 Opoj
mmely 1 u 50000), a 3aTUM y HapeAHO| TMHUjU KoeduijeHTH (peasHu OpojeBr 3a0KpyKEeHH Ha jeHY JenruMalty,
pasaBojeHn pasmanuma). KoeduimijenTy ce 3a1ajy pefioM, KpeHyBIIH Off CIOOOHOT WiaHa Tj. Koedurmjenta y3 20,
T4 3aK/bYYHO ca Koe(UIijeHToM y3 .

MN3na3: Ha cranpapaHu usia3 UCIUCATH MOJIMHOM MPOU3BO/, Y UICTOM (pOopMaTy y KOM Cy 3aJaTH U UAHUOLH, OCHM
LITO CBU KOoe(UIIMjeHTH Tpeda fa Oydy 3a0KpYyKEHHU Ha ABE JelMae.

ITpumep

Yaaz Hznaz

2 3

1.0 2.0 3.0 1.00 4.00 7.00 6.00
1

1.0 2.0

Pememe

MHoXxeme MOKEMO H3BPUIUTU KIIACUYHUM AJITOPUTMOM MHOKCHA, KOjI/I CMO IIpUKA3aJi1 y 3aJaTKy ApI/ITMeTI/IKa Hanq
noamHOMEUMA. CII0KEHOCT TOT AJIrOpuT™Ma je O(m . ?12), TIae Cy 111 U N2 CTCIICHU NOJIMHOMA KOjI/I C€ MHOXKE.

// funkcija mnozi dva polinoma p1*p2
vector<double> proizvod(const vector<double>& p1,
const vector<double>& p2) {

int n1 = pl.size(), n2 = p2.size();

vector<double> proizvod(ni+n2-1, 0);

for (int 1 = 0; 1 < n1; 1++)

for (int j = 0; j < n2; j++)
proizvod[i+j] += p1[i] * p2[il;
return proizvod;

}

vector<double> ucitajPolinom() {
int n;
cin >> n;
vector<double> p(n+1, 0.0);
for (int 1 = 0; 1 <= n; 1++)
cin >> p[i];
return p;

}

int main() {
vector<double> p1
vector<double> p2

ucitajPolinom();
ucitajPolinom();
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vector<double> r = proizvod(pl, p2);
cout << r.size() - 1 << endl;
for (size_t 1 = 0; 1 < r.size(); i1++)
cout << fixed << showpoint << setprecision(2) << r[i] << 7 ”;
cout << endl;
return 0;

}

Hako ce HeKO BpeMe CMaTpaJIo J1a je JI0kba IPAHUIIA CJI0KEHOCTH MHOKea roimHoma O (n 1 -ng), Anaroiuj Kapaiyba
je 1960. nokazao xa je aekomno3uijoM Moryhe nodutn edpukacHuju aroputam. IlpernocraBumo fa je moTpedHo
HOMHOXHTH MOJNKHOME ¢ + bx ¥ ¢ + dz. [JupektaH npucTym mogpasymeBa u3padyHaBame ac + (ad + be)x + bd,
ITO Nofpa3ymMeBa 4 MHOxkemwa. KapaityOuHa KibydHa omacka je fa ce MCTO MOXe OCTBAPUTH CaMo ca TPU MHOXKEHa
(Ha pauyH MaJio Beher dpoja cadupama Tj. 0Jly3UMama, IITO HUje KPUTUYHO, jep ca cadupame U Oy3uMarhe OOMYHO
BpLIM Op’ke HEro MHOXEHE, a IITO BaXW M 3a MOJIMHOME, jep je cadupare U Ofy3uMarbe MOJMHOMa Oomepanuja
nuHeapHe cioxeroctr). Hanme, Baxu na je ad + be = (a + b)(c + d) — (ac + bd). TotpedHo je, nakie, camo
u3pavyHaTu mpomssoge ac, bd u (a + b)(c + d), a oHzma npBa Ba MPOM3BOAA YIOTPEOHUTH IO [Ba MyTa (OHHU CY
MOTPEOHH U TUPEKTHO U 3a U3padyHaBame Mpon3Boaa ad + be).

Nwmajyhu oBaj KapamyOmn “Tpuk” y BHIY, JJaKO MOXEMO HAIIPABUTH aJITOPHTaM 3aCHOBAH Ha JeKoMmnosunmju. [la
Ou nmIIeMeHTaIMja Ouna jeJHOCTaBHHja Mpe MHOXKEHa MOJIMHOME IOy jeMO HyJlamMa Tako Ja 0da uMajy 2" Ko-
edunmjenarta.

Ha npumep, nBa monmHoMa creneHa 3 (ca mo 4 xoeduipjeHaTa) MHOKHMMO TaKo IITO UX MPEACTaBUMO TOMOhy 1mo-
snuHOMa 1 (ca mo 2 KoedunyjeHTa).

(a32® +agx® + a1z +ag) - (b3x® +box?® +b1x+ag) = ((azx +az)x® + (a12+ag)) - ((b3z +bo)z? + (brz +bp))

Cana cy “xoedunmjentu” A = azx + agu B = a1x + ag, C = b3z + bo u D = bz + by 1 BpIIK Ce MHOXEbE
nomuaoma Ax? + B u Cx? + D. Ha ocroBy Kapaiyousor nocTymnka peKyp3uBHO hemo n3padyHaBaTi IIpou3Bo/ie
(A+ B)(C + D), AC u BD, a 10 cy caaa noTipodieMy JBOCTPYKO Marbe JUMEH3H]je Of MoJla3He. AHAIOTHO ce
TMOCTYIA U KaJa je AMMEeH3Hja O1JIo Koju Behu cTemneH ABojKe.

Anamm3a cioxkeHocrn. ITomro MHOKeHe 3a0BosbaBa jenHaunny 1'(n) = 37(n/2) + O(n). 3auncra, Bpiue ce
TPU MHOXEHa JBOCTPYKO MamHX MOJMHOMA, JIOK ce cBa notpedHa cadupama (1 y (asu npunpeme peKyp3MBHHUX
no3uBa U y (ha3u 0djenubaBarba BUXOBHX pesyirata) Bpiue y cinoxkeHoctd O(n). CIOXEHOCT aropurMa je 3ato
o) ( nlog2 3).

WmrnemeHTanujy HajjeAHOCTaBHHj€ MOKEMO HAIPABUTHU TAKO Jla CE y CBAKOM PEKYyP3MBHOM NO3UBY CBU Melype3yii-
TaTH, KA0 M KPajibH pe3yJITaT CMelITajy y MoceDHUM BeKTopuMma. MelyTuMm, TakBa UMILJIEMEHTaldja je HeeprkacHa
U TECTOBH [IOKAa3yjy [a He JOIPHHOCH N000JbllIaty e(PUKACHOCTH HauBHe Iporieaype. Kibyunu npodiem je To mro ce
TOKOM peKyp3Hje rpajie BEKTOpH y KOjHMa ce dyBajy IPUBPEMEHH Pe3yJITaTH U Te aJloKalyje U AealoKalyje Tpole
jako IyHO BpeMeHa.

// funkcija mnozi dva polinoma p1*p2 sa po 27k koeficijenata
vector<double> karacuba(const vector<double>& pi,
const vector<double>& p2) {
// broj koeficijenata polinoma
int n = pl.size();

// polinome stepena @ direktno mnoZimo
if (n == 1)
return vector<double>{p1[0] * p2[0], 0.0};

// delimo p1 na dve polovine: a i b
vector<double> a(n / 2), b(n / 2);
copy_n(begin(p1), n/2, begin(a));
copy_n(next(begin(p1), n/2), n/2, begin(b));

// delimo p2 na dve polovine: c 1 d
vector<double> c(n / 2), d(n / 2);
copy_n(begin(p2), n/2, begin(c));
copy_n(next(begin(p2), n/2), n/2, begin(d));
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// Vazi:
//  (ax+b)*(cx+d) = a*c*x?*2 + ((a+b)*(c+d) - a*c - b*d)*x + b*d

// rekurzivno racunamo a*c i b*d
vector<double> ac = karacuba(a, c);
vector<double> bd = karacuba(b, d);

// izracunavamo a+b (rezultat smestamo u vektor a)
for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++)

a[i] += b[i];
// izracunavamo c+d (rezultat smestamo u vektor c)
for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++)

c[i] += d[1];

// izracunavamo (a+b)*(c+d)
vector<double> adbc = karacuba(a, c);
// izracunavamo (a+b)*(c+d) - a*c - b*d
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

adbc[i] -= ac[i] + bd[1];

// sklapamo proizvod iz delova

vector<double> proizvod(2*n, 0.0);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
proizvod[n + i] += bd[1i];
proizvod[n/2 + i] += adbc[i];
proizvod[i] += ac[i];

}

// vraéamo rezultat
return proizvod;

}

// najmanji broj oblika 27k koji je veci 1li jednak od n
int stepenDvojke(int n) {
int s = 1;
while (s < n)
s <<= 1;
return s;

}

// funkcija mnozi dva polinoma, prosirujuci ih eventualno nulama
vector<double> mnozi_polinome(vector<double>& p1,
vector<double>& p2) {

int s1 = stepenDvojke(pl.size());

int s2 = stepenDvojke(p2.size());

int s = max(s1, s2);

pl.resize(s, 0.0); p2.resize(s, 0.0);

return karacuba(pl, p2);
}

[axsprBHja aHAM3a MTOKa3yje Aa je Moryhe cBy moMohHy MEMOpPH]y aJIOLMPATH CaMO jeJHOM U OHJJa TOKOM PeKyp-
31je KOPUCTUTH CTAJTHO MCTU MOMONHM MEMOPHjCKH ITpocTop. Bennunua nmotpedne nomohne memopuje je 4n (oBa
IyTa I10 1 J1a ce CMecTe MOJIMHOMHU ¢ + b U ¢ + d 1 joul 2n fa ce CMeCTH BHXO0B pou3Boa). JomaTHa onTuMu3anuja
je Ja ce IpYMeTH /1a je 3a MaJie CTelleHe IMOJMHOMA KJIaCHYaH ajlropiTaM OpKU HEero ajroputaM 3aCHOBaH Ha JIEKOM-
NO3ULMjH (OBO je YecT Cllydaj KOoJ alropuTaMa 3aCHOBaHMX Ha JEKOMIIO3MIMjHU). EKCriepuMeHTaTHOM aHAIM30M Ce
yTBphyje a ce BHIIE MCIUIATH MPAMEHNATH KJIACHYaH aITOpUTaM Kaj rox je n < 4.

// mnoZimo polinome Ciji su koeficijenti smesSteni u vektorima
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// pl[startl, starti+n) i1 p2[start2, start2+n)

// 1 rezultat smesStamo u vektor

// proizvod[start_proizvod, start_proizvod + 2n),

// koristeci pomocni memorijski prostor u vektoru

// pom[start_pom, start_pom + 4n)

vold karacuba(int n,
const vector<double>& p1, int starti,
const vector<double>& p2, int start2,
vector<double>& proizvod, int start_proizvod,
vector<double>& pom, int start_pom) {

// 1zlaz 1z rekurzije
if (n <= 4) {
// klasicni algoritam mnoZenja
for (int 1 = 0; 1 < 2*n; 1++)
proizvod[start_proizvod + 1] = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
proizvod[start_proizvod + 1+j] +=
pl[startl + i] * p2[start2 + j];
return;

}

// Vazi: (a+bx)*(c+dx) =
// a*c + ((a+b)*(c+d) - a*c - b*d)*x + b*d*x"2

// Izracunavamo rekurzivno a*c i smestamo ga u levu polovinu
// proizvoda
karacuba(n / 2, p1, start1l, p2, start2,

proizvod, start_proizvod, pom, start_pom);
// Izracunavamo rekurzivno b*d i smestamo ga u desnu polovinu
// proizvoda
karacuba(n / 2, p1, startl + n/2, p2, start2 + n/2,

proizvod, start_proizvod + n, pom, start_pom);

// Izracunavamo a+b 1 smestamo ga u pomocéni vektor (na pocetak)
for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++)
pom[start_pom + i] =
pi[startl + i] + p1[startl + n/2 + i];
// Izracunavamo c+d 1 smestamo ga u pomocéni vektor (iza (a+b))
for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++)
pom[start_pom + n / 2 + 1] =
p2[start2 + 1] + p2[start2 + n/2 + i];

// Rekurzivno izracunavamo (a+b)*(c+d) 1 smesStamo ga

// u pomocni vektor, iza (a+b) 1 (c+d)

karacuba(n / 2, pom, start_pom, pom, start_pom + n / 2,
pom, start_pom + n, pom, start_pom + 2*n);

// Izracunavamo (a+b)*(c+d) - (ac + bd)
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
pom[start_pom + n + i1] -=
proizvod[start_proizvod + 1] + proizvod[start_proizvod + n + i];

// Dodajemo ad